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1 Introdução
A principal forma de ingresso no ensino superior atualmente no
Brasil é através do Exame Nacional do Ensino Médio, o ENEM.
Realizado anualmente, tem duração de dois dias, requer uma
redação e 180 questões objetivas, divididas em quatro grandes
áreas: Ciências Humanas e suas Tecnologias, Ciências da Natu-
reza e suas Tecnologias, Linguagens, Códigos e suas Tecnolo-
gias e Matemática e suas Tecnologias.

Os dados do exame são de acesso público através do portal
do Ministério da Educação, veja (INEP, 2018). Ao relacionar a
nota do candidato e seus dados socioeconômicos, o principal ob-
jetivo deste trabalho é investigar se a desigualdade social que é
bastante presente no cotidiano brasileiro se reflete nas notas dos
inscritos no ENEM. Um outro proposito é identificar a existência
de padrão espacial no desempenho médio dos alunos residentes
em Minas Gerais.

2 Motivação
De acordo com (UNITED NATIONS DEVELOPMENT PRO-
GRAMME, 2017), o Brasil figura no décimo lugar no ranking
dos paı́ses mais desiguais do mundo. A desigualdade pode ser
vista em aspectos de gênero, raça, idade, renda, entre outros.
Sendo assim, é razoável suspeitar que tais fatores sejam relevan-
tes em relação à performance dos candidatos do ENEM.

Em 2017, 6.731.342 candidatos se inscreveram. Associados à
cada um existem 139 variáveis explicativas, vamos considerar
apenas as sociais (36 no total). A Sı́ntese de Indicadores Sociais
(ver COORDENAÇÃO DE POPULAÇÃO E INDICADORES
SOCIAIS DO IBGE, 2018) e a análise exploratória deste con-
junto de dados são as principais motivações para a busca de um
modelo que ajuste a performance de um aluno do ENEM, veja
Figura 1.

Figura 1: Nota média dos candidatos de acordo com a raça declarada.

3 Regressão linear múltipla
Do total de 6,7 milhões de inscritos, desconsideramos aqueles
que foram eliminados do exame, restando 4.426.755. Para es-
tes dados, considere o modelo Y = Xβ + ε, em que Y =
(y1, . . . yn)> é o vetor de notas dos candidatos, X é a matriz
n × p com as variáveis explicativas, β = (β0, . . . , βp)

> é o ve-
tor de coeficientes do modelo e ε = (ε1, . . . εn)> é o vetor com
erros aleatórios, sob a suposição de que εi’s são independentes e
identicamente distribuı́dos N(0, σ2).

O modelo foi ajustado utilizando o software R (R CORE
TEAM, 2016). Considerando todos os nı́veis das variáveis ca-
tegóricas, temos 131 coeficientes obtidos para o modelo, apenas
alguns não foram significativos ao nı́vel de 5% de significância.

A Tabela 1 mostra os coeficientes estimados pelo método
de máxima verossimilhança para o tipo de administração e
localização da escola do candidato, a forma de ensino e a raça
declarada. Além disso, observamos que o intercepto é estimado
em 519,01, valor próximo da média amostral (518,55).

Coeficiente Estimativa Erro padrão p-valor
Intercepto 519.00977 21.40007 < 2× 10−16

Administração da escola: Federal (base) - - -
Administração da escola: Estadual -72.48417 0.32792 < 2× 10−16

Administração da escola: Municipal -65.09012 0.63228 < 2× 10−16

Administração da escola: Privada -47.00081 14.55794 0,001244
Localização da escola: Urbana (base) - - -
Localização da escola: Rural -9.83936 0.32955 < 2× 10−16

Ensino: Regular (base) - - -
Ensino: Especial -19.08266 0.83596 < 2× 10−16

Ensino: Jovens e Adultos -30.00682 0.23325 < 2× 10−16

Raça: não declarado (base) - - -
Raça: Branca 1.51055 0.42283 0,000354

Raça: Preta -5.84954 0.44450 < 2× 10−16

Raça: Parda -4.85479 0.42154 < 2× 10−16

Raça: Amarela 1.58823 0.54867 0,003796

Raça: Indı́gena -14.92869 0.81091 < 2× 10−16

Tabela 1: Estimativas de alguns coeficientes do modelo, com respectivos
erro padrão e nı́vel de significância.

As Figuras 2 e 3 mostram os coeficientes estimados relacio-
nados à escolaridade dos pais do candidato e a renda mensal
familiar. Além desses, O coeficiente relacionado ao número de
pessoas moram na residência é −2,567. O coeficiente obtido
para o fator que discrimina gênero não foi significativo à 5%.

O tipo de escola que o candidato frequentou o Ensino Médio
é significativo; categorias e coeficientes estimados: somente em
escola pública (base), parte em escola pública e parte em escola
privada sem bolsa de estudo integral (4,451), parte em escola

pública e parte em escola privada com bolsa de estudo integral
(13.272), somente em escola privada sem bolsa de estudo inte-
gral (28.083), somente em escola privada com bolsa de estudo
integral (35.070)

Figura 2: Nı́veis de escolaridade dos pais: A (Nunca estudou), B (Não com-
pletou o 5o ano do EF), C (5o ano, 9o ano do EF incompleto), D (9o ano, EM
incompleto), E (EM, faculdade incompleta), F (Faculdade, pós-graduação in-
completa), G (Completou a Pós-graduação), H (Não sei).

Figura 3: Renda mensal familiar, partindo de nenhuma renda (A), 1 salário
(B), e acréscimos de meio salário em cada nı́vel até 20 salários (Q).

Em conclusão, para este modelo, temos que R2 = 0,3882, um
valor que pode ser considerado baixo. Embora as variáveis pre-
sentes no banco de dados são significativas, elas não são sufici-
entes para explicar a performance de cada candidato no ENEM.
Vários outros fatores, que não estão descritos no conjunto, influ-
enciam na nota.

4 Modelo espacial
Para este modelo, vamos considerar a performance média dos
candidatos residentes no estado de Minas Gerais, agregando
pelo municı́pio de residência todos os inscritos que compare-
ceram às todas provas de 2017 e calculando a nota final média
em cada unidade municipal.

A Figura 4 mostra o resultado obtido com a agregação dos da-
dos. Quanto mais forte o tom de azul, maior é a nota média
registrada em 2017 para aquele municı́pio. O mapa sugere uma
associação espacial do desempenho médio dos candidatos entre
as cidades mineiras, que se assemelha com o padrão espacial
apresentado pelo IDH municipal do estado.

Figura 4: Nota média na prova do ENEM em cada um dos municı́pios de
Minas Gerais

Uma medida utilizada para mensurar a associação espacial en-
tre unidades de áreas é o C de Geary (RIPLEY, 1991),

C =
(n− 1)

∑
i
∑
j wij(Yi − Yj)2(∑

i 6=j wij
)∑

i(Yi − Ȳ )2
,

em que n é o número de áreas, Yi a nota média observada na
região i (i = 1, . . . , 853), Ȳ =

∑
i Yi/n e wij indica se i é vi-

zinho de j. Para os dados considerados, C = 0,845, valor que
indica associação espacial positiva.

Um modelo popular que incorpora associação espacial entre
as vizinhanças é o modelo autorregressivo condicional (CAR),
proposto por (BESAG, 1974). Assim, a distribuição do efeito
aleatório θi, condicionado nos seus vizinhos, fica na forma

θi|θj 6=i ∼ N
[∑

j

wijθj, τ
2/wi+

]
,

em que wi+ =
∑
j wij, o número de vizinhos da região i.

Com isso, podemos ajustar um modelo Bayesiano
hierárquico para estimar os efeitos aleatórios espaciais.
Seja θ = (θ1, . . . , θ853) o vetor de efeitos aleatórios espaciais
associados à cada região. Considere então

Yi | θi ∼ N(µ + θi, σ
2),

θ ∼ CAR(τ2, ρ), µ ∼ N(500, 100),

σ2 ∼ GI(2,001, 1,001), τ2 ∼ GI(2,001, 1,001),

em que µ é um escalar que representa o valor médio global da
performance dos municı́pios, θi é o efeito aleatório espacial da

região i, σ2 é o efeito de variância não espacial, τ2 é o efeito
de variância espacial e ρ é o parâmetro que garante que a matriz
de precisão Σ−1 seja inversı́vel (aqui, consideramos ρ = 0.9).
Além disso, os hiperparâmetros foram escolhidos para determi-
nar distribuições à priori vagas. Observe que os valores α e β
escolhidos para as distribuições de σ2 e τ2 determinam variáveis
aleatórias gama-inversa com média 1 e variância 103.

Utilizamos o programa JAGS (PLUMMER, 2003), juntamente
com o módulo GeoJAGS (FREITAS SEVERINO, 2018), para
executar o algoritmo MCMC (Markov chain Monte Carlo) e
amostrador de Gibbs (S. GEMAN; D. GEMAN, 1984; GEL-
FAND; SMITH, 1990). O algoritmo foi configurado para
realizar 60,000 iterações, com burn-in de 10,000 iterações e
5,000 observações formando a amostra a posteriori. Para evitar
autocorrelação, consideramos um lag de 10 passos.

Parâmetros Média 95% HDP
µ 517,136 516,300 517,800
σ2 126,154 101,200 152,000
τ2 0,004 0,003 0,005

Tabela 2: Estimativas a posteriori dos parâmetros do modelo espacial: média
e intervalo de credibilidade (HPD).

A Tabela 2 mostra as médias a posteriori para os parâmetros
µ, σ2 e τ2, bem como os respectivos intervalos de credibili-
dade à 95%. O valor médio global µ estimado é próximo ao
valor observado, 518,549. Os valores médios obtidos para os
853 efeitos aleatórios são exibidos na Figura 5, variando no in-
tervalo [−47,08, 34,83], com média 0 e mediana 2,93. Assim,
o municı́pio cujo efeito aleatório espacial é negativo, tem a sua
nota média no ENEM decrescida pelo valor estimado pelo efeito
aleatório, ou seja, a localização do municı́pio o faz ter a nota
média inferior à média global.

Figura 5: Média a posteriori dos efeitos aleatórios espaciais na performance
dos alunos por municı́pio no estado de Minas Gerais.

Corroborando com o valor C de Geary calculado na Equação 4,
o mapa obtido mostra um arranjo espacial com padrão claro no
desempenho médio dos alunos no ENEM nos municı́pios de Mi-
nas Gerais.

5 Discussão
•Apresentação da desigualdade socioeconômica da sociedade

brasileira em termos quantitativos.
•Os resultados obtidos com o modelo de regressão linear

múltipla reforçam a existência da já sabida desigualdade no
Brasil. As estimativas dos coeficientes mostraram que a renda
familiar, a raça, o grau de instrução dos pais são significativos
na nota final dos candidatos.
•O modelo espacial proposto mostra que o padrão geográfico

da desigualdade presente no estado de Minas Gerais também
pode ser visto através do desempenho médio dos alunos
na prova do ENEM. Estamos, portanto, apenas demons-
trando através dos modelos estatı́sticos o que foi relatado
pela (COORDENAÇÃO DE POPULAÇÃO E INDICADO-
RES SOCIAIS DO IBGE, 2018).
• Trabalho futuro: regressão quantı́lica para ajuste das maio-

res notas do exame, procurando investigar se obteremos um
modelo com coeficientes diferentes.
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