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INSTRUCOES

Nao é permitido portar celular (mesmo desligado) durante o exame. Sobre a carteira deixe apenas l4pis,
borracha, caneta e um documento de identificagdo com foto. Carteiras, mochilas e blusas devem permancer a
frente da sala, juntamente com os celulares (nédo custa repetir) e demais aparelhos eletronicos, que devem estar
desligados.

Preencha a tinta, e de maneira legivel, todos os campos acima.

Esta prova tem duracdo méxima de 2 horas. A entrega da prova e saida da'sala s6 é permitida apés 11h00min.
As questdes podem ser feitas a tinta (azul ou preta) ou a lapis.

Utilize, se necessario, as paginas seguintes para rascunho. S6 sera considerado na corre¢do das questdes
dissertativas o que estiver na folha com seu enunciado.

Mantenha a organizacdo, limpeza e legibilidade na redacdo das questdes dissertativas, justificando todas as
suas afirmacgoes.

Nao destaque nenhuma folha de sua prova.
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Questdo 1 (Valor: 2.5 = 0.5+ 1.5+ 0.5 pontos). Considere a fungdo f(x,y) = P

a. Determine o dominio de f e esboce-o na figura abaixo.

. 1 . .
b. Determine a curva de nivel c = 5 eacurva de nivel c = 0 de f. Esboce essas curvas na figura abaixo.

c. O limite lim  f(x,y) existe? Justifique.
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Solucio.

a. Dy = {(x,y) € R?: x2 4 2y? # 1}, ou seja, todo o plano exceto a elipse indicada na figura acima.
b. As curvas de nivel pedidas sdo:

e f1(12) ={(x,y) € Ds: f(x,y).= 1/2}, ou seja,
V2

o)l e 10 e x— 2 Y2
X242 -1 2 B T2

A curva de nivel é entdo o par de retas paralelas verticais indicado na figura acima.
o f71(0) = {(x,y)€ Dy: f(x,y) = 0}, ou seja,
Y2 — 2
x2+2y2 =1
A curva de nivel é entdo o par de pardbolas indicado na figura acima.

c. O limite pedido ndo existe, pois as duas curvas de nivel (distintos) acima tendem a passar pelo ponto em questao,
conforme indicado na figura). Explicitamente:

e Sey(t)= (t,;) en(t). = (?,t) temos

tim f(1(1)) =0 # 2 = lim £(5(1)).

2

=0 <= P =x' <= y=+1"



Questao 2 (Valor: 2.5 = 1.0 + 1.0 + 0.5 pontos). Seja f: R? — R dada por f(x,y) =

. of 9 . .
a. Determine of e —f, explicitando seus dominios.

ox 9y
b. Em quais pontos de R? a fungao f ¢ diferenciavel? Justifique.

of

c. A fungdo 3y é continua em (0, 0)? Justifique.

Solugdo.

a. Aplicando a regra do quociente, para todo (x,y) # (0,0), temos:
g(x ) = 6sin’ xcosx  4x%sin® x o g(
ax "’ x4+ 12 (x* 4+ y2)2 dy

0,0) precisamos da defini¢do (por que?):

0+4h,0) — f(0,0) .. sinh

Quando (x,y)

= (

%o

ox h—0 h h—0 hd h—0
of _ f(0,04+k)—f(0,0) . 0

dy (0,0) K30 k K30 K3 0

( ,0):1imf( = lim 2" = lim sinh( 2

sin® x

Ay se (x,y) # (0,0),
0, se(x,y)=(0,0).

—2ysin® x
x/y) = (x4+y2)2‘

b. Emtodo (x,y) # (0,0), as derivadas parciais de f sdo quociente de fun¢des continuas, e portanto continuas. Deste
modo f é de classe C! em tais pontos e portanto diferencial neles. Na origem é preciso verificar pela definicao:

lim f(O+h,0+k)—£(0,0) — fx(0,0)h~ f,(0,0)k C im sinbh
(hk)=(0.0) Vh? + k2 (k)= (0,0)/RZH K2 (M4 + h2)
F(hk)
Como F(0,k) = 0e, para h # 0, temos
sin® h It
1' F h,k = h — 0’
(h,k)li%,o) (k) (h,k)lgzo,o) W6 JREL K2 M k2~~~
H/_/h ,—/%‘I\/—/ —0
—1 limitada - limitada

donde f é diferencidvel em (0,0).

9
c. Calculemos o limite para verificar a continuidade de of (explicitada acima) ao longo da curva (¢, t?):

Y

. Of o —2t2sin®¢ 1, sint 1
1 = t,t = ]. ———— N ——1 _ = — =
150 By( ) 150 (14 + (£2)2)2 2450 16 2

Of o et .
Logo y ndo é continua na origem.

20=%%(0,0.

dy



Questio 3 (Valor: 2.5 = 2.0 + 0.5 pontos). Sejam f: R?> — R uma funcao diferencidvel e y(t) = (3t,t%,t3),t € R,
uma curva cuja imagem esta contida no grafico de f. Seja r a reta tangente a curva de nivel 8 de f no ponto (6,4).
Sabendo que a reta r contém o ponto (3, 6), determine:

a. O vetor gradiente de f no ponto (6,4).

b. A equagdo do plano tangente ao gréfico de f no ponto (6,4, f(6,4)).

Solugio.

a. A imagem de 7y estar contida no grafico de f nos diz que f(3t,#?) = t3. Sendo f diferenciavel, isto nos diz que
(V£(3t,2),(3,2t)) = 3t?, ou ainda, 3fx (3t,#?) + 2t£,(3t,#?) = 3t2. Em t = 2 isso d4

1) 3fx(6,4) +4f,(6,4) = 12.

A reta r contém os pontos (6,4) (de tangéncia) e (3, 6). Isto nos diz que ela é paralela ao vetor v = (6,4) — (3,6) =
(3,—2). Como a reta é tangente a curva de nivel 8 de f, temos Vf(6,4) L v, ouseja, (Vf(6,4),v) = 0:

2) 3fx(6,4) — 2f,(6,4) = 0.
Das equagdes (1) e (2) acima vem que V£(6,4) = (4/3,2).
b. O plano tangente ao grafico de f em (xg, o) tem equagdo
7: fx(x0,90) (x — x0) + fy(x0,¥0) (v — Yo) — 2+ f(x0, yo) =0
Neste caso (xo, ¥9) = (6,4) e, como f(6,4) = f((2)) = 2% = 8, temos

(7 4/3(x —6) +2(y —4) —2+8=0 <= i dx+6y—3z—24=0]




Questdo 4 (2.5 = 1.5+ 1.0 pontos). Considere a fungdo f: R> — R dada por f(x,y,z) = 3x> + xz + y* + 3z°.
Encontre os pontos de maximo e de minimo de f em C, quando

a. C={(x,y,z) e R¥: 22+ y? + 22 = 4}.

b. C={(xyz) € R: x> +y>+22=dex+z =2}.

Solugio.

a. Aregido C em questdo é a superficie esférica de raio 2 e centrada na origem, que é um conjunto compacto. Como f
é continua em C, o teorema de Weiertrass garante a existéncia de valor maximo e minimo para f nesse conjunto. Os
pontos onde tais valores sdo atingidos sdo encontrados via multiplicadores de Lagrange, onde a funcéo objetivo é
f e arestrigdo é a superficie de nivel 0 da fungdo g(x,,z) = x> +y? + z> — 4. Nos pontos procurados os gradientes
de f e g devem ser linearmente dependentesﬂ obtemos entdo o sistema

{Vf(x,y,2),Vg(x,yz)} éLD. — Vf(x,y,z) x Vg(x,y,z) =0
g(x,y,z) =0. x> +y?+z2—4 0.

Explicitando as coordenadas:

y(x +4z) =0
2 _ 52 _
y(4x +z) =0

Sey = 0 e x> = z? temos as solugdes

(vV2,0,v2), (=v2,0,v2), (v2,0,=v2) e (—v2,0,—V2).

Sex+4z=4x+z=0ex? =722 as solugdes sdo

\ (0,2,0) e (0,—2,0).\

Calculando os valores de f nesses pontos obtemos,
f(V2,0,v2) = f(—v2,0,—V2) = 14
f(=v2,0,v2) = f(v/2,0,—v2) =10
£(0,2,0) = £(0,—2,0) =4.

Deste modo o valor médximo de f.em C é 14, atingido nos pontos (ﬁ, 0, \@) ef (—ﬂ, 0, —ﬁ) e o valor minimo
é 4, atingido nos pontos (0,2,0) e (0,—2,0).

b. De maneira andloga, agora com restricdo dada pela‘intersecdo de duas superficies de nivel 0 (da func¢do ¢ acima e
deh(x,y,z) =x+z— ZEI), devemos ter que os gradientes de f, g e h devem ser linearmente dependentesﬂ Assim,

{Vf(xy,2),Vg(x,y,2), Vi(x,y,2)} € LD. [Vf(x,y,2),Ve(x,y,2), Vh(x,y,2)] =0
g(x,y,z) =0 = x4y 24 =0
h(x,y,z) =0. x+z—-2 =0.
Explicitando as coordenadas temos o sistema
y(x —2z) =0
Py =4
X+z =2.

Se y = 0, temos as solugées‘ (2,0,0) e (0,0,2). ‘Se x —z = 0 as solugdes sao | (1,v/2,1) e (1, —/2,1).
Calculando os valores de f nesses pontos obtemos,
£(2,0,0) = £(0,0,2) =12

£(1,v2,1) = f(1,—v/2,1) =9.

O valor maximo de f sobre este conjunto é 12, atingido em (2,0,0) e (0,0,2). O valor minimo é 9, aingindo em

(1,v/2,1) e (1,—v2,1).

1Pamlelos, nesse caso.
2Respectivamente uma esfera e um plano, cuja interse¢do é um conjunto compacto.
3Coplanares, nesse caso.
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