MAT-2453 — Calculo Diferencial e Integral I — EP-USP

Segunda Prova — Solug¢oes

TESTES

SOLUCOES

1. Sejam ¢ : R — R dada por g(x) = x° —3x e
¢ € R cuja existéncia é garantida pelo Teorema do
Valor Médio para g no intervalo [—4,2]. O valor c é

a. —1; b.0; c 2; d.1; e. —2.

1. Do TVM, temos que existe ¢ €] — 4,2[ tal que
2(2) —g(—4) = ¢'(c)(2—(—4)), o que equivale a
54 = (3¢* —3)6, donde ¢> = 4, —4 < ¢ < 2. Entdo
c= -2

Alternativa correta: e.

2. Seja f: ]0,00[— R dada por f(x) = x(**). Entéo:
. lim f(x) =1e f é estritamente crescente.
x—0F

a

b. nenhuma das outras alternativas é correta.

c. lim f (x) = 0e f tem um ponto de minimo local.
x—0

d

lim f(x) =1e f tem um ponto de minimo local.
x—0t

e. lim f(x) =0e f é estritamente crescente.
x—0+

2. Podemos escrever f(x) = x() = exp(x?Inx),

> 0. Com isso, li = li 2] =
x om isso xi%hf(x) exp(xir&x nx)

e = 1, j4 que pela Regra de L'Hospital temos
; 2 S Inx _ 13 1/x
nggl+ lnx = xlgggr 1 xligl* —2/x 0.

Além disso, f'(x) = f(x)[2xInx + x| e entdo
fl(x) < 0,sex < e 2 ef(x) >0,sex >e /2
Logo xp = e /% é um ponto de minimo local.
Alternativa correta: d.

3. Seja ¢ um fungdo continua no intervalo [—1,2]
e derivavel em | — 1,2, que assume os valores
§(=1) =0,8(0) =4, g(1) = 2eg(2) =2 Con-
sidere as afirmacoes:
(I) A equagdo g(x) = 3 tem pelo menos uma so-
lugdo no intervalo [—1,0].
(II) A equagdo g(x) = 2 tem exatamente uma so-
lugdo no intervalo [—1,0].
(III) A fungdo g admite um ponto critico no inter-
valo |1,2[.
Pode-se dizer com certeza que

todas as afirmacoes sdo falsas.

. somente as afirmacgdes (I) e (III) sdo verdadeiras.
somente as afirmacoes (I) e (II) sdo verdadeiras.
. todas as afirmacdes sdo verdadeiras.

somente a afirmacdo (I) é verdadeira.

oo T

3.

(I) Verdadeira: como g ¢é continua e
g(-1) = 0 < 3 < 4 = g(0), o TVI ga-
rante que existe ¢ € [—1,0] tal que g(c) = 3.

(I) Falsa: também pelo TVI, verificamos a existén-
cia de uma solugdo para g(x) = 2, porém a
unicidade ndo pode ser garantida.

(IlT) Verdadeira: como g(1) = ¢(2) = 2, podemos
aplicar o teorema de Rolle para g no intervalo
[1,2], ou seja, existe ¢ €]1,2[ tal que g’(c) = 0.
Alternativa correta: b.

. . 1 e
4. Deseja-se estimar o valor de — com erro inferior
e

a 2 x 1074 Use um polinémio de Taylor da fungio
f(x) = e™*, em torno de xp = 0, e seu resto de La-
grange. Sabendo que 2 < e < 3, assinale a alterna-
tiva correspondente ao menor grau de um tal polino-
mio que se pode garantir com estes elementos.

a. §; b. 5; c.9; d. 6; e.”.

4. O resto de Lagrange nesta aproximacdo é dado
—C

e

por E,(1) = CESIk onde ¢ €]0,1]. Segue que
1 1

— — < E, (1) < ——. P

3(n+1) — n(1) < (n+1)! ara o que o resto

seja menor que 2 x 1074, a estimativa superior nos
déd n > 6. Usando n = 5 na estimativa inferior, ve-

1
> —4
_2160>2><10 ,sendo de fato 6 o

menor grau para o polindmio procurado.
Alternativa correta: d.

mos que E5(1)

5. Seja f(x) = e~* + x, definida em toda a reta real.
O namero de solucdes da equagdo f(x) = 2 no inter-
valo [—2,2] é

a.3; b.1; c.2; d. 4; e. 0.

5. Aqui temos f'(x) = —e ¥ +1e f"(x) = e~ 1 >0,
donde f’ é sempre crescente. Como f'(0) = 0, entdo
f'(x) <0,sex <O0e f'(x) >0, sex > 0. Logo
xp = 0 é um ponto de minimo (global - por que?)
de f. Além disso f(—2) = e>—2 > 2, f(0) =0e
f(2) =e 242> 2. Aplicando o TVI e considerando
o crescimento de f nos intervalos [—2,0] e [0, 2], con-
cluimos existe um tinico ponto em cada um deles no
qual f vale 2.

Alternativa correta: c.




QUESTOES DISSERTATIVAS

Questdo 1 (Valor: 3,0). Seja f : R\ {1} — R dada por
X+ 161/071’),

=4

Esboce o grafico de f localizando intervalos de crescimento e decrescimento, concavidades, limites convenientes e
assintotas (quando existirem). Use que

e R s e T
Solucio.
e Odominiode fé R\ {1}.
e O crescimento de f é dado pelo sinal de f’. Neste caso temos
fl(x)<0 < x<loux>3 e f(x)>0 < 1<x<3,

donde f(x) é decrescente em | — o0, 1[ U [3, +-o0[ e crescente em |1, 3], sendo entdo xp = 3 um ponto de méximo
local (por enquanto), onde f(3) = 2¢~"% > 1.

. L . ” _ 2x% —11x 411 B
e A concavidade é obtida pelo sinal de f”, que nesse caso resume-se ao estudo do sinal dle —————. Entdo

x—1
11_\/§{U}11+\/3>3 +Oo[
EE— —

f'(x) >0 <:>x6}1, 1

, onde f tem concavidade para cima;

11 —+/33 11+ +/33 {
4 ’ 4

f'(x) <0 <= x¢€ } — 0o, 1[ U } , onde f tem concavidade para baixo.

Portanto os pontos de inflexdo sdo a = 11*4‘/373 eb= 11+4V B

e Em vista do dominio de f, sdo convenientes os seguintes limites:

(i) )}grolof(x) =1, pois 2| tende a 1 e, como 1/(1-x) tende a 0, ¢/ tende a 1.

(ii) Analogamente temos lim f(x) = 1. Destes dois limites e do crescimento de f, analisado acima, con-
xX——00

cluimos que xyp = 3 é um ponto de méximo global de f.

(iii) lim f(x) = —oo, pois % tende a —oo e, como 1/(1-x) tende a co, e/(1~*) tende a +oo.
x—1~

(iv) linln+ f(x) = 0. De fato, temos uma indeterminagao do tipo “oo - 0” e podemos escrever
X—

lim f(x) = lim (x—l—l)w = lim <2+3{> %,

x—1+ x—1+ e/x-1 U—r+00 el

onde fizemos u = (x — 1) ! e a tltima igualdade segue de Lll;l;l 24+ 1/u = 2 e da regra de L'Hospital.
u [ee]

/




Questdo 2 (Valor: 2,0). Sejam L uma fonte luminosa puntiforme de poténcia P e AB um segmento de reta que dista
h > 0de L (vide Figura 1A). A intensidade luminosa em X € AB, que dista d de L, é dado por

_ kPcosa

I(X) = —n onde k > 0 é uma constante.

Considere agora, conforme a Figura 1B, duas fontes L1 e L, (com poténcias P; e P, respectivamente), emitindo luz
sobre os pontos de um segmento AB de comprimento /2. Mostre que existe um tinico ponto em AB sobre o qual a
intensidade luminosa é méxima.
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(1A) Uma fonte (1B) Duas fontes

Solugio. Denotemos por I(X) a intensidade luminosa total sobre o ponto X € AB. Entdo
kP h kP>h
I(X) _ 1 CZOSlJél 2 COS’XZ’
d d3
1 2

onde & e ap sdo os angulos indicados na Figura 1B, d; a distancia entre X e L; e dy a distancia entre X e L,.
Se x é a distancia entre A e X, temos que X dista /2 — x de B. Além disso,

di(X) = Vh2+x2, cosa; = dl?X)' dy(X) = /W2 + (/2 —x)2, cosag = dz?X)'

Deste modo escrevemos a intensidade em termos de x € [0,4/2]:
kP;h kP,h
I(x) = + ,
W= G2 Gy o)

que é uma fun¢do continua em [0,%/2] e derivavel em ]0,%/2[. Para simplificar a notagdo escrevemos A = kPl e
B = kPyh, que sdo constantes. O teorema de Weierstrass garante entdo a existéncia de maximo e minimo para I(x),
x € [0,%/2]. O teorema de Fermat indica que os pontos de ]0, /2 onde tal maximo é atingido devem anular I'(x), que
é dada por

—3A 3B(/2 — x)
(W2 + x2)%2 (h2 + (/2 — x)2)5/2

3( = Ax (12 + (/2= x)2)" + BO/2 = x) (12 + 22)72)
= (hz + xz)s/z (h2 4 (h/z . x)2)5/2

I'(x) =

Sendo g(x) = —Ax(k* + (/2 — x)2)5/2 + B(h/2 — x)(h? + x2)¥2, continua e derivével, temos
g'(x) = —A(W? + (W2~ x)2)5/2 + ;Ax (W + (n/2 — x)2)3/22x
— B(hZ + x2)5/2 + B;(h/z _ x)(h2 + x2)3/22(h/2 _ x)

=AW+ (h/2 - x)Z)S/2 [ — 6x2 + (7h/2)x — 31*/4]
B(h? + x?)*?[ — 6x* + (5h/2)x — h?].

Na expressdo acima os termos entre colchetes sdo ambos negativos e portanto ¢’ (x) < 0 para todo x €]0,"/2[, logo g
é decrescente em [0, #/2].

Como g(0) = Bi*/2 > 0 > g(h/2) = —AK°/2, o teorema do valor intermedidrio garante a existéncia de ¢ €]0, /2|
tal que ¢(c) = 0. A unicidade de tal c vem do fato de g ser decrescente no intervalo em questao.

Finalmente o sinal de I'(x) é o mesmo de ¢’(x) e portanto I'(x) > 0se x €]0,c[ e I'(x) < 0, se x €]c, /2|, donde ¢
é 0 tinico ponto de médximo para a fungdo I no intervalo [0, /2].

Observagdo 1. Poderia concluir concluir que o ponto critico ¢ é de méximo, calculando-se I’ (x), que é negativa no
intervalo ]0,%/2[.



