MAT2456 - Calculo Diferencial e Integral para Engenharia IV

20. Semestre de 2010 - 2a. Lista de exercicios: Séries de Poténcias e Séries de Fourier

1. Usando derivacao e integracao termo a termo, calcular as somas das séries.
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x x x x x x
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2. Mediante o uso das somas das séries obtidas no exercicio 1, calcule:
(o] o o
1 n? (—1)"
— b — —_—
8 2 o ) 2% (ﬁ§:5ﬂn—U
n=1 n=1 n=1

3. Determine as expansoes em séries de poténcias em torno de xg = 0 das seguintes fungoes e os valores
de x para os quais essas expansoes sao validas:

1 1
2) (1+x)? b) (14 )3
= (n+1)(n+2)(n+3) n 1
c¢) Mostre que nz_;) 5 " = A=t

4. Verifique que

1+$ o0 x2n+1 o0 nl'2n+1
a) ln<1x) :2;)27”1, lz| < 1 b)arctg z = » (—1)"——, [z < L.

n=0

5. Determine as expansoes em séries de poténcias em torno de xg = 0 das seguintes funcgoes e os valores
de x para os quais essas expansoes sao validas:

1 1 2x 1 x
b d) In(1 In{ — f) ——.
2) (1+x)? )(1+93)3 C)1+x4 JIn(l+a) e) n<1+3x2> )1+:E—2332
6. Verifique que
o0 xn o0 x2n+1
a) e’ = —, z€R b) sen =z = —)'——=, xR
V= R ) AT
= S (-1)n— R )1 2y 1
c) cosx ngo( ) ol x € ) n<1_$> ngo 1 |z| <
o0 x2n+1
t = 1" 1
o) arctg @ = 3 (<15, ol <

7. Utilizando as séries desenvolvidas no exercicio anterior, obtenha um valor aproximado de

(a) e, com erro inferior a 1077 (b) sen 1, com erro inferior a 1075 e a 1077
(c) In2 e In3, com erro inferior a 1075  (d) arctg(1/2) e arctg(1/3), com erro inferior a 10~°
(e) 7/4, com erro inferior a 1077

(Para (e), use § = arctg(}) + arctg(3), que segue imediatamente de tg(z +y) = %).

d320 d321

t t
8. Utilizando série de Taylor calcule ﬁ;gg( e #(0).

9. Pode-se também tratar de séries de ntimeros complexos de modo andlogo ao caso real. E entao, para
o

todo z € C, define-se e* = > %T,L Mostre que e = cosx + i sen z, para todo = € R.
n=0



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Desenvolva em série de poténcias de x as seguintes fungoes, indicando os intervalos de convergéncia
2

a) T

2

e’ b) cos+/z c) sen(z?)

d) cos®x

Desenvolva em série de poténcias de x as seguintes fungoes, indicando os intervalos de convergéncia, e

calcule f(1) com erro inferior a 1075:

a) f(z) —/ox Se:tdt b) f(=) —/Ox e dt c) f(z)=

Estimar com érro € < 1073, Justifique.

(@) ¥ & b) i/

/xm(l”)dt d) f(x)—/xsen(tQ)dt
0 0

t

Utilizando a expansao em série de poténcias das fungoes envolvidas, calcule os seguintes limites

(a) lim

(d) lim

Ache a série de Fourier das fungoes abaixo, determine sua soma e faga os gréficos:

a

o

)
)
)

¢

g)

sen x . 1—coszx

(b) lim

z—0 X z—0 22

cosw—(l—%—i—%)

(e) lim

r —Ssenx
1i
(C) xl_I)% 333

3 5
sena:—(x—“’g—!—i—%)

z—0t ¢ z—0t

Séries de Fourier

~

a, —T<zx<0
(z) = {b O<z<m

flz)=|z|, -r<z<m7

f(z) =sen(ax), -t <x<m, a¢Z
f(z)=|cos z|, -r <z <mw

xOl

- —rT<x<0
fw_{bx O<z<m
flx)=e" —m<z<m a#0

f) flx) =ax +b —nr<z<m

Ache a série de Fourier de senos e de cossenos das fungoes abaixo, determine sua soma e faga os
graficos:

2)
)
)

fl)=ax, 0<z <
flz)=ax+b, 0<z<m
f(z)=]cos z|, 0<z<m

Mostre que

a) 1
b)
c) x
d)
e)

7r—:v—2(sen T+ gsen 2z + 3 sen 3w + ..

a(m —

d(sen z+ fsen 3z +tsen br+..), 0<a <7 ;

b) f(a:):x 0<
f x,

), 0<x <,

+4(—cos T+ 5 255—0037?“—1—...), —rt<r<m

):% (cos 2x+M+C°S 224 ), 0<z<T

32

x(m—x) = §(Senx+m+se’%%+...),0<x<7r

Verifique as seguintes igualdades, usando o exercicio anterior

a)
c)

¢) °f

L B ok Il R e o G ) L e - I R A e O
n n—1 3

== Z 2n)1)3 d)%ﬁ:“rg%_s%—%ﬂL*
x/+1+1f — -2+ iVe+ i+ Ve LV —

Calcule a soma das séries

8) 2. e b) 3

[e.°]

n 1

Determine ¢y, ca, c3 de modo que as integrais abaixo assumam o menor valor possivel:

a)
c)

ffw[l‘ —cpsen T — cpsen 2r — cgsen 333]2(13:
f;“ COS x| —c1 — casen x — €3 Ccos m]Qdm

b)

[T (2% — e1)Pdw



20. Ache a série de Fourier da fungio f(z) periédica de perfodo 1 e que satisfaz f(x) = 22 se 0 < x < 1.
Qual a soma de série quando = 999/27 E quando x = 9997

21. a) Ache a série de Fourier da fungao impar f(x), periddica de periodo 4, e que satisfaz f(x) = x se
0<z<lef(2—z)=f(r)se0<z<l.

o0
2n—1
b) Encontre by, bo, bs, ... tais que an sen <(n2)7rx> =zrsel<z<l f(2—z)=f(zr);0<zx<1

n=1

c¢) Encontre ¢, ca, c3, ... tais que E Cp, Sen

n=1

((Qn - 1)z

>:1—xse0<x<1 f2—2z)=f(z);0<

r<l1

d) Quanto vale a soma de série do item ¢) quando x = 2007 E quando x = 2017

22. Ache constantes a e b tais que a série de senos de f(r) = 2 + az em [0, 7] seja da forma

b Z Sln

23. Usando a féormula de Parseval prove que

“ 90 n 945 2 b
n=1 n=1
24. Calcule

M
3
|
,_.
=
g
5
2o
L

n:l n=1
25. (Questao de prova)

(a) Dé férmulas para as constantes a,, n >0, b,, n > 1, tais que

(o @]
a .
?O—k E (an cosnz + bysinnz) = 2%.e%, — 1<z <7

117
(b) Determine a soma da série para z = — epara x= 117,
26. (Questao de prova) Encontre constantes ag, a1, ..., a, que minimizem a expressao

" 2
/ [x— <a20 —|—Zak COSk:U)] dx.
0 k=1

Respostas
1 1
1. a) —In(1 — x) b) In(1 4+ z) ¢) In 1 ji d) arctgx e) m f) ﬁ
T 1+x x + 4x% + 23 4—3x
—~——  h)(1+2z)In(l+z)— i) ——  j) —= 1) FHIn(1-2*
g) (1 _xg)g )( —|—$) Il( —|—.ZE) 1) (1_$)3 J) (1 _x)4 ) (1_$)2 ) 1 n( X )
2. In2; %; gln% — é
= e~ 2 1
3.a) Y (—1)"(n+1)2", ~1<z<1 Z ”+ A D o 1 ca<t,

n=0 n=0



(a) 2 (—1)"(n+1)a™, —1<z <1 (b) 12, % " —l<az<l1
(€) 2(X2 (1)t 1 <o <1 (d) 300, BV <<
() o2, B “lopc b () 0, (ED2 )y Jlcrcl
8. 0 e (320)!.
10. .
n+2 _1)ngn
@) Soo Sy s €R () T (B w20
—1)" n —1)n92n n
(c) 220:0( (z)nfl)! ,xeR (d)1 "‘% el ()(T)!I7 reR
11. .
2n+1 —1)" 2n+1
" 2n+1) (2n+1)D> ZOZO (2n+xl)n! ’
(a) 32 (~1) zeR (b) o, LD 4+3xeR
_1)gdn
(©) Loy (1)1, —1<a <1 (d) Xl by T ER
12. a) k > 23 b) k > 20
13. (a) 1 (b) & (c) & (d) =g ,sea=6;0,se ®<6;00,sea>6
(e) —%,seaz?;(),seoz<7;oo,seoz>7
14. .
oo .
() %50+ 20— a) X =G
n—=
soma: a, se (2k —1)w <z < 2km; b, se 2kw <z < (2k+ 1), “TH’, sex=km, kel
o [&.°] .
(b) f5em+ 2(a—b) 3 R — (at+b) 3 (—1)m
n= n=
soma: ax, se (2k — 1)w < x < 2km; bx, se 2kw <z < (2k + 1)m; %5%7, se x = (2k + 1)m, k € Z.
(c) T—473 cos(@nl))
2 s (2n—1)
n=1
soma: |z|, se —m < x <7 e sua extensado periédica para z € R.
d smh(aTr) 2smh(a7r) ad (=)™ .
(d) + 2 e (acos(nz) — nsin(nx)).
soma: e, se —m < x < ; cosh(ar) se x = +m, e a sua extensao periddica para x € R
() 2o 33 (1)1 2 sin(na)
n=1
soma: sin(az), para —7m < x < 7; 0 para x = +7 e a sua extensao periddica para x € R.
(£) b+2a 3 (—1)ntsne
n=1
soma: ax + b, para —m < x < m; b, para x = &7 , e sua extensao periédica, para x € R.
& =2 <1 125 (—1)"_1625(22”5{:))
s n2—
n=1
soma : |cosz|, para z € R
15. .
o __1\n—1sin(nx)
(a) 2a Zl( ==
n=
soma : ax, para —7w < x < m; 0 para x = £, e sua extensao periddica para x € R.
g 4a Z cos((2n—1)x)
2n 02 >

soma : a|x! para —m < x < T e sua extensao periddica para xz € R.

27T Z (_1)7171 sin(nw _ 8 Z
n=1

soma : 22 para 0 < z < 77,
periédica paraxz € R

—1—4 Z(

(2n 1)3

)n cos na:)

sin((2n— l)z)

—x2, para —1 < 2 < 0; 0 para x = £7 e sua extensao

soma : xz, para —m < x < 7 e sua extensao periddica para x € R



() > Z(b— (ar+b)(—

n=1

soma : axr — b, para —m < x < 0; ax + b, para 0 < z < m, 0, para x = +m, 0 e sua extensao

periédica para x € R.

1)™) sin(nz).

a7r 4+p— da COS((Q(E’r_lI)IQ)z) .

n=

soma : a|m] + b, para —7m < & < 7 e sua extensao periédica de a|x| + b para = € R.

(d) sinz,

soma : sinx para z € R;

(2
2123 )

soma : |Smx] para x € R

() Esin x+ E %

7an

1)
D

sin((2n — 1)z),

soma : —\cosa:| para z < 0 e |cosz| para x > 0, = # km e 0 para x = km, k € Z.
oo

2 —1cos(2nx)

%(1 +2 21(_1)71 4n2-1 >

soma : |c:)sx] , parax € R

17. .

18.

(a) usar 12a) em xoy = 7/2
(c) usar 12e) em xg = 7/2
(e) usar 13b) em xy = 7/4

2

(a) % b)

19. .

20.

(a) c1 =2, ca=—1, x5 =
(0)01:%, 02:0, 03:0

> (4

n:l

1

w\»—n

21. .

22.

23.

24.

(=D*

gL

(a) =

2

3

1

[\

3

(2k+1)mz

(b) usar 12¢) em x
(d) usar 13e) em xg

)' (b) bn:%(

. QkF1)? sin(“=

el
I3

(-1)"8

() e = rtryr + @iy

Q=-72,b=12
(a) Use f(z) = 2®

2

paran > 1. (d) S(200) =

=T

=mn/4

5 cos(24E) — —sin("5%))  S(999) =0 e 5(999/2) = (1/2).

para n > 1.

5(0) = 0; §(201) =

S(1) =0



