MAT?2456 - Calculo Diferencial e Integral para Engenharia IV

20. Semestre de 2011 - 2a. Lista de exercicios: Séries de Poténcias e Séries de Fourier

1. Usando derivagao e integragao termo a termo, calcular as somas das séries.

22 23 z" z?2 23 x"
a) TES et b) z— "4+ — (=D
53 5 Ton—1 53 5’5 ) Ton—1
—+ —+... d —— 4+ = — ..+ (="
c) x+3+5+ +2n—1+ ) x 3+5 +(—1) 2n—1+
e) 1+2x+322+ ..+ (n+1)z"+.. f) z+222+323+ .. +na"+ ..
z2 3 2t 2P
g) w+223+32x° + .. Fna? 4L h) 1393 ____|_
i) 1442+ 922 + 1623 + ... i) z+ 224 é33+43954+..
, , | 2 S 12
k) 4 — =+ —+ ...
) + 5z + 62° + Tx° + ) 4+8+12+
2. Mediante o uso das somas das séries obtidas no exercicio 1, calcule:
o o0 o
1 n? (—1)"
— b — —_—
%) 2 om )2 o )2 5n(n — 1)
n=1 n=1 n=1

3. Determine as expansoes em séries de poténcias em torno de xg = 0 das seguintes fungoes e os valores
de x para os quais essas expansoes sao validas:

1 1
e RN
‘ —~(n+Dn+2)n+3) , 1
c) Mostre quenzzO 5 x R

4. Verifique que

142 e x2n+1 e 1.2n+1
1 —oN <1 b) arctg z = $ (=1 2 |z < 1.
(i) =23 Sy ot 2 = S (PG e <

5. Determine as expansoes em séries de poténcias em torno de xg = 0 das seguintes funcoes e os valores
de x para os quais essas expansoes sao validas:

1 1 2x 1 T
b d) In(1 n({——) ) —.
N arar P agep Yixa Y1) 0 n<1—{—3x2> U g
6. Verifique que
o0 n o0 x2n+1
a) e = —, xR b) sen =z = —1)"——, xR
) nZ::O n! ) ) nZ::O( ) (2n2++11)!
= -)"—— eR d) 1 =2 —_— <1
o o = W' < y(155) =28 S
o0 n
e) arctg © = ngo(—l)";n+ T lz] <1

7. Utilizando as séries desenvolvidas no exercicio anterior, obtenha um valor aproximado de

(a) e, com erro inferior a 1075 (b) sen 1, com erro inferior a 1075 e a 1077
(c) In2 e In3, com erro inferior a 107°  (d) arctg(1/2) e arctg(1/3), com erro inferior a 10~°
(e) 7/4, com erro inferior a 1075

tg(z)+tg(y) )

(Para (e), use 7 = arctg(3) + arctg(3), que segue imediatamente de tg(z +y) = Tta(2) ta(y))"

d320 d321

t t
8. Utilizando série de Taylor calcule ﬁ( ) e ﬁ( ).

9. Pode-se também tratar de séries de niimeros complexos de modo anédlogo ao caso real. E entao, para
[e.e]
n y .
todo z € C, define-se e* = ) %;. Mostre que €' = cosx + i senx, para todo = € R.
n=0



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Desenvolva em série de poténcias de x as seguintes funcoes, indicando os intervalos de convergéncia

a) x2e” b) cos \/x c) sen(z?) d) cos? x

Desenvolva em série de poténcias de = as seguintes funcoes, indicando os intervalos de convergéncia, e
calcule f(1) com erro inferior a 1076:

a) f(x):/o Sentdt b) f(x):/ometQ dt c) f@):/j@dt d) f(x):/omsen(tQ)dt

Estimar com érro € < 1073, Justifique.

(@) % & b)

1

ni/2

(18

n=1

Utilizando a expansao em série de poténcias das fungoes envolvidas, calcule os seguintes limites
sen x 1 —cosz T —senzx
a) lim b) lim ——— im ————
( ) z—0 X ( ) z—0 2 z—0 3
cosT — (1—%2%—:3—?)
(d) lim (e) lim

r—0t ¢ r—0t ¢

Séries de Fourier

Ache a série de Fourier das fungoes abaixo, determine sua soma e faca os graficos:

a, —m<x<0 —rT<zx<0
2 flz)= {b O<z<m fx:{bx O<z<m
c) flx)=|z|, -t<zx<m flz)=e", —t<x<m a#0
e) f(x)=sen(az), —m<z<m7 ad¢Z f) f(x) =ax +b —nm<z<T
g) f(z)=|cos z|, -t <z <

Ache a série de Fourier de senos e de cossenos das funcgoes abaixo, determine sua soma e faga os
graficos:

2 fl@)=ar, 0<z<m b) f)=a? 0<z <
c) flx)=ar+0b, 0<a<m d) f(z)=sen z, OS <m
e) f(z)=|cos z|, 0<z<m

Mostre que

a)1=2(sen z+2sen 3z +1sen Sz +..), 0<z <7;

)w—x—2(sen T+ Fsen 2z 4+ sen 3z +...), 0 <z < m;

c) x +4( cos x + 5T 2$——C023$+...), —r<r<m

d) z(m — ):%2—((:08 2x—|—C°S4x+C°§#+...),O<m<7T

e) a(m—x)=E(sen @+ SBSL 4 DL 4 ) Q<<

Verifique as seguintes igualdades, usando o exercicio anterior
a) =1 ;3+———+ R e R O I B e
3
% - NEN R

e) 3 f+1+1f V23— V24 5V2 4+ V2 - V2 -

Calcule a soma das séries
o0

oo
1 (71)7171
2) D Gy b) > =
n=0 n=1
Determine cq, c9, c3 de modo que as integrais abaixo assumam o menor valor possivel:

a) [T [z —cisen @ —cysen 2z —cgsen 3xl*dx b) [T [2* — ¢1]?da
¢) [T [lcos x| — e —casen x — cgcos a]dw



20. Ache a série de Fourier da funcio f(z) periédica de periodo 1 e que satisfaz f(z) = 22 se 0 <z < 1.
Qual a soma de série quando = = 999/2? E quando = = 9997

21. a) Ache a série de Fourier da fungao impar f(x), periddica de periodo 4, e que satisfaz f(x) = x se
0<z<lef2—z)=f(zr)se0<z<l.

- 2n — 1
b) Encontre by, by, bs, ... tais que an sen <M> =zsel<z<l f(2—z)=f(x);0<z<1

n=1

c) Encontre ¢, ¢, c3, ... tais que E Cp, SEN

n=1

<(2n — 1)z

5 >:1—xseo<x<1 f(2—m)=f(z);0<

r <1

d) Quanto vale a soma de série do item c¢) quando z = 200? E quando = = 2017

22. Ache constantes a e b tais que a série de senos de f(x) = 2% + az em [0, 7] seja da forma

b Z ,sin(n )

23. Usando a férmula de Parseval prove que

t 1 76 1
T _ - b) _ — el
(2) 55 n; nd ®) 95 n; Y;
24. Calcule
> 1
b s
an—l ();(479—1)2

25. (Questao de prova)

(a) Dé férmulas para as constantes a,, n >0, b,, n > 1, tais que

[e.9]
a .
30—1- E (an cosnz + by sinnz) = x2.e%, —T < <7

n=1
. (. 117
(b) Determine a soma da série para x = —~ eDpara z= 117,
26. (Questao de prova) Encontre constantes ag,ay, ..., a, que minimizem a expressao

2

/ [x— (%—FZakcoskx)] dx.
0 k=1

Respostas
1+z 1 T
1. a) —In(1 — In(1 1 N
a) — In( x) b) In(1 + z) ¢) In T d) arctg e) T ) (e
T 1+2x x + 422 + 23 4 —3x 1
Y W) (4)n(l4r) -z i) —— e I T T s U NS Y
B =y WOtohlro-w Da—m D—g_gr Mg Vahil-)
2. In2; %;glng—%
= X (—1)"(n +2 1
3. a) Z(—l)"(n—i—l)x", —-l<zx<1 b) Z( ) (nz )+ )x”, —l<z<l1.



Dr(n+1)2", 1<z <1 (b) 300, ENAEED yn 1 <5 <1
(€) 2(Tg(-DratH ), ~1<z <1 (d) Do, G 1<a<
() Sy S o, St<acd ()N, (), <<y
8. 0 e (320)!.
10. .
(a) Yonto s ¢ €R (b) o2y Sy @ = 0
() X0ty G zeR (@) 1+ 535, CZ™ e R
11. .
(a) 200 (- 1>7) TeR (b) Lo Gk, ek
() S0y (-1, —1<a <1 () U0 by © € R
12.2) k>23  b)k>20
13. (a) 1 (b) & (c) & (d) =g ,sea=6;0,se «<6;00,sea>6
(e) —%,sea:7;0,86a<7;oo,sea>7
14. .
(1) 2+ 20— a) 3 G,
soma: a, se (2k — 1)w < x < 2km; b, se 2kmw <z < (2k + 1)m; “T‘H’, sex=km, kE€Z
(b) Y27+ 2(a—b) nf;l cosl@nl)e) _ (g 4 ) nio;l(_m%.
soma: ax, se (2k —1)m <z < 2km; bz, se 2km < x < (2k + 1)m; b_T“ﬂ', sex =2k + 1)m, k €Z.
© F-45 o
soma: |z|, se —m <z <7 e sua extensao periddica para x € R.
(d) Sinzgfm) + 2Sin?r(mr) § 7(12}3 (acos(nz) — nsin(nx)).
soma: e, se —anlx < m; cosh(am) se x = +m, e a sua extensao periddica para x € R
(e) 25%((”) i(—l)" o aQ sin(nx)
soma: s?n:(lax), para —m < x < 7; 0 para x = £7 e a sua extensao periddica para x € R.
(f) b+2a 3 (—1)r-1snmn)
soma; chl—i— b, para —m < x < m; b, para x = +m , e sua extensao periddica, para = € R.
@ 2(1+2 5 i)
soma : |CO&$|, para z € R
15. .
(1) 203 (-1t
n=

(a) 200 (=

soma : ax, para —7 < x < m; 0 para x = *+m, e sua extensao periddica para z € R.

cos((2n—1)x)
T (@2n-1)2 >

g 4az

soma, : a|x|, para —m < x < 7 e sua extensao periddica para x € R.

sin((2n—1)x) )

21 - (—1)n-inlne) e

& Z
n=1

soma : z2 para 0 < x < 7T,
periédica para x € R

+4Z(

soma : 3:2, para —m < x < 7 e sua extensao peridédica para z € R

)n cos n:v)

4

—x2, para —7 < x < 0; 0 para £ = £7 e sua extensio



© >

n=1

n—%r(b — (am +b)(—

soma : ar — b, para —m <z <0; ax+ b, para 0 <z < m, 0, para x = +m, 0 e sua extensao

periddica para z € R.

a7r 4a cos((2n— 1)3[:)
5 to— Z (2n—1)2

1)™) sin(nz).

soma : alx| —|— b para —7 < z < 7 e sua extensdo periddica de a|z| + b para x € R.

(d) sinz,
soma : sinx para x € R;
2
2(1-2 Z T

]smm\ para x € R

n—1+(—1)"
mn(n—1)

soma :

(e) Esin o+ z
n=2

soma :
_1cos(2

2(1+2 Z( 1)n-icoene)

soma : ]cos x| , para x € R

17. .

18.

(a) usar 12a) em g = 7/2
(c) usar 12e) em xy = 7/2
(e) usar 13b) em xp = 7/4

19. .

20.

(a) & b) 15
(a) 1 = 2) C2 = _1, r3 =3
(C)Cl—;, 02_07 03_0

21. .

22.

23.

24.

sin((2n — 1)z),

—|cosx| para x < 0 e |cosx| para x > 0, x # km e 0 para x = km, k € Z.

(b) usar 12c¢) em xg = 7
(d) usar 13e) em zg = 7/4

OES ékiip in(#5075), (b) bn = 5 G paran > 1
(¢) en = (2n =+ (2(n 11);%2, paran > 1. (d) S(200) = S(0) =0; S(201) = S(1) =0
Q=-n%b=12
(a) Use f(x) = 2® (b) Use exercicio 22
4 72 1
(2) g5 (b) 76~ 3



