MAT2456 - Calculo Diferencial e Integral para Engenharia IV
20. Semestre de 2011 - 3a. Lista de exercicios
Parte A: Equagoes Diferenciais de 1a. Ordem
1) Os gréficos de duas solugdes de y' = x + y? podem se cruzar num ponto (xg,%o)?

2) Dé as solugoes das equacoes diferenciais de la. ordem abaixo, com seus dominios (méximos):
a) y' =y b) zy' =y c)yy =a
Dy =(1-y)2-y) e (z+3y) —2F =0 f)y =2y+e
3) Determine a solugao de cada um dos problemas de Cauchy:
a)y =x+y,y0)=1 b) (cost)r’ — (sint)x =1, 2z27) =7 c¢)y =xz(1+y),y0)=-1
4) Dé duas solugbes para cada uma das equagoes com a condicao inicial dada:
a) y = 5y"%, y(0) =0 b)y =3{/y2(32% + 1), y(0) = 0.

5) Resolva as equagoes:

_ o2 9 ody ,
a)y =e b) 2?? =1+a
c) y'sinx+ycosx =1 d) y = 2% — 22y

3 2

e) (3z%tgy — %) + (23 sec? y + 41 + %)% =0 f)(1—axy)+ (a:y—x%% _
g) vy =y + \/ﬂﬁy2 h) (1+t2)y’+ty+(1+t2)5/2 —0
1) % = SeC2086C37’ J) 3t2$/ — 255(11}' _ 3)
k) gt =2+ cos’(}) D (1 —ay)y =y

m) zy = a2 +y2 >0

6) Resolva as equagoes:
a) (x +y)dr + xdy =0 b) (ze¥ +y — 2¥)dy = (2zy — €Y — x)dx
c) cosxdy = (1 —y —sinz)dz d) y(2? + y?)dx + 2(322 — 5y?*)dy = 0
e) ¥ sinydzr + e* cos ydy = ysin(zy)dzr + x sin(xy)dy

Determine as solugoes dos exercicios a), b) e d) que passam pelo ponto (1,1).

7) Mostre que a substitui¢do z = ax + by + ¢ transforma a equagao y' = f(ax + by + ¢) numa equacao de
varidveis separaveis. Aplique esse método para resolver as equagoes
a)y =(@+y)? b)y =sin®(x—y+1) c) (z+2y— 1)dz + 3(x+ 2y)dy = 0.

8) Uma Fquag¢ao de Bernoulli é uma equacao nao linear de la. ordem da forma

(B) Y +p(x)y = q(x)y",

onde n é uma constante real. Se n = 1, (B) é uma equagao linear. Se n # 1, mostre que a mudanca
z = y "+ transforma (B) na equacio linear

24+ (1 —=n)p(x)z = (1 —n)q(x).

Use esse método para resolver as seguintes equacoes:
a) y(62°y* —z + 1) + 2zy' = 0 b)Y =y +e 37y
¢) 22y = y(y* + 32?) (que também é homogéneal) d) z*y’ = 2y(¥y + 3z?)

9) a) Determine todas as funcdes f que tornam exata a equacdo diferencial y? sin zdx + yf(z)dy = 0.

b) A equacao g(x)dy + (y + z)der = 0 tem h(z) =z como fator integrante. Determine todas as possiveis
funcoes g.

¢) A equagao e*secy — tgy + ¥’ = 0 tem um fator integrante da forma f(z,y) = €*® cosy. Determine a e
resolva a equacao.

d) Ache um fator integrante da forma h(z,y) = x™y™ para a equacio y(y? + 1)dz + z(y*> — 1) Inzdy =0 e
resolva-a.

e) Ache um fator integrante da forma p = pu(x+y?) para a equacio (3z + 2y +y?)dx + (z +4xy +5y)dy = 0.
f) Ache um fator integrante da forma u = pu(z? + 3?) para a equacio zdx + ydy + x(xdy — ydz) = 0.

10) Determine uma funcdo y = f(z) definida num intervalo I cujo grafico passe pelo ponto (0,5/4) e tal
que, para todo t > 0, t € I, o comprimento do grafico de y = f(x), 0 < x < t, seja igual & drea do conjunto
0<y<f(x), 0<z<t.



11) Determine uma fungdo y = f(x) cujo grafico passe pelo ponto (1,1) e tal que, para todo p em seu
dominio, a drea do triangulo com vértices (p,0), (p, f(p)) e M seja 1, onde M é o ponto de intersecgao da
reta tangente ao gréafico em (p, f(p)) com o eixo x.

12) Ache as trajetérias ortogonais as familias de curvas:

a) 22 +y’=c b)22?2+3y2=c c)y=ca® d)y=ce
RESPOSTAS - Parte A
2)a)y_0 z €R; y—ﬂ,a}<a ou x> a, onde a € R. b) y = ax, x € R, onde a € R.
c)y=vVai+k e y=—Va2+k 22> -ksek<0,2€Rsek>0 ex<0ouxz>0sek=0.
dy=lLzeR y=2,z€R; y—ﬁgz:%,xERse k<0Oex<—Inkouzxz>-—-Inksek>0.
e)y=az®—% zeR. f) y = ae?** — e, z € R.
3)a)y=2e"—x—1, b)z=LZ, c)y=-1.
4)a)y=0 e y=a2a’ b)y=0 e y=(23+ 1)
5)
a)y = sIn(2* +0), C €R b) y = {/3=2=Cz CecR
¢)y=%52, CeR d)y=3@2-1)+Ce ™ CeR
e) r3tgy + y* —|—y =C,CeR f)y?2 —2zy+In 22=C,CcR
g) y+ /a2 +y? = Cx? para x> 0 h) C151-106-36° 7 ¢ R
y— /2?2 +y?=—-C paraz <0 Y= v
i) 3sinr —sin®r = 3tgd + C, C € R j)mEO,a:Eiiex:liCﬁ,C’e]R
k) tg(¥) =Injz| +C, C R ) zy—Inly|=C, C eR
2
m) LUV W+]H|H7\W|:C7CGR
6) a) 22 +2ry=C, C €R b) 22 + % + 2xe¥ — 222y =C, C € R c)y:ﬁ,()’eﬂk

d) 3 (2? —9?) =Cz,C€R e)e®siny +cos(zy) =C,C R
Na)y=tgz+C)—2,CeR  b)tglz—y+1)=z+C,CeR c)y—Injz+2y+2(+5=C,CecR.
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8)a)y=0ey? = W,CER b)yEOey:\S/ﬁ,CeR c)yEOeyQZ&,CER

9)a) f(x) =C —2cosz, C €R b)g(a:):%—i-%,CeR c)a=—-l;z+esiny=C,CeR
d)n=-1m=-2; (y2+1)lnz:Cy,C€ReyEO e) p(r+y?) =z +y? f) u= (2% +y%)~%/2

10) y = 767114595. 11) y = z+1 ouy = %

Parte B: Equacoes Diferenciais de Ordem Superior

(1) REDUQAO DE ORDEM: Alguns tipos especiais de equacoes de segunda ordem podem, apds uma
mudanca de variavel, ser reduzidas a uma de primeira ordem e assim resolvidas pelos métodos conhecidos.

CASO 1. Varidvel Dependente Ausente: Se na equacao y nao estiver presente, fazemos a mudanga z =y e
assim obtemos uma equagao de la. ordem.

Exemplo: Considere a equacdo zy” — 1y = 322. Se z = ¢/, entdo temos a equacio zz’' — z = 3x2.

(a) Resolva por esse método as equagdes:
Wy —y =322 @Qay' =y + )V @) =2+ () (@) by =1,

CASO 2. Varidvel Independente Ausente: Se a varidvel x nao estiver presente explicitamente na equagao,
introduzimos uma nova variavel dependente u, fazendo u = ¢/ = % e temos entdo que y” = %% = du 4y _
) dx? der — dy'dx —

u‘fl“ e, fazendo a substituicdo, a equacao se transforma em duas equacoes de la. ordem.



Exemplo: Para a equacao y” + y = 0 obtemos u +y=0eu= gz.

(b) Resolva por esse método as seguintes equagf)es:
1)y +4y=0 (2)y" =9 =0 (3)yy" +(y)*=0 4) yy" = v + (v)*
(c) Determine a solugao dos seguintes problemas de valores iniciais:
(1) (2% +2¢)y" + 22y = 0; /(1) = 0; y(1) = 1. O que acontece com a solucio com condicdes iniciais
y'(0)=0,y(0) =17
(2) yy" = v + (¥)% y(0) = —5; ¥/ (0) = 1.
(2) Em cada um dos itens abaixo, verifique que a fungao y; dada é uma solugao da equacao dada e encontre,

a partir de y;, outra solugado yo da mesma equagao, de forma que o conjunto {y;(z), y2(z)} seja linearmente

independente. Mostre que o conjunto obtido é linearmente independente:

) ey’ +ay —dy =0, y =2

(1

(2)( )”+2:cy’f2y=0, Y1 = ;
By — 2y +5y=0, y=u
(4) 2”+2wy—2y—0 y1 = ;
(5) zy"+3y' =0, y1=1;
(6)
(7)

NI

6) 2%y" +ay + (2> — Py =0, yi=a"2;
Doy’ — 2+ 1)y +(@+1)y=0, y=e"
(3) Determine a solucao geral das equagdes:
W)y —zf(2)y + f(z)y =0 (2) y" = f(@)y' + (f(x) = Dy = 0.
(5) Determine todas as solugoes das equagoes:
Ly +2y +y=0 2y -4/ +4y=0 )y -y +y —y=0
(4) 2y — 4y +8y =0 (5) y" — 9y +20y =0 (6) 2y”+2y +3y—0
(M y" =3y +3y —y=0 (8) L4 4y=0 (9) Ly 428y v —

(6) Uma equacdo linear da forma x2y” + axy’ + Sy = 0, onde « e 3 sdo constantes reais, é chamada equag¢do

de FEuler de segunda ordem. Mostre que a mudanca de varidvel z = e se x > 0 (e z = —e® se z < 0)
transforma a equacdo de Euler em uma equacao linear de coeficientes constantes. Aplique esta técnica para
determinar a solucao geral das equagoes:

(1) 2%y + 2y’ +y =0 (2) 2%y" —3zy +4y=0 (3) 2%" + 32y + 10y =0

(4) 22%y" + 10zy' + 3y =0 () 2g/’ +22y — 12y =0

r)y = Ra(x)

(7) Se y1(x) e yo(x) sdo solugoes de v’ + P(x)y + Q(z)y = Ri(x) e de y’ + P(z)y’ + Q(
)y = Ri(z) + Ra(x)

respectivamente, mostre que y(z) = yi(x) + y2(x) é solugdo de y” + P(z)y + Q(x
(Principio de Superposigao). Use este fato para resolver:
() y"+3y +2y=e"+e2 (2 y'+y —6y=senx+xe® (3)y' +2y =1+22+e 2
4y +y —2y=6e"*+4 (5)y +y=coszx+ 8>

(8) Resolva.
a) zy" —y' = 3z b) %y + 2y —y =2 ¢) ¥ +y = seca.

(9) Determine a solucao geral das seguintes equagoes:
)y +2 +y=e"lnx (2)y

) y//+2y/+5y—e_wsec2m (4) " — 2y =122 — 10
)y +y=2cosx (6) (22— 1)y" — 2zy + 2y = (2> — 1)?
7) (2?2 4+ 2)y" + (2 — 2Py (2 +x)y=x(x+1)2 (8)y’ +4y=3sinx
) (10
1 (12
(

(1 " — 2y — 3y = 64we®
3

(

(

(9) o + 10y’ + 25y = 14e~®

(

(

(

5

)y +y 2y = 8sin x

1
13) 4 dx4 —oly 4 Ly _ 43 14) y" —y=2a%-1
15

dz3
5) y" — 2y = 2e”(cosx — sinx)

(10) Ache a solucao geral da equagao d1feren01al dada, em série de poténcias centradas em 0.
)y —ay —y=0 (2)y" — 2%y =0 (3) y" + 2xy' +4y =0



(11) (i) Uma equagio diferencial da forma z2y” + zy’ + (2® — p?)y = 0, onde p é um numero real fixado, ¢
chamada equac¢ao de Bessel de ordem p.
o0
(a) Se p = 0, mostre que y; = Zo 2&;(173! ey =y Inx+ Z ﬁ (1 + % + .t i)x% sdo solucoes
n—=
LI da equacao de Bessel.

4

2 6 , ~
(b) Se p =1 mostre que y = x(l — 9557 T 3io3r — oo T ) ¢ solucao.

(ii) A equacdo diferencial (1 — 22)y” — 229/ + a(a + 1)y = 0, a € R, é chamada equacdo de Legendre.
Mostre que

y1_1+z ala—2)(«a 4)...(a—2mt22731()0!z+1)(a+3)...(a+2m—1)x2m
m(a—1 —3)(a=2m+1)(a+2)(a+4)..(a+2m) ,,
y2_$+z ) = 3)..( (2m+)(1)! ) +4)..( ) 2m+1

sao solugoes independentes da equacao de Legendre, no intervalo |z| < 1.

(12) Discutir o comportamento das solugoes das equagoes seguintes, e sua interpretagao fisica:
a) Equacao homogénea de mola:

2"+ 2ux’ + alxr =0, (u>0).
b) Equacao da mola com segundo membro periddico, sem atrito
2" + o’z = Bsin(wt)
¢) Equagao da mola com segundo membro periédico, com atrito

o + 2ux’ + o’z = Bsin(wt) (u>0).

RESPOSTAS - Parte B

(1) Respostas (a)
(1) y(zx) =23+ %Clx2+6’2 (2) y = ——\/ 0122?2+CQ
3) y(z) = —% — Ciz — C?ln|z — C1| + Co  (4) y(x) o ‘x' + Oy In|z| + Cs

(b) (1) y(z) = Cysin2z + Cycos 2z (2) y(z) = C1€3F + Cre™3"
(3) y* = Ciz + Oy (4) y = Cao(Cr + y)e”

(2) Respostas: (1) y2 = C122+Coz™2  (3) yo = C1x+C2e” (5) yo = C1+Cox™ 2 (7) y? = Cre®+Cae®a?.
(3) Respostas: (1) y(x) = Crz + Coz — f:c_Qefx F@)de g (2) y(z) = Cre® + Cae® | e—2x+[ f(z)dz g,

(5) Respostas

(1) y(z) = Cre™™ + Coze™ (2) y(z) = Cae® + Coze®®

(3) y(z) = Che* + Cysinz + Cscos (4) y(x) = e*(Cy sin v/3x + Cy cos v/31)
(5) y(z) = C1e°* + Cyet® (6) y(x) = e*%x(C’l sin ?m + Cs cos @x)
(7) y(x) = C1e® + Come® + Cax?e” (8) y(z) = C4 cos ?w + Cysin @x

9) y(z) = C1 + (Ca + Cyz) cosx + (C3 + Crz) sinx

(6) Respostas
(1) y(z) = Crcos(Inz) + Cysin(lnz) + 1 (2) y(x) = C12% + Cox’Inx
(3) y(x) = 27 Cy cos(In2?) + Cysin(Inz3)]  (4) y(z) = C’yL“H@ + ngn_l_@
(5) y(z) = Cra® + Coz™*



(7) Respostas (1) y(z) = % + %I + Cre™® + Che™®
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(2) y(2)
(3) y(z) = =%z + %3 +(Co—gm)e @ — 222 -2+ (4
(4) y(x) = —3e™% — 2+ C1e® + Cre™ 2

(5) y(x)

(8) Respostas
a) A+ Bx? +ux b)yz%—i—Aw—i—%
c)y=A+ Bsinzx + Ccosz + In|secz + tgz| +sinzIn|cos x| — x cos .

(9) Respostas (1) y(z) = 32%e “Inz — 222%™ 4+ Cre " + Chze ™™

(2) y(z) = —e (822 + 4z + 1) + Cre ™ + e

(3) y(z) = fze " sin2z + L% cos 2z + Ce” cos 2z + Coe” sin 2z
(4) y(x) = =32% + 2z + 1 4+ Cy + Coe™

(5) y(z) = xsinx 4+ Cysinz + Cycosx

(6) y() = Cro + Ca(a® +1) + & — &

(7) y(z) = Cre” + Cox™' —z — %

(8) y(z) = Cy cos2x + Cysin 2z + sinx

(9) y(x) = e2%(7T2% + C1x + Cy)

(10) y(z) = e2(% — & + & — kg + C1) + Cae™

(11) y(z) = C1e” + Coe 2" — %(3 sin 2z + cos 2x)

(12) y(z) = C1 + C2e3* — j5(cosx + 3sinz) — % -2

(13) y(x) = C1 + Cow + 122 4 323 + a* + 552° + (C3 + Cuz)e”
(14) y(x) = Cre* + ¢~ 3%(Ccos P + Cysin Ya) —a® = 5

(15) y(z) = Cre*V2 + Coe™*V2 4 ¥ sin .

(10) Respostas

1 = — 22T C & n!2m 2n+1
LHy= Onglm + 1nz::1 @ntri®

& zin & pintl

(2) y = Co n§1 =T @n-n @513 + C1 n;l (An+1)(4n). 5.4
0 -2 nZQn oo —1 n$2n+1

(3) yzcogl(zw(l)(%erclgl%

_ 1 T 1,2 1,2 1 1 2x -3z
= —55COST — g5 SiNT + (750° — 752" — 952 + 195 + C1)e™ + Cae



