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1. LIMITES DE FUNCOES

EXERCICIOS
1. Calcule, quando existirem, os limites abaixo:
. 234 9x% 4+ 12x + 4 . Vx2+16—5 . Vx2+12—-4
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2. A resolucdo abaixo estd incorreta. Indique onde ocorrem os erros e entdo calcule o limite
corretamente.
1
lim Vx24x—x= lim /x? <1+> —x
xX——+00 X——+o0 X
. 1
= lim x 1+ — -1
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3. Sejam ¢, L € R tais que lim w = L. Determine ce L.
=1 xc—1



4. Seja f : R — R uma fungéo.

f(x) f(x)

a. Supondo que lim == =1, calcule lim ——.
x—2 JE ) x—=2 X
. flx) .
b. Supondo que chlgb = 0, calcule ,1(13(1) f(x).

S :
¢. Supondo que xgrfm rx +00, calcule ngfmf (x).

5. Decida se cada uma das afirmagdes abaixo é verdadeira ou falsa, justificando ou apresen-
tando um contra-exemplo.
a. Se f,¢ : R — R sao fungdes tais que f é limitada e positiva e hI_P g(x) = +oo, entdo
X——+00

tem-se que LHB f(x)g(x) = 4o0.
X [ee]
b. Se f,¢ : R — R sao fungdes tais que f é limitada e Lup g(x) = 400, entdo tem-se que
X o0

Jim f(x) +g(x) = +oo.

c. Se f,g : R — R sao fungdes tais que xgrfm —— = 400, entdo ngmf(x) —g(x) = 4o0.

oq
=2

6. Dé exemplos de fungdes f e g tais que

a. lim f(x) = +oo, lim ¢(x) = +eoe lim o) =
b lim f(x) = +oo, lim g(x) = +(oo)e Jim_f(x) ~ g(x) =
o(x) = flx
c chli% (X) g(x)_oexgr—&liloog(x) 7& ’
f) 1oy B
d xgrpoog 0 Lelim f(x) —g(x) #0.
7. Mostre que se lim fx) _ 1 e g é limitada entdo lim f(x) — g(x) = 0.
x—a g(x) X—a
: ) - f(x)
8. Seja f : R — R uma fungao tal que |f(x)| < 2|x| para todo x € R. Calcule 11rr(1) —
x—

9. Seja f : R — R uma fungio tal que 1 + x? + "6—6 < f(x) < secx? + % para todo x € R.
1
lcule li li .
Cacuexlir(l)f(x)ex%f(x)cos<x2+x>

10. Sejam f,¢ : R — R tais que |sinx| < f(x) < 3|x| e 0 < g(x) < 1+ |sin(x)|, para todo
x € R. Calcule lir%f(x)g(x) + cos x.
x—

11. Sejam C o circulo de raio 1 e centro em (1,0) e C, o circulo de raio 7, 0 < r < 2, e centro em
(0,0). Sejam ainda P, o ponto (0,7) e Q, o ponto de interse¢do dos circulos C e C, situado no
primeiro quadrante.

Se L, é a intersecdo da reta P,Q, com o eixo Ox, o que acontecerd com L,, quando C,
encolher arbitrariamente?

2. CONTINUIDADE DE FUNCOES

EXERCICIOS
1. Determine, se existir, o valor de L € R para que cada uma das fun¢des abaixo sejam conti-
nuas.
: 2 2) —si 2 8 4
- sin(x* 4 2) — sin(x + ),sex;’éo, - 7\/x+x, sex #0
a. f(x) = x b. f(x) = $2
L,sex=0. L, sex =0.
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2. Determine os pontos de continuidade de cada uma das fung¢des abaixo.

. 2

s;?iicx—i)+5’ e [ —dx 43| sex #3
a. f(x) = 5 sex<2 b. f(x) = x—3

5, xx:_Z. 1, se x = 3.

14 (-1l 0, se x éirracionale 0 < x <1,

c f(x) fsinwf@ d. fx) = {;, se x = 5, commdc(p,q) = 1.

Obs.: | x| é o0 maior inteiro menor ou igual a x.

3. Seja I C R um intervalo. Mostre que se f : I — IR é continua e bijetora, entdo sua inversa
também é continua. O que acontece se I ndo é um intervalo?

4. Construa uma fungdo f : R — IR que é continua em um tinico ponto.

5. Construa uma funcéo f : R — R que é continua somente em dois pontos.

3. DERIVADAS

EXERCICIOS
f(x), sex >a,
g(x), sex < a.

Mostre que h é derivavel em a se e somente se f(a) = g¢(a) e f'(a) = g’(a). Construa contra-
exemplos removendo uma das condigdes de cada vez.

1. Sejam f e g fungdes derivaveis em um intervalo aberto I, a € T e h(x) = {

2. Verifique se cada uma das fung¢des abaixo é continua e se é derivavel no ponto x indicado.

(x? + x) cos (%), sex #0 xsin(l), sex #0
. = ,xXo = b. = x , X0 =0;
a f(x) {0, sex =0 *0 fx) 0,sex=0 %0
0;
x*sin (1), sex #0 SiNX ge x #£ 0
. = ’ ,x0=0; d. = x ! ,x0 = 0.
¢ f(x) {0, sex =20 o f(x) 1,sex=0 xo

3. Construa uma fungédo f : R — R derivavel num tnico ponto.

2 _
4, Calcule lim tan(3 + x) tan9'
x—0 X

5. Calcule f'(0), sendo
x)sin (1 x
f(x) — {g( )S (x)’ se 7& 0 e g(o) — g/(O) —0.

0,sex=0

6. Explicite as derivadas de a. f(x) = tanx; b. f(x) = cotx; c. f(x) = secx; d. f(x) = cosec x

7. Derive:
_ 4
a. f(x) = ’;fi b. f(x) = (;;";2;;015 e. f(x) = xsin (V5 — 22)
V2 cos x ,
d. f(x) = ( F tan(x) 7 1) e. f(x) = sec(tanx) f. f(x) = x(sinx)(cos x)
_ (x+a)p _ 1 . _ 2
g f(x) = N h. f(x) = sen (x —senx) i. f(x) = cot(3x* +5).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

. Sabendo-se que f : R — R é derivavel em a €]0,+o0], calcule lim

.Seja f : R — R tal que |f(x)| < |x® + x?|, para todo x € R. Mostre que f é derivavel em

X():O.

M em termos
x—a \/E — \/E

de f'(a).

Considere a fungdo f(x) = x|x|. Decida se f é derivavel em xy = 0 e calcule f/(0) em caso
afirmativo.

Decida em que pontos as fungdes a seguire sdo derivaveis.

a. f(x) = vat4+x% b. f(x) = Vat+x2

Sejam f : R — R derivével em xy = 0 tal que f(0) = f/(0) = 0 e ¢ : R — R uma fung¢éo
limitada (ndo necessariamente derivavel em Xy = 0). A fungdo h(x) = f(x)g(x) é derivavel
em xo = 0? Exiba 1/ (0) em caso afirmativo.

Responda, justificando:

a. Se f + g é derivédvel em x, é verdade que necessariamente que f e ¢ também sado deriva-
veis em x?

b. Se f - g é derivavel em x(, quais condigdes sobre f garantem diferenciabilidade de g em
X()?

Prove que:

a. Se f é derivavel em x entdo |f(x)| é derivdavel em x(, desde que f(xp) # 0. Dé contra-
exemplo no caso em que f(xp) = 0.

b. Se f, g sdo duas fungdes derivaveis em x( entdo as fungdes hy(x) = max{f(x),g(x)} e
hy(x) = min{f(x),g(x)} sdo derivaveis em x, desde que f(x9) # g(xo). Dé contra-
exemplo no caso em que f(xp) = g(xo)-

Encontre uma func¢do g(x) tal que ¢’(x) = f(x) quando
a. f(x)=anx" +a,_1x" 1 +... +a;x +ap.

b. f(x) =8B+ 5+, +&

¢. Ache mais uma g para cada um dos itens acima.

d. Existe alguma fung¢do da forma

_ b by b3 b
f(x) = apx™ 4 a,_1x" 1+"'+a1x+a0+x%+?+ﬁ+'“+xi’i
tal que f'(x) = 17 Justifique.

Dizemos que x( é uma raiz dupla de uma fungéo polinomial f se f(x) = (x — x0)?g(x), para
alguma outra funcao polinomial g.

a. Mostre que x é raiz dupla de f se e somente se x é raiz tanto de f quanto de f’.

b. Quando f(x) = ax? + bx + ¢ tem raiz dupla? Interprete geometricamente.

Seja f uma fungdo derivével em xg e considere a fungdo d(x) = f(x) — f'(a)(x —a) — f(a).
Calcule d(a) e d'(a).

Suponha que f(x) = xg(x), onde g é uma fun¢do continua em xop = 0. Mostre que f é
derivéavel em xp = 0 e calcule f'(0) em termos de g.

Suponha que f é uma funcdo derivavel em xy = 0 e que f(0) = 0. Mostre que f(x) = xg(x)
para alguma fungdo g que é continua em xy = 0.

Dica. O que acontece se vocé tentar escrever g(x) = %?
Prove que é impossivel escrever x = f(x)g(x) com f, g derivéveis tais que f(0) = ¢(0) = 0.

Dica. Que tal derivar?
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21.

22,

23.

24.

25.

Interprete geometricamente os resultados obtidos no exercicio

Determine todos os pontos (xo, o) sobre a curva y = 4x* — 8x% 4 16x + 7 tais que a tangente
a curva em (xo, yo) seja paralela a reta 16x —y +5 = 0.

Mostre que qualquer par de retas tangentes a pardbola y = ax?2, (a # 0) tem como intersecio
um ponto que esta numa reta vertical que passa pelo ponto médio do segmento que une os
pontos de tangéncia destas retas.

Seja y = f(x) uma fungdo dada implicitamente pela equacdo x> = y*(2 — y). Admitindo
que f é derivavel, determine a reta tangente ao grafico de f no ponto (1,1).

Seja f : I — R derivavel, onde I é um intervalo aberto contendo x = —1. Suponha que
F3(x) — f2(x) + xf(x) = 2, para todo x € I. Encontre f(—1) e a equagdo da reta tangente ao
grafico de f no ponto ( — 1, f(—1)).

4. TAXAS RELACIONADAS

EXERCICIOS

1.

Um objeto circular varia de tamanho de maneira desconhecida, mas sabe-se que quando seu
raio é 6m, a taxa de variagdo deste é 4m/s. Determine a taxa de variagdo da drea do objeto
no instante em que seu raio € 6m.

. Suponha agora que o objeto circular do exercicio [1| é, na verdade, uma se¢do de um objeto

esférico. Determine a taxa de variagdo do volume do objeto e de sua area, quando no instante
em que o raio € 6m.

Dica. Vocé pode expressar o volume em termos do raio da esfera, ou entdo a partir da area

. A 4rea entre dois circulos concéntricos varidveis é constante igual a 97tm?2. A taxa de variagdo

da 4rea do circulo maior é de 107tm? /s. Qual a taxa de variagdo do raio em relagdo ao tempo
do circulo menor quando ele tem drea 1677?

. A particula A se move ao longo do semi-eixo positivo Ox e a particula B move-se ao longo

do grafico da fungédo f(x) = —+/3x, x < 0. Num certo instante, a particula A estd no ponto
(5,0) e move-se a com velocidade 3 unidades por segundo e a distancia de B até a origem é
3 unidades, movendo-se com velocidade 4 unidades por segundo. Qual a taxa de variagado
da distancia entre A e B nesse instante?

. Num certo instante f(, a altura de um triangulo cresce a razdo lcm/min e sua drea aumenta

a razdo de 2cm?/min. No instante tg, sabendo que sua altura 4 10cm e sua 4rea é 100cm?,
qual a taxa de variagdo em relacdo ao tempo da base do triangulo?

. Despeja-se areia sobre o chdo fazendo um monte que tem, a cada instante, a forma de um

cone com diametro da base igual a trés vezes a altura. Quando a altura do monte é de 1.2m,
a taxa de variagdo com que a areia é despejada é de 0,081m>/min. Qual a taxa de variagio
da altura do monte neste instante?

Uma lampada estd acesa no solo a 15m de um edificio. Um homem de 1.8m de altura anda
a partir da luz em direcdo ao edificio a 1.2m/s. Determine a velocidade com que o compri-
mento de sua sombra sobre o edificio diminui quando ele esta a 12m do edificio e quando
ele estd a 9m do edificio.

Num motor & combustdo, um bastdo de 7cm tem uma de suas extremidades acoplada a uma
manivela cujo raio é de 3cm. Na outra extremidade do bastdo estd um pistdo que se move
quando a manivela gira. Sabendo que a manivela gira no sentido anti-horario a uma taxa
constante de 200 rotacdes por minuto, calcule a velocidade do pistdo quando o angulo de
rotacdo do disco é 77/3 (medido a partir da posigdo em que o pistdo estd mais afastado do
disco).
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9.

10.

11.

Uma escada de 25m estd encostada na parede de uma casa e sua base se afasta da parede.
Num certo instante, a base da escada se encontra a 7m da parede e sua velocidade é de
2m/s.

a. Qual a velocidade com a qual o topo da escada se move nesse instante?

b. Considere o tridngulo formado pela parede da casa, a escada e o chdo. Calcule a taxa de
variacdo da drea deste tridngulo no instante em que a base da escada se encontra a 7m da
parede.

c. Calcule a taxa de variagao do angulo formado entre a parede da casa e a escada, quando
a base da escada estiver a 7m da parede.

Uma mangueira estd enchendo um tanque de gasolina que tem o formato de um cilindro
“deitado” de didmetro 2m e comprimento 3m. A figura[la|representa uma segaoo transversal
do tanque no instante t. O dngulo 6 varia de zero (tanque vazio) a 7t (tanque cheio). No
instante em que a altura h do liquido é de 0.5m, a vazao é de 0.9m3 /min. Determine a taxa
de variagdo do dngulo 6 nesse instante. Determine também a taxa de variagdo da altura h do
neste mesmo instante.

Num filtro com formato de cone, como na figura[Ib} um liquido escoa da parte superior para
a parte inferior passando por um orificio de dimensdes despreziveis. Num certo instante, a
altura H do liquido depositado na parte inferior é 8cm, a altura i do liquido da parte superior
é 10cm e h estd diminuindo a uma taxa de variacdo instantanea de 2cm/min. Calcule a taxa
de variacdo de H em relagdo ao tempo nesse instante.

30cm

30cm

(B) Filtro

FIGURA 1. Figuras para as questdes(10|e

5. DERIVADAS DE FUNCOES INVERSAS

EXERCICIOS

1.

2.

3.

Suponha que f seja uma fungéo injetora, derivavel, e que sua inversa, f~!, também seja
derivédvel. Mostre que

Calcule a derivada das seguintes fungdes:
a. f(x) = arctan(x); b. f(x) = arcsin(x); ¢ f(x) = arccos(x).

Derive:

a. f(x) = cos (arctan(x)); b. f(x) = _tan3y) ¢ f£(x) = /T — xZarcsin(x);

arctan(3x)”’
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