Comentarios e mais dicas — Introducao a
Geometria Lorentziana: Curvas e Superficies

Ivo Terek Couto” Alexandre Lymberopoulos®

O livro Introdugdo a Geometria Lorentziana: Curvas e Superficies, volume 21 da Cole-
¢do Textos Universitarios da SBM, apresenta mais de 300 exercicios, vérios deles com
dicas. Neste arquivo faremos alguns comentarios e daremos mais dicas para alguns
exercicios selecionados.

e Exercicio 1.2.7, pagina 28: dado f € U*, considere uma extensdo f € (IR")* de
f. Como (-, -), é ndo-degenerado, existe x € R tal que (x,-), = f. Restringindo
a U, segue que ®(x) = f, e assim ® é sobrejetora. Ainda, vale que ker ® = U-.
Aplique o teorema do ntcleo e imagem.

* Exercicio 1.2.10, pagina 29: Os menores principais corretos sdo 5, 6 e 0. Esta
corre¢do ndo altera em nada o exercicio: o problema no argumento é que os
vetores dados sdo linearmente dependentes.

* Exercicio 1.3.11, pagina 48: Avalie os dois lados em 0 para tirar que a; = ay.
Tome quadrados escalares dos dois lados para concluir que ¢ = ¢3, e daf a con-

digdo c1,c2 > 0 nos da que c; = . Logo A1 = As.
* Exercicio 1.5.6, item (a) pagina 86: Chame v; = tanh ¢; parai = 1,2, e faca

U1+Uz)

Bvel(vl vl)Bvel(vl 02) =B, (U, (Pl)Bl (7), (PZ) =B, (U, ¢1+ (PZ) = Bvel (U, 1—
+ 0107

onde usamos o resultado do Exercicio 1.5.4 (p. 85) e a férmula

_ tanh(¢y) + tanh(g)
tanh(¢1 + ¢2) = 7 tanh(g1) tanh(¢z)’

vélida para quaisquer ¢1, ¢> € R.

¢ Exercicio 2.1.3, pagina 120: Vale que
: a0
w(t) = a(0) + ta’(0) + - - - + a® (0),

e assim o trago de « est4 contido no subespaco afim &(0) + span{a’(0),...,a«®)(0)}.
A dimensdo deste subespaco pode ser menor que k caso estas derivadas sejam
linearmente dependentes (por exemplo, se « é uma reta).
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e Exercicio 2.1.20, pagina 125: Derive a relacdo aq(¢;1(t)) = a(¢o(t)) duas vezes
para obter

& (pr(5)P1 (D) + @ (¢2(£)¢1 () = &3 (¢2(£))pa()* + @2 (2(£)) 5 (1),
e tome os quadrados escalares dos dois lados para concluir que ¢](£)* = ¢} (¢)%.

¢ Exercicio 2.2.14, paginas 152 e 153: Para o item (a), escreva

a(p) = (o(¢) cosh ¢, p(¢) senh ¢)

e calcule diretamente
o' (¢) = (p'(¢) cosh ¢+ p(¢) senh ¢, o' (¢) senh ¢ + p(¢) cosh @) = Rl (0 (), p(9)).

Analogamente, segue que «”(¢) = RZ,(p”(q)) +0(¢),20'(¢)). Deste modo ve-
mos que ||&'(@)|lL = ||(0'(¢), p(¢)) ||, e segue a féormula para L[«] dada no item
(b). A férmula da curvatura dada no item (c) segue disto, juntamente com

det(e/(¢), 4" (9)) = ‘;/(((f)) b //(2/@‘;((’)) =20'(¢)* = p(@)p" () — p()?,

usando novamente que RZ) é uma transformacdo de Lorentz. Para o item (d),
aplique estas férmulas.

* Exercicio 3.1.26, pagina 249: Em geral, f o f ndo precisa preservar a orientacéo,
poisd(fo f)p = dffy) o dfp, eassimdet(d(f o f),) ndo necessariamente ¢ igual
a det(dfp)? (os pontos base da diferencial mudam).

* Exercicio 3.2.6, item (a), pagina 265: Escreva

ox ox
(grad f)ox = A@ + Ba_v

para certas funcdes A e B a serem descobertas. Tomando produtos com os cam-
pos coordenados, vemos que f, = AE + BF e f, = AF 4+ BG. Dai

Fo@-0) = G- ()

* Exercicio 3.3.8, pagina 305: se N é um campo normal de Gauss para M, entdo
N,: AM — R} dado por N, (Ap) = N(p) é um campo normal de Gauss para
AM. Derivando em relacdo a p os dois lados desta defini¢do, segue que

Efetue.

dN,(v)
A

d(Ny)ap(Av) =

para todov € T,M.



e Exercicio 3.6.3, pagina 364: Derive a relacdo B(s) = a(h(s)) duas vezes para

obter
B (s) = & (h(s))H' (s)* + &' (h(s) )" (s),

e tome as proje¢des tangentes dos dois lados para concluir que 0 = 1"’ (s)a’ (h(s)).
A regularidade de « implica que 1" (s) = 0.

* Exercicio 3.6.17, pagina 393: Abusando um pouco da notagdo, temos que
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e Exercicio 4.1.8, pagina 440: Relativamente & parametrizagio x, a métrica de H? é
simplesmente du? + senh? u dv?. Sendo

x =e’tanhu e y=e"sechu,
calculamos
dx = ¢“sech® udu + e’ tanhudov e dy = —e’ tanhusech u du + e” sech u dv.
Substitua e mostre que

2 2
m — du? + senh® u do?.

Yy

* Exercicio 4.1.9, item (c), pagina 440: A isometria é dada na pagina 231.

* Exercicio 4.1.21, pagina 450: Calcule as derivadas parciais

xy(u,v) = (senhu cos v, senh u senv, cosh 1 cosv,coshusenv) e
xy (1, v) = (— cosh usenv, cosh u cos v, — senh u sen v, senh 1 cos v).

A aplicacdo x é injetora e estes vetores sdo sempre linearmente independentes
(justifique). Os seus produtos (em RR3) nos dizem que a métrica induzida na
imagem de x é dada por ds*> = —du? + dv?. Isto nos diz que x: I.? — x(I.2) é
uma isometria, e assim a curvatura Gaussiana de x(I?) é nula.



* Exercicio 4.4.5, pagina 517: Ponha K,, = f~!([-n,n]), para todo n > 0. Como
f é propria,, cada K, é um subconjunto compacto de M. Obviamente valem as
inclusdes K, C int(K, 1) para todo n > 0 e também M = |J,,~¢ K,. Agora fixe
p € M e considere uma sequéncia qualquer (g ), .o com a propriedade de que
qn & Ky, paratodon > 0 (i.e., |[f(qn)| > n). Usando que f é Lipschitz, temos

Ap.an) > Sl (p) ~ flga)] > "L,

Fazendo n — o0, vemos que d(p,q,) — +oo. Concluimos que M é geodesica-
mente completa, pelo Teorema de Hopf-Rinow.

e Exercicio 4.4.14, pagina 520: I.? \ {ponto}.



