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Resumo

Por volta de 1865 (vide [3] e [9]), Beltrami e Dini classificaram as superficies regradas e
de Weingarten em R? mostrando que tais superficies sdo superficies regradas helicoidais,
ou seja, invariantes por um movimento helicoidal de R3. Mais tarde, em 1989, Dajczer
e Tenenblat classificaram as hipersuperficies regradas e de Weingarten em R™. Em [7] os
autores provam que essas hipersuperficies sdo “flat”, um produto Q3 x R"~3, onde Q® ¢ R*
¢ um cone sobre um produto de circulos ou sobre uma superficie minima de S? ou ainda um
produto Q% x R"2, onde Q% C R3 & uma superficie helicoidal regrada ou um hiperboléide
de revolugao. Ja em 1999 (vide [8]) Dillen e Kiihnel obtiveram uma classificacao para as

superficies regradas e de Weingarten em L3.

Recentemente, em [14] e [1], os autores classificaram as hipersuperficies regradas e de
Weingarten em S™*! concluindo que estas sdo de curvatura seccional constante 1 ou entdo um
fibrado unitéario sobre um produto de circulos ou sobre uma superficie minima em S. Ainda
neste trabalho a autora faz grandes avangos para a classificagdo das superficies regradas e

de Weingarten no espaco hiperbélico H" 1.
Nesta tese de doutoramento completamos a classificacao destas hipersuperficies em H" 1.

Palavras-chave: espaco hiperbélico, espago de Lorentz, hipersuperficies, regradas, Wein-

garten.






Abstract

Around 1865 (see [3] e [9]), Beltrami and Dini classified the ruled and Weingarten surfaces
in R? showing that they are ruled helicoidal surfaces, that is, invariant under an helicoidal
motion in R3. Later, in 1989, Dajczer and Tenenblat obtained a classification for ruled
and Weingarten surfaces in R™. In [7] they show that those hypersurfaces are product
Q3 x R" 3, where Q% C R* is a cone over a product of circles or over a minimal surface in
S3, or a product @2 x R"~2, where @2 C R3 is an ruled helicoidal surface or an hyperboloid
of revolution. In 1999, Dillen and Kiihnel (see [8]) established a classification for ruled and

Weingarten surfaces in L3.

Recently, in [14] and [1], the authors provide a classification of the ruled and Weingarten
hypersurfaces in S"*! showing that they are the ones with constant sectional curvature 1
or a unitary normal bundle over a product of two circles or over a minimal surface in S3.
In the same work the author achieve some relevant results on the classification of ruled and

Weingarten hypersurfaces in hyperbolic space H* 1.
In this work we give a classification of those hypersurfaces in H"*1.

Keywords: hyperbolic space, Lorentz space, hypersurfaces, ruled, Weingarten.
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Introducao

Uma forma espacial real de dimensao n é uma variedade riemanniana de curvatura constante,
indicada por M"(c). Podemos assumir que, localmente, M(c) é o espaco euclidiano R”, se
¢ = 0, a esfera S"(c), se ¢ > 0 ou o espago hiperbdlico H"(c¢) se ¢ < 0. Sem perda de

generalidade admitiremos ¢ = 0,1 ou —1 ao longo deste trabalho.

Dizemos que uma subvariedade M™%! de uma variedade M™,n > 3, é regrada se M
admite uma folheacao por subvariedades de dimensao m totalmente geodésicas de M. Uma
hipersuperficie M™,n > 2 em um espaco forma é de Weingarten se existe uma funcao
F : R? — R nao nula tal que F(H,S) = 0, onde H e S sio respectivamente as curvaturas
média e escalar de M. Quando n = 2 consideramos as curvaturas média, H, e gaussiana,

K, da superficie na definigdo de hipersuperficies de Weingarten.

O problema abordado neste trabalho tem suas origens em 1865 quando Dini e Bel-
trami, independentemente, obtiveram uma classificacdo para as superficies regradas e de

Weingarten em R3.

Nesse ambiente uma superficie é regrada se admite uma parametrizagao do tipo X (s,t) =
c(s) +tv(s), onde ¢(s) é uma curva regular e conexa e v(s) é um campo de vetores, ao longo
da curva ¢(s), que nunca se anula. Uma superficie regrada é desenvolvivel se sua curvatura
gaussiana é idéntica a do ambiente, ou seja, K = 0. Isto equivale a dizer que o plano
tangente a superficie nao varia ao longo das curvas X (sg,t), ou seja, ao longo das retas que
regram a superficie. Se s e t sio pardmetros para uma superficie S, de classe C2, entdo S é
de Weingarten se e somente se K;H; = K;H; em todos os pontos. O resultado obtido por

Dini e Beltrami sobre tais superficies pode ser enunciado sob a seguinte forma (vide [8]):

Teorema 0.1 (Dini-Beltrami). Toda superficie regrada e de Weingarten nao-desenvolvivel
em R3 é um pedago de uma superficie helicoidal, ou seja, a orbita de wma reta sob a agdo
de um grupo a um pardmetro de movimentos helicoidais. Em particular, se a curvatura
gaussiana nao se anula num ponto, entao ela nunca se anula. A inica superficie minima

regrada € o helicoide.

1



2 Introducgao

Posteriormente, em 1989, Dajczer e Tenenblat, obtiveram uma classificagao para hiper-
superficies regradas e de Weingarten de R™. Em [7] os autores demonstram o seguinte

resultado:

Teorema 0.2 (Dajczer-Tenemblat). Seja M™,n > 3 uma hipersuperficie coneza, regrada e
de Weingarten em R 1. Entdio

(i) M™ é “flat”, ou
(ii) M™ = Q3 x R"3, onde Q C R* é um cone sobre um produto de circulos em S* ou
sobre uma superficie minima em S*, ou

(ii5) M™ = Q? x R"2, onde Q C R3 ¢ uma superficie regrada helicoidal ou um hiperboldide

de revolugao.

Mais recentemente, em 1999, Dillen e Kiihnel apresentam a seguinte classificagdo para

superficies regradas e de Weingarten em L3:

Teorema 0.3 (Dillen-Kiihnel). Seja X (s,t) = ¢(s) +tv(s) a parametriza¢ao de uma super-
ficie regrada de L3, onde c(s) e v(s) sdo, respectivamente, uma curva e um campo de vetores

ao longo desta curva. Entao,
(1) toda superficie regrada, nao-desenvolvivel e de Weingarten tal que o campo v nunca se
anula € m pedaco de uma superficie regrada helicoidal.

(i1) Em particular, toda superficie regrada, nao-desenvolvivel e minima é um pedago da

superficie de Cayley ou um dos trés tipos de helicoides Lorentzianos.

(11i) Toda superficie regrada por campos nulos é uma superficie de Weingarten satisfazendo
H?=K.

Para mais detalhes vide (vide [§]).
Finalmente, em 2008, Asperti e Valério apresentam em [1] uma classificagdo para hiper-

superficies regradas e de Weingarten em S™*! cujo enunciado reproduzimos abaixo.

Teorema 0.4 (Valério-Asperti). Seja M™,n > 3 uma hipersuperficie conexa, regrada e de

Weingarten em S™t1. Entao

(i) M ter curvatura seccional constante igual a 1, ou

(ii) M é um aberto do fibrado normal unitdrio de uma superficie minima em S® ou de um

produto de dois circulos em S3.

No capitulo [I] deste trabalho apresentamos alguns conceitos basicos que sao necessarios

para o desenvolvimento do trabalho.

No capitulo [2| desenvolvemos a teoria das superficies regradas na esfera S? e no espaco
de De Sitter S:{’ . Apresentamos aqui uma classificagao das superficies regradas minimas de
S3, a qual ja é estabelecida em [10]. Refazemos a demonstracio do resultado por notar

a omissdo, no artigo original, de um termo na equacgao diferencial parcial que caracteriza
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tais superficies. Nao podemos deixar de agradecer aqui ao professor Luquésio Petrola de
Melo Jorge pelas valiosas sugestoes para refazer a demonstragao citada. Ainda nesse sentido
estabelecemos uma classificagdo semelhante as superficies regradas em S}.

No Capituloobtemos alguns resultados, muitos deles ja apresentados em [14], que levam
a uma classificacdo das hipersuperficies regradas e de Weingarten no espaco hiperbélico
H~ L

Ainda na direcao de classificar superficies e hipersuperficies regradas e de Weingarten,

observamos que o problema esté em aberto para os seguintes ambientes:

(1) Esfera S3,
(2) Espaco Hiperbolico H? e
(3) Espago Anti De Sitter.
Além desses problemas poderiamos considerar também subvariedades regradas e de

Weingarten de codimensao arbitraria. Nesse caso, entretanto, é necessario procurar uma

defini¢ao satisfatoria para o que é ser uma subvariedade de Weingarten.






Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introdutério apresentamos o espaco de Lorentz-Minkowski, algumas de suas

propriedades e as subvariedades dele que sao de interesse para o que se segue.

1. O espaco de Lorentz

O espago de Lorentz-Minkowski de dimensao n é o espago vetorial real
L" = {(xo, ceeyTp_1) :x; € RY,

munido das operacoes usuais de soma e multiplicacao por escalar do R™ e do produto interno

n—1

(1.1) 9(x,y) = (x,y) = —zoyo + »_ v,
=1

onde x = (g, ..., Zn—1) €Y = (Y0, -+ - Yn—1)-
Este produto interno nao é positivo definido e tem assinatura 1, ou seja, um subespago

de L™ para o qual a restricao da métrica é negativa definida tem dimensao 1. Observe que

|v| pode ser positivo, negativo ou nulo.
Um vetor v em L™ pode ter trés tipos causais:
(i) v é de tipo espago se (v,v) >0 ou se v = 0;
(ii) v & de tipo tempo se (v,v) < 0;
(iii) v é de tipo luz se (v,v) =0e v #0.
De modo analogo definimos o tipo causal de um subespago vetorial V de L™:
(i) V é de tipo espago se g|y é positiva definida;
(il) V & de tipo tempo se existe v € V de tipo tempo;
(i) V & de tipo luz se g|y é degenerada, ou seja, existe v # 0 tal que g(v,v) = 0.

O conjunto dos vetores de tipo luz em L™ é chamado cone de luz.

O‘lI



6 1. Preliminares

Apresentamos a seguir algumas propriedades do carater causal de subespacos de L",

cujas demonstragoes encontram-se em [12] p. 140].

Proposicao 1.1. Seja W um subespago vetorial de L™ e
Wt ={vel": (v,w) =0, paraw e W}.
Entio dim W + dim W+ =n e (WH)L =W.
Proposicao 1.2. Um subespaco W de L™ € tipo espaco se e somente se W+ ¢ tipo tempo.

Observacgao 1.1. Se W & um subespaco de tipo espaco ou tempo temos que L” = W@ W+,
porém o mesmo nao é valido quando W é tipo luz. A proposigao[I.1] continua vélida quando

W é tipo luz. Se W é tipo luz entdo W+ também é tipo luz.

No espago L™ existe uma tnica conexao de Levi-Civita, ou seja, uma conexao métrica
de torgao nula, isto é, se x (L") denota o conjunto dos campos de vetores de L™ temos que

existe uma tnica aplicagio V : (L") x x(L") — x(L") tal que
(i) Para todos X,Y e Z em x(L") e f e g em C*°(L",R) temos
Vixigr Z = fUNZ + gVy 2.
(ii) Para todos X,Y e Z em x(L") e a e b reais temos
Vx(aY +bZ) =aVxY +bVxZ.
(iii) Para todos X,Y em x(L") e f em C*°(L",R) temos
VfY = X[f]Y + fVxY,
onde X|[f] denota df (X).
(iv) Para todos X,Y em x(L") temos
VxY - VyX = [X,Y].
(v) Para todos X,Y e Z em x(L") temos
X[(Y,2)] =(VxY,Z) +(X,VxY).

2. Subvariedades do espaco de Lorentz

Definigao 1.1. Uma subvariedade M C L™ é de tipo espago se o espago tangente a M em
cada ponto p € M, T),M & um espaco vetorial de tipo espaco. Tais subvariedades também
sao chamadas de riemannianas. Analogamente se 7),M ¢é um espago vetorial de tipo tempo
em todo p € M dizemos que M ¢é uma subvariedade de tipo tempo de L™ e se T,M ¢é um
espaco vetorial de tipo luz para todo p € M dizemos que M é uma subvariedade de tipo luz
de L™

A seguir definimos duas hipersuperficies do espaco de Lorentz que serao objetos de estudo
deste trabalho.
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Definicdo 1.2. O espaco hiperbélico é a hipersuperficie em L"*! dada por

H"(c) = {x = (20y...,2n) €L (2, 2) = =2, 29 > O}

Observe que o vetor posi¢ao de cada ponto de H"(¢) é um vetor de tipo tempo e portanto
0 espaco tangente a esta hipersuperficie é subespaco tipo espago de L™, pois é o complemento
ortogonal do vetor posi¢do. Logo H"(c) é uma hipersuperficie de tipo espaco. E também
conhecido que H"(¢) é conexa, completa, simplesmente conexa e, nessas condigoes, a Unica

variedade riemanniana de curvatura seccional constante negativa (igual a —1/c?).

Definicdo 1.3. O espaco de De Sitter é a hipersuperficie em L"*! dada por

St(e) = {z = (20,...,2y) € L™ (z,2) = *}.

Agora o vetor posigao de cada ponto do espago de De Sitter é de tipo espago e portanto
0 espago tangente em cada ponto é um espago de tipo tempo, donde o espago de De Sitter é
uma hipersuperficie de tipo tempo. Sabe-se também que S7(c) é completa, conexa e, para

n > 2, simplesmente conexa. Sua curvatura seccional é constante e igual a 1/c?.

Para os propésitos desse trabalho ¢é suficiente considerar ¢ = 1 em ambos 0s casos e

portanto denotaremos H"(1) por H" e S}(1) por S}.

3. Imersoes em H"

Seja f: M™ — H" uma imersao isométrica de uma variedade riemanniana M de dimensao
2 < m < n no espago hiperbolico de dimensao n. Tal imersao localmente é um mergulho e
portanto podemos, através de identificacao de uma vizinhanca U de p € M com sua imagem
f(U) em H", considerar o espago tangente a p € M como um subespago de f(p) € H"
escrevendo
T,H" = T,M & (T,M)",

onde o complemento ortogonal é tomado em relacao a T,H".

Com esta decomposicao obtemos os fibrados tangente, TM = UpepT,M, e normal,
TM~+ = Upen (T,M)* ao longo de f(M). Em relagio a essa decomposicio de TH" temos

as projecoes tangencial e normal definidas respectivamente por
(-)T : TH® - TM
()t - TH® — TM*

SeVeV= (@)T sdo as conexoes de Levi-Civita de H" e M, respectivamente temos,
para todos X,Y € TM, a féormula de Gauss

(1.2) ViY = VxY +a(X,Y),

isto &, a(X,Y) = (VxY)L. A aplicacio a : TM x TM — TM~* é chamada sequnda forma

fundamental da imersao f.
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Para cada ¢ € TM* definimos a aplicacao A¢ : TM — TM por
(1.3) AeX = (Vx0T
SeY € TM e ¢ € TM* entao (Y, €) = 0, donde, para todo X € TM, temos
X[(v,¢)] =o.
Segue-se da férmula de Gauss que
(Ae(X),Y) = (a(X,Y), ).

Como « é uma aplicacao simétrica, a expressao acima mostra que A¢ ¢ um operador linear
simétrico para todo & € TM*, chamado operador forma ou operador de Weingarten e

freqiientemente nos referimos a A¢ como segunda forma fundamental na direcao de &.

Tomando a componente normal de V x &, denotada por V}(ﬁ , temos uma conexao métrica
no fibrado TM~, chamada de conezdo normal da imersdo. Assim temos a formula de

Weingarten
(1.4) Vxé=—AcX + Vx&.

Dada uma conexao de Levi-Civita, V, sobre uma variedade M, definimos o seu tensor
de curvatura, R: TM x TM xTM — TM, por
(1.5) R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ — Vixy)Z

Apresentamos aqui as equagoes que toda imersao isométrica deve satisfazer, conforme
[5 cap. 1.

Sejam R e R, respectivamente, os tensores de curvatura de H" e M. Utilizando as

equagoes 1) e ) e tomando componentes tangenciais de R(X ,Y')Z obtemos a equagao
de Gauss

(1.6) (RX,Y)Z,W)=(R(X,Y)Z, W)+ {(a(X, W), (Y, Z)) — (a(X, Z), (Y, WV)).
Se X e Y sao campos ortonormais em 7'M denotamos, respectivamente, por
KX, Y)=(RX,Y)Y,X) e K(X,Y)=(R(X,Y)Y,X)=-1

as curvaturas seccionais de M e H", relativas aos campos X e Y. Com isto a equacao de

Gauss tem a forma

(1.7) K(X,Y)=-1+(a(X,X),a(Y,Y)) — (a(X,Y),a(X,Y)).
Como K = —1 temos
(1.8) RX,Y)Z =Y, Z)X +(X,Z)Y = (X AY)Z

e portanto a equagao (|1.6)) se escreve

(1.9) (R(X,Y)ZW)={(XAY)Z, W)+ (X, W),a(Y,2)) — (X, Z),a(Y,W)).
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Tomando agora a componente normal de R(X ,Y)Z obtemos a equagao de Codazzi
~ 1
(1.10) (R(X,Y)Z)" = (Vxa)(Y,Z) - (Vya)(X, 2),
onde (Vxa)(X,Z) =Vxa(Y,Z) —a(VxY,Z) — a(Y,VxZ).

Se consideramos a componente tangencial de ]:Z(X , )& obtemos outra forma da equacao

de Codazzi
(1.11) (RX,Y)E)T = (VyA)(X.6) — (VxA) (Y.),
onde (VyA) (X, f) = VyAEX - AgVYX - AV}L,fX'
Usando novamente ((1.8) temos que as equagoes e acima se escrevem, res-

pectivamente como

(1.12) (Vka)(¥, 2) = (Vi) (X, Z) o

(1.13) (VyA)(X,6) = (VxA)(Y.€).

O tensor de curvatura no fibrado normal, R+ : TM x TM x TM~+ — TM~* ¢é definido,

de maneira analoga, por
RH(X,Y)¢ = Vx Vi€ — Vi Vi — Vix €

Usando novamente as equagoes 1j e , tomando a componente normal de ]:Z(X ,Y)E,

obtemos a equagao de Ricci
(1.14) (R(X,Y)E)F = RH(X,Y)E + a(AeX,Y) — a(X, AcY).

Como o espago ambiente tem curvatura seccional constante igual a -1, a equagao (|1.14))

Se escreve

(1.15) RH(X,Y)E = a(X, AY) — a(AeX,Y).

4. Imersoes em S}

Escrevemos agora as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci para imersoes isométricas de vari-
edades riemannianas no espago de De Sitter, que sao as subvariedades de interesse para este
trabalho.

Seja f : M™ — ST, com 2 < m < n uma imersao isométrica de uma variedade rieman-

niana M. Podemos proceder tal como na sec¢ao anterior, decompondo 7},S} como

T,St = T,M @ (T,M)*
mas devemos lembrar agora que (7,M )+ é um espago vetorial de tipo tempo para todo
pe M.

Analogamente ao caso hiperbolico obtemos os fibrados tangente e normal & imersao f,
TM = UpemTyM e TM+ = UpeM(TpM)L bem como as proje¢oes tangencial e normal de

T'ST sobre esses fibrados.
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SeVeV= (@)T sao, respectivamente, as conexoes de Levi-Civita de ST e M a segunda
forma fundamental de f fica bem definida através da equagao (|1.2)). Usaremos ao longo do
texto V para indicar tanto a conexio de Levi-Civita de H” quanto a de ST, fazendo mencao

explicita da variedade ambiente quando necesséario.

Lembrando que agora K = 1, calculos analogos aos da secdo anterior permitem obter as

seguintes equagoes de Gauss para imersoes isométricas de variedades riemannianas em S7:

(RX,Y)Z,W) = (XAY)Z,W)+{a(X,W),a(Y,Z)) — (X, Z),a(Y,W)) €
(1.16) KX)Y) = 1+{a(X,X),aY,Y)) - (a(X,Y),a(X,Y)).

As equagoes de Codazzi sao idénticas ao caso de imersoes em H"”

(1.17) (Vxa)(Y,Z2) = (Vya)(X,Z) e

(1.18) (VyA)(X,€) = (VxA)(Y,§)
O mesmo vale para a equagao de Ricci

(1.19) RH(X,Y)¢ = a(X,AY) — a(A:X,Y).

5. O primeiro espago normal e redugao de codimensao

Definicao 1.4. Se f: M™ — M™ é uma imersao isométrica definimos o primeiro espago

normal de f em p € M por
Nl (p) = {a(X,Y): X,Y € T,M}.

Claramente le (p) é um subespago vetorial de T, M+ e portanto dim le (p) <n—m. O

primeiro espaco normal também pode ser descrito como
Nl (p)={eeT,M": 4. =0}"
i(p)={¢eTM": A =0}".

Uma imersao f é chamada de I-regular se dim le(p) é constante para todo p € M.

Nesse caso mostra-se que N1 e Ni- sdo subfibrados de TM*.

Uma imersdo isométrica f : M™ — M"™ admite reducdo de codimensio a q se existe
uma subvariedade M, totalmente geodésica em M™, satisfazendo f(M) c M™F4. Con-

seqlientemente uma imersao f é substancial quando sua codimensao nao pode ser reduzida.

O teorema a seguir tem uma demonstragao em [5], cap. 4].

Teorema 1.3. Sejam M™ uma variedade riemanniana coneza e f : M™ — H"* uma
imersio isométrica. Suponha que existe L C TM™", subfibrado paralelo e de posto 1, tal que

le(p) C L(p) para todo p € M. Entao a codimensao de f pode ser reduzida a l.

Com demonstragao semelhante (ver [14, cap. 1]), temos o seguinte resultado.
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Teorema 1.4. Sejam M™ uma variedade riemanniana conexa e f : M™ — L% uma
imersao isométrica. Suponha que existe L C TM*, subfibrado paralelo e nio degenerado de
posto 1, tal que le(p) C L(p) para todo p € M. Entao a codimensao de f pode ser reduzida

al.

Exatamente como no caso da esfera euclideana, temos um resultado de reducao de codi-
mensao para imersoes no espago de De Sitter. Uma demonstragao deste fato, enunciado a

seguir, também encontra-se em [14].

Corolario 1.5. Sejam M™ uma variedade riemanniana conexa e f : M"™ — S’f+k uma
imersao isométrica 1-reqular. Suponha que le tem posto k € paralelo e nao degenerado.

Entao f tem codimensdo substancial k.

Observamos que f(M) C S"** (respectivamente f(M) C S?H“ ) se, para todo p em M,
le(p) é de tipo espago (respectivamente de tipo tempo).

6. Parametrizacao de Gauss para hipersuperficies de H"*!

Analogamente ao caso de hipersuperficies em R"!, definimos a aplicacdo normal de Gauss
para hipersuperficies em H"*!. Mais precisamente, se f : M" — H"*! c L"2 ¢ uma
imersao isométrica de uma variedade riemanniana M, conexa e orientada, podemos em cada
ponto p definir uma aplicagdo n : M" — S?H C L"*2 dada de modo tal que 7(p) é o
transporte paralelo do vetor normal unitario a M até a origem de L"*2.

Nas condicbes acima, seja f : M™ — H"! uma imersdo isométrica com segunda forma

fundamental a. Definimos o indice de nulidade relativa de f em p por v(p) = dim A(p),

onde
A(p) =Keray, = {X € T,M : o(X,Y) =0, para todo Y € T,M} C T,M.

Seja vy = min {I/(p) ip € M} O conjunto My = {p e M:v(p = 1/0} ¢ um aberto
nao-vazio de M e que a distribui¢do p — A(p) é involutiva e diferencidvel em M. Além
disso, as subvariedades integrais da distribuigdo A sao totalmente geodésicas tanto em M
quando em H"*! (vide [5] cap. 5]).

Se a imersdo f : M™ — H"*! tem indice de nulidade relativa constante vy = n—k, entdo

num aberto U C M podemos definir a relacao de equivaléncia

p~q <= 7(p) =7(q),

onde 7w : U — V é projecao de U sobre V', onde V' é o espago quociente das subvariedades
integrais da distribuicao de nulidade relativa. Neste caso sabemos que V' é uma variedade

diferenciavel de dimensao k.

Ao longo de cada subvariedade integral, L, podemos mostrar que o campo normal
unitario & imersao define um subfibrado unitario paralelo em relacdo & conexdao normal,

isto ¢, Vxn = 0, pois, para cada X € TL, como (n,n) = 1 temos (Vxn,n) = 0, ou seja,
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Vxn € TL. Mas, se Y € TM temos que a(X,Y) = 0, ou ainda, (Vxn)' = -A,(X) =0,
donde @Xn = 0 e portanto

(1.20) — Ay (X)+Vxn=Vxn=0= Vgn=0.

Em vista das consideragoes acima temos como parametrizar, pelo menos localmente,
uma hipersuperficie de H"*! de nulidade relativa constante. A demonstracdo do teorema a

seguir pode ser encontrada em [6].

Teorema 1.6. Sejam VF uma variedade riemanniana e g : V. — S?Jrl uma 1mersao

isométrica. Se A1 € o fibrado normal unitdrio de g, isto €,
A ={(yw):yeVewe (T, V)* tal que (w,w) = —1},
considere a aplicagio ¥ : Ay — H"M C L2 dada por ¥(y,w) = w. Entdo

(i) se U ¢é aberto dos pontos regqulares de W, entao W(U) € uma hipersuperficie imersa em

H"™! com indice de nulidade relativa constante, vg = n — k.

(ii) Reciprocamente, toda hipersuperficie de H"1 com indice de nulidade relativa constante

vg =n — k pode ser localmente parametrizada desta forma.

(iii) A imersao VU tem posto n em (y,w) se, e somente se, a sequnda forma fundamental de
g na diregdo de w, By, € nao singular. Nesses pontos o operador de Weingarten de W
em H"L A = A, tem posto k e, ao longo de A+, temos A = (B,,)~ L.

7. Subvariedades regradas

Definigao 1.5. Uma subvariedade M™*! de H" é regrada se admite folheacdo por subva-

riedades totalmente geodésicas m-dimensionais de H™.

Conforme [2], o campo de dire¢oes normais a folheagao acima citada é localmente inte-
gravel e se v : I — M ¢ uma curva integral desse campo e {e1(s),...,en(s)} sdo campos
ortonormais tangentes & cada folha da folheagdo que regra M, entdo eles podem ser esco-
lhidos de modo que cada um deles “nao se move” em relacao aos demais. Em termos mais

precisos apresentamos o seguinte resultado, demonstrado neste mesmo artigo.

Lema 1.7. Sejam M uma varidade riemanniana, o : I — M wma curva ao longo de M e
{61 C) em(s)} campos ortonormais tangentes a M ao longo de «. Entao existem campos

ortonormais {fl(s), el fm(s)} ao longo de o tais que

(i) [f1(5),. ., fm(s)] € [e1(s), ..., em(s)] sao o mesmo subespago de Ty M.

-

D
(ii) Cada campo gfz(s) = Vasfi(s),1 < i < m € ortogonal a ao subespago de T M
gerado por {fl(s), .. ,fm(s)}.

Supondo entao que os campos {61, e em}, tangentes & folheacao de M satisfazem as
condigdes (i) e (ii) do lematemos que (€}, e;) = 0 para todos 1 <4, j < m, onde’ denota

a derivacdo em relacdo a variavel s em L"H!,
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Deste modo M pode ser parametrizada por

(1.21) X(85t15- -0 tm) = €XPqs) (Zt ei(s ),

onde exp é a aplicacao exponencial de H", cuja expressao é bem conhecida:
exp,,(rv) = cosh(r)p + sinh(r)v,

considerando p € M e v unitario em 7, M como vetores em Lrtl,

Assim temos que se 7 = r(t1,...,tm) = /> e, 12, entdao

X(85t1y-05tm) = XDy (Z tiei(5)>

tzeZ
= eXPu(s) T ( =1 )

smh ”
= cosh(r)a(s) g tiei(s
=1

inh
Escrevendo eg(s) = a(s), ¢o(t1, ... tm) = cosh(r) e ¢i(t1, ... tm) = sinh(r) t; temos
(1.22) X(s,t1, o tm) = > Gilt1, .- tm)ei(s).
i=0

Observamos que {eg,eg) = —1 e que ¢ — Y.*, ¢? = 1, donde (¢o, ¢1,- - -, dm) ¢ uma
parametrizacio de uma vizinhanca de (1,0,...,0) € H™ c L™+, Além disso, os vetores
tangentes as folhas totalmente geodésicas que regram a variedade sao Xy, isto é, se o é a

segunda forma fundamental de M™ em H" entao a(Xy,, X¢;) = 0, para todos 1 <i,j < m.

Podemos, de maneira semelhante, definir subvariedades regradas no espago de De Sitter.

Defini¢ao 1.6. Uma subvariedade M™*! no espago de De Sitter S? é regrada se admite

uma folheagao por subvariedades totalmente geodésicas m-dimensionais de SY.

Como o espaco de De Sitter é uma variedade de tipo tempo, suas subvariedades podem
ter tipo causal ndo definido. Utilizando campos {eg = a(s),e1(s)...,em(s)} ao longo de
M™*+1 definidos como anteriormente, temos, para subvariedades regradas por subvariedades
totalmente de geodésicas de tipo causal bem definido, a seguinte parametrizacgao

m

(1.23) X(s,t1, o tm) = > Gilta, .- tm)ei(s),

i=0
onde ey é¢ uma curva em M C ST e portanto (eg,ep) = 1

O tipo causal da subvariedade totalmente geodésica que regra a subavariedade M™*!

caracteriza as fungoes ¢;,0 < i < m como se segue:
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(i) Subvariedade totalmente geodésica de tipo espago:

sin(r
¢0(T) = COS(T) € ¢i(t17 v ,tm) = T'()t“
donde 7", #? = 1, e portanto (¢, d1,...,¢Pm) é uma parametrizagdo de um aberto
de S™ C R™*! com (e, e;) = 1, para todo 1 < i < m.
(ii) Subvariedade totalmente geodésica de tipo tempo:
. cosh(r
¢o(r) =sinh(r) e ¢i(t1,...,tm) = r( )ti,
donde —¢3+>_1" | 2 = 1, e, conseqiientemente, (¢g, ¢1, - . ., ¢m) é Uma parametrizagio
de um aberto de ST* C L™*!. Assim existe um tnico k tal que (e, er) = —1 e
(ei,ei) =1, paratodo 1 <i<mei#k.
(iii) Subvariedade totalmente geodésica de tipo luz:
t.
¢0(T):]- € ¢i(t1,"'7tm):ia

donde —¢3 + Y., ¢? = 0, o que implica que (¢g, ¢1,...,dm) é uma parametrizagio
de um aberto do cone de luz em L™, Aqui temos um tinico k tal que {ey,ex) =0 e
(ei,ei) =1, paratodo 1 <i<mei#k.

Convém observar que o tipo causal das folhas nao determina o tipo causal da subvarie-
dade M. Um exemplo de superficie tipo tempo regrada por geodésicas tipo espago pode ser

encontrado em [14, cap. 1].

8. Hipersuperficies de Weingarten

Retomemos as defini¢bes de tensor de Ricci, curvatura escalar e curvatura média para uma

imersao isométrica f : M™ — M™tk,

Definicao 1.7. O tensor de Ricci de uma variedade riemanniana M™ em p € M é definido
por

Ric,(X,Y) = Tr (Z — R(Z, X)Y).

e a curvatura escalar em p € M, Sy, é definida por

n(n—1)S, = TrRic, = » Ric,(X;, X;) = Y (R(X;, X;)X;, X;) = > K(X;,X;),

i=1 ij=1 ij=1
i

onde {Xji,...,X,} é uma base ortonormal de T,M.

Definicao 1.8. A curvatura média de uma imersao f : M™ — M™* é o vetor

H(p) = 3" (X, Xp) € (T,M)"
i=1

onde {X;(p),..., Xn(p)} é uma base ortonormal de T),M.
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Pode-se mostrar também que se {1, ..., &} é base ortonormal de (T,M)*, entdo
1 k
H(p) =~ D (TrAg)g;.
j=1

Como consideramos hipersuperficies M™ em M"™t1, se tomamos um referencial ortonor-
mal {X1(p), ..., Xn(p)} para T,M, o vetor curvatura média H(p) € (T,M)* ¢ um multiplo
do campo normal a M e portanto indicaremos, nesse caso e quando nao houver ambigiiidade,

tanto o escalar H = (H, H) quanto o vetor curvatura média por H.

Definicdo 1.9. Uma hipersuperficie conexa M™ em M"™t! ¢ de Weingarten se existe um
funcdo diferenciavel F' : R? — R nao nula tal que F(H,S) = 0, onde H é a curvatura média

e S é a curvatura escalar de M™.
Proposigao 1.8. Nas condi¢des acima temos que dH N dS = 0.

Demonstragao: Tomando diferenciais em F(H,S) = 0 temos

OF OF
—dH + —dS =0.
on"" T 35
Fazendo agora o produto exterior com dS e depois com dH obtemos, respectivamente

oF oF

Qualquer uma destas relagoes implica que dH A dS = 0. U






Capitulo 2

Superficies regradas em

3 3
SeS1

Neste capitulo apresentamos alguns resultados sobre superficies na esfera S e no espaco de
De Sitter S‘I), os quais serao utilizados mais adiante numa classificacao das hipersuperficies
regradas e de Weingarten no espaco hiperbélico H"t!. Observamos que, enquanto nao
houver ambigiiidade, { , ) denotara tanto o produto interno canénico de R* quanto o de L,
definido em (|1.1).

Ao longo deste trabalho usamos a seguinte generalizacao do produto vetorial de R? para
R* e L%

Definicdo 2.1. Sejam vq,vq,v3 € R? (respectivamente L4). Definimos v; A vy A vz € R?

(respectivamente IL*) como a tinica solugdo de
(v1 A vg Az, u) = det(vy, va, v, u).

Claramente a aplicagao definida acima ¢é trilinear e anti-simétrica. Se v; é um vetor de
R* ou L* e (v1, vi2, vi3, via), i = 1,2,3 sdo suas coordenadas na base canonica de R* (respec-
tivamente %), {e1, 2, e3,e4}, entdo o vetor vy A v A v3 pode ser calculado explicitamente

através da formula
€e; ey ez ey
V11 V12 V13 V14
v1 A vg Avg = det ,
V1 V22 V23 V24

V31 V32 V33 V34

onde e = 1 em R* e ¢ = —1 em LL%. Observa-se facilmente que vy A vy A vz € [v1,v9,v3]* €
v1 Avg Avsg = 0 se e somente se {vy,vy,v3} é linearmente dependente.

De modo anélogo ao que foi feito no capitulo anterior podemos obter as equagoes para a
curvatura seccional de superficies na esfera S® e as de tipo espago em S3, bem como o vetor

17
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curvatura média de tais superficies. Se {X(p),Y (p)} é um referencial ortonormal para T, M

entao
(2.1) K = 1+{(a(X,X),aY,Y)) = (a(X,Y),a(X,Y))
(2.2) H = %Tra:é(a(X,X)—l—a(Y,Y))

Observe que H é um vetor de tipo tempo no caso de uma superficie de tipo espago em
S8,

1. Superficies regradas em S?

Nesta secao apresentamos algumas propriedades béasicas das superficies regradas e regradas

minimas em S? C R?, que serdo tteis no capitulo seguinte.

Se M? C S? ¢ uma superficie regrada entdo M pode ser, de acordo com (1.21)) e o lema

[I.7, parametrizada localmente por
(2.3) X(s,1) = exPey(s) (te1(s)) = eo(s) cost + e1(s) sint,

onde eg e e sao curvas em S com as seguintes propriedades

<66(3)7e6(3)> = 1,
(eo(s),ei(s)) = 0,
(eg(s),e1(s)) = 0.

Assim, temos que

(Xs,Xs) = cos®t+2(ep,e))sintcost + (€], €}) sin® ¢,
(X, Xy) = 1,
(X, Xs) = 0.

Nos calculos que se seguem consideraremos o referencial ortonormal de R*, adaptado a

superficie M dado por

(2.4) {X, X, Xy N XA X, X},

~— Xs e -
onde X, = m e A(s,t) = /(Xs, Xs). Note que o campo unitario Xy A Xg A X é normal
S’

a M e tangente a S3.
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Denotando respectivamente por V e V as conexoes de Levi-Civita de M e S* podemos

escrever a segunda forma fundamental da imersao conforme (|1.2))

a(Xo X)) = VX, - %NXSXS,XJXS —(Vx. X, X)X, — (Vx, X, X)X
— X %(XSS,XQXS (X X)X — (Xo, X)X
= X, f:((;’f)) X, + A(s, ) A(s, ) X, + A2(s, 1) X.
Analogamente,
(X0 X)) = Xy— M<Xﬁ, X)X, — (Xu, X)) X; — (Xot, X)X = 0 o
0(X0 X)) = Xu- AQ(IS’t)<Xst,XS>XS (X X)X, — (X, X)X
A t
_ X, At((j:t)) :

Usando a equagao de Gauss ([2.1)), temos que a curvatura seccional de M é

((Xs, Xy), (X, Xy))
A2(s,1) '

(25) K(XsXi) =1 (a(Xs, Xp), (X, Xe)) = 1 -

Usando as expressoes acima obtidas para a(Xs, Xs) e a(X¢, X¢) em (2.2) temos que a
curvatura média de M é dada por

1
(2.6) H:§Troz: Xs, Xs).

al
—
2A42(s,t)
Escrevendo a(Xs, Xs) e a(Xs, X;) no referencial (2.4) obtemos

(X6, Xs) = (Xeo, X\ N X ANX)XANXs AN X e
(X5, Xy) = (X, X ANXG A X)X A X A XL

Lembrando que X;AX A X é unitario, obtemos as seguintes expressoes para as curvaturas

seccional e média da superficie em termos da parametrizacao (2.3))

(X X A X AX) 1.

(2.7) K =1 AT <

1 2
2. = (X, Xy N Xs AN X
(2.8) H 4A6(s,t)< t A XsAX)

onde H = (H,H) > 0.

Podemos escrever Xy A X; A X em termos das curvas ey e e1, obtendo

(2.9) Xi A Xs A X =cost(e; Aey Aeg) +sint(e; Aej Aep)
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e, com isso,
(Xst, Xy NXsAX) = —(ep,e1 Ae) Aeg) e
(Xss, Xe A XgAX) = cos’te],er Aep Aeg) +
costsint((ey,e1 A€y Aeg) + (e],e1 Aey Aeg)) +

sint{e, e1 A€} Aep).

Agora definimos as seguintes funcoes

Q(s) = {ef,e1 Nel Neg),

R(s) = {eg,e1 AejAep),
(2.10) S(s) = (ef,er Nel Neg),

T(s) = (ef,e1NejAeg)e

U(s) = (e,e1 Nej Aeo)
que, substituidas nas equacoes e , nos permitem escrever

2(s h?(s,t

(2.11) K=1- Aci(;z)t) ¢ 7= 4,46((;})7

onde h(s,t) = R(s)cos?t + S(s)sin? t + (T'(s) + U(s)) sint cos .

1.1. Superficies regradas minimas em S3. Apresentamos aqui um resultado de clas-
sificaciio das superficies regradas minimas na esfera S® que se encontra em [10, p. 352].
Reproduzimos aqui a demonstragao deste resultado pois notamos a omissao, na equagao das

superficies regradas minimas em S3, do termo de derivada de primeira ordem na variavel s.

Se M? ¢ uma superficie regrada em S? entdo podemos parametrizé-la como em ([2.3)) e
sua curvatura média é dada por (2.6). Uma superficie, em geral uma subvariedade de uma
variedade riemanniana (respectivamente semi-riemanniana), é chamada minima (respecti-

vamente mdzima) se H = 0.

Para efeitos de simplicidade nos calculos consideramos a fungao A(s,t) = (X, Xs), ao

invés de A(s,t) = v/(Xs, Xs) como definido anteriormente.

Uma superficie ¢ minima em S? se, e somente se,
AyX = -2X,

onde Ajs é o laplaciano ao longo da superficie, cuja expressdo em termos das coordenadas
para a parametrizacao utilizada é

Buf = =[5 (GVAL) + 5 (VAR)].

para toda funcdo f € C?(M) (vide [11, p. 15]). Deste modo a equacdo das superficies
minimas regradas em S? escreve-se

(2.12) Lyt Ay, o A

A ss+ﬂ t @Xs:_Xv



1. Superficies regradas em S® 21

ja que Xy = —X. Observe que esta equagdo é equivalente a a(Xs, X5) = 0, pois, nesta

parametrizagao, temos a(Xy, X;) = 0.
Fazendo o produto interno com e(s) em ambos os membros da equacao (2.12)) obtemos
2A(X s, €() — As( X5, €0) =0,
uma vez que (X, e() = (X, ef) = 0.
Expandindo os termos da expressao acima obtemos um polinémio em sin®t,cos?t e

sint cost identicamente nulo. Como tais fungoes sao linearmente independentes os coefi-

cientes desse polindmio sao nulos, a saber

(2.13) (€0, €1) — (epse1)’ = 0

(2.14) (e1,€1)(en, €1) — (el ef){ep. e1) = 0

(2.15) 2(ep, €1)(ep, €1) — (e1.€1) — (ep, e1)(ep,e)’ = 0
A equagdo (2.13]) acima mostra que

(2.16) (eg: 1) =0,

enquanto que, com isso, (2.15)) equivale a

(2.17) (1, 1) = (e, €1) (e, )

Consideremos agora dois casos:

e Suponha que {ef), €})? — (e}, €}) = 0. Da desigualdade de Cauchy-Schwarz segue-se
que {e(, €} } ¢ linearmente dependente e, como ej # 0, temos €;(s) = A(s)ep(s).
Definindo 7(s) = eg A e, A e1 temos

(2.18) n(s)=eyNegAer+egAegAel+egAeyAey =ey AeyAer.
Além disso, como 7 ¢ unitario temos que 7’ é ortogonal a 1 e de sua expressao

temos que é ortogonal a eg a e;. Logo

(2.19) 1'(s) = {eg,n')ep,
ja que {eg, €j, e1,n} ¢ um referencial ortonormal de R* adaptado a superficie.
Por outro lado, a aplicagao normal de Gauss da superficie, N, é um vetor
unitario na direcao de X A X5 A X;, cuja expressao, a menos de sinal, em termos

de eg e e é dada em ([2.9). Sob a hipotese que estamos isso equivale a
X A Xs A Xy = (cost+ Asint)eg A ej A e.

Como 7 é unitario, o campo normal unitario a superficie, a menos de orientagao, é
N =1 e portanto dN = 17/'.

Como a superficie € minima entdao TrdN = 0. Ou seja,
(dN(ep), ep) + (AN (e1), e1) =0,

pois {e{), e1} ¢ uma base ortonormal para o espago tangente.
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Lembrando que 1’ é ortogonal a e; temos que a equacgao acima reduz-se a
(n',ep) = 0, donde (n,e) = 0, isto é ef esta no plano gerado por ey e ej. Deste
modo, a equagao ([2.18]) mostra que ' = 0, ou seja, dN = 0 e portanto a superficie
é totalmente geodésica em S3.

Agora, se (e}, e})? — (€}, €}) nio se anula num ponto, entdo nio se anula numa

vizinhanga desse ponto. As equagoes (2.14)) e (2.17) mostram que
(<€6? €I1>2 - <€/17 6/1>) <€,1a €,1/> = 07

isto ¢ (e],ef) = 0 e portanto, de , (en, €]y = 0, ou seja, (e, €)) e (e, €})
sao constantes, digamos k e [ respectivamente, nessa vizinhanca. Lembramos que
k> 0.

Trocando entdo t por t + to em obtemos

X (s,t+tg) = (egcosty + ey sintg) cost + (eqsintg + eq costy) sint.

A superficie parametrizada por

X (s,t) = éo(s) cost + &1(s) sint,

onde éy(s) = epcosty + ersinty e €1(s) = egsinty + ej costy também verifica as

equagoes (2.13)), (2.14) e (2.15) e as curvas ég e é; verificam as condigdes logo abaixo

de (2.12)). Assim,

(€h, €]) = costysinty(l + k) + L.

Como (e}, e})? — (e},¢e}) # 0, a desigualdade de Cauchy-Schwarz mostra que
(eh, €1)? < (€}, €)), ou seja, I? < k.

Afirmamos que existe tg € R tal que (€,¢é;) = 0. De fato, isto equivale a
encontrar to tal que sin(2tg) = —20/(1 + k), isto é, —2/(1 + k) € [-1, 1] ou ainda,
—2l € [-1 —k,1+k]. Como I? < k temos que [-1 — 121+ C [-1—k,1+k].
Claramente —2[ € [—1—12,1+1?], donde concluimos que a afirmagao é verdadeira.

Para tal escolha de ty € R temos (€,€)) = 0 e (¢],é]) = a para alguma

constante av € Ry

Em qualquer um dos casos acima podemos escolher uma base ortonormal de R* na qual

eo(s) = (coss,sins,0,0) e ei(s) = (0,0, cosas,sin as)

e, com isso, provamos o resultado abaixo.

por

Teorema 2.1. Toda superficie minima regrada em S® pode ser localmente parametrizada

X (s,t) = (cosascost,sin as cost,cos ssint,sin ssint),

onde o € uma constante real.
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Além disso, calculo diretos mostram que para uma superficie minima regrada em S3,
parametrizada como acima temos a curvatura gaussiana dada por
202

K—1_— .
(a? —1)cos(2t) + a? +1

2. Superficies regradas de tipo espago em S}

Aqui apresentamos alguns resultados analogos aos da se¢ao anterior, porém quando o espago
ambiente é S§ C L.
Se M ¢ uma superficie regrada de tipo espaco em S} entdo, conforme ((1.23)) e o lema

podemos parametrizar M localmente por
(2.20) X(s,t) = ep(s)cost + ei(s)sint,

onde eg e €1 sdo curvas em S? satisfazendo as mesmas propriedades que os objetos corres-
pondentes no caso de superficies regradas em S3. Destacamos que o produto interno em
questdo é o de L4

Com isso temos que

(X5, Xs) = cos?t+2(e),e))sintcost + (€], e})sin®t
(X4, Xy) =1
(X1, Xs) = 0

O referencial de L4, adaptado a M, utilizado nos calculos seguintes é

(2.21) {X, X, Xe NX AN X, X}
. X, .
onde X, = e A(s,t) = \/(Xs, Xs). Observamos também que X; A Xs A X é um

A(s,t)

campo unitario normal a M e tangente a Sif, sendo portanto de tipo tempo.

Como no caso da esfera, denotamos respectivamente por V e V as conexodes de Levi-
Civita de M e S3. Lembrando que Xy, X e X sdo campos de tipo espaco temos as expressdes

para a segunda forma fundamental

Oé(Xt, Xt) = O,

(s:1) Ai(s,t)

X, Xs) = Xgs— o0 X, X+ AX
o ) dA(s, )t T Ty et Ade
At(svt)

XoXy) = Xg-— 220X,
(X, X1) LT 9A(s, )

Com isso e as equagoes de Gauss (2.1) e da curvatura média ([2.2]) temos

_ <a(XS7 Xt)? a(XS7 Xt)>
A2(s,t)

(2.22) K =

1
(2.23) H o= e X
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Observando que a(Xs, Xs) e a(Xs, X¢) sdo campos de tipo tempo, suas expressdes no

referencial (2.21]) sao
(X6, Xs) = —~(Xeo, X AXAX)XAXAX €
o(Xe, Xy) = (X, ik NX AX)X A XA XL

Assim, as expressoes da curvatura seccional e média sao

(Xot, X A X A X)°

(2.24) K = 1+ 0ot

-1 9
2.2 = — (X5, Xt AXs AKX
< 5) H 4A6(87t)< SS9 t/\ S/\ >

onde H= (H,H) <0.

Escrevendo, como na se¢ao anterior, X; A X5 A X em termos das curvas ey e e; obtemos

Xi A XsAX =cost(er Aey Aeg) +sint(e; Aej Aeg)

e portanto
(Xst, Xt N XsAX) = —(ep,e1 Nl Aeg) e
(Xss, Xt N XgNX) = coth<eg,el/\66/\eo>—l—

costsint((eg,e1 A ey Aeg) + (e],e1 Aey Aeg)) +

sin?t(ef,e1 A€} Aeg).

Definindo fun¢oes Q(s), R(s), S(s),T(s),U(s) como em (2.10]) temos

Q*(s) _ —hP(s,t)
200 ¢ VT 1A (0

onde h(s,t) = R(s)cos®>t + S(s)sint + (T(s) + U(s)) sint cost.

(2.26) K=1+

2.1. Superficies regradas minimas de tipo espago em S}. Para classificar as superfi-
cies regradas minimas de tipo espaco no espago de De Sitter de dimensao 3, observamos que
a equacao que tais superficies devem satisfazer é a mesma obtida no caso esférico, a saber

a(Xs, Xs) = 0, ou equivalentemente a expressao (2.12)).

Deste modo as curvas eg(s) e e1(s) na parametrizacio (2.20)) sdo curvas em S$ satis-

fazendo
(eo,e0) = (e1,e1) = 1
(0. e0) = 1
(eg,e1) = 0
(eg.€1) = (eo,€y) = 0

Aqui devemos ter (e}, e}) < 0, pois {eg, e1,e)} gera um subespago W C L* de tipo espago

de dimensao 3 e portanto W+ é subespaco unidimensional de tipo tempo, com S wH.
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Procedendo como no caso das superficies minimas em S3 obtemos as equagdes (2.13)),

e - ) que sao equivalentes a

(2.27) {eg, ey = 0
(2.28) (€1, e1){en. ) — (e el)(ep,e1) = 0
(2.29) (0, €1){en, ) — (er,er) = 0
Definindo f(s) = (e(, €}) e g(s) = (e}, €}) <0, as equagoes e escrevems-se

'(s '(s
o7/~ L0 g =0 e T g s).
A segunda destas identidades nos mostra que g(s) = f2(s) + C,C € R. Isto substituido
em g(s)f'(s) — #f(s) = 0 mostra que C'f'(s) = 0. Como g(s) < 0 entdo C # 0, donde

f'(s) = 0 ou seja f(s) é constante e portanto g(s) também é constante.

Fazendo uma translagdo no parametro ¢, como no caso esférico, podemos supor que
/N I\ 2
(ep,e1) =0 e (e}, e]) = —a*.

Assim, existe referencial ortonormal de L* onde podemos escrever
eo(s) = (0,0,cos s,sins) e ei(s)= (sinhas,coshas,0,0).
Com isso provamos o resultado abaixo.

Teorema 2.2. Toda superficie minima regrada em Szl)’ pode ser localmente parametrizada
por

X (s,t) = (sinh as sint, cosh aes sin ¢, cos s cos t, sin s cos t),

onde o € uma constante real.

A curvatura gaussiana de uma superficie regrada e minima de tipo espago em S:l)’ é

202

K=1 .
+ a? — 1+ (a? + 1) cos(2t)







Capitulo 3

Hipersuperficies regradas

e de Weingarten em
Hn—i—l

Neste capitulo apresentamos uma classificacdo para superficies regradas e de Weingarten no
espaco hiperbdlico. Para tanto fazemos algumas observacoes que nos permitem aplicar os

resultados enunciados anteriormente.

Observacao 3.1. Se M", com n > 3, é uma hipersuperficie regrada e conexa de H"*!,
entdo o aberto U dos pontos de M onde a curvatura escalar é diferente de —1 coincide com
o aberto V' dos pontos p € M onde a curvatura seccional é diferente de —1, ou seja, existe

um subespaco bidimensional o de T, M tal que Kp(o) # —1.
De fato, se Kp(c) = —1 para todo subespago bidimensional o de T,,M entdo S(p) = —1

e portanto U C V. Para verificar a outra inclusdo, consideramos {Y1,...,Y,} campos
ortonormais em TM tais que Yj(p) € A(p) para 1 <i <n — 1, onde A(p) é a distribuicao
de nulidade relativa em p. Em outras palavras, os campos Y;,1 < i < n — 1, sao tangentes

as subvaridades que regram M. Portanto a(Y;,Y;) = 0 para todos 1 <i,j <n — 1.

Usando a equagao de Gauss (1.7)), temos

K(;,Y;)) = —1,paral<i,j<n—-1li#je
K.Y, = —-1- Ha(Y;,Yn)HQ < -1, paral <i<n.

Como Kp(0) < —1 para todo subespaco bidimensional o, entao
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Deste modo, se existe 0 C T,M tal que K,(0) < —1 entdao o = [V;,Y},] para algum
1<i<mn-—1e, nesse caso, S(p) < —1.

Observacgao 3.2. Se M", com n > 3, é uma hipersuperficie regrada e conexa de H"*! e

p € M entao S(p) # —1 se e somente se o indice de nulidade relativa de M é v =n — 2.

De fato, tomando {Y7,...,Y,} campos como na observa¢ao anterior e indicando por
A = (a;j) a matriz do operador de Weingarten de M temos que a;; = (A(Y;),Y;). Lembrando
que (A(Y;),Y;) = (a(Y;,Y;),n), onde n é o campo normal a M em H" concluimos que

a;; = 0, sempre que 1 < 4,7 <n — 1 e portanto a matriz A tem a forma

0 . 0 (AY1,Y,,)
A — . . . . ,
O PR 0 <AY7L—17 Yn)
(AY,, Y1) ... (AY,.Y,—1) (AY,,Y,)

donde conclui-se facilmente que as primeiras n — 1 colunas sao linearmente dependentes, ou
seja, posto A < 2. Como v = Ker A e n = Ker A+ Posto A, temos v = n — Posto A > n—2.

Se p € M satisfaz S(p) # —1 entdo Kj,(0) # —1 para algum subespaco bidimensional
o C T, M e, pela observagao anterior, temos que existe um Y; tal que a(Y;,Y;,) # 0, ou seja,
(A(Y;),Ys) € nao nulo e portanto alguma das n — 1 primeiras colunas e a ultima coluna sao

ambas nao nulas e linearmente independentes, donde Posto A =2 e v =n — 2.

Reciprocamente, se a imersao tem indice de nulidade relativa constante, v = n—2, entao
podemos considerar campos ortonormais {Z1,...,Z,} em TM tais que, em cada p € M,
{Z1(p),...,Zn—2(p)} geram o espaco de nulidade relativa A(p) C T,M. Com isso temos
aij = (A(Z;), Z5) = (a(Zi, Z5),m) = 0, se 1 <4,j,<n— 2, donde a matriz do operador de

Weingarten tem a forma

[0 0 0 0 |
S0 : :
A=10 ... 0 0 0
0 <AZn—17 Zn—1> <AZn—17 Zn>
0 0 (AZn,Zn_1) (AZn, Z,)

Como, por hipétese, o Posto A = 2 devemos ter
<AZTL—17 Zn—1><AZn7 Zn> - <AZ7’L7 Zn—1><AZn—17 Zn> 7é 0

e, da equagao de Gauss (|1.7) temos K(p) # —1 e portanto S(p) # —1.

Em vista das observagoes acima e do teorema [I.6] podemos parametrizar, numa vi-
zinhanga de um ponto com curvatura seccional diferente de —1, qualquer hipersuperficie
regrada M" de H"*! utilizando o fibrado normal unitario de uma imersdao riemanniana

g:V?— ST’H, a qual parametriza a aplicagdo normal de Gauss da hipersuperficie. Neste
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caso a aplicagdo normal de Gauss é paralela ao longo das subvariedades integrais da dis-
tribuigao de nulidade relativa como mostra a equagao (|1.20)).

A seguir estabelecemos algumas propriedades da imersdo g : V2 — S?H.

Proposicao 3.1. Sejam M"™ C H""! ¢ wma hipersuperficie conexa, regrada e orientada

com indice de nulidade relativa v =n—2 e g:V? — S’f“ a imersao riemanniana descrita

acima. Entao g(V') é uma superficie regrada de tipo espa¢o em S’f“.

Demonstragao: Usando (|1.22)), podemos parametrizar localmente a hipersuperficie M"™

por

n—1

X(‘S?tla cee 7tn—1) == Z ¢i<t17 o ,tn_l)ei(S),

i=0
onde p = ey & o vetor posigao em H" "1 isto é (eg, e0) = —1, {ef,e1,...,en—1} geram T,M e
a nulidade relativa em cada espago tangente é gerada por {eg,...,e,—1}. Podemos escrever
a aplicacao normal de Gauss, n: M — S’f“ como 7(p) = ||§§p;||7 onde

p

Ep) =X AXyy A ANXy, AX € L2

Tal escolha ¢ adequada pois, deste modo, &(p) € T,M~+N[p]* que é um subespaco de T,H"+*
e portanto de tipo espago, donde ||£]| > 0. Das expressoes de X, X;. e X temos que

§=F(¢1,...,dn-1)e0 N ... Nep_1,
onde F' é uma funcgdo a valores reais que depende exclusivamente de t1,...,¢,_1.

Para cada s = sg fixado, a imagem da aplicagao de Gauss da folha de M que passa por
p = ep(sp) é ortogonal ao subespago Pi(so) = [eo(S0), - - -, en—1(50)], que é de tipo tempo e
dimensao n em L"*2. Portanto a aplicacio normal de Gauss neste ponto esta contida num
plano Py(sg) = Pi(so)* de tipo espaco e dimensdo 2 em L"+2.

Observamos que S?H N Py(sp) é uma geodésica de tipo espago em S?H e que n é
parametrizada por g. Assim g é uma superficie de tipo espago regrada por estas geodésicas

de tipo espaco. O

Como a imersao g acima é de tipo espago podemos entao escolher um referencial ortonor-
mal {eq,...,ens1} de ST adaptado a imersio g tal que ei(y) € T,V seja tangente
a geodésica de tipo espago que regra a imersao em y € V, ea(y) € T,V e o conjunto

{e3(y), ... ent1(y)} € T,V gera um subespago de tipo tempo para cada y € V.
Denotando por 6 a segunda forma fundamental de g temos que 6(ej,e1) = 0 e, em
relagdo a este referencial, os operadores de Weingarten nas dire¢oes normais a g sao dados

por

_ <9<61,61)76j> <9(61,62),ej> _ 0 B . o
(31) Bej_ <9(62,€1),€j> <9(€27€2),€j>] [,6] )\j]d) 3<j<n+1
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Com isso podemos calcular as curvaturas média e escalar de M™ em termos dos ope-
radores de Weingarten de g. Se {Xi,...,X,,} s@o campos ortonormais em T'M, tais que
{X1(p),..., Xn_2(p)} geram a nulidade relativa de M em p = (y,w), entdo o teorema

nos da as seguintes expressoes para as curvaturas média e escalar de M em p:

(32) H(y,w) = ;TrA:iTrBwl(y):m
B3 Sww) = o KX
ij=1
= b S (@ X X)) ~ et X))
ij=1

2

— ol det (By'(v))

n(n —1)
S (Buw(y)) ™"
n(n —1) wid
O par (y,w) é tal que y = (y1,y2) € Ve w = (I3,...,lp+1) € um vetor unitario normal
a imersdo g, isto é w = ) ¢gjlje;, com €; = (ej,€5) e existe 3 < k < n+ 1 tal que

Se, além de regrada, M é de Weingarten entao dH A dS = 0 e, de (3.2)) e (3.3)), segue-se

que

(3.4) a(Dotn) na (Y us) =o.

Da definigao temos que o primeiro espago normal de g em cada ponto é dado por

N{(y) = [0(e1,e2),0(e2,e2)],
donde concluimos que dim N (y) < 2 para todo y € V.

Observamos que se dim N{ = 0 entao # = 0, donde B,, = 0, para todo w, o que contradiz
o fato da aplicagdo ¥ do teorema ser uma imersao. Vejamos agora que dim N{(y) = 1,
para todo y € V.

Lema 3.2. Seja g : V? — S?H uma superficie regrada tipo espaco que parametriza uma
hipersuperficie regrada e de Weingarten, M™ C H"', com indice de nulidade relativa con-

stante v =n — 2. Entdo dim N{ = 1.

Demonstragao: Em vista das observagoes acima basta verificar que dim NY < 2. Supo-
nhamos entdo que dim N{(yp) = 2, para algum yo em V2. Entdo existe uma vizinhanga
aberta Vp de yo na qual dim N{ = 2. Sem perda de generalidade temos que {es,e4} ¢ um

referencial ortonormal para N em cada ponto dessa vizinhanga.
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Nesta base temos

(e1, e2) = Azes + Aseq e 0O(ez,e2) = P3e3 + fyeq, ou

O(e1,e2) = tA3e3 Fh\gea e O(ea,e2) = £03e3 F Paea,

respectivamente se {es,es} é um referencial de tipo espago ou se {e3,eq4} é um referencial

onde um dos vetores é de tipo tempo.

Nesse contexto, a equagao |3.4] escreve-se
(3.5) d(l3)\3 + l4>\4) VAN d(l353 + l4ﬁ4) =0 ou d(:l:l3)\3 F l4)\4) A d(:l:lgﬁg F l4ﬂ4) =0

Os campos coordenados Jy; e Jyo sao tangentes a superficie e portanto de tipo espago
enquanto que Ols, ..., 0,11 podem ser de tipo espago ou tempo. Se 0l for de tipo espago
temos di;(0l) = 6k, e, se for de tipo tempo, temos dl;(0ly) = —0;i, onde J; & o delta de
Kronecker. Em qualquer caso as equacoes em aplicadas ao par (0l3, dl4) resultam em

(3.6) A3fs — A3 =0,
ou seja, 0(er,e2) e O(ea, e2) sao linearmente dependentes e portanto dim NY = 1 O

Lema 3.3. Sejag:V? — S’lﬂ'l uma tmersio como acima. Entao N{(y) tem o mesmo tipo

causal para todo y € V2.

Demonstragao: Observamos inicialmente que dim N{ = 1 e que se N{(y1) e NY(y2) sdo
subespagos, de tipo espago e de tipo tempo respectivamente, de Tg(yl)STfH, entao existe
7 € V2 tal que Ny (¥) ¢ tipo luz. Mostremos entdo que ndo existe ¥ € V2 tal que Ny (¥) é
tipo luz.

Seja v(y) um gerador unitario de Ny (y),y € V2, isto ¢ (v(y),v(y)) = 1 se N{(y) é tipo
espago e (v(y),v(y)) = —1 se NY(y) é tipo tempo. Observamos que o tipo causal de N7 (y)
é 0 mesmo de v(y).

Suponha que yo € V2 & tal que N{(yo) é tipo espaco (respectivamente tipo tempo).
Entéo existe vizinhanga maximal U de yg tal que NY(y) ¢ tipo espago (tempo) para todo
y € U. Sejam entdo 7 € OUNg(V?) e {y,} uma seqiiéncia em U que converge para 3. Como
SP* & um conjunto fechado em L"*2 entdo 7 € ST Se NY(y) é tipo espago (tempo)
entao Ny (yn) é tipo espago (tempo) para todo n € N. Deste modo temos

1= lim (v(yn). v(ya)) = (v(@). v(D)).
onde o sinal é determinado pelo carater causal de v(y,).

O argumento acima também mostra que se yo € V2 é tal que Ny (yo) é tipo luz entdo

todos os pontos de V2 devem ter primeiro espaco normal com este tipo causal. O

Lema 3.4. O primeiro espaco normal da imersao g : V2 — S?“ acima, N7, define um
subfibrado paralelo de TV*.
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Demonstragao: O primeiro espaco normal da imersao g pode ser de tipo espaco, tempo

ou luz. Nas condi¢bes acima temos que
N{ ={0(X,Y): X,Y e TM} = [0(e1, e2),0(ez, €2)].

A proposicao mostra que dim Nf = 1 e portanto temos que, em cada ponto y € V|,
existem constantes reais, a e b, nao ambas nulas, tais que

ab(eq, ea) + bl(ea,e2) = 0.
Vamos supor que b # 0 e portanto
(3.7) O(ez, e2) = N(eq, e2).
A equacao de Codazzi, , quando X = Z =e; e Y = eg nos da
Vé&(eg,el) - G(Veleg,el) — 9(62, Velel) = Vg&(el,el) - 0(Ve261,61) — 9(61, V@el).

Como o campo e é tangente a geodésica que regra a imersao g, temos f(ej,e;) = 0 e
Ve, e1 = 0. Logo,

(3.8) Vé9(61,62) = O(Veleg,el) — 29(61,ve261) € Ny.
Aplicando novamente a equacao de Codazzi com X =e; e Y = Z = ey temos
Vé@(eg, es) — 20(V6162, 62) = Vé@(el, es) — 9(V6261, 62) — 0(61, V6262).
As equagoes e mostram que
(3.9) Vi 0(ea, e2) = dA(e1)0(er, e2) + AV 0(er, e2) € NY.
e, portanto,

(310) nge(el, 62) = Vé@(eg, 62) — 29(v61627 62) + 9(V6261, 62) + (9(61, v6262) € ng

Das equagoes (3.7) e (3.10]) concluimos que

(3.11) Vé;@(eg, eg) = Vé‘Q)\Q(el, e2) = dX\(ez2)0(e1,e2) + )\Vé‘zﬂ(el, e2) € NY.
As equagoes (3.8), (3.10), (3.9) e (3.11) mostram que se £ € NY e X € TM entao
V&{ € Ny, como desejado. O

Podemos entao aplicar o corolario para reduzir para 1 a codimensdo da imersao
g:V? > S?H nos casos em que Ny é de tipo espago ou tempo. Nao se pode aplicar o

mesmo corolério quando N7 ¢ tipo luz pois este fibrado ¢ degenerado.

Proposigao 3.5. Sejag: V? — S’f“ uma tmersao de tipo espaco e regrada que parametriza
a aplicacdo normal de Gauss de wma hipersuperficie regrada e de Weingarten M™ de H"1,
com N{ de tipo espago ou tempo. Entdo existe subvariedade M3, totalmente geodésica em
S?H, tal que g(V)) C M ¢ regrada e ndo-desenvolvivel. Além disso, se K e H sdo as
curvaturas gaussiana e média de g entdo 4H + a*(K — 1) = 0, onde a € R € constante e
H=(H H).
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Observagao 3.3. No caso em que NY é de tipo espago temos M =~S3ese N{ ¢é de tipo
tempo temos M = S5,
Uma superficie regrada é chamada nao-desenvolvivel se sua curvatura intrinseca é dife-

rente da curvatura seccional do ambiente.

Demonstragao: O lema mostra que o fibrado Ny é paralelo na conexao normal e o
lema garante que dim Ny = 1. Usando entdo o corolério com L = Ny temos que
Syt

a imersao g : V — admite reducao de codimensao, para 1, donde segue-se a primeira

parte do enunciado.

Se consideramos campos {e1, ..., e, } como antes podemos supor que N{ = [e3], onde e3

¢ tipo espaco ou tempo. Portanto o operador de Weingarten, em cada diregao e;,j > 3, é

B A
Como M™ é de Weingarten, a equagao (3.4) fica

0
(3.12) Begz< ﬁ) e Bj=0,para4d<j<n+1.

d(IN) A d(18) = 0,
que, aplicada ao par (X, 0l), com X € TV, resulta em
dN(X)B — dB(X)A = 0.

Com isto existe a € R tal que
A=af

e # # 0 pois, em caso contrario, teriamos B., degenerada, contradizendo a hipdtese de
imersao no teorema . Usando (3.12)), as curvaturas gaussiana e média de g em M3 sio

K = 1—-¢32+#1
)\2 222
H = EZzﬁaf7

onde € = {e3,e3), e entdo a imersdo g : V2 — S ¢ nao-desenvolvivel e suas curvaturas

média e gaussiana satisfazem 4H + a?(K — 1) = 0. O

Descrevemos a seguir classificacbes para a imersao g : V2 — S’f“ conforme o tipo causal

de seu primeiro espago normal.

1. Imersoes g com NY de tipo espago

Neste caso temos g : V2 — S, uma superficie regrada e nao-desenvolvivel na esfera S3.

Apresentamos alguns resultados sobre tais imersoes, os quais podem ser encontrados em
[14] e [7].

Proposicao 3.6. Seja g : V? — S3 uma superficie regrada conexa nao-desenvolvivel satis-
fazendo 4H + a®>(K — 1) = 0. Entdo H =0 ou H = a?/4 ¢ K = 0. Neste sequndo caso a

superficie estd contida num produto de dois circulos.



34 3. Hipersuperficies regradas e de Weingarten em H"t!

Demonstragao: Se a = 0 entao H = 0, donde H = 0 e portanto g é uma superficie minima

regrada em S3.

Uma superficie regrada em S pode ser localmente parametrizada por
X(s,t) = eg(s)cost + e1(s)sint,
onde eg e e sao curvas em S? com as seguintes propriedades
(eg,e1) =0, {ep,€)) =0 e (e, e})=1.

Note que a parametrizacao acima é diferente da apresentada em (2.3). Introduzindo as

fungoes
F(s) = (ehen) — {en,e1)”
(3.13) G(s) = 1—{(ep,e1)?
P(s,t) = F(s)cos®t+ G(s)sin®t

temos que suas curvaturas gaussiana e média sao dadas por
2
L Q) g, (A5 +20() (e )
P2(s,t) AP3(s,t) :

onde Q(s) e h(s,t) estao definidas em (2.10) e (2.11)). Das expressoes de Q, F' e G segue-se
que Q? = FG, donde F(s) e G(s) nunca se anulam, ja que Q(s) # 0, pois a superficie

(3.14) K=

¢ nao-desenvolvivel. Observamos também que P(s,t) > 0 ja que H > 0. Por hipotese
4H + a*(K — 1) = 0, ou seja,

h(s,t) — aQ(s)v/P(s,t) = —2Q(s)(en(s), e1(s))-

Derivando a equacao acima em relagdo a ¢t obtemos
Pt(sa t)

2/P(s,t)

Escrevendo explicitamente hy(s,t) e P(s,t) obtemos

(3.15) hi(s,t) = aQ(s)

hi(s,t) = sin(2t)(S(s) — R(s)) + cos(2t)(T'(s) + U(s))
Pi(s,t) = sin(2t)(G(s) — F(s)).
Em particular, se ¢t = 0 em obtemos T'(s) + U(s) = 0 para todo s. Deste modo, a

equagao (3.15) reduz-se a

(G(s) = F(s))

sin(2t) | (S(s) — R(s)) — aQ(s) 2,/ P(s,t)

=0, para todo s e todo t.

Se existe um ponto (sg, tg) onde Py(so,tp) # 0 entdao Py(s,t) # 0 numa vizinhanca W de
(to, s0), ou seja sin(2t) # 0 e G(s) # F(s) em W. Logo
1 ~ 2(S(s) — R(s))
P(s,t)  aQ(s) (G(s) — F(s)) ’




1. Imersoes g com N{ de tipo espago 35

que derivada em relagdo a t nos da P, = 0 em W, uma contradigdo. Logo Pi(s,t) = 0 para
todo (s,t), donde G(s) = F(s) e portanto Q* = P?, donde K =0 e H = a?/4.

A matriz da segunda forma fundamental de g é

0
=1 7|,
g A
donde K = 1+ det B e o comprimento do vetor curvatura média é |H| = Tr B/2. Assim
B2 =1¢e|H| = A/2. A menos de orientacio podemos supor a > 0 e 3 = 1 e esses sdo,

conforme [13 cap. 7|, os dados da imersao de um produto de dois circulos, a menos de uma

isometria de S3. O

Vejamos o que acontece com a hipersuperficie M” C H"t! em cada um dos casos

descritos na proposicao acima.

Proposigao 3.7. Seja M™ uma hipersuperficie orientada, conexa, regrada e de Weingarten
em H" com indice de nulidade relativa v =n — 2. Se a imagem de sua aplicacio normal
de Gauss, g: V? — S3, ¢ uma superficie minima em S3 entdo M™ € wma superficie minima
em H"HL.

Demonstragao: Segue-se diretamente da equagao (3.2)), j4 que se g € uma superficie minima

com segunda forma fundamental B, entao Tr B = 0. O

As superficies minimas regradas em H"*! estdo classificadas em [2]. Neste artigo os
autores demonstram que toda m + l-subvariedade regrada minima de um espago forma
(]RN SN ou HV ) pode ser localmente parametrizada por um helicoide generalizado deste
espago.

Concluimos entao que se a aplicagdo normal de Gauss de uma hipersuperficie regrada e
de Weingarten de nulidade relativa v = n —2 é dada por uma superficie minima g : V2 — S3
entdo M™ é um aberto de um helicéide generalizado de H" !, que sio restricdes a R x H"H!
de helicoides generalizados em L""2. Em [2] sdo exibidas parametrizacdes, a menos de

movimentos rigidos do espaco de Lorentz, dos helicéides generalizados de L"*2. Sao elas

k n—k
(3.16) X(s,t1,stn) = > tiei(s) + Y thyiVarri + s0Vnipa ou
i=1 i=1
n—k k
(3.17) X(syt1,.005tn) = Z tiVi+ Z tn—k+i€n—k+i(8) + sbVayky1,
i=1 i=1
onde os vetores Vi, ..., V4o formam uma base ortonormal de L2, com (Vi,Vi) =—=1leos

campos ¢;(s) sao definidos por
e1(s) = cosh(ais)Vy + sinh(a1s)Vs
ei(s) = cos(a;s)Vai—1 +sin(a;s)Va, i =2,...,n

eay,...,ay e bsdo constante reais.



36 3. Hipersuperficies regradas e de Weingarten em H"t!

Deste modo, se g : V2 — S3 é uma superficie minima em S* C S?H entao podemos

assumir que ela é parametrizada, de acordo com o teorema localmente por
g(ti,t2) = vo(t1) costa + v1(t1) sin to,
onde

70(751) = (O,cosatl,sinatl,o,...,O)
m(t1) = (0,0,0,costy,sint;,0,...,0)

para algum « € R. Denotemos ainda E = (g4, g1, )-

Consideramos entao {eq,...,e,11} o referencial de S’f“, adaptado a g, dado por
€1 = Gty
1
€2 = ﬁgtl
1
es = m(—%’) sinty 4+ o] costy)
es = (0,0,0,0,0,1,0,...,0)
en, = (0,...,0,1)
ens1 = (1,0,...,0)

Observamos que e,11 € um campo de tipo tempo e os demais sao todos de tipo espaco.
Se 6 é a segunda forma fundamental de g entdo, procedendo com calculos semelhantes aos

da secao anterior obtemos

0(61, 61) = O,
O(ez,e2) = 0Oe
1 .
O(e1,e2) = ﬁ{(_% sinty + | costa) —

1
5 [(70 cos ta + 7] sinta) cos by sinta(1 — a2)] }

Com isto, a matriz da segunda forma fundamental desta imersao, em cada direcdo normal
ej,j > 3, é dada por B, (i,]) = {<0(ei, €;), ek>]. Explicitamente

0 (0]
Bes:[a \GE] e Be,=0parad <j<n+1l
Segue-se do teorema que a hipersuperficie M™ C H**! pode ser parametrizada por

n+1
X(tl,tQ, 815y Sn_g) = Z <Z>j(31, ... ,Sn_2)€j(t1,t2),
Jj=3
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onde (t1,t2) sdo parametros locais para g(V?), {es,...,e 11} geram o espago normal &
imersao g e as fungdes ¢;(s1,...,5,-2),3 < j < n + 1 sdo uma parametrizacao local de
H"2 C S’f“, isto é 2;23 qb? — ¢%+1 = —1. Deste modo, os pontos no fibrado A; sao da
forma (y,w) onde y € Ve w € (T,V)* com (w,w) = —1, ou seja, w = Z;Li:,} pje; =X,

Ainda do teorema [1.6| segue-se que a segunda forma fundamental desta hipersuperficie
é dada por

VE
b= ) = o = [

Usando (3.2) e (3.3) as curvaturas média e escalar da hipersuperficie M" c H"*! sao

dadas respectivamente por

«

2F

3.18 H=0 S=-1—-————.
(3-18) ¢ n(n — 1)a?¢3

No caso em que a superficie g : V2 — S3 esta contida no produto de dois circulos em

S? ¢ S?H podemos assumir que ela é parametrizada por

g(t1,t2) =1 (O,sin (t—l),cos (t—l),O,...,0> +r2<0,0,0,sin (t—Q),cos (t—Z),O,...,O>,

1 2 1 :

Podemos considerar o referencial ortonormal de S’f“ adaptado a g dado por

€1 = T19t; — 20ty
€2 = T20t + 710t
.t t1 .t 131
es = (O, —79 sin (T—l),—rg cos (a),rl sin (g),rl cos (E),O,...,0>

ea = (0,0,0,0,0,1,0,...,0)

en = (0,...,0,1)
ens1 = (1,0,...,0)

Note que e,,+1 é um campo de tipo tempo e todos os demais sao de tipo espago. Célculos
semelhantes aos realizados no caso em g : V2 — §3 C S’f“ é minima mostram que neste
referencial a matriz da segunda forma fundamental de g, em cada direcao normal, é dada

por

2 2] e Be].:()paraélgjgn—i—l.

Novamente usando o teorema [I.6] podemos parametrizar localmente a hipersuperficie
M™ por
n+1

X(tl,tQ,Sl, .. .,Sn_g) = Z(Z)j(sl, ... ,Sn_2)€j(t1,t2),
=3
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onde, como antes, (t1,t2) sdo parametros locais para g(V?2), {es,...,en11} geram o espaco
normal & imersao g e as fungoes ¢;(s1,...,5,-2),3 < j < n+ 1 sdo uma parametrizagao
local de H* 2 C S’f“, isto & 2?23 qﬁ? — i+1 = —1. Deste modo, os pontos no fibrado A;
sdo da forma (y,w) onde y € V e w € (T,V)* com (w,w) = —1, ou seja, w = Z;L;r; bje;.

Segue-se da segunda parte do teorema|[I.6]que a segunda forma fundamental desta hiper-

superficie é dada por

4 1 1 1 T%_Tz 1

e B e B = — riT2

g ( w(y)) (¢3 e3 (y)) ¢3 1 0

As expressoes (3.2)) e (3.3]) fornecem as curvaturas média e escalar da hipersuperficie
2 _ .2
— 2
.19 POt B SRR T
nQ3rire n(n —1)¢3

2. Imersoes g com N{ de tipo tempo

Nesta segdo consideramos g : V2 — S}, uma superficie regrada e nao-desenvolvivel de tipo

espago para as quais apresentamos resultados analogos aos da segao anterior.

Proposigao 3.8. Seja g : V2 — S} uma superficie de tipo espaco, regrada e nao-desenvol-
vivel, tal que 4H + a*>(K — 1) = 0. Entao H =0 ou H = —a?/4 #0 e K = 2.

Demonstragao: Se a = 0 entao temos H = 0 e portanto H = 0, j4 que o espag¢o normal

de uma superficie de tipo espago em S} é nao-degenerado de tipo tempo.

Podemos parametrizar localmente uma superficie regrada de tipo espaco em Si’ por
X (s,t) = ep(s)cost + e1(s)sint,
onde ey e e] sdo curvas de tipo espago em S} satisfazendo
(eg,e1) =0, {ep,e)) =0 e (ef,e))=1.

as curvaturas gaussiana e média da superficie, em termos dessa parametrizacao, sao dadas

por

B Q%(s) o (h(s.t) +2Q(s) (eh, e1))”
(3.20) K_l—m e H=- 4P3(87t)° ,

onde Q(s) e h(s,t) estao definidas em (2.26) e P(s,t) é como em (3.13). Ressaltamos que,

apesar da forma das equagOes ser a mesma das equagoes correspondentes as imersoes na

esfera S3, o produto interno neste caso é o de LY. Aqui também temos que P(s,t) > 0 ja

que ‘H < 0, pois H é de tipo tempo.

A relagio 4H — a?(K — 1) = 0 neste caso equivale a
h(s,t) — aQ(s)\/P(s,t) = 2Q(s)(ey(s), e1(s))-

Procedendo com argumento idéntico ao utilizado na proposigao obtemos Q% = P? e
portanto K =2 e H = —a?/4. O
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Vejamos como é a hipersuperficie M™ C H*™! em cada um dos casos acima.

Proposigao 3.9. Seja M"™ uma hipersuperficie coneza, orientada, regrada e de Weingarten
em H"t! com indice de nulidade relativa v = n — 2. Se a imersio g que parametriza a
aplicagcdo normal de Gauss de M € wma superficie minima em S“;’ entao M™ € uma hipersu-

perficie minima em H L.

Demonstragao: Procedendo exatamente como no caso esférico podemos obter o resultado
usando novamente a equagao (3.2)). O

Se g : V? — S? ¢ uma superficie minima em S$ C S’f“ entdo podemos assumir que ela

é parametrizada, de acordo com o teorema [2.2] localmente por
g(t1,t2) = vo(t1) costa + v1(t1) sin to,
onde

v(t1) = (0,0,costq,sinty,0,...,0)
Y1 (tl) = (sinh Oétl, cosh Oétl, 0, cee ,0)

para algum « € R. Denotemos ainda E = (g¢,, g, )-

Consideramos entao {eq,...,e,11} o referencial de S’f“, adaptado a g, dado por
€1 = Gty
1
€y = ﬁgtl
1
e3 = ————(—a2y)sinty + 7] costs)

vV—a?F
es = (0,0,0,0,1,0,...,0)

ens1 = (0,...,0,1)

Observamos agora que es é um campo unitario de tipo tempo normal a superficie e os
demais sao todos de tipo espago. Se 6 é a segunda forma fundamental de g entao, procedendo

com céalculos semelhantes aos da se¢ao anterior obtemos

0(61, 61) = 0,
O(ez,e2) = Oe
1
O(e1,e2) = ﬁ{(—fy{) sinty + 7 costa) +

1
— [(vg costa + 4] sinty) costasinta(1 + a?)] }

&
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Com isto, a matriz da segunda forma fundamental desta imersao, em cada dire¢cao normal
ej,j > 3, ¢ dada por Be, (i,j) = {<¢9(ei, e;), ek>]. Explicitamente

O a
Be3:[a ‘{)E] e Be,=0parad <j<n+Ll
Segue-se do teorema que a hipersuperficie M™ C H"*! pode ser parametrizada por

n+1
X(t1,t2,81,...,8n-2) = Z%(Sl, ooy sn—2)ej(t1, ),
=3

onde (t1,t2) sdo parametros locais para g(V?), {es,...,e, 1} geram o espago normal a
imersao g e as fungdes ¢;(s1,...,5,-2),3 < j < n+ 1 sdo uma parametrizacao local de
H"2 C S’f“, isto & —¢2 + 2?24 qﬁ? = —1. Deste modo, os pontos no fibrado A; sdo da

forma (y,w) onde y € V e w € (T,V)* com (w,w) = —1, ou seja, w = Z?;r?} jej =X.

Ainda do teorema [I.6] segue-se que a segunda forma fundamental desta hipersuperficie

é dada por

b3 0
Usando (3.2) e (3.3) as curvaturas média e escalar da hipersuperficie M™ c H"*! sdo

dadas respectivamente por

a

B o 1o ¥E
Ag = (Bw(y)) = (d)?)Bea(y)) = b [\/E 0 ]

2F
(3.21) H=0 ¢ S=-1-—""
n(n —1)a¢3
O outro caso, isto &, uma superficie regrada em S? tal que K = 2 e H = —a?/4 ndo pode

ocorrer, devido ao resultado abaixo cuja demonstragao encontra-se em [4].

Teorema 3.10. Seja S uma superficie de classe C?, completa e de tipo espago em S:f. Se

sua curvatura gaussiana satisfaz K > 1 entdo S € um esfera totalmente geodésica e K = 1.

3. Imersées g com Ny de tipo luz

Observamos que, neste caso nao podemos aplicar o resultado de reducao de codimensao do
teorema [I.5] para codimensao 1, como nos casos anteriores, ja que o primeiro espago normal

é degenerado.

Nao sabemos entretanto se existe algum inteiro £ > 1 para o qual a codimensao da
imersio g : V? — S?H pode ser reduzida. Por outro lado é simples verificar que tais
imersoes, se existirem, satisfazem K = 1. Tal fato segue-se diretamente da equacao de
Gauss para imersoes de tipo espaco em S’f“

K=1+(0(X,X),0(Y.Y))— (0(X,Y),0(X,Y)),

pois (X, X) =0 e 0(X,Y) ¢ um vetor de tipo luz, ou seja, (#(X,Y),0(X,Y)) = 0 para
todos X, Y € TM.
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Seg:V? — S’f“ é uma superficie minima, concluimos de modo idéntico aos casos

anteriores que M" também sera um superficie minima em H"*!.

Porém, o fato da imersao g : V2 — S’f“ ter primeiro espago normal de tipo luz equivale
a dizer que

<0(X87 XS)) 9(X87 XS)> = <9(XS7 Xt)’ 0(X87 Xt)> = 07
onde 0 é a segunda forma fundamental de g e X, X; sdo os campos tangentes coordenados
relativos a parametrizacao

(3.22) X(s,t) = ep(s)cost + e1(s)sint,

de toda superficie regrada de tipo espaco em S?H. Observamos que as curvas eg(s) e ej(s)

satisfazem as mesmas propriedades que as de curvas que parametrizam superficies regradas

na esfera, vide (2.3).
Escrevendo explicitamente (X, X5) e 6(Xs, X¢) obtemos

Xos, X
G(XSaXS) = Xss - <is425>Xs - <X35aXt>Xt - <X557X>X
Xo, X
%@&)zxmjﬁ;”&—mmm&—mmmx

onde A(s,t) = /(Xs, Xs), ou ainda,

(3.23) 0(Xs, Xs) = Xgs— %XS + AA X, + A2X
Ay
(3.24) 0(Xs, Xi) = X=X,

Calculo diretos nos levam as seguintes expressoes
(0(Xs, Xs),0(Xs, Xs)) = (Xus, Xos) — A2 — A2A7 — A?
(0(Xs, X1),0(Xs, X1)) = (Xot, Xot) — A7
Logo,
(Xoo Xus) = AT+ A%A7 + A"

<Xst7 Xst> = A%

Escrevendo as expressoes acima em termos da parametrizagao ([3.22)) obtemos respecti-
vamente

(3.25) A% ( Xy, Xos) = (Koo, X5)? + (Xp, X)2 + AC
(3.26) A2<X5t7XSt> = <X5t7XS>2

Expandindo os termos da identidade (3.25)) observamos que seus termos sao polindmios
homogéneos em sint e cost, onde A%(Xyq, Xys), (Xss, Xs)?2, (X, Xs)? 530 de grau 4 e AS
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é de grau 6. Ja a expressao (3.26) nos da polindmios homogéneos de grau 4 em ambos os

lados. Explicitamente

A (X, X)) = (el e])(e), €})sint t + 2((ep, €1) (el €f) + (e, e1) (e, e])) sin® t cos t
(€l €+ e, €4 el ) + (e, el el ) sin? £ cos?
+2({e, €1) (e, €0) + (e, €7)) sintcos®t 4 (ef), ef) cos? t
(Xss, X502 = (e, e)2sintt 4+ 2(e], €} ) (ef, €}) sin® t cos t + (e}, €))% cos® tsin? t
(X, X5)? = (e, eh)?sint —2((ef, e}) — 1){ef), €}) sin® ¢ cost
+[((e'1,e'1> — 1)2 — 2<e6,6/1>2} cos® tsin’ ¢
+2((eh, e}) — 1) {ef, €}) sint cos® t + (e, e})? cos* t
A8 = (), €h)Psin®t 4 6(ep, €)) (e}, e))?sin’ t cost
+(3(ef, e))? +12(ep, €))% (e}, e)) sin t cos? t
+(12(ef, e} ) (el €)) + 8(ep, €])?) sin® t cos® ¢
+(3(e}, eh) + 12(ef), €})?) cos* t sin® t + 6(efy, €} ) cos® tsint + cos’ ¢
AX (X, X)) = (ef,el)sintt —2(1 — (], €})) (), e}) sin® t cost
+(1+ (ef, e))* — 4(efy, €})) cos® tsin® t

+2((e}, e) — 1) (ep, €}) sintcos® t + (€}, e}) cos* ¢

Observamos que os polindmios homogéneos de grau 6 isoladamente sao linearmente
independentes, bem como os de grau 4, porém a uniao de ambos os conjuntos nao o é.

Precisamente podemos escrever

sint = sin®t+ sin*tcos®t
sin®tcost = sin®tcost + sin®tcos®t
sin?tcos®t = sin*tcos®t + sin®tcostt
sintcos®t = sintcos®t+sintcos®t
cos’t = sin®tcostt+ cosbt

Com essas identidades, podemos escrever (3.25)) e (3.26) como combinagoes lineares
dos polinémios homogéneos linearmente independentes {sin”*(t) cos=%(t) : 0 < k < 6}.
Definindo

f(s) = (eq(s),€1(5)). g(s) = (ei(s).ei(s)), h(s) = (ei(s),€f(s)),

u(s) = (eg(s), €1(s)), ol

y(s) = (ef(s),e1(5)), 2(s) = (eq(s),€(s)),

VA
I
7~
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[e=]
VA
@,

[e=]

—~
Va)

~
S
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~
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o sistema citado acima tem a forma

2= tgh—y* = 0
—6fg* 4+ 2fg+2fh —2f +2gu — 2wy —2yz = 0O
—12f% 4+ fP+4fu—4¢* + gh+guv+29+h—w? 2wz —y* — 22 -1 = 0
—8f3 —12fg 4 2fh + 2fv 4+ 2g9u + 2u — 2wy — 2yz = O
112 44fu—P+guv—g+h+v—w?—2wz—22—-1 = 0
9fg+2fv—4f+2u = 0
-1 = 0
g—f* =0
As trés tltimas equagoes mostram que g(s) = f2(s),v(s) = 1+ f2(s) e u(s) = —f(s).

Substituindo isso nas outras equagoes obtemos o seguinte sistema

P+ Ph= -y =

—6f°4+ f2+2f(h—1) —2y(w+2) =
—15f 4+ f2h4+1) — (w422 =y -1 =
—20f3 +2fh —2y(w +2) =
(fP+Dh—15f2 - (w+2)? -1 =

o o o o o

A dltima destas equagoes expressa (w + 2)2 +1 = (f2 + l)h — 15f2, que aplicado na
terceira equacdo da y? = —15f2(1 — f2). Por outro lado, a pentltima equagdo substituida
na segunda produz

—6f5+21f3—2f =0,
donde f(s) é uma constante. Existem cinco possibilidades para essa constante, uma delas

sendo, f(s) = 0.

Se f(s) € uma das constantes nao nulas entao as fungoes g, u, v e y também sao constantes

nao nulas. Agora y = ¢’/2, donde ¢(s) é ndo nula, contradizendo g(s) ser constante.

Se f(s) = 0 entao y(s) = g(s) = u(s) =0, v(s) = h(s) =1e (w+2)(s) = f'(s) = 0.
Com isso, A%(s,t) = (X, X,) = cos?t, donde Ay = 0, AA; = —sintcost e A;/A = — tant.
Deste modo as equagoes (3.23]) e (3.26]) ficam

0(Xs, Xs) = Xss —sintcostX; + cos’tX e 0(Xs, Xt) = Xot + tant X,

Supondo que af(Xs, Xs, ) + b0(Xs, X;) = 0, onde a e b sao fungdes sobre a superficie

temos

(aXss +bXst)1l — aXysintcost + aX cos’t + bXstant = 0.
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Como {1,sintcost,cost,tant} é linearmente independente temos a = b = 0, o que mostra
que {6(Xs, Xs,),0(Xs,X¢)} é linearmente independente, contradizendo o lema Isto

demonstra o resultado a seguir.

Lema 3.11. Nao eiste imersio g : V? — S?H que parametriza localmente a aplicagdo
normal de Gauss de uma hipersuperficie regrada e de Weingarten de H™ cujo primeiro

espago normal € de tipo luz.

4. Classificagao das hipersuperficies regradas e de Weingarten em H""!

Em vista dos resultados obtidos até agora temos a seguinte classificacdo para hipersuperficies
regradas e de Weingarten no espaco hiperboélico H"*!. Lembramos que os resultados e
das secOes anteriores descartam algumas possibilidades para a imersao que parametriza

localmente a aplicagdo normal de Gauss de tais hipersuperficies.

Teorema 3.12. Sejan > 3 e M"™ uma hipersuperficie conexa, regrada e de Weingarten em
H"*+. Entio vale uma e somente wma das sequintes afirmagcées

(i) M™ tem curvatura seccional constante igual a -1, ou seja, M™ é um aberto do fibrado

normal unitdrio sobre uma curva de tipo espaco em S?H.

(i) M™ é um aberto do fibrado normal unitdrio sobre uma superficie regrada minima em

S?  SU ou sobre um produto de dois circulos em S® C ST

(11i) M™ é um aberto do fibrado normal unitdrio sobre uma superficie regrada minima de

tipo espago em S3 C S?‘H.

Demonstracdo: Consideremos o aberto M = {x € M : S(z) # —1} de M.

Suponha que M # (), isto ¢ existe xg € M tal que S(zg) # —1 e seja W uma componente
conexa de M tal que xg € W. As observagoes e no inicio deste capitulo mostram que
todo ponto em W tem indice de nulidade relativa v(z) = n — 2 e portanto W admite uma
parametrizacdo de Gauss dada por uma imersio g : V? — S’f“ cujas propriedades foram
estudadas nas se¢Oes anteriores.

O lema mostra que o tipo causal de NY é o mesmo para todo y € V. Se ele é de
tipo espago ou tempo as proposigoes e mostram que g é regrada cujas curvaturas
gaussiana e média satisfazem 4H + a?(K — 1) = 0 sendo portanto superficies de Weingarten
em S3 ou S3.

Quando N7 é de tipo espago a proposigao mostra que g(V?) é uma superficie minima
em S% ou entdo K =0 e H = a/2, donde g(V?) esta contida num produto de dois circulos e
portanto M verifica [l Nesses casos as expressoes para a curvatura escalar de M sao dadas
respectivamente por , quando M é minima e por em caso contrario.

Quando N{ é de tipo tempo a proposigao mostra que g(V?) deve ser uma superficie
minima em S:{’ e portanto verifica o caso . Nessas condicoes as expressoes para a curvatura

escalar de M sao dadas respectivamente por (3.21)).
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A caracterizagao apresentada para as hipersuperficies regradas e de Weingarten de cur-
vatura constante -1 segue-se da observacao onde mostramos que o indice de nulidade
relativa num ponto satisfaz v(p) > n — 2 e que v(p) = n — 2 se e somente se S(p) # —1.
Logo v(p) =nouv(p) =n—1.

Com a notagao da observagao temos que

S(p) =

n(n —1)
Yl K (YY) + 25500 K(Ya, )
— i)
B n(n —1)

n2 —3n+2+2(1—n—3 [la(¥;,Y,)|?)
n(n —1)

Logo S(p) = —1 se, e somente se, > [|a(Y;,Y,)||? = 2n% — 6n +4 > 0, se n > 3. Logo
algum «(Y;,Y,) é nao nulo e portanto M™ nao pode ser totalmente geodésica, ou seja,
v(p) = n — 1 e podemos aplicar o teorema para obter uma parametrizacao local M™

como um fibrado normal unitario sobre uma curva «: I C R — S’f“.

Finalmente, mostremos que se M # () entdao M = M. De fato, se existe y € OM N M tal
que y & M, isto é, S(y) = —1, considere um aberto conexo U C M tal que y € U e uma
seqiiéncia {yi} C U tal que limy, = y e portanto

lim S(ye) = S(y) = 1,

o que s6 é possivel, em vista das formulas em (3.19)) e (3.21) para a curvatura escalar de
M, se lim ¢3(yx) = ¢3(y) = oco. Mas isso implica que as coordenadas de y nao sdo nimeros
reais e portanto y & "2 uma contradicdo. Portanto ou vale a parte [il ou entéo M=Me

aplicam-se os argumentos acima. (I
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