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Resumo

Por volta de 1865 (vide [3] e [9]), Beltrami e Dini classificaram as superfícies regradas e
de Weingarten em R3 mostrando que tais superfícies são superfícies regradas helicoidais,
ou seja, invariantes por um movimento helicoidal de R3. Mais tarde, em 1989, Dajczer
e Tenenblat classificaram as hipersuperfícies regradas e de Weingarten em Rn. Em [7] os
autores provam que essas hipersuperfícies são “flat”, um produto Q3 ×Rn−3, onde Q3 ⊂ R4

é um cone sobre um produto de círculos ou sobre uma superfície mínima de S3 ou ainda um
produto Q2 × Rn−2, onde Q2 ⊂ R3 é uma superfície helicoidal regrada ou um hiperbolóide
de revolução. Já em 1999 (vide [8]) Dillen e Kühnel obtiveram uma classificação para as
superfícies regradas e de Weingarten em L3.

Recentemente, em [14] e [1], os autores classificaram as hipersuperfícies regradas e de
Weingarten em Sn+1 concluindo que estas são de curvatura seccional constante 1 ou então um
fibrado unitário sobre um produto de círculos ou sobre uma superfície mínima em S3. Ainda
neste trabalho a autora faz grandes avanços para a classificação das superfícies regradas e
de Weingarten no espaço hiperbólico Hn+1.

Nesta tese de doutoramento completamos a classificação destas hipersuperfícies em Hn+1.

Palavras-chave: espaço hiperbólico, espaço de Lorentz, hipersuperfícies, regradas, Wein-
garten.
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Abstract

Around 1865 (see [3] e [9]), Beltrami and Dini classified the ruled and Weingarten surfaces
in R3 showing that they are ruled helicoidal surfaces, that is, invariant under an helicoidal
motion in R3. Later, in 1989, Dajczer and Tenenblat obtained a classification for ruled
and Weingarten surfaces in Rn. In [7] they show that those hypersurfaces are product
Q3 × Rn−3, where Q3 ⊂ R4 is a cone over a product of circles or over a minimal surface in
S3, or a product Q2×Rn−2, where Q2 ⊂ R3 is an ruled helicoidal surface or an hyperboloid
of revolution. In 1999, Dillen and Kühnel (see [8]) established a classification for ruled and
Weingarten surfaces in L3.

Recently, in [14] and [1], the authors provide a classification of the ruled and Weingarten
hypersurfaces in Sn+1 showing that they are the ones with constant sectional curvature 1
or a unitary normal bundle over a product of two circles or over a minimal surface in S3.
In the same work the author achieve some relevant results on the classification of ruled and
Weingarten hypersurfaces in hyperbolic space Hn+1.

In this work we give a classification of those hypersurfaces in Hn+1.

Keywords: hyperbolic space, Lorentz space, hypersurfaces, ruled, Weingarten.
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Introdução

Uma forma espacial real de dimensão n é uma variedade riemanniana de curvatura constante,
indicada por M̃n(c). Podemos assumir que, localmente, M̃(c) é o espaço euclidiano Rn, se
c = 0, a esfera Sn(c), se c > 0 ou o espaço hiperbólico Hn(c) se c < 0. Sem perda de
generalidade admitiremos c = 0, 1 ou −1 ao longo deste trabalho.

Dizemos que uma subvariedade Mm+1 de uma variedade M̃n, n ≥ 3, é regrada se M
admite uma folheação por subvariedades de dimensão m totalmente geodésicas de M̃ . Uma
hipersuperfície Mn, n ≥ 2 em um espaço forma é de Weingarten se existe uma função
F : R2 → R não nula tal que F (H,S) = 0, onde H e S são respectivamente as curvaturas
média e escalar de M . Quando n = 2 consideramos as curvaturas média, H, e gaussiana,
K, da superfície na definição de hipersuperfícies de Weingarten.

O problema abordado neste trabalho tem suas origens em 1865 quando Dini e Bel-
trami, independentemente, obtiveram uma classificação para as superfícies regradas e de
Weingarten em R3.

Nesse ambiente uma superfície é regrada se admite uma parametrização do tipoX(s, t) =
c(s) + tv(s), onde c(s) é uma curva regular e conexa e v(s) é um campo de vetores, ao longo
da curva c(s), que nunca se anula. Uma superfície regrada é desenvolvível se sua curvatura
gaussiana é idêntica à do ambiente, ou seja, K ≡ 0. Isto equivale a dizer que o plano
tangente à superfície não varia ao longo das curvas X(s0, t), ou seja, ao longo das retas que
regram a superfície. Se s e t são parâmetros para uma superfície S, de classe C3, então S é
de Weingarten se e somente se KsHt = KtHs em todos os pontos. O resultado obtido por
Dini e Beltrami sobre tais superfícies pode ser enunciado sob a seguinte forma (vide [8]):

Teorema 0.1 (Dini-Beltrami). Toda superfície regrada e de Weingarten não-desenvolvível
em R3 é um pedaço de uma superfície helicoidal, ou seja, a órbita de uma reta sob a ação
de um grupo a um parâmetro de movimentos helicoidais. Em particular, se a curvatura
gaussiana não se anula num ponto, então ela nunca se anula. A única superfície mínima
regrada é o helicóide.
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2 Introdução

Posteriormente, em 1989, Dajczer e Tenenblat, obtiveram uma classificação para hiper-
superfícies regradas e de Weingarten de Rn. Em [7] os autores demonstram o seguinte
resultado:

Teorema 0.2 (Dajczer-Tenemblat). Seja Mn, n ≥ 3 uma hipersuperfície conexa, regrada e
de Weingarten em Rn+1. Então

(i) Mn é “flat”, ou

(ii) Mn ∼= Q3 × Rn−3, onde Q ⊂ R4 é um cone sobre um produto de círculos em S3 ou
sobre uma superfície mínima em S3, ou

(iii) Mn ∼= Q2×Rn−2, onde Q ⊂ R3 é uma superfície regrada helicoidal ou um hiperbolóide
de revolução.

Mais recentemente, em 1999, Dillen e Kühnel apresentam a seguinte classificação para
superfícies regradas e de Weingarten em L3:

Teorema 0.3 (Dillen-Kühnel). Seja X(s, t) = c(s) + tv(s) a parametrização de uma super-
fície regrada de L3, onde c(s) e v(s) são, respectivamente, uma curva e um campo de vetores
ao longo desta curva. Então,

(i) toda superfície regrada, não-desenvolvível e de Weingarten tal que o campo v nunca se
anula é m pedaço de uma superfície regrada helicoidal.

(ii) Em particular, toda superfície regrada, não-desenvolvível e mínima é um pedaço da
superfície de Cayley ou um dos três tipos de helicóides Lorentzianos.

(iii) Toda superfície regrada por campos nulos é uma superfície de Weingarten satisfazendo
H2 = K.

Para mais detalhes vide (vide [8]).

Finalmente, em 2008, Asperti e Valério apresentam em [1] uma classificação para hiper-
superfícies regradas e de Weingarten em Sn+1 cujo enunciado reproduzimos abaixo.

Teorema 0.4 (Valério-Asperti). Seja Mn, n ≥ 3 uma hipersuperfície conexa, regrada e de
Weingarten em Sn+1. Então

(i) M ter curvatura seccional constante igual a 1, ou

(ii) M é um aberto do fibrado normal unitário de uma superfície mínima em S3 ou de um
produto de dois círculos em S3.

No capítulo 1 deste trabalho apresentamos alguns conceitos básicos que são necessários
para o desenvolvimento do trabalho.

No capítulo 2 desenvolvemos a teoria das superfícies regradas na esfera S3 e no espaço
de De Sitter S3

1. Apresentamos aqui uma classificação das superfícies regradas mínimas de
S3, a qual já é estabelecida em [10]. Refazemos a demonstração do resultado por notar
a omissão, no artigo original, de um termo na equação diferencial parcial que caracteriza
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tais superfícies. Não podemos deixar de agradecer aqui ao professor Luquésio Petrola de
Melo Jorge pelas valiosas sugestões para refazer a demonstração citada. Ainda nesse sentido
estabelecemos uma classificação semelhante as superfícies regradas em S3

1.

No capítulo 3 obtemos alguns resultados, muitos deles já apresentados em [14], que levam
a uma classificação das hipersuperfícies regradas e de Weingarten no espaço hiperbólico
Hn+1.

Ainda na direção de classificar superfícies e hipersuperfícies regradas e de Weingarten,
observamos que o problema está em aberto para os seguintes ambientes:

(1) Esfera S3,

(2) Espaço Hiperbólico H3 e

(3) Espaço Anti De Sitter.

Além desses problemas poderíamos considerar também subvariedades regradas e de
Weingarten de codimensão arbitrária. Nesse caso, entretanto, é necessário procurar uma
definição satisfatória para o que é ser uma subvariedade de Weingarten.





Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo introdutório apresentamos o espaço de Lorentz-Minkowski, algumas de suas
propriedades e as subvariedades dele que são de interesse para o que se segue.

1. O espaço de Lorentz

O espaço de Lorentz-Minkowski de dimensão n é o espaço vetorial real

Ln =
{

(x0, . . . , xn−1) : xi ∈ R},

munido das operações usuais de soma e multiplicação por escalar do Rn e do produto interno

(1.1) g(x, y) = 〈x, y〉 = −x0y0 +
n−1∑
i=1

xiyi,

onde x = (x0, . . . , xn−1) e y = (y0, . . . yn−1).

Este produto interno não é positivo definido e tem assinatura 1, ou seja, um subespaço
de Ln para o qual a restrição da métrica é negativa definida tem dimensão 1. Observe que
|v| pode ser positivo, negativo ou nulo.

Um vetor v em Ln pode ter três tipos causais:

(i) v é de tipo espaço se 〈v, v〉 > 0 ou se v = 0;

(ii) v é de tipo tempo se 〈v, v〉 < 0;

(iii) v é de tipo luz se 〈v, v〉 = 0 e v 6= 0.

De modo análogo definimos o tipo causal de um subespaço vetorial V de Ln:

(i) V é de tipo espaço se g|V é positiva definida;

(ii) V é de tipo tempo se existe v ∈ V de tipo tempo;

(iii) V é de tipo luz se g|V é degenerada, ou seja, existe v 6= 0 tal que g(v, v) = 0.

O conjunto dos vetores de tipo luz em Ln é chamado cone de luz.
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6 1. Preliminares

Apresentamos a seguir algumas propriedades do caráter causal de subespaços de Ln,
cujas demonstrações encontram-se em [12, p. 140].

Proposição 1.1. Seja W um subespaço vetorial de Ln e

W⊥ = {v ∈ Ln : 〈v, w〉 = 0, para w ∈W}.

Então dimW + dimW⊥ = n e (W⊥)⊥ = W .

Proposição 1.2. Um subespaço W de Ln é tipo espaço se e somente se W⊥ é tipo tempo.

Observação 1.1. SeW é um subespaço de tipo espaço ou tempo temos que Ln = W ⊕W⊥,
porém o mesmo não é válido quando W é tipo luz. A proposição 1.1 continua válida quando
W é tipo luz. Se W é tipo luz então W⊥ também é tipo luz.

No espaço Ln existe uma única conexão de Levi-Civita, ou seja, uma conexão métrica
de torção nula, isto é, se χ(Ln) denota o conjunto dos campos de vetores de Ln temos que
existe uma única aplicação ∇ : χ(Ln)× χ(Ln)→ χ(Ln) tal que

(i) Para todos X,Y e Z em χ(Ln) e f e g em C∞(Ln,R) temos

∇fX+gY Z = f∇XZ + g∇Y Z.

(ii) Para todos X,Y e Z em χ(Ln) e a e b reais temos

∇X(aY + bZ) = a∇XY + b∇XZ.

(iii) Para todos X,Y em χ(Ln) e f em C∞(Ln,R) temos

∇XfY = X[f ]Y + f∇XY,

onde X[f ] denota df(X).

(iv) Para todos X,Y em χ(Ln) temos

∇XY −∇YX = [X,Y ].

(v) Para todos X,Y e Z em χ(Ln) temos

X
[
〈Y,Z〉

]
=
〈
∇XY,Z

〉
+
〈
X,∇XY

〉
.

2. Subvariedades do espaço de Lorentz

Definição 1.1. Uma subvariedade M ⊂ Ln é de tipo espaço se o espaço tangente a M em
cada ponto p ∈ M , TpM é um espaço vetorial de tipo espaço. Tais subvariedades também
são chamadas de riemannianas. Analogamente se TpM é um espaço vetorial de tipo tempo
em todo p ∈ M dizemos que M é uma subvariedade de tipo tempo de Ln e se TpM é um
espaço vetorial de tipo luz para todo p ∈M dizemos que M é uma subvariedade de tipo luz
de Ln.

A seguir definimos duas hipersuperfícies do espaço de Lorentz que serão objetos de estudo
deste trabalho.
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Definição 1.2. O espaço hiperbólico é a hipersuperfície em Ln+1 dada por

Hn(c) =
{
x = (x0, . . . , xn) ∈ Ln+1 : 〈x, x〉 = −c2, x0 > 0

}
Observe que o vetor posição de cada ponto de Hn(c) é um vetor de tipo tempo e portanto

o espaço tangente a esta hipersuperfície é subespaço tipo espaço de Ln, pois é o complemento
ortogonal do vetor posição. Logo Hn(c) é uma hipersuperfície de tipo espaço. É também
conhecido que Hn(c) é conexa, completa, simplesmente conexa e, nessas condições, a única
variedade riemanniana de curvatura seccional constante negativa (igual a −1/c2).

Definição 1.3. O espaço de De Sitter é a hipersuperfície em Ln+1 dada por

Sn1 (c) =
{
x = (x0, . . . , xn) ∈ Ln+1 : 〈x, x〉 = c2

}
.

Agora o vetor posição de cada ponto do espaço de De Sitter é de tipo espaço e portanto
o espaço tangente em cada ponto é um espaço de tipo tempo, donde o espaço de De Sitter é
uma hipersuperfície de tipo tempo. Sabe-se também que Sn1 (c) é completa, conexa e, para
n > 2, simplesmente conexa. Sua curvatura seccional é constante e igual a 1/c2.

Para os propósitos desse trabalho é suficiente considerar c = 1 em ambos os casos e
portanto denotaremos Hn(1) por Hn e Sn1 (1) por Sn1 .

3. Imersões em Hn

Seja f : Mm → Hn uma imersão isométrica de uma variedade riemanniana M de dimensão
2 ≤ m < n no espaço hiperbólico de dimensão n. Tal imersão localmente é um mergulho e
portanto podemos, através de identificação de uma vizinhança U de p ∈M com sua imagem
f(U) em Hn, considerar o espaço tangente a p ∈ M como um subespaço de f(p) ∈ Hn

escrevendo

TpHn = TpM ⊕ (TpM)⊥,

onde o complemento ortogonal é tomado em relação a TpHn.

Com esta decomposição obtemos os fibrados tangente, TM = ∪p∈MTpM , e normal,
TM⊥ = ∪p∈M (TpM)⊥ ao longo de f(M). Em relação a essa decomposição de THn temos
as projeções tangencial e normal definidas respectivamente por

(·)> : THn → TM

(·)⊥ : THn → TM⊥

Se ∇̃ e ∇ = (∇̃)> são as conexões de Levi-Civita de Hn e M , respectivamente temos,
para todos X,Y ∈ TM , a fórmula de Gauss

(1.2) ∇̃XY = ∇XY + α(X,Y ),

isto é, α(X,Y ) = (∇̃XY )⊥. A aplicação α : TM × TM → TM⊥ é chamada segunda forma
fundamental da imersão f .
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Para cada ξ ∈ TM⊥ definimos a aplicação Aξ : TM → TM por

(1.3) AξX = −(∇̃Xξ)>

Se Y ∈ TM e ξ ∈ TM⊥ então 〈Y, ξ〉 = 0, donde, para todo X ∈ TM , temos

X
[
〈Y, ξ〉

]
= 0.

Segue-se da fórmula de Gauss que

〈Aξ(X), Y 〉 = 〈α(X,Y ), ξ〉.

Como α é uma aplicação simétrica, a expressão acima mostra que Aξ é um operador linear
simétrico para todo ξ ∈ TM⊥, chamado operador forma ou operador de Weingarten e
freqüentemente nos referimos a Aξ como segunda forma fundamental na direção de ξ.

Tomando a componente normal de ∇̃Xξ, denotada por∇⊥Xξ, temos uma conexão métrica
no fibrado TM⊥, chamada de conexão normal da imersão. Assim temos a fórmula de
Weingarten

(1.4) ∇̃Xξ = −AξX +∇⊥Xξ.

Dada uma conexão de Levi-Civita, ∇, sobre uma variedade M , definimos o seu tensor
de curvatura, R : TM × TM × TM → TM , por

(1.5) R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

Apresentamos aqui as equações que toda imersão isométrica deve satisfazer, conforme
[5, cap. 1].

Sejam R̃ e R, respectivamente, os tensores de curvatura de Hn e M . Utilizando as
equações (1.2) e (1.4) e tomando componentes tangenciais de R̃(X,Y )Z obtemos a equação
de Gauss

(1.6)
〈
R(X,Y )Z,W

〉
=
〈
R̃(X,Y )Z,W

〉
+
〈
α(X,W ), α(Y, Z)

〉
−
〈
α(X,Z), α(Y,W )

〉
.

Se X e Y são campos ortonormais em TM denotamos, respectivamente, por

K(X,Y ) =
〈
R(X,Y )Y,X

〉
e K̃(X,Y ) =

〈
R̃(X,Y )Y,X

〉
= −1

as curvaturas seccionais de M e Hn, relativas aos campos X e Y . Com isto a equação de
Gauss tem a forma

(1.7) K(X,Y ) = −1 +
〈
α(X,X), α(Y, Y )

〉
−
〈
α(X,Y ), α(X,Y )

〉
.

Como K̃ ≡ −1 temos

(1.8) R̃(X,Y )Z = −〈Y,Z〉X + 〈X,Z〉Y = (X ∧ Y )Z

e portanto a equação (1.6) se escreve

(1.9)
〈
R(X,Y )Z,W

〉
=
〈
(X ∧ Y )Z,W

〉
+
〈
α(X,W ), α(Y,Z)

〉
−
〈
α(X,Z), α(Y,W )

〉
.
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Tomando agora a componente normal de R̃(X,Y )Z obtemos a equação de Codazzi

(1.10)
(
R̃(X,Y )Z

)⊥ =
(
∇⊥Xα

)
(Y,Z)−

(
∇⊥Y α

)
(X,Z),

onde
(
∇⊥Xα

)
(X,Z) = ∇⊥Xα(Y,Z)− α(∇XY,Z)− α(Y,∇XZ).

Se consideramos a componente tangencial de R̃(X,Y )ξ obtemos outra forma da equação
de Codazzi

(1.11)
(
R̃(X,Y )ξ)> =

(
∇YA

)
(X, ξ)−

(
∇XA

)
(Y, ξ),

onde
(
∇YA

)
(X, ξ) = ∇YAξX −Aξ∇YX −A∇⊥Y ξX.

Usando novamente (1.8) temos que as equações (1.10) e (1.11) acima se escrevem, res-
pectivamente como

(1.12)
(
∇⊥Xα

)
(Y,Z) =

(
∇⊥Y α

)
(X,Z) e

(1.13)
(
∇YA

)
(X, ξ) =

(
∇XA

)
(Y, ξ).

O tensor de curvatura no fibrado normal, R⊥ : TM × TM × TM⊥ → TM⊥ é definido,
de maneira análoga, por

R⊥(X,Y )ξ = ∇⊥X∇⊥Y ξ −∇⊥Y∇⊥Xξ −∇⊥[X,Y ]ξ.

Usando novamente as equações (1.2) e (1.4), tomando a componente normal de R̃(X,Y )ξ,
obtemos a equação de Ricci

(1.14)
(
R̃(X,Y )ξ)⊥ = R⊥(X,Y )ξ + α(AξX,Y )− α(X,AξY ).

Como o espaço ambiente tem curvatura seccional constante igual a -1, a equação (1.14)
se escreve

(1.15) R⊥(X,Y )ξ = α(X,AξY )− α(AξX,Y ).

4. Imersões em Sn1

Escrevemos agora as equações de Gauss, Codazzi e Ricci para imersões isométricas de vari-
edades riemannianas no espaço de De Sitter, que são as subvariedades de interesse para este
trabalho.

Seja f : Mm → Sn1 , com 2 ≤ m < n uma imersão isométrica de uma variedade rieman-
niana M . Podemos proceder tal como na seção anterior, decompondo TpSn1 como

TpSn1 = TpM ⊕ (TpM)⊥

mas devemos lembrar agora que (TpM)⊥ é um espaço vetorial de tipo tempo para todo
p ∈M .

Analogamente ao caso hiperbólico obtemos os fibrados tangente e normal à imersão f ,
TM = ∪p∈MTpM e TM⊥ = ∪p∈M (TpM)⊥ bem como as projeções tangencial e normal de
TSn1 sobre esses fibrados.
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Se ∇̃ e ∇ = (∇̃)> são, respectivamente, as conexões de Levi-Civita de Sn1 eM a segunda
forma fundamental de f fica bem definida através da equação (1.2). Usaremos ao longo do
texto ∇̃ para indicar tanto a conexão de Levi-Civita de Hn quanto a de Sn1 , fazendo menção
explícita da variedade ambiente quando necessário.

Lembrando que agora K̃ ≡ 1, cálculos análogos aos da seção anterior permitem obter as
seguintes equações de Gauss para imersões isométricas de variedades riemannianas em Sn1 :〈

R(X,Y )Z,W
〉

=
〈
(X ∧ Y )Z,W

〉
+
〈
α(X,W ), α(Y,Z)

〉
−
〈
α(X,Z), α(Y,W )

〉
e

K(X,Y ) = 1 +
〈
α(X,X), α(Y, Y )

〉
−
〈
α(X,Y ), α(X,Y )

〉
.(1.16)

As equações de Codazzi são idênticas ao caso de imersões em Hn

(1.17)
(
∇⊥Xα

)
(Y, Z) =

(
∇⊥Y α

)
(X,Z) e

(1.18)
(
∇YA

)
(X, ξ) =

(
∇XA

)
(Y, ξ)

O mesmo vale para a equação de Ricci

(1.19) R⊥(X,Y )ξ = α(X,AξY )− α(AξX,Y ).

5. O primeiro espaço normal e redução de codimensão

Definição 1.4. Se f : Mm → M̃n é uma imersão isométrica definimos o primeiro espaço
normal de f em p ∈M por

Nf
1 (p) =

{
α(X,Y ) : X,Y ∈ TpM

}
.

Claramente Nf
1 (p) é um subespaço vetorial de TpM⊥ e portanto dimNf

1 (p) ≤ n−m. O
primeiro espaço normal também pode ser descrito como

Nf
1 (p) =

{
ξ ∈ TpM⊥ : Aξ ≡ 0

}⊥
.

Uma imersão f é chamada de 1-regular se dimNf
1 (p) é constante para todo p ∈ M .

Nesse caso mostra-se que N1 e N⊥1 são subfibrados de TM⊥.

Uma imersão isométrica f : Mm → M̃n admite redução de codimensão a q se existe
uma subvariedade M̃m+q, totalmente geodésica em M̃n, satisfazendo f(M) ⊂ M̃m+q. Con-
seqüentemente uma imersão f é substancial quando sua codimensão não pode ser reduzida.

O teorema a seguir tem uma demonstração em [5, cap. 4].

Teorema 1.3. Sejam Mn uma variedade riemanniana conexa e f : Mn → Hn+k uma
imersão isométrica. Suponha que existe L ⊂ TM⊥, subfibrado paralelo e de posto l, tal que
Nf

1 (p) ⊂ L(p) para todo p ∈M . Então a codimensão de f pode ser reduzida a l.

Com demonstração semelhante (ver [14, cap. 1]), temos o seguinte resultado.
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Teorema 1.4. Sejam Mn uma variedade riemanniana conexa e f : Mn → Ln+k uma
imersão isométrica. Suponha que existe L ⊂ TM⊥, subfibrado paralelo e não degenerado de
posto l, tal que Nf

1 (p) ⊂ L(p) para todo p ∈M . Então a codimensão de f pode ser reduzida
a l.

Exatamente como no caso da esfera euclideana, temos um resultado de redução de codi-
mensão para imersões no espaço de De Sitter. Uma demonstração deste fato, enunciado a
seguir, também encontra-se em [14].

Corolário 1.5. Sejam Mn uma variedade riemanniana conexa e f : Mn → Sn+k
1 uma

imersão isométrica 1-regular. Suponha que Nf
1 tem posto k é paralelo e não degenerado.

Então f tem codimensão substancial k.

Observamos que f(M) ⊂ Sn+k (respectivamente f(M) ⊂ Sn+k
1 ) se, para todo p em M ,

Nf
1 (p) é de tipo espaço (respectivamente de tipo tempo).

6. Parametrização de Gauss para hipersuperfícies de Hn+1

Analogamente ao caso de hipersuperfícies em Rn+1, definimos a aplicação normal de Gauss
para hipersuperfícies em Hn+1. Mais precisamente, se f : Mn → Hn+1 ⊂ Ln+2 é uma
imersão isométrica de uma variedade riemannianaM , conexa e orientada, podemos em cada
ponto p definir uma aplicação η : Mn → Sn+1

1 ⊂ Ln+2 dada de modo tal que η(p) é o
transporte paralelo do vetor normal unitário a M até a origem de Ln+2.

Nas condições acima, seja f : Mn → Hn+1 uma imersão isométrica com segunda forma
fundamental α. Definimos o índice de nulidade relativa de f em p por ν(p) = dim ∆(p),
onde

∆(p) = Kerαp =
{
X ∈ TpM : α(X,Y ) = 0, para todo Y ∈ TpM

}
⊂ TpM.

Seja ν0 = min
{
ν(p) : p ∈ M

}
. O conjunto M0 =

{
p ∈ M : ν(p) = ν0

}
é um aberto

não-vazio de M e que a distribuição p 7→ ∆(p) é involutiva e diferenciável em M0. Além
disso, as subvariedades integrais da distribuição ∆ são totalmente geodésicas tanto em M

quando em Hn+1 (vide [5, cap. 5]).

Se a imersão f : Mn → Hn+1 tem índice de nulidade relativa constante ν0 = n−k, então
num aberto U ⊂M podemos definir a relação de equivalência

p ∼ q ⇐⇒ π(p) = π(q),

onde π : U → V é projeção de U sobre V , onde V é o espaço quociente das subvariedades
integrais da distribuição de nulidade relativa. Neste caso sabemos que V é uma variedade
diferenciável de dimensão k.

Ao longo de cada subvariedade integral, L, podemos mostrar que o campo normal
unitário à imersão define um subfibrado unitário paralelo em relação à conexão normal,
isto é, ∇⊥Xη = 0, pois, para cada X ∈ TL, como 〈η, η〉 = 1 temos 〈∇̃Xη, η〉 = 0, ou seja,
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∇̃Xη ∈ TL. Mas, se Y ∈ TM temos que α(X,Y ) = 0, ou ainda, (∇̃Xη)> = −Aη(X) = 0,
donde ∇̃Xη = 0 e portanto

(1.20) −Aη(X) +∇⊥Xη = ∇̃Xη = 0⇒ ∇⊥Xη = 0.

Em vista das considerações acima temos como parametrizar, pelo menos localmente,
uma hipersuperfície de Hn+1 de nulidade relativa constante. A demonstração do teorema a
seguir pode ser encontrada em [6].

Teorema 1.6. Sejam V k uma variedade riemanniana e g : V → Sn+1
1 uma imersão

isométrica. Se Λ1 é o fibrado normal unitário de g, isto é,

Λ1 =
{

(y, w) : y ∈ V e w ∈ (TyV )⊥ tal que 〈w,w〉 = −1
}
,

considere a aplicação Ψ : Λ1 → Hn+1 ⊂ Ln+2 dada por Ψ(y, w) = w. Então

(i) se U é aberto dos pontos regulares de Ψ, então Ψ(U) é uma hipersuperfície imersa em
Hn+1 com índice de nulidade relativa constante, ν0 = n− k.

(ii) Reciprocamente, toda hipersuperfície de Hn+1 com índice de nulidade relativa constante
ν0 = n− k pode ser localmente parametrizada desta forma.

(iii) A imersão Ψ tem posto n em (y, w) se, e somente se, a segunda forma fundamental de
g na direção de w, Bw, é não singular. Nesses pontos o operador de Weingarten de Ψ
em Hn+1, A = Ag tem posto k e, ao longo de ∆⊥, temos A = (Bw)−1.

7. Subvariedades regradas

Definição 1.5. Uma subvariedade Mm+1 de Hn é regrada se admite folheação por subva-
riedades totalmente geodésicas m-dimensionais de Hn.

Conforme [2], o campo de direções normais à folheação acima citada é localmente inte-
grável e se α : I → M é uma curva integral desse campo e

{
e1(s), . . . , em(s)

}
são campos

ortonormais tangentes à cada folha da folheação que regra M , então eles podem ser esco-
lhidos de modo que cada um deles “não se move” em relação aos demais. Em termos mais
precisos apresentamos o seguinte resultado, demonstrado neste mesmo artigo.

Lema 1.7. Sejam M uma varidade riemanniana, α : I → M uma curva ao longo de M e{
e1(s), . . . , em(s)

}
campos ortonormais tangentes aM ao longo de α. Então existem campos

ortonormais
{
f1(s), . . . , fm(s)

}
ao longo de α tais que

(i)
[
f1(s), . . . , fm(s)

]
e
[
e1(s), . . . , em(s)

]
são o mesmo subespaço de Tα(s)M .

(ii) Cada campo
D

ds
fi(s) = ∇∂sfi(s), 1 ≤ i ≤ m é ortogonal a ao subespaço de Tα(s)M

gerado por
{
f1(s), . . . , fm(s)

}
.

Supondo então que os campos
{
e1, . . . , em

}
, tangentes à folheação de M satisfazem as

condições (i) e (ii) do lema 1.7 temos que
〈
e′i, ej

〉
= 0 para todos 1 ≤ i, j ≤ m, onde ′ denota

a derivação em relação à variável s em Ln+1.
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Deste modo M pode ser parametrizada por

(1.21) X(s, t1, . . . , tm) = expα(s)

(
m∑
i=1

tiei(s)

)
,

onde exp é a aplicação exponencial de Hn, cuja expressão é bem conhecida:

expp(rv) = cosh(r)p+ sinh(r)v,

considerando p ∈M e v unitário em TpM como vetores em Ln+1.

Assim temos que se r = r(t1, . . . , tm) =
√∑m

i=1 t
2
i , então

X(s, t1, . . . , tm) = expα(s)

(
m∑
i=1

tiei(s)

)

= expα(s) r

(∑m
i=1 tiei(s)

r

)
= cosh(r)α(s) +

sinh(r)
r

m∑
i=1

tiei(s)

Escrevendo e0(s) = α(s), φ0(t1, . . . , tm) = cosh(r) e φi(t1, . . . , tm) =
sinh(r)
r

ti temos

(1.22) X(s, t1, . . . , tm) =
m∑
i=0

φi(t1, . . . , tm)ei(s).

Observamos que 〈e0, e0〉 = −1 e que φ2
0 −

∑m
i=1 φ

2
i = 1, donde (φ0, φ1, . . . , φm) é uma

parametrização de uma vizinhança de (1, 0, . . . , 0) ∈ Hm ⊂ Lm+1. Além disso, os vetores
tangentes às folhas totalmente geodésicas que regram a variedade são Xti , isto é, se α é a
segunda forma fundamental de Mm em Hn então α(Xti , Xtj ) = 0, para todos 1 ≤ i, j ≤ m.

Podemos, de maneira semelhante, definir subvariedades regradas no espaço de De Sitter.

Definição 1.6. Uma subvariedade Mm+1 no espaço de De Sitter Sn1 é regrada se admite
uma folheação por subvariedades totalmente geodésicas m-dimensionais de Sn1 .

Como o espaço de De Sitter é uma variedade de tipo tempo, suas subvariedades podem
ter tipo causal não definido. Utilizando campos

{
e0 = α(s), e1(s) . . . , em(s)} ao longo de

Mm+1, definidos como anteriormente, temos, para subvariedades regradas por subvariedades
totalmente de geodésicas de tipo causal bem definido, a seguinte parametrização

(1.23) X(s, t1, . . . , tm) =
m∑
i=0

φi(t1, . . . , tm)ei(s),

onde e0 é uma curva em M ⊂ Sn1 e portanto 〈e0, e0〉 = 1

O tipo causal da subvariedade totalmente geodésica que regra a subavariedade Mm+1

caracteriza as funções φi, 0 ≤ i ≤ m como se segue:
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(i) Subvariedade totalmente geodésica de tipo espaço:

φ0(r) = cos(r) e φi(t1, . . . , tm) =
sin(r)
r

ti,

donde
∑m

i=0 φ
2
i = 1, e portanto (φ0, φ1, . . . , φm) é uma parametrização de um aberto

de Sm ⊂ Rm+1, com 〈ei, ei〉 = 1, para todo 1 ≤ i ≤ m.

(ii) Subvariedade totalmente geodésica de tipo tempo:

φ0(r) = sinh(r) e φi(t1, . . . , tm) =
cosh(r)

r
ti,

donde −φ2
0+
∑m

i=1 φ
2
i = 1, e, conseqüentemente, (φ0, φ1, . . . , φm) é uma parametrização

de um aberto de Sm1 ⊂ Lm+1. Assim existe um único k tal que 〈ek, ek〉 = −1 e
〈ei, ei〉 = 1, para todo 1 ≤ i ≤ m e i 6= k.

(iii) Subvariedade totalmente geodésica de tipo luz:

φ0(r) = 1 e φi(t1, . . . , tm) =
ti
r
,

donde −φ2
0 +

∑m
i=1 φ

2
i = 0, o que implica que (φ0, φ1, . . . , φm) é uma parametrização

de um aberto do cone de luz em Lm+1. Aqui temos um único k tal que 〈ek, ek〉 = 0 e
〈ei, ei〉 = 1, para todo 1 ≤ i ≤ m e i 6= k.

Convém observar que o tipo causal das folhas não determina o tipo causal da subvarie-
dade M . Um exemplo de superfície tipo tempo regrada por geodésicas tipo espaço pode ser
encontrado em [14, cap. 1].

8. Hipersuperfícies de Weingarten

Retomemos as definições de tensor de Ricci, curvatura escalar e curvatura média para uma
imersão isométrica f : Mn → M̃n+k.

Definição 1.7. O tensor de Ricci de uma variedade riemanniana Mn em p ∈M é definido
por

Ricp(X,Y ) = Tr
(
Z 7→ R(Z,X)Y

)
.

e a curvatura escalar em p ∈M , Sp, é definida por

n(n− 1)Sp = Tr Ricp =
n∑
i=1

Ricp(Xi, Xi) =
n∑

i,j=1

〈R(Xi, Xj)Xi, Xj〉 =
n∑

i,j=1
i 6=j

K(Xi, Xj),

onde {X1, . . . , Xn} é uma base ortonormal de TpM .

Definição 1.8. A curvatura média de uma imersão f : Mn → M̃n+k é o vetor

H(p) =
1
n

n∑
i=1

α(Xi, Xi) ∈ (TpM)⊥,

onde {X1(p), . . . , Xn(p)} é uma base ortonormal de TpM .



8. Hipersuperfícies de Weingarten 15

Pode-se mostrar também que se {ξ1, . . . , ξk} é base ortonormal de (TpM)⊥, então

H(p) =
1
n

k∑
j=1

(TrAξj )ξj .

Como consideramos hipersuperfícies Mn em M̃n+1, se tomamos um referencial ortonor-
mal

{
X1(p), . . . , Xn(p)

}
para TpM , o vetor curvatura média H(p) ∈ (TpM)⊥ é um múltiplo

do campo normal aM e portanto indicaremos, nesse caso e quando não houver ambigüidade,
tanto o escalar H = 〈H,H〉 quanto o vetor curvatura média por H.

Definição 1.9. Uma hipersuperfície conexa Mn em M̃n+1 é de Weingarten se existe um
função diferenciável F : R2 → R não nula tal que F (H,S) = 0, onde H é a curvatura média
e S é a curvatura escalar de Mn.

Proposição 1.8. Nas condições acima temos que dH ∧ dS = 0.

Demonstração: Tomando diferenciais em F (H,S) = 0 temos
∂F

∂H
dH +

∂F

∂S
dS = 0.

Fazendo agora o produto exterior com dS e depois com dH obtemos, respectivamente
∂F

∂H
dH ∧ dS = 0 e

∂F

∂S
dS ∧ dH = 0.

Qualquer uma destas relações implica que dH ∧ dS = 0. �





Capítulo 2

Superfícies regradas em
S3 e S3

1

Neste capítulo apresentamos alguns resultados sobre superfícies na esfera S3 e no espaço de
De Sitter S3

1, os quais serão utilizados mais adiante numa classificação das hipersuperfícies
regradas e de Weingarten no espaço hiperbólico Hn+1. Observamos que, enquanto não
houver ambigüidade, 〈 , 〉 denotará tanto o produto interno canônico de R4 quanto o de L4,
definido em (1.1).

Ao longo deste trabalho usamos a seguinte generalização do produto vetorial de R3 para
R4 e L4.

Definição 2.1. Sejam v1, v2, v3 ∈ R4 (respectivamente L4). Definimos v1 ∧ v2 ∧ v3 ∈ R4

(respectivamente L4) como a única solução de

〈v1 ∧ v2 ∧ v3, u〉 = det(v1, v2, v3, u).

Claramente a aplicação definida acima é trilinear e anti-simétrica. Se vi é um vetor de
R4 ou L4 e (vi1, vi2, vi3, vi4), i = 1, 2, 3 são suas coordenadas na base canônica de R4 (respec-
tivamente L4), {e1, e2, e3, e4}, então o vetor v1 ∧ v2 ∧ v3 pode ser calculado explicitamente
através da fórmula

v1 ∧ v2 ∧ v3 = det


εe1 e2 e3 e4

v11 v12 v13 v14

v21 v22 v23 v24

v31 v32 v33 v34

 ,

onde ε = 1 em R4 e ε = −1 em L4. Observa-se facilmente que v1 ∧ v2 ∧ v3 ∈ [v1, v2, v3]⊥ e
v1 ∧ v2 ∧ v3 = 0 se e somente se {v1, v2, v3} é linearmente dependente.

De modo análogo ao que foi feito no capítulo anterior podemos obter as equações para a
curvatura seccional de superfícies na esfera S3 e as de tipo espaço em S3

1, bem como o vetor

17
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1

curvatura média de tais superfícies. Se {X(p), Y (p)} é um referencial ortonormal para TpM
então

K = 1 +
〈
α(X,X), α(Y, Y )

〉
−
〈
α(X,Y ), α(X,Y )

〉
(2.1)

H =
1
2

Trα =
1
2
(
α(X,X) + α(Y, Y )

)
(2.2)

Observe que H é um vetor de tipo tempo no caso de uma superfície de tipo espaço em
S3

1.

1. Superfícies regradas em S3

Nesta seção apresentamos algumas propriedades básicas das superfícies regradas e regradas
mínimas em S3 ⊂ R4, que serão úteis no capítulo seguinte.

Se M2 ⊂ S3 é uma superfície regrada então M pode ser, de acordo com (1.21) e o lema
1.7, parametrizada localmente por

(2.3) X(s, t) = expe0(s)

(
te1(s)

)
= e0(s) cos t+ e1(s) sin t,

onde e0 e e1 são curvas em S3 com as seguintes propriedades〈
e′0(s), e′0(s)

〉
= 1,〈

e0(s), e1(s)
〉

= 0,〈
e′0(s), e1(s)

〉
= 0.

Além disso, das definições de e0 e e1 e das propriedades acima, segue-se que〈
e′0(s), e0(s)

〉
= 0,〈

e′1(s), e1(s)
〉

= 0,〈
e0(s), e′1(s)

〉
= 0.

Assim, temos que

〈Xs, Xs〉 = cos2 t+ 2〈e′0, e′1〉 sin t cos t+ 〈e′1, e′1〉 sin2 t,

〈Xt, Xt〉 = 1,

〈Xt, Xs〉 = 0.

Nos cálculos que se seguem consideraremos o referencial ortonormal de R4, adaptado à
superfície M dado por

(2.4)
{
Xt, Xs, Xt ∧Xs ∧X,X

}
,

onde Xs =
Xs

A(s, t)
e A(s, t) =

√
〈Xs, Xs〉. Note que o campo unitário Xt∧Xs∧X é normal

a M e tangente a S3.
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Denotando respectivamente por ∇ e ∇̃ as conexões de Levi-Civita de M e S3 podemos
escrever a segunda forma fundamental da imersão conforme (1.2)

α(Xs, Xs) = ∇XsXs −
1

A2(s, t)
〈∇XsXs, Xs〉Xs − 〈∇XsXs, Xt〉Xt − 〈∇XsXs, X〉X

= Xss −
1

A2(s, t)
〈Xss, Xs〉Xs − 〈Xss, Xt〉Xt − 〈Xss, X〉X

= Xss −
As(s, t)
A(s, t)

Xs +At(s, t)A(s, t)Xt +A2(s, t)X.

Analogamente,

α(Xt, Xt) = Xtt −
1

A2(s, t)
〈Xtt, Xs〉Xs − 〈Xtt, Xt〉Xt − 〈Xtt, X〉X = 0 e

α(Xs, Xt) = Xst −
1

A2(s, t)
〈Xst, Xs〉Xs − 〈Xst, Xt〉Xt − 〈Xst, X〉X

= Xst −
At(s, t)
A(s, t)

Xs.

Usando a equação de Gauss (2.1), temos que a curvatura seccional de M é

(2.5) K(Xs, Xt) = 1−
〈
α(Xs, Xt), α(Xs, Xt)

〉
= 1−

〈
α(Xs, Xt), α(Xs, Xt)

〉
A2(s, t)

.

Usando as expressões acima obtidas para α(Xs, Xs) e α(Xt, Xt) em (2.2) temos que a
curvatura média de M é dada por

(2.6) H =
1
2

Trα =
1

2A2(s, t)
α(Xs, Xs).

Escrevendo α(Xs, Xs) e α(Xs, Xt) no referencial (2.4) obtemos

α(Xs, Xs) =
〈
Xss, Xt ∧Xs ∧X

〉
Xt ∧Xs ∧X e

α(Xs, Xt) =
〈
Xst, Xt ∧Xs ∧X

〉
Xt ∧Xs ∧X.

Lembrando queXt∧Xs∧X é unitário, obtemos as seguintes expressões para as curvaturas
seccional e média da superfície em termos da parametrização (2.3)

K = 1−
〈
Xst, Xt ∧Xs ∧X

〉2
A4(s, t)

≤ 1 e(2.7)

H =
1

4A6(s, t)
〈
Xss, Xt ∧Xs ∧X

〉2(2.8)

onde H = 〈H,H〉 ≥ 0.

Podemos escrever Xt ∧Xs ∧X em termos das curvas e0 e e1, obtendo

(2.9) Xt ∧Xs ∧X = cos t(e1 ∧ e′0 ∧ e0) + sin t(e1 ∧ e′1 ∧ e0)
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e, com isso,

〈Xst, Xt ∧Xs ∧X〉 = −〈e′0, e1 ∧ e′1 ∧ e0〉 e

〈Xss, Xt ∧Xs ∧X〉 = cos2 t〈e′′0, e1 ∧ e′0 ∧ e0〉+

cos t sin t
(
〈e′′0, e1 ∧ e′1 ∧ e0〉+ 〈e′′1, e1 ∧ e′0 ∧ e0〉

)
+

sin2 t〈e′′1, e1 ∧ e′1 ∧ e0〉.

Agora definimos as seguintes funções

Q(s) = 〈e′0, e1 ∧ e′1 ∧ e0〉,

R(s) = 〈e′′0, e1 ∧ e′0 ∧ e0〉,

S(s) = 〈e′′1, e1 ∧ e′1 ∧ e0〉,(2.10)

T (s) = 〈e′′1, e1 ∧ e′0 ∧ e0〉 e

U(s) = 〈e′′0, e1 ∧ e′1 ∧ e0〉

que, substituídas nas equações (2.7) e (2.8), nos permitem escrever

(2.11) K = 1− Q2(s)
A4(s, t)

e H =
h2(s, t)

4A6(s, t)
,

onde h(s, t) = R(s) cos2 t+ S(s) sin2 t+
(
T (s) + U(s)

)
sin t cos t.

1.1. Superfícies regradas mínimas em S3. Apresentamos aqui um resultado de clas-
sificação das superfícies regradas mínimas na esfera S3 que se encontra em [10, p. 352].
Reproduzimos aqui a demonstração deste resultado pois notamos a omissão, na equação das
superfícies regradas mínimas em S3, do termo de derivada de primeira ordem na variável s.

Se M2 é uma superfície regrada em S3 então podemos parametrizá-la como em (2.3) e
sua curvatura média é dada por (2.6). Uma superfície, em geral uma subvariedade de uma
variedade riemanniana (respectivamente semi-riemanniana), é chamada mínima (respecti-
vamente máxima) se H = 0.

Para efeitos de simplicidade nos cálculos consideramos a função A(s, t) = 〈Xs, Xs〉, ao
invés de A(s, t) =

√
〈Xs, Xs〉 como definido anteriormente.

Uma superfície é mínima em S3 se, e somente se,

∆MX = −2X,

onde ∆M é o laplaciano ao longo da superfície, cuja expressão em termos das coordenadas
para a parametrização utilizada é

∆Mf =
1√
A

[ ∂
∂s

( 1
A

√
Afs

)
+
∂

∂t

(√
Aft
)]
,

para toda função f ∈ C2(M) (vide [11, p. 15]). Deste modo a equação das superfícies
mínimas regradas em S3 escreve-se

(2.12)
1
A
Xss +

At
2A

Xt −
As
2A2

Xs = −X,
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já que Xtt = −X. Observe que esta equação é equivalente a α(Xs, Xs) = 0, pois, nesta
parametrização, temos α(Xt, Xt) = 0.

Fazendo o produto interno com e′0(s) em ambos os membros da equação (2.12) obtemos

2A〈Xss, e
′
0〉 −As〈Xs, e

′
0〉 = 0,

uma vez que 〈Xt, e
′
0〉 = 〈X, e′0〉 = 0.

Expandindo os termos da expressão acima obtemos um polinômio em sin2 t, cos2 t e
sin t cos t identicamente nulo. Como tais funções são linearmente independentes os coefi-
cientes desse polinômio são nulos, a saber

〈e′0, e′′1〉 − 〈e′0, e′1〉′ = 0(2.13)

〈e′1, e′1〉〈e′0, e′′1〉 − 〈e′1, e′′1〉〈e′0, e′1〉 = 0(2.14)

2〈e′0, e′1〉〈e′0, e′′1〉 − 〈e′1, e′′1〉 − 〈e′0, e′1〉〈e′0, e′1〉′ = 0(2.15)

A equação (2.13) acima mostra que

(2.16) 〈e′′0, e′1〉 = 0,

enquanto que, com isso, (2.15) equivale a

(2.17) 〈e′′1, e′1〉 = 〈e′0, e′1〉〈e′0, e′′1〉.

Consideremos agora dois casos:

• Suponha que 〈e′0, e′1〉2 − 〈e′1, e′1〉 = 0. Da desigualdade de Cauchy-Schwarz segue-se
que {e′0, e′1} é linearmente dependente e, como e′0 6= 0, temos e′1(s) = λ(s)e′0(s).
Definindo η(s) = e0 ∧ e′0 ∧ e1 temos

(2.18) η′(s) = e′0 ∧ e′0 ∧ e1 + e0 ∧ e′′0 ∧ e1 + e0 ∧ e′0 ∧ e′1 = e0 ∧ e′′0 ∧ e1.

Além disso, como η é unitário temos que η′ é ortogonal a η e de sua expressão
temos que é ortogonal a e0 a e1. Logo

(2.19) η′(s) = 〈e′0, η′〉e′0,

já que {e0, e′0, e1, η} é um referencial ortonormal de R4 adaptado à superfície.
Por outro lado, a aplicação normal de Gauss da superfície, N , é um vetor

unitário na direção de X ∧Xs ∧Xt, cuja expressão, a menos de sinal, em termos
de e0 e e1 é dada em (2.9). Sob a hipótese que estamos isso equivale a

X ∧Xs ∧Xt = (cos t+ λ sin t)e0 ∧ e′0 ∧ e1.

Como η é unitário, o campo normal unitário à superfície, a menos de orientação, é
N = η e portanto dN = η′.

Como a superfície é mínima então Tr dN ≡ 0. Ou seja,

〈dN(e′0), e′0〉+ 〈dN(e1), e1〉 = 0,

pois {e′0, e1} é uma base ortonormal para o espaço tangente.
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Lembrando que η′ é ortogonal a e1 temos que a equação acima reduz-se a
〈η′, e′0〉 = 0, donde 〈η, e′′0〉 = 0, isto é e′′0 está no plano gerado por e0 e e1. Deste
modo, a equação (2.18) mostra que η′ = 0, ou seja, dN = 0 e portanto a superfície
é totalmente geodésica em S3.

• Agora, se 〈e′0, e′1〉2 − 〈e′1, e′1〉 não se anula num ponto, então não se anula numa
vizinhança desse ponto. As equações (2.14) e (2.17) mostram que(

〈e′0, e′1〉2 − 〈e′1, e′1〉
)
〈e′1, e′′1〉 = 0,

isto é 〈e′1, e′′1〉 = 0 e portanto, de (2.14), 〈e′0, e′′1〉 = 0, ou seja, 〈e′1, e′1〉 e 〈e′0, e′1〉
são constantes, digamos k e l respectivamente, nessa vizinhança. Lembramos que
k > 0.

Trocando então t por t̃+ t0 em (2.3) obtemos

X(s, t̃+ t0) = (e0 cos t0 + e1 sin t0) cos t̃+ (e0 sin t0 + e1 cos t0) sin t̃.

A superfície parametrizada por

X̃(s, t̃) = ẽ0(s) cos t̃+ ẽ1(s) sin t̃,

onde ẽ0(s) = e0 cos t0 + e1 sin t0 e ẽ1(s) = e0 sin t0 + e1 cos t0 também verifica as
equações (2.13), (2.14) e (2.15) e as curvas ẽ0 e ẽ1 verificam as condições logo abaixo
de (2.12). Assim,

〈ẽ′0, ẽ′1〉 = cos t0 sin t0(1 + k) + l.

Como 〈e′0, e′1〉2 − 〈e′1, e′1〉 6= 0, a desigualdade de Cauchy-Schwarz mostra que
〈e′0, e′1〉2 < 〈e′1, e′1〉, ou seja, l2 < k.

Afirmamos que existe t0 ∈ R tal que 〈ẽ′0, ẽ′1〉 = 0. De fato, isto equivale a
encontrar t0 tal que sin(2t0) = −2l/(1 + k), isto é, −2l/(1 + k) ∈ [−1, 1] ou ainda,
−2l ∈ [−1 − k, 1 + k]. Como l2 < k temos que [−1 − l2, 1 + l2] ⊂ [−1 − k, 1 + k].
Claramente −2l ∈ [−1− l2, 1 + l2], donde concluímos que a afirmação é verdadeira.

Para tal escolha de t0 ∈ R temos 〈ẽ′0, ẽ′1〉 = 0 e 〈ẽ′1, ẽ′1〉 = α para alguma
constante α ∈ R+.

Em qualquer um dos casos acima podemos escolher uma base ortonormal de R4 na qual

e0(s) = (cos s, sin s, 0, 0) e e1(s) = (0, 0, cosαs, sinαs)

e, com isso, provamos o resultado abaixo.

Teorema 2.1. Toda superfície mínima regrada em S3 pode ser localmente parametrizada
por

X(s, t) = (cosαs cos t, sinαs cos t, cos s sin t, sin s sin t),

onde α é uma constante real.
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Além disso, cálculo diretos mostram que para uma superfície mínima regrada em S3,
parametrizada como acima temos a curvatura gaussiana dada por

K = 1− 2α2

(α2 − 1) cos(2t) + α2 + 1
.

2. Superfícies regradas de tipo espaço em S3
1

Aqui apresentamos alguns resultados análogos aos da seção anterior, porém quando o espaço
ambiente é S3

1 ⊂ L4.

Se M é uma superfície regrada de tipo espaço em S3
1 então, conforme (1.23) e o lema 1.7

podemos parametrizar M localmente por

(2.20) X(s, t) = e0(s) cos t+ e1(s) sin t,

onde e0 e e1 são curvas em S3
1 satisfazendo as mesmas propriedades que os objetos corres-

pondentes no caso de superfícies regradas em S3. Destacamos que o produto interno em
questão é o de L4.

Com isso temos que

〈Xs, Xs〉 = cos2 t+ 2〈e′0, e′1〉 sin t cos t+ 〈e′1, e′1〉 sin2 t

〈Xt, Xt〉 = 1

〈Xt, Xs〉 = 0

O referencial de L4, adaptado a M , utilizado nos cálculos seguintes é

(2.21)
{
Xt, Xs, Xt ∧Xs ∧X,X

}
onde Xs =

Xs

A(s, t)
e A(s, t) =

√
〈Xs, Xs〉. Observamos também que Xt ∧ Xs ∧ X é um

campo unitário normal a M e tangente a S3
1, sendo portanto de tipo tempo.

Como no caso da esfera, denotamos respectivamente por ∇ e ∇̃ as conexões de Levi-
Civita deM e S3

1. Lembrando que Xt, Xs e X são campos de tipo espaço temos as expressões
para a segunda forma fundamental

α(Xt, Xt) = 0,

α(Xs, Xs) = Xss −
As(s, t)
2A(s, t)

Xs +
At(s, t)

2
Xt +AX e

α(Xs, Xt) = Xst −
At(s, t)
2A(s, t)

Xs.

Com isso e as equações de Gauss (2.1) e da curvatura média (2.2) temos

K = 1−
〈
α(Xs, Xt), α(Xs, Xt)

〉
A2(s, t)

(2.22)

H =
1

2A2(s, t)
α(Xs, Xs)(2.23)
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Observando que α(Xs, Xs) e α(Xs, Xt) são campos de tipo tempo, suas expressões no
referencial (2.21) são

α(Xs, Xs) = −
〈
Xss, Xt ∧Xs ∧X

〉
Xt ∧Xs ∧X e

α(Xs, Xt) = −
〈
Xst, Xt ∧Xs ∧X

〉
Xt ∧Xs ∧X.

Assim, as expressões da curvatura seccional e média são

K = 1 +

〈
Xst, Xt ∧Xs ∧X

〉2
A4(s, t)

(2.24)

H =
−1

4A6(s, t)
〈
Xss, Xt ∧Xs ∧X

〉2(2.25)

onde H = 〈H,H〉 ≤ 0.

Escrevendo, como na seção anterior, Xt ∧Xs ∧X em termos das curvas e0 e e1 obtemos

Xt ∧Xs ∧X = cos t(e1 ∧ e′0 ∧ e0) + sin t(e1 ∧ e′1 ∧ e0)

e portanto

〈Xst, Xt ∧Xs ∧X〉 = −〈e′0, e1 ∧ e′1 ∧ e0〉 e

〈Xss, Xt ∧Xs ∧X〉 = cos2 t〈e′′0, e1 ∧ e′0 ∧ e0〉+

cos t sin t
(
〈e′′0, e1 ∧ e′1 ∧ e0〉+ 〈e′′1, e1 ∧ e′0 ∧ e0〉

)
+

sin2 t〈e′′1, e1 ∧ e′1 ∧ e0〉.

Definindo funções Q(s), R(s), S(s), T (s), U(s) como em (2.10) temos

(2.26) K = 1 +
Q2(s)
A2(s, t)

e H =
−h2(s, t)
4A3(s, t)

,

onde h(s, t) = R(s) cos2 t+ S(s) sin2 t+
(
T (s) + U(s)

)
sin t cos t.

2.1. Superfícies regradas mínimas de tipo espaço em S3
1. Para classificar as superfí-

cies regradas mínimas de tipo espaço no espaço de De Sitter de dimensão 3, observamos que
a equação que tais superfícies devem satisfazer é a mesma obtida no caso esférico, a saber
α(Xs, Xs) = 0, ou equivalentemente a expressão (2.12).

Deste modo as curvas e0(s) e e1(s) na parametrização (2.20) são curvas em S3
1 satis-

fazendo

〈e0, e0〉 = 〈e1, e1〉 = 1

〈e′0, e′0〉 = 1

〈e0, e1〉 = 0

〈e′0, e1〉 = 〈e0, e′1〉 = 0

Aqui devemos ter 〈e′1, e′1〉 < 0, pois {e0, e1, e′0} gera um subespaço W ⊂ L4 de tipo espaço
de dimensão 3 e portanto W⊥ é subespaço unidimensional de tipo tempo, com e′1 ∈W⊥.



2. Superfícies regradas de tipo espaço em S3
1 25

Procedendo como no caso das superfícies mínimas em S3 obtemos as equações (2.13),
(2.14) e (2.15) que são equivalentes a

〈e′′0, e′1〉 = 0(2.27)

〈e′1, e′1〉〈e′0, e′′1〉 − 〈e′1, e′′1〉〈e′0, e′1〉 = 0(2.28)

〈e′0, e′1〉〈e′0, e′′1〉 − 〈e′1, e′′1〉 = 0(2.29)

Definindo f(s) = 〈e′0, e′1〉 e g(s) = 〈e′1, e′1〉 < 0, as equações (2.28) e (2.29) escrevem-se

g(s)f ′(s)− g′(s)
2

f(s) = 0 e
g′(s)

2
= f(s)f ′(s).

A segunda destas identidades nos mostra que g(s) = f2(s) +C,C ∈ R. Isto substituído
em g(s)f ′(s) − g′(s)

2 f(s) = 0 mostra que Cf ′(s) = 0. Como g(s) < 0 então C 6= 0, donde
f ′(s) = 0 ou seja f(s) é constante e portanto g(s) também é constante.

Fazendo uma translação no parâmetro t, como no caso esférico, podemos supor que
〈e′0, e′1〉 = 0 e 〈e′1, e′1〉 = −α2.

Assim, existe referencial ortonormal de L4 onde podemos escrever

e0(s) = (0, 0, cos s, sin s) e e1(s) = (sinhαs, coshαs, 0, 0).

Com isso provamos o resultado abaixo.

Teorema 2.2. Toda superfície mínima regrada em S3
1 pode ser localmente parametrizada

por
X(s, t) = (sinhαs sin t, coshαs sin t, cos s cos t, sin s cos t),

onde α é uma constante real.

A curvatura gaussiana de uma superfície regrada e mínima de tipo espaço em S3
1 é

K = 1 +
2α2

α2 − 1 + (α2 + 1) cos(2t)
.





Capítulo 3

Hipersuperfícies regradas
e de Weingarten em
Hn+1

Neste capítulo apresentamos uma classificação para superfícies regradas e de Weingarten no
espaço hiperbólico. Para tanto fazemos algumas observações que nos permitem aplicar os
resultados enunciados anteriormente.

Observação 3.1. Se Mn, com n ≥ 3, é uma hipersuperfície regrada e conexa de Hn+1,
então o aberto U dos pontos de M onde a curvatura escalar é diferente de −1 coincide com
o aberto V dos pontos p ∈ M onde a curvatura seccional é diferente de −1, ou seja, existe
um subespaço bidimensional σ de TpM tal que Kp(σ) 6= −1.

De fato, se Kp(σ) = −1 para todo subespaço bidimensional σ de TpM então S(p) = −1
e portanto U ⊂ V . Para verificar a outra inclusão, consideramos {Y1, . . . , Yn} campos
ortonormais em TM tais que Yi(p) ∈ ∆(p) para 1 ≤ i ≤ n − 1, onde ∆(p) é a distribuição
de nulidade relativa em p. Em outras palavras, os campos Yi, 1 ≤ i ≤ n − 1, são tangentes
às subvaridades que regram M . Portanto α(Yi, Yj) = 0 para todos 1 ≤ i, j ≤ n− 1.

Usando a equação de Gauss (1.7), temos

K(Yi, Yj) = −1, para 1 ≤ i, j,≤ n− 1, i 6= j e

K(Yi, Yn) = −1−
∥∥α(Yi, Yn)

∥∥2 ≤ −1, para 1 ≤ i < n.

Como Kp(σ) ≤ −1 para todo subespaço bidimensional σ, então

S(p) =
1

n(n− 1)

n∑
i,j=1
i 6=j

K(Yi, Yj) ≤ −1.

27
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Deste modo, se existe σ ⊂ TpM tal que Kp(σ) < −1 então σ = [Yi, Yn] para algum
1 ≤ i ≤ n− 1 e, nesse caso, S(p) < −1.

Observação 3.2. Se Mn, com n ≥ 3, é uma hipersuperfície regrada e conexa de Hn+1 e
p ∈M então S(p) 6= −1 se e somente se o índice de nulidade relativa de M é ν = n− 2.

De fato, tomando {Y1, . . . , Yn} campos como na observação anterior e indicando por
A = (aij) a matriz do operador de Weingarten deM temos que aij = 〈A(Yi), Yj〉. Lembrando
que 〈A(Yi), Yj〉 = 〈α(Yi, Yj), η〉, onde η é o campo normal a M em Hn+1 concluímos que
aij = 0, sempre que 1 ≤ i, j ≤ n− 1 e portanto a matriz A tem a forma

A =


0 . . . 0 〈AY1, Yn〉
...

. . .
...

...
0 . . . 0 〈AYn−1, Yn〉

〈AYn, Y1〉 . . . 〈AYn, Yn−1〉 〈AYn, Yn〉

 ,
donde conclui-se facilmente que as primeiras n− 1 colunas são linearmente dependentes, ou
seja, posto A ≤ 2. Como ν = KerA e n = KerA+ PostoA, temos ν = n−PostoA ≥ n− 2.

Se p ∈ M satisfaz S(p) 6= −1 então Kp(σ) 6= −1 para algum subespaço bidimensional
σ ⊂ TpM e, pela observação anterior, temos que existe um Yi tal que α(Yi, Yn) 6= 0, ou seja,
〈A(Yi), Yn〉 é não nulo e portanto alguma das n− 1 primeiras colunas e a última coluna são
ambas não nulas e linearmente independentes, donde PostoA = 2 e ν = n− 2.

Reciprocamente, se a imersão tem índice de nulidade relativa constante, ν = n−2, então
podemos considerar campos ortonormais {Z1, . . . , Zn} em TM tais que, em cada p ∈ M ,
{Z1(p), . . . , Zn−2(p)} geram o espaço de nulidade relativa ∆(p) ⊂ TpM . Com isso temos
aij = 〈A(Zi), Zj〉 = 〈α(Zi, Zj), η〉 = 0, se 1 ≤ i, j,≤ n − 2, donde a matriz do operador de
Weingarten tem a forma

A =



0 . . . 0 0 0
...

. . . 0
...

...
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 〈AZn−1, Zn−1〉 〈AZn−1, Zn〉
0 . . . 0 〈AZn, Zn−1〉 〈AZn, Zn〉


Como, por hipótese, o PostoA = 2 devemos ter

〈AZn−1, Zn−1〉〈AZn, Zn〉 − 〈AZn, Zn−1〉〈AZn−1, Zn〉 6= 0

e, da equação de Gauss (1.7) temos K(p) 6= −1 e portanto S(p) 6= −1.

Em vista das observações acima e do teorema 1.6, podemos parametrizar, numa vi-
zinhança de um ponto com curvatura seccional diferente de −1, qualquer hipersuperfície
regrada Mn de Hn+1 utilizando o fibrado normal unitário de uma imersão riemanniana
g : V 2 → Sn+1

1 , a qual parametriza a aplicação normal de Gauss da hipersuperfície. Neste
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caso a aplicação normal de Gauss é paralela ao longo das subvariedades integrais da dis-
tribuição de nulidade relativa como mostra a equação (1.20).

A seguir estabelecemos algumas propriedades da imersão g : V 2 → Sn+1
1 .

Proposição 3.1. Sejam Mn ⊂ Hn+1 é uma hipersuperfície conexa, regrada e orientada
com índice de nulidade relativa ν = n− 2 e g : V 2 → Sn+1

1 a imersão riemanniana descrita
acima. Então g(V ) é uma superfície regrada de tipo espaço em Sn+1

1 .

Demonstração: Usando (1.22), podemos parametrizar localmente a hipersuperfície Mn

por

X(s, t1, . . . , tn−1) =
n−1∑
i=0

φi(t1, . . . , tn−1)ei(s),

onde p = e0 é o vetor posição em Hn+1, isto é 〈e0, e0〉 = −1, {e′0, e1, . . . , en−1} geram TpM e
a nulidade relativa em cada espaço tangente é gerada por {e2, . . . , en−1}. Podemos escrever

a aplicação normal de Gauss, η : M → Sn+1
1 como η(p) =

ξ(p)
‖ξ(p)‖

, onde

ξ(p) = Xs ∧Xt1 ∧ . . . ∧Xtn−1 ∧X ∈ Ln+2.

Tal escolha é adequada pois, deste modo, ξ(p) ∈ TpM⊥∩[p]⊥ que é um subespaço de TpHn+1

e portanto de tipo espaço, donde ‖ξ‖ > 0. Das expressões de Xs, Xti e X temos que

ξ = F (φ1, . . . , φn−1)e0 ∧ . . . ∧ en−1,

onde F é uma função a valores reais que depende exclusivamente de t1, . . . , tn−1.

Para cada s = s0 fixado, a imagem da aplicação de Gauss da folha de M que passa por
p = e0(s0) é ortogonal ao subespaço P1(s0) = [e0(s0), . . . , en−1(s0)], que é de tipo tempo e
dimensão n em Ln+2. Portanto a aplicação normal de Gauss neste ponto está contida num
plano P2(s0) = P1(s0)⊥ de tipo espaço e dimensão 2 em Ln+2.

Observamos que Sn+1
1 ∩ P2(s0) é uma geodésica de tipo espaço em Sn+1

1 e que η é
parametrizada por g. Assim g é uma superfície de tipo espaço regrada por estas geodésicas
de tipo espaço. �

Como a imersão g acima é de tipo espaço podemos então escolher um referencial ortonor-
mal {e1, . . . , en+1} de Sn+1

1 adaptado à imersão g tal que e1(y) ∈ TyV seja tangente
à geodésica de tipo espaço que regra a imersão em y ∈ V , e2(y) ∈ TyV e o conjunto
{e3(y), . . . , en+1(y)} ∈ TyV ⊥ gera um subespaço de tipo tempo para cada y ∈ V .

Denotando por θ a segunda forma fundamental de g temos que θ(e1, e1) = 0 e, em
relação a este referencial, os operadores de Weingarten nas direções normais a g são dados
por

(3.1) Bej =

[〈
θ(e1, e1), ej

〉 〈
θ(e1, e2), ej

〉〈
θ(e2, e1), ej

〉 〈
θ(e2, e2), ej

〉] =

[
0 βj

βj λj

]
, para 3 ≤ j ≤ n+ 1
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Com isso podemos calcular as curvaturas média e escalar de Mn em termos dos ope-
radores de Weingarten de g. Se {X1, . . . , Xn} são campos ortonormais em TM , tais que
{X1(p), . . . , Xn−2(p)} geram a nulidade relativa de M em p = (y, w), então o teorema 1.6
nos dá as seguintes expressões para as curvaturas média e escalar de M em p:

H(y, w) =
1
n

TrA =
1
n

TrB−1
w (y) =

TrBw(y)
n detBw(y)

(3.2)

S(y, w) =
1

n(n− 1)

n∑
i,j=1

K(Xi, Xj)(3.3)

= −1 +
1

n(n− 1)

n∑
i,j=1

(
〈α(Xi, Xi), α(Xj , Xj)〉 − ‖α(Xi, Xj)‖2

)
= −1 +

2
n(n− 1)

det
(
A(y)

)
= −1 +

2
n(n− 1)

det
(
B−1
w (y)

)
= −1 +

2
n(n− 1)

det
(
Bw(y)

)−1

O par (y, w) é tal que y = (y1, y2) ∈ V e w = (l3, . . . , ln+1) é um vetor unitário normal
à imersão g, isto é w =

∑
εjljej , com εj = 〈ej , ej〉 e existe 3 ≤ k ≤ n + 1 tal que

−l2k +
∑

j 6=k l
2
j = −1.

Se, além de regrada, M é de Weingarten então dH ∧ dS = 0 e, de (3.2) e (3.3), segue-se
que

(3.4) d
(∑

ljλj

)
∧ d
(∑

ljβj

)
= 0.

Da definição 1.4 temos que o primeiro espaço normal de g em cada ponto é dado por

Ng
1 (y) =

[
θ(e1, e2), θ(e2, e2)

]
,

donde concluímos que dimNg
1 (y) ≤ 2 para todo y ∈ V .

Observamos que se dimNg
1 = 0 então θ ≡ 0, donde Bw ≡ 0, para todo w, o que contradiz

o fato da aplicação Ψ do teorema 1.6 ser uma imersão. Vejamos agora que dimNg
1 (y) = 1,

para todo y ∈ V .

Lema 3.2. Seja g : V 2 → Sn+1
1 uma superfície regrada tipo espaço que parametriza uma

hipersuperfície regrada e de Weingarten, Mn ⊂ Hn+1, com índice de nulidade relativa con-
stante ν = n− 2. Então dimNg

1 ≡ 1.

Demonstração: Em vista das observações acima basta verificar que dimNg
1 < 2. Supo-

nhamos então que dimNg
1 (y0) = 2, para algum y0 em V 2. Então existe uma vizinhança

aberta V0 de y0 na qual dimNg
1 = 2. Sem perda de generalidade temos que {e3, e4} é um

referencial ortonormal para Ng
1 em cada ponto dessa vizinhança.
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Nesta base temos

θ(e1, e2) = λ3e3 + λ4e4 e θ(e2, e2) = β3e3 + β4e4, ou

θ(e1, e2) = ±λ3e3 ∓ λ4e4 e θ(e2, e2) = ±β3e3 ∓ β4e4,

respectivamente se {e3, e4} é um referencial de tipo espaço ou se {e3, e4} é um referencial
onde um dos vetores é de tipo tempo.

Nesse contexto, a equação 3.4 escreve-se

(3.5) d(l3λ3 + l4λ4) ∧ d(l3β3 + l4β4) = 0 ou d(±l3λ3 ∓ l4λ4) ∧ d(±l3β3 ∓ l4β4) = 0

Os campos coordenados ∂y1 e ∂y2 são tangentes à superfície e portanto de tipo espaço
enquanto que ∂l3, . . . , ∂ln+1 podem ser de tipo espaço ou tempo. Se ∂lk for de tipo espaço
temos dlj(∂lk) = δjk, e, se for de tipo tempo, temos dlj(∂lk) = −δjk, onde δjk é o delta de
Kronecker. Em qualquer caso as equações em (3.5) aplicadas ao par (∂l3, ∂l4) resultam em

(3.6) λ3β4 − λ4β3 = 0,

ou seja, θ(e1, e2) e θ(e2, e2) são linearmente dependentes e portanto dimNg
1 ≡ 1 �

Lema 3.3. Seja g : V 2 → Sn+1
1 uma imersão como acima. Então Ng

1 (y) tem o mesmo tipo
causal para todo y ∈ V 2.

Demonstração: Observamos inicialmente que dimNg
1 ≡ 1 e que se Ng

1 (y1) e Ng
1 (y2) são

subespaços, de tipo espaço e de tipo tempo respectivamente, de Tg(y1)Sn+1
1 , então existe

y ∈ V 2 tal que Ng
1 (y) é tipo luz. Mostremos então que não existe y ∈ V 2 tal que Ng

1 (y) é
tipo luz.

Seja v(y) um gerador unitário de Ng
1 (y), y ∈ V 2, isto é 〈v(y), v(y)〉 = 1 se Ng

1 (y) é tipo
espaço e 〈v(y), v(y)〉 = −1 se Ng

1 (y) é tipo tempo. Observamos que o tipo causal de Ng
1 (y)

é o mesmo de v(y).

Suponha que y0 ∈ V 2 é tal que Ng
1 (y0) é tipo espaço (respectivamente tipo tempo).

Então existe vizinhança maximal U de y0 tal que Ng
1 (y) é tipo espaço (tempo) para todo

y ∈ U . Sejam então y ∈ ∂U ∩g(V 2) e {yn} uma seqüência em U que converge para y. Como
Sn+1

1 é um conjunto fechado em Ln+2 então y ∈ Sn+1
1 . Se Ng

1 (y0) é tipo espaço (tempo)
então Ng

1 (yn) é tipo espaço (tempo) para todo n ∈ N. Deste modo temos

±1 = lim
n→∞

〈
v(yn), v(yn)

〉
=
〈
v(y), v(y)

〉
,

onde o sinal é determinado pelo caráter causal de v(yn).

O argumento acima também mostra que se y0 ∈ V 2 é tal que Ng
1 (y0) é tipo luz então

todos os pontos de V 2 devem ter primeiro espaço normal com este tipo causal. �

Lema 3.4. O primeiro espaço normal da imersão g : V 2 → Sn+1
1 acima, Ng

1 , define um
subfibrado paralelo de TV ⊥.
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Demonstração: O primeiro espaço normal da imersão g pode ser de tipo espaço, tempo
ou luz. Nas condições acima temos que

Ng
1 =

{
θ(X,Y ) : X,Y ∈ TM

}
=
[
θ(e1, e2), θ(e2, e2)

]
.

A proposição 3.2 mostra que dimNg
1 ≡ 1 e portanto temos que, em cada ponto y ∈ V ,

existem constantes reais, a e b, não ambas nulas, tais que

aθ(e1, e2) + bθ(e2, e2) = 0.

Vamos supor que b 6= 0 e portanto

(3.7) θ(e2, e2) = λθ(e1, e2).

A equação de Codazzi, (1.12), quando X = Z = e1 e Y = e2 nos dá

∇⊥e1θ(e2, e1)− θ
(
∇e1e2, e1

)
− θ
(
e2,∇e1e1

)
= ∇⊥e2θ(e1, e1)− θ

(
∇e2e1, e1

)
− θ
(
e1,∇e2e1

)
.

Como o campo e1 é tangente à geodésica que regra a imersão g, temos θ(e1, e1) = 0 e
∇e1e1 = 0. Logo,

(3.8) ∇⊥e1θ(e1, e2) = θ
(
∇e1e2, e1

)
− 2θ

(
e1,∇e2e1

)
∈ Ng

1 .

Aplicando novamente a equação de Codazzi com X = e1 e Y = Z = e2 temos

∇⊥e1θ(e2, e2)− 2θ
(
∇e1e2, e2

)
= ∇⊥e2θ(e1, e2)− θ

(
∇e2e1, e2

)
− θ
(
e1,∇e2e2

)
.

As equações (3.7) e (3.8) mostram que

(3.9) ∇⊥e1θ(e2, e2) = dλ(e1)θ(e1, e2) + λ∇⊥e1θ(e1, e2) ∈ Ng
1 .

e, portanto,

(3.10) ∇⊥e2θ(e1, e2) = ∇⊥e1θ(e2, e2)− 2θ
(
∇e1e2, e2

)
+ θ
(
∇e2e1, e2

)
+ θ
(
e1,∇e2e2

)
∈ Ng

1 .

Das equações (3.7) e (3.10) concluímos que

(3.11) ∇⊥e2θ(e2, e2) = ∇⊥e2λθ(e1, e2) = dλ(e2)θ(e1, e2) + λ∇⊥e2θ(e1, e2) ∈ Ng
1 .

As equações (3.8), (3.10), (3.9) e (3.11) mostram que se ξ ∈ Ng
1 e X ∈ TM então

∇⊥Xξ ∈ N
g
1 , como desejado. �

Podemos então aplicar o corolário 1.5 para reduzir para 1 a codimensão da imersão
g : V 2 → Sn+1

1 nos casos em que Ng
1 é de tipo espaço ou tempo. Não se pode aplicar o

mesmo corolário quando Ng
1 é tipo luz pois este fibrado é degenerado.

Proposição 3.5. Seja g : V 2 → Sn+1
1 uma imersão de tipo espaço e regrada que parametriza

a aplicação normal de Gauss de uma hipersuperfície regrada e de Weingarten Mn de Hn+1,
com Ng

1 de tipo espaço ou tempo. Então existe subvariedade M̃3, totalmente geodésica em
Sn+1

1 , tal que g(V ) ⊂ M̃ é regrada e não-desenvolvível. Além disso, se K e H são as
curvaturas gaussiana e média de g então 4H + a2(K − 1) = 0, onde a ∈ R é constante e
H = 〈H,H〉.
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Observação 3.3. No caso em que Ng
1 é de tipo espaço temos M̃ ∼= S3 e se Ng

1 é de tipo
tempo temos M̃ ∼= S3

1.

Uma superfície regrada é chamada não-desenvolvível se sua curvatura intrínseca é dife-
rente da curvatura seccional do ambiente.

Demonstração: O lema 3.4 mostra que o fibrado Ng
1 é paralelo na conexão normal e o

lema 3.2 garante que dimNg
1 = 1. Usando então o corolário 1.5 com L = Ng

1 temos que
a imersão g : V → Sn+1

1 admite redução de codimensão, para 1, donde segue-se a primeira
parte do enunciado.

Se consideramos campos {e1, . . . , en} como antes podemos supor que Ng
1 = [e3], onde e3

é tipo espaço ou tempo. Portanto o operador de Weingarten, em cada direção ej , j ≥ 3, é

(3.12) Be3 =

(
0 β

β λ

)
e Bj = 0, para 4 ≤ j ≤ n+ 1.

Como Mn é de Weingarten, a equação (3.4) fica

d(lλ) ∧ d(lβ) = 0,

que, aplicada ao par (X, ∂l), com X ∈ TV , resulta em

dλ(X)β − dβ(X)λ = 0.

Com isto existe a ∈ R tal que
λ = aβ

e β 6= 0 pois, em caso contrário, teríamos Be3 degenerada, contradizendo a hipótese de
imersão no teorema 1.6. Usando (3.12), as curvaturas gaussiana e média de g em M̃3 são

K = 1− εβ2 6= 1

H = ε
λ2

4
= ε

a2β2

4
,

onde ε = 〈e3, e3〉, e então a imersão g : V 2 → Sn+1
1 é não-desenvolvível e suas curvaturas

média e gaussiana satisfazem 4H+ a2(K − 1) = 0. �

Descrevemos a seguir classificações para a imersão g : V 2 → Sn+1
1 conforme o tipo causal

de seu primeiro espaço normal.

1. Imersões g com N g
1 de tipo espaço

Neste caso temos g : V 2 → S3, uma superfície regrada e não-desenvolvível na esfera S3.
Apresentamos alguns resultados sobre tais imersões, os quais podem ser encontrados em
[14] e [7].

Proposição 3.6. Seja g : V 2 → S3 uma superfície regrada conexa não-desenvolvível satis-
fazendo 4H + a2(K − 1) = 0. Então H = 0 ou H = a2/4 e K = 0. Neste segundo caso a
superfície está contida num produto de dois círculos.
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Demonstração: Se a = 0 então H = 0, donde H = 0 e portanto g é uma superfície mínima
regrada em S3.

Uma superfície regrada em S3 pode ser localmente parametrizada por

X(s, t) = e0(s) cos t+ e1(s) sin t,

onde e0 e e1 são curvas em S3 com as seguintes propriedades

〈e0, e1〉 = 0, 〈e′0, e′1〉 = 0 e 〈e′1, e′1〉 = 1.

Note que a parametrização acima é diferente da apresentada em (2.3). Introduzindo as
funções

F (s) = 〈e′0, e′0〉 − 〈e′0, e1〉2

G(s) = 1− 〈e′0, e1〉2(3.13)

P (s, t) = F (s) cos2 t+G(s) sin2 t

temos que suas curvaturas gaussiana e média são dadas por

(3.14) K = 1− Q2(s)
P 2(s, t)

e H =

(
h(s, t) + 2Q(s)〈e′0, e1〉

)2
4P 3(s, t)

,

onde Q(s) e h(s, t) estão definidas em (2.10) e (2.11). Das expressões de Q,F e G segue-se
que Q2 = FG, donde F (s) e G(s) nunca se anulam, já que Q(s) 6= 0, pois a superfície
é não-desenvolvível. Observamos também que P (s, t) > 0 já que H ≥ 0. Por hipótese
4H+ a2(K − 1) = 0, ou seja,

h(s, t)− aQ(s)
√
P (s, t) = −2Q(s)〈e′0(s), e1(s)〉.

Derivando a equação acima em relação a t obtemos

(3.15) ht(s, t) = aQ(s)
Pt(s, t)

2
√
P (s, t)

.

Escrevendo explicitamente ht(s, t) e Pt(s, t) obtemos

ht(s, t) = sin(2t)
(
S(s)−R(s)

)
+ cos(2t)

(
T (s) + U(s)

)
Pt(s, t) = sin(2t)

(
G(s)− F (s)

)
.

Em particular, se t = 0 em (3.15) obtemos T (s) + U(s) = 0 para todo s. Deste modo, a
equação (3.15) reduz-se a

sin(2t)

[(
S(s)−R(s)

)
− aQ(s)

(
G(s)− F (s)

)
2
√
P (s, t)

]
= 0, para todo s e todo t.

Se existe um ponto (s0, t0) onde Pt(s0, t0) 6= 0 então Pt(s, t) 6= 0 numa vizinhança W de
(t0, s0), ou seja sin(2t) 6= 0 e G(s) 6= F (s) em W . Logo

1√
P (s, t)

=
2
(
S(s)−R(s)

)
aQ(s)

(
G(s)− F (s)

) ,
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que derivada em relação a t nos dá Pt = 0 em W , uma contradição. Logo Pt(s, t) = 0 para
todo (s, t), donde G(s) = F (s) e portanto Q2 = P 2, donde K = 0 e H = a2/4.

A matriz da segunda forma fundamental de g é

B =

[
0 β

β λ

]
,

donde K = 1 + detB e o comprimento do vetor curvatura média é ‖H‖ = TrB/2. Assim
β2 = 1 e ‖H‖ = λ/2. A menos de orientação podemos supor a > 0 e β = 1 e esses são,
conforme [13, cap. 7], os dados da imersão de um produto de dois círculos, a menos de uma
isometria de S3. �

Vejamos o que acontece com a hipersuperfície Mn ⊂ Hn+1 em cada um dos casos
descritos na proposição acima.

Proposição 3.7. Seja Mn uma hipersuperfície orientada, conexa, regrada e de Weingarten
em Hn+1 com índice de nulidade relativa ν = n− 2. Se a imagem de sua aplicação normal
de Gauss, g : V 2 → S3, é uma superfície mínima em S3 então Mn é uma superfície mínima
em Hn+1.

Demonstração: Segue-se diretamente da equação (3.2), já que se g é uma superfície mínima
com segunda forma fundamental B, então TrB = 0. �

As superfícies mínimas regradas em Hn+1 estão classificadas em [2]. Neste artigo os
autores demonstram que toda m + 1-subvariedade regrada mínima de um espaço forma
(RN , SN ou HN ) pode ser localmente parametrizada por um helicóide generalizado deste
espaço.

Concluímos então que se a aplicação normal de Gauss de uma hipersuperfície regrada e
de Weingarten de nulidade relativa ν = n−2 é dada por uma superfície mínima g : V 2 → S3

então Mn é um aberto de um helicóide generalizado de Hn+1, que são restrições a R×Hn+1

de helicóides generalizados em Ln+2. Em [2] são exibidas parametrizações, a menos de
movimentos rígidos do espaço de Lorentz, dos helicóides generalizados de Ln+2. São elas

X(s, t1, . . . , tn) =
k∑
i=1

tiei(s) +
n−k∑
i=1

tk+iV2k+i + sbVn+k+1 ou(3.16)

X(s, t1, . . . , tn) =
n−k∑
i=1

tiVi +
k∑
i=1

tn−k+ien−k+i(s) + sbVn+k+1,(3.17)

onde os vetores V1, . . . , Vn+2 formam uma base ortonormal de Ln+2, com 〈V1, V1〉 = −1 e os
campos ei(s) são definidos por

e1(s) = cosh(a1s)V1 + sinh(a1s)V2

ei(s) = cos(ais)V2i−1 + sin(ais)V2i, i = 2, . . . , n

e a1, . . . , an e b são constante reais.
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Deste modo, se g : V 2 → S3 é uma superfície mínima em S3 ⊂ Sn+1
1 então podemos

assumir que ela é parametrizada, de acordo com o teorema 2.1, localmente por

g(t1, t2) = γ0(t1) cos t2 + γ1(t1) sin t2,

onde

γ0(t1) = (0, cosαt1, sinαt1, 0, . . . , 0)

γ1(t1) = (0, 0, 0, cos t1, sin t1, 0, . . . , 0)

para algum α ∈ R. Denotemos ainda E = 〈gt1 , gt1〉.

Consideramos então {e1, . . . , en+1} o referencial de Sn+1
1 , adaptado a g, dado por

e1 = gt2

e2 =
1√
E
gt1

e3 =
1

α
√
E

(−γ′0 sin t2 + α2γ′1 cos t2)

e4 = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, . . . , 0)
...

en = (0, . . . , 0, 1)

en+1 = (1, 0, . . . , 0)

Observamos que en+1 é um campo de tipo tempo e os demais são todos de tipo espaço.
Se θ é a segunda forma fundamental de g então, procedendo com cálculos semelhantes aos
da seção anterior obtemos

θ(e1, e1) = 0,

θ(e2, e2) = 0 e

θ(e1, e2) =
1√
E

{
(−γ′0 sin t2 + γ′1 cos t2)−

1
E

[
(γ′0 cos t2 + γ′1 sin t2) cos t2 sin t2(1− α2)

]}
.

Com isto, a matriz da segunda forma fundamental desta imersão, em cada direção normal
ej , j ≥ 3, é dada por Bek

(i, j) =
[〈
θ(ei, ej), ek

〉]
. Explicitamente

Be3 =

[
0 α√

E
α√
E

0

]
e Bej = 0 para 4 ≤ j ≤ n+ 1.

Segue-se do teorema 1.6 que a hipersuperfície Mn ⊂ Hn+1 pode ser parametrizada por

X(t1, t2, s1, . . . , sn−2) =
n+1∑
j=3

φj(s1, . . . , sn−2)ej(t1, t2),
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onde (t1, t2) são parâmetros locais para g(V 2), {e3, . . . , en+1} geram o espaço normal à
imersão g e as funções φj(s1, . . . , sn−2), 3 ≤ j ≤ n + 1 são uma parametrização local de
Hn−2 ⊂ Sn+1

1 , isto é
∑n

j=3 φ
2
j − φ2

n+1 = −1. Deste modo, os pontos no fibrado Λ1 são da
forma (y, w) onde y ∈ V e w ∈ (TyV )⊥ com 〈w,w〉 = −1, ou seja, w =

∑n+1
j=3 φjej = X.

Ainda do teorema 1.6 segue-se que a segunda forma fundamental desta hipersuperfície
é dada por

Ag =
(
Bw(y)

)−1 =
(
φ3Be3(y)

)−1 =
1
φ3

[
0

√
E
α√

E
α 0

]
Usando (3.2) e (3.3) as curvaturas média e escalar da hipersuperfície Mn ⊂ Hn+1 são

dadas respectivamente por

(3.18) H = 0 e S = −1− 2E
n(n− 1)α2φ2

3

.

No caso em que a superfície g : V 2 → S3 está contida no produto de dois círculos em
S3 ⊂ Sn+1

1 podemos assumir que ela é parametrizada por

g(t1, t2) = r1

(
0, sin

( t1
r1

)
, cos

( t1
r1

)
, 0, . . . , 0

)
+ r2

(
0, 0, 0, sin

( t2
r2

)
, cos

( t2
r2

)
, 0, . . . , 0

)
,

onde r21 + r22 = 1 e r1r2 6= 0.

Podemos considerar o referencial ortonormal de Sn+1
1 adaptado a g dado por

e1 = r1gt1 − r2gt2
e2 = r2gt1 + r1gt2

e3 =
(

0,−r2 sin
( t1
r1

)
,−r2 cos

( t1
r1

)
, r1 sin

( t2
r2

)
, r1 cos

( t1
r1

)
, 0, . . . , 0

)
e4 = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, . . . , 0)

...

en = (0, . . . , 0, 1)

en+1 = (1, 0, . . . , 0)

Note que en+1 é um campo de tipo tempo e todos os demais são de tipo espaço. Cálculos
semelhantes aos realizados no caso em g : V 2 → S3 ⊂ Sn+1

1 é mínima mostram que neste
referencial a matriz da segunda forma fundamental de g, em cada direção normal, é dada
por

Be3 =

[
0 1

1 r22−r21
r1r2

]
e Bej = 0 para 4 ≤ j ≤ n+ 1.

Novamente usando o teorema 1.6 podemos parametrizar localmente a hipersuperfície
Mn por

X(t1, t2, s1, . . . , sn−2) =
n+1∑
j=3

φj(s1, . . . , sn−2)ej(t1, t2),
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onde, como antes, (t1, t2) são parâmetros locais para g(V 2), {e3, . . . , en+1} geram o espaço
normal à imersão g e as funções φj(s1, . . . , sn−2), 3 ≤ j ≤ n + 1 são uma parametrização
local de Hn−2 ⊂ Sn+1

1 , isto é
∑n

j=3 φ
2
j − φ2

n+1 = −1. Deste modo, os pontos no fibrado Λ1

são da forma (y, w) onde y ∈ V e w ∈ (TyV )⊥ com 〈w,w〉 = −1, ou seja, w =
∑n+1

j=3 φjej .

Segue-se da segunda parte do teorema 1.6 que a segunda forma fundamental desta hiper-
superfície é dada por

Ag =
(
Bw(y)

)−1 =
(
φ3Be3(y)

)−1 =
1
φ3

[
r21−r22
r1r2

1
1 0

]

As expressões (3.2) e (3.3) fornecem as curvaturas média e escalar da hipersuperfície

(3.19) H =
r21 − r22
nφ3r1r2

e S = −1− 2
n(n− 1)φ2

3

.

2. Imersões g com N g
1 de tipo tempo

Nesta seção consideramos g : V 2 → S3
1, uma superfície regrada e não-desenvolvível de tipo

espaço para as quais apresentamos resultados análogos aos da seção anterior.

Proposição 3.8. Seja g : V 2 → S3
1 uma superfície de tipo espaço, regrada e não-desenvol-

vível, tal que 4H+ a2(K − 1) = 0. Então H = 0 ou H = −a2/4 6= 0 e K = 2.

Demonstração: Se a = 0 então temos H = 0 e portanto H = 0, já que o espaço normal
de uma superfície de tipo espaço em S3

1 é não-degenerado de tipo tempo.

Podemos parametrizar localmente uma superfície regrada de tipo espaço em S3
1 por

X(s, t) = e0(s) cos t+ e1(s) sin t,

onde e0 e e1 são curvas de tipo espaço em S3
1 satisfazendo

〈e0, e1〉 = 0, 〈e′0, e′1〉 = 0 e 〈e′1, e′1〉 = 1.

as curvaturas gaussiana e média da superfície, em termos dessa parametrização, são dadas
por

(3.20) K = 1− Q2(s)
P 2(s, t)

e H = −
(
h(s, t) + 2Q(s)〈e′0, e1〉

)2
4P 3(s, t)

,

onde Q(s) e h(s, t) estão definidas em (2.26) e P (s, t) é como em (3.13). Ressaltamos que,
apesar da forma das equações ser a mesma das equações correspondentes às imersões na
esfera S3, o produto interno neste caso é o de L4. Aqui também temos que P (s, t) > 0 já
que H ≤ 0, pois H é de tipo tempo.

A relação 4H− a2(K − 1) = 0 neste caso equivale a

h(s, t)− aQ(s)
√
P (s, t) = 2Q(s)〈e′0(s), e1(s)〉.

Procedendo com argumento idêntico ao utilizado na proposição 3.6 obtemos Q2 = P 2 e
portanto K = 2 e H = −a2/4. �
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Vejamos como é a hipersuperfície Mn ⊂ Hn+1 em cada um dos casos acima.

Proposição 3.9. Seja Mn uma hipersuperfície conexa, orientada, regrada e de Weingarten
em Hn+1 com índice de nulidade relativa ν = n − 2. Se a imersão g que parametriza a
aplicação normal de Gauss de M é uma superfície mínima em S3

1 então Mn é uma hipersu-
perfície mínima em Hn+1.

Demonstração: Procedendo exatamente como no caso esférico podemos obter o resultado
usando novamente a equação (3.2). �

Se g : V 2 → S3
1 é uma superfície mínima em S3

1 ⊂ Sn+1
1 então podemos assumir que ela

é parametrizada, de acordo com o teorema 2.2, localmente por

g(t1, t2) = γ0(t1) cos t2 + γ1(t1) sin t2,

onde

γ0(t1) = (0, 0, cos t1, sin t1, 0, . . . , 0)

γ1(t1) = (sinhαt1, coshαt1, 0, . . . , 0)

para algum α ∈ R. Denotemos ainda E = 〈gt1 , gt1〉.

Consideramos então {e1, . . . , en+1} o referencial de Sn+1
1 , adaptado a g, dado por

e1 = gt2

e2 =
1√
E
gt1

e3 =
1√
−α2E

(−α2γ′0 sin t2 + γ′1 cos t2)

e4 = (0, 0, 0, 0, 1, 0, . . . , 0)
...

en+1 = (0, . . . , 0, 1)

Observamos agora que e3 é um campo unitário de tipo tempo normal à superfície e os
demais são todos de tipo espaço. Se θ é a segunda forma fundamental de g então, procedendo
com cálculos semelhantes aos da seção anterior obtemos

θ(e1, e1) = 0,

θ(e2, e2) = 0 e

θ(e1, e2) =
1√
E

{
(−γ′0 sin t2 + γ′1 cos t2) +

1
E

[
(γ′0 cos t2 + γ′1 sin t2) cos t2 sin t2(1 + α2)

]}
.
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Com isto, a matriz da segunda forma fundamental desta imersão, em cada direção normal
ej , j ≥ 3, é dada por Bek

(i, j) =
[〈
θ(ei, ej), ek

〉]
. Explicitamente

Be3 =

[
0 a√

E
a√
E

0

]
e Bej = 0 para 4 ≤ j ≤ n+ 1.

Segue-se do teorema 1.6 que a hipersuperfície Mn ⊂ Hn+1 pode ser parametrizada por

X(t1, t2, s1, . . . , sn−2) =
n+1∑
j=3

φj(s1, . . . , sn−2)ej(t1, t2),

onde (t1, t2) são parâmetros locais para g(V 2), {e3, . . . , en+1} geram o espaço normal à
imersão g e as funções φj(s1, . . . , sn−2), 3 ≤ j ≤ n + 1 são uma parametrização local de
Hn−2 ⊂ Sn+1

1 , isto é −φ2
3 +

∑n
j=4 φ

2
j = −1. Deste modo, os pontos no fibrado Λ1 são da

forma (y, w) onde y ∈ V e w ∈ (TyV )⊥ com 〈w,w〉 = −1, ou seja, w =
∑n+1

j=3 φjej = X.

Ainda do teorema 1.6 segue-se que a segunda forma fundamental desta hipersuperfície
é dada por

Ag =
(
Bw(y)

)−1 =
(
φ3Be3(y)

)−1 =
1
φ3

[
0

√
E
a√

E
a 0

]
Usando (3.2) e (3.3) as curvaturas média e escalar da hipersuperfície Mn ⊂ Hn+1 são

dadas respectivamente por

(3.21) H = 0 e S = −1− 2E
n(n− 1)a2φ2

3

.

O outro caso, isto é, uma superfície regrada em S3
1 tal que K = 2 e H = −a2/4 não pode

ocorrer, devido ao resultado abaixo cuja demonstração encontra-se em [4].

Teorema 3.10. Seja S uma superfície de classe C2, completa e de tipo espaço em S3
1. Se

sua curvatura gaussiana satisfaz K ≥ 1 então S é um esfera totalmente geodésica e K = 1.

3. Imersões g com N g
1 de tipo luz

Observamos que, neste caso não podemos aplicar o resultado de redução de codimensão do
teorema 1.5 para codimensão 1, como nos casos anteriores, já que o primeiro espaço normal
é degenerado.

Não sabemos entretanto se existe algum inteiro k > 1 para o qual a codimensão da
imersão g : V 2 → Sn+1

1 pode ser reduzida. Por outro lado é simples verificar que tais
imersões, se existirem, satisfazem K = 1. Tal fato segue-se diretamente da equação de
Gauss (1.16)para imersões de tipo espaço em Sn+1

1

K = 1 +
〈
θ(X,X), θ(Y, Y )

〉
−
〈
θ(X,Y ), θ(X,Y )

〉
,

pois θ(X,X) = 0 e θ(X,Y ) é um vetor de tipo luz, ou seja,
〈
θ(X,Y ), θ(X,Y )

〉
= 0 para

todos X,Y ∈ TM .
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Se g : V 2 → Sn+1
1 é uma superfície mínima, concluímos de modo idêntico aos casos

anteriores que Mn também será um superfície mínima em Hn+1.

Porém, o fato da imersão g : V 2 → Sn+1
1 ter primeiro espaço normal de tipo luz equivale

a dizer que 〈
θ(Xs, Xs), θ(Xs, Xs)

〉
=
〈
θ(Xs, Xt), θ(Xs, Xt)

〉
= 0,

onde θ é a segunda forma fundamental de g e Xs, Xt são os campos tangentes coordenados
relativos à parametrização

(3.22) X(s, t) = e0(s) cos t+ e1(s) sin t,

de toda superfície regrada de tipo espaço em Sn+1
1 . Observamos que as curvas e0(s) e e1(s)

satisfazem às mesmas propriedades que as de curvas que parametrizam superfícies regradas
na esfera, vide (2.3).

Escrevendo explicitamente θ(Xs, Xs) e θ(Xs, Xt) obtemos

θ(Xs, Xs) = Xss −
〈Xss, Xs〉

A2
Xs − 〈Xss, Xt〉Xt − 〈Xss, X〉X

θ(Xs, Xt) = Xst −
〈Xst, Xs〉

A2
Xs − 〈Xst, Xt〉Xt − 〈Xst, X〉X,

onde A(s, t) =
√
〈Xs, Xs〉, ou ainda,

θ(Xs, Xs) = Xss −
As
A
Xs +AAtXt +A2X(3.23)

θ(Xs, Xt) = Xst −
At
A
Xs.(3.24)

Cálculo diretos nos levam às seguintes expressões〈
θ(Xs, Xs), θ(Xs, Xs)

〉
= 〈Xss, Xss〉 −A2

s −A2A2
t −A4〈

θ(Xs, Xt), θ(Xs, Xt)
〉

= 〈Xst, Xst〉 −A2
t

Logo,

〈Xss, Xss〉 = A2
s +A2A2

t +A4

〈Xst, Xst〉 = A2
t

Escrevendo as expressões acima em termos da parametrização (3.22) obtemos respecti-
vamente

A2〈Xss, Xss〉 = 〈Xss, Xs〉2 + 〈Xst, Xs〉2 +A6(3.25)

A2〈Xst, Xst〉 = 〈Xst, Xs〉2(3.26)

Expandindo os termos da identidade (3.25) observamos que seus termos são polinômios
homogêneos em sin t e cos t, onde A2〈Xss, Xss〉, 〈Xss, Xs〉2, 〈Xst, Xs〉2 são de grau 4 e A6
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é de grau 6. Já a expressão (3.26) nos dá polinômios homogêneos de grau 4 em ambos os
lados. Explicitamente

A2〈Xss, Xss〉 = 〈e′′1, e′′1〉〈e′1, e′1〉 sin4 t+ 2
(
〈e′0, e′1〉〈e′′1, e′′1〉+ 〈e′1, e′1〉〈e′′0, e′′1〉

)
sin3 t cos t

+
(
〈e′′1, e′′1〉+ 4〈e′0, e′1〉〈e′′0, e′′1〉+ 〈e′1, e′1〉〈e′′0, e′′0〉) sin2 t cos2 t

+2
(
〈e′0, e′1〉〈e′′0, e′′0〉+ 〈e′′0, e′′1〉

)
sin t cos3 t+ 〈e′′0, e′′0〉 cos4 t

〈Xss, Xs〉2 = 〈e′′1, e′1〉2 sin4 t+ 2〈e′′1, e′1〉〈e′0, e′1〉 sin3 t cos t+ 〈e′0, e′1〉2 cos2 t sin2 t

〈Xst, Xs〉2 = 〈e′0, e′1〉2 sin4 t− 2
(
〈e′′1, e′1〉 − 1

)
〈e′0, e′1〉 sin3 t cos t

+
[(
〈e′1, e′1〉 − 1

)2 − 2〈e′0, e′1〉2
]

cos2 t sin2 t

+2
(
〈e′1, e′1〉 − 1

)
〈e′0, e′1〉 sin t cos3 t+ 〈e′0, e′1〉2 cos4 t

A6 = 〈e′1, e′1〉3 sin6 t+ 6〈e′0, e′1〉〈e′1, e′1〉2 sin5 t cos t

+
(
3〈e′1, e′1〉2 + 12〈e′0, e′1〉2〈e′1, e′1〉

)
sin4 t cos2 t

+
(
12〈e′0, e′1〉〈e′1, e′1〉+ 8〈e′0, e′1〉3

)
sin3 t cos3 t

+
(
3〈e′1, e′1〉+ 12〈e′0, e′1〉2

)
cos4 t sin2 t+ 6〈e′0, e′1〉 cos5 t sin t+ cos6 t

A2〈Xst, Xst〉 = 〈e′1, e′1〉 sin4 t− 2
(
1− 〈e′1, e′1〉

)
〈e′0, e′1〉 sin3 t cos t

+
(
1 + 〈e′1, e′1〉4 − 4〈e′0, e′1〉

)
cos2 t sin2 t

+2
(
〈e′1, e′1〉 − 1

)
〈e′0, e′1〉 sin t cos3 t+ 〈e′1, e′1〉 cos4 t

Observamos que os polinômios homogêneos de grau 6 isoladamente são linearmente
independentes, bem como os de grau 4, porém a união de ambos os conjuntos não o é.
Precisamente podemos escrever

sin4 t = sin6 t+ sin4 t cos2 t

sin3 t cos t = sin5 t cos t+ sin3 t cos3 t

sin2 t cos2 t = sin4 t cos2 t+ sin2 t cos4 t

sin t cos3 t = sin3 t cos3 t+ sin t cos5 t

cos4 t = sin2 t cos4 t+ cos6 t

Com essas identidades, podemos escrever (3.25) e (3.26) como combinações lineares
dos polinômios homogêneos linearmente independentes {sink(t) cos6−k(t) : 0 ≤ k ≤ 6}.
Definindo

f(s) =
〈
e′0(s), e′1(s)

〉
, g(s) =

〈
e′1(s), e′1(s)

〉
, h(s) =

〈
e′′1(s), e′′1(s)

〉
,

u(s) =
〈
e′′0(s), e′′1(s)

〉
, v(s) =

〈
e′′0(s), e′′0(s)

〉
, w(s) =

〈
e′′0(s), e′1(s)

〉
,

y(s) =
〈
e′′1(s), e′1(s)

〉
, z(s) =

〈
e′0(s), e′′1(s)

〉
,
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o sistema citado acima tem a forma

−f2 − g3 + gh− y2 = 0

−6fg2 + 2fg + 2fh− 2f + 2gu− 2wy − 2yz = 0

−12f2g + f2 + 4fu− 4g2 + gh+ gv + 2g + h− w2 − 2wz − y2 − z2 − 1 = 0

−8f3 − 12fg + 2fh+ 2fv + 2gu+ 2u− 2wy − 2yz = 0

−11f2 + 4fu− g2 + gv − g + h+ v − w2 − 2wz − z2 − 1 = 0

−2fg + 2fv − 4f + 2u = 0

−f2 + v − 1 = 0

g − f2 = 0

As três últimas equações mostram que g(s) = f2(s), v(s) = 1 + f2(s) e u(s) = −f(s).
Substituindo isso nas outras equações obtemos o seguinte sistema

−f6 + f2h− f2 − y2 = 0

−6f5 + f3 + 2f(h− 1)− 2y(w + z) = 0

−15f4 + f2(h+ 1)− (w + z)2 − y2 − 1 = 0

−20f3 + 2fh− 2y(w + z) = 0(
f2 + 1

)
h− 15f2 − (w + z)2 − 1 = 0

A última destas equações expressa (w + z)2 + 1 =
(
f2 + 1

)
h − 15f2, que aplicado na

terceira equação dá y2 = −15f2(1 − f2). Por outro lado, a penúltima equação substituída
na segunda produz

−6f5 + 21f3 − 2f = 0,

donde f(s) é uma constante. Existem cinco possibilidades para essa constante, uma delas
sendo, f(s) = 0.

Se f(s) é uma das constantes não nulas então as funções g, u, v e y também são constantes
não nulas. Agora y = g′/2, donde g′(s) é não nula, contradizendo g(s) ser constante.

Se f(s) = 0 então y(s) = g(s) = u(s) = 0, v(s) = h(s) = 1 e (w + z)(s) = f ′(s) = 0.
Com isso, A2(s, t) = 〈Xs, Xs〉 = cos2 t, donde As = 0, AAt = − sin t cos t e At/A = − tan t.
Deste modo as equações (3.23) e (3.26) ficam

θ(Xs, Xs) = Xss − sin t cos tXt + cos2 tX e θ(Xs, Xt) = Xst + tan tXs.

Supondo que aθ(Xs, Xs, ) + bθ(Xs, Xt) = 0, onde a e b são funções sobre a superfície
temos

(aXss + bXst)1− aXt sin t cos t+ aX cos2 t+ bXs tan t = 0.



44 3. Hipersuperfícies regradas e de Weingarten em Hn+1

Como {1, sin t cos t, cost, tan t} é linearmente independente temos a = b = 0, o que mostra
que

{
θ(Xs, Xs, ), θ(Xs, Xt)

}
é linearmente independente, contradizendo o lema 3.2. Isto

demonstra o resultado a seguir.

Lema 3.11. Não existe imersão g : V 2 → Sn+1
1 que parametriza localmente a aplicação

normal de Gauss de uma hipersuperfície regrada e de Weingarten de Hn+1 cujo primeiro
espaço normal é de tipo luz.

4. Classificação das hipersuperfícies regradas e de Weingarten em Hn+1

Em vista dos resultados obtidos até agora temos a seguinte classificação para hipersuperfícies
regradas e de Weingarten no espaço hiperbólico Hn+1. Lembramos que os resultados 3.10 e
3.11 das seções anteriores descartam algumas possibilidades para a imersão que parametriza
localmente a aplicação normal de Gauss de tais hipersuperfícies.

Teorema 3.12. Seja n ≥ 3 e Mn uma hipersuperfície conexa, regrada e de Weingarten em
Hn+1. Então vale uma e somente uma das seguintes afirmações

(i) Mn tem curvatura seccional constante igual a -1, ou seja, Mn é um aberto do fibrado
normal unitário sobre uma curva de tipo espaço em Sn+1

1 .

(ii) Mn é um aberto do fibrado normal unitário sobre uma superfície regrada mínima em
S3 ⊂ Sn+1

1 ou sobre um produto de dois círculos em S3 ⊂ Sn+1
1 .

(iii) Mn é um aberto do fibrado normal unitário sobre uma superfície regrada mínima de
tipo espaço em S3

1 ⊂ Sn+1
1 .

Demonstração: Consideremos o aberto M̃ =
{
x ∈M : S(x) 6= −1

}
de M .

Suponha que M̃ 6= ∅, isto é existe x0 ∈M tal que S(x0) 6= −1 e sejaW uma componente
conexa de M̃ tal que x0 ∈W . As observações 3.1 e 3.2 no início deste capítulo mostram que
todo ponto em W tem índice de nulidade relativa ν(x) = n − 2 e portanto W admite uma
parametrização de Gauss dada por uma imersão g : V 2 → Sn+1

1 cujas propriedades foram
estudadas nas seções anteriores.

O lema 3.3 mostra que o tipo causal de Ng
1 é o mesmo para todo y ∈ V . Se ele é de

tipo espaço ou tempo as proposições 3.1 e 3.5 mostram que g é regrada cujas curvaturas
gaussiana e média satisfazem 4H+ a2(K − 1) = 0 sendo portanto superfícies de Weingarten
em S3 ou S3

1.

Quando Ng
1 é de tipo espaço a proposição 3.6 mostra que g(V 2) é uma superfície mínima

em S3 ou então K = 0 e H = a/2, donde g(V 2) está contida num produto de dois círculos e
portanto M verifica ii. Nesses casos as expressões para a curvatura escalar de M são dadas
respectivamente por (3.18), quando M é mínima e por (3.19) em caso contrário.

Quando Ng
1 é de tipo tempo a proposição 3.8 mostra que g(V 2) deve ser uma superfície

mínima em S3
1 e portanto verifica o caso iii. Nessas condições as expressões para a curvatura

escalar de M são dadas respectivamente por (3.21).
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A caracterização apresentada para as hipersuperfícies regradas e de Weingarten de cur-
vatura constante -1 segue-se da observação 3.2, onde mostramos que o índice de nulidade
relativa num ponto satisfaz ν(p) ≥ n − 2 e que ν(p) = n − 2 se e somente se S(p) 6= −1.
Logo ν(p) = n ou ν(p) = n− 1.

Com a notação da observação 3.1 temos que

S(p) =

∑n
i,j=1
i6=j

K(Yi, Yj)

n(n− 1)

=

∑n−1
i,j=1
i6=j

K(Yi, Yj) + 2
∑n−1

j=1 K(Yn, Yj)

n(n− 1)

=
n2 − 3n+ 2 + 2

(
1− n−

∑
‖α(Yj , Yn)‖2)

n(n− 1)

Logo S(p) = −1 se, e somente se,
∑
‖α(Yj , Yn)‖2 = 2n2 − 6n + 4 > 0, se n ≥ 3. Logo

algum α(Yj , Yn) é não nulo e portanto Mn não pode ser totalmente geodésica, ou seja,
ν(p) = n − 1 e podemos aplicar o teorema 1.6 para obter uma parametrização local Mn

como um fibrado normal unitário sobre uma curva α : I ⊂ R→ Sn+1
1 .

Finalmente, mostremos que se M̃ 6= ∅ então M̃ = M . De fato, se existe y ∈ ∂M̃ ∩M tal
que y 6∈ M̃ , isto é, S(y) = −1, considere um aberto conexo U ⊂ M̃ tal que y ∈ ∂U e uma
seqüência {yk} ⊂ U tal que lim yk = y e portanto

limS(yk) = S(y) = −1,

o que só é possível, em vista das fórmulas em (3.19) e (3.21) para a curvatura escalar de
M , se limφ3(yk) = φ3(y) =∞. Mas isso implica que as coordenadas de y não são números
reais e portanto y 6∈ Ln+2, uma contradição. Portanto ou vale a parte i ou então M̃ = M e
aplicam-se os argumentos acima. �
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