A FUNGCAO DE THOMAE

Exercicio 2.2.d da Lista 1: Determine os pontos de continuidade da fun¢ado f : (0,1) — R dada por

)1

f(x) 0, sex € (0,1) éirracional,
) =
2. sex="5€(0,1) na forma irredutivel.

Esta funcao é chamada de funcao de Thomae.
Solugao: Dado zg € (0, 1) arbitrario, vamos mostrar que

(1) lim f(x)=0.

T—xo

Isto implicara imediatamente, pela expressao de f e pela definicdo de continuidade, que f é continua em todos os
irracionais de (0,1), e ndo é continua em nenhum racional de (0, 1).

Mostremos, entao, usando a definicao de limite. Fixe € > 0. Nosso objetivo é encontrar um nimero real
d > 0 com a seguinte propriedade: para todo = € (0, 1) satisfazendo 0 < |z — z¢| < J, temos

[f(z) = 0] <,
ou simplesmente (lembrando que f(z) > 0)
(2) f(z) <e.

Observe que f(xz) = 0 para todo z € (0,1) irracional; logo, para tais pontos, a desigualdade é trivialmente
satisfeita. Devemos analisar, portanto, o que ocorre nos racionais de (0,1). Se x = % € (0,1), na forma irredutivel,

entdo f(x) = % e a desigualdade se escreve como
1

(3) - <e.
q

Para quais racionais % a desigualdade nao é satisfeita? Estes pontos devem satisfazer

- Z €,
q
ou seja,
1
(4) q< g

Vamos mostrar, a seguir, que apenas um ntmero finito de racionais do intervalo (0, 1) pode satisfazer (4]).
Seja N um ntmero natural tal que N > % Seja A o conjunto dos racionais em (0,1) que satisfazem (4)), isto é,

1
A= {p c (0,1) : P é irredutivel e ¢ < }
q q €

Observe que se % € A, entdo g < % < N, isto é, ¢ € um ntimero inteiro entre 1 e N. Em outras palavras,
¢e{1,2,....,N—1,N}.
Observe também que
Pe1) = 0<2<«1 = 0<p<q<n
q q
Logo, p também é um ntmero inteiro entre 1 e N E| Assim,
pe{l,2,...,N—1,N}.
Quantas fragoes diferentes podemos obter com N opgoes para o numerador e para o denominador? Certamente,

menos do que N? fragdes. Provamos, portanto, que o conjunto A ¢é finito (A tem, no maximo, N2 elementos).

INa realidade, p é estritamente menor do que g e, em particular, ¢ menor ou igual a N —1; mas nossa estimativa grosseira é suficiente.
1



2 A FUNCAO DE THOMAE

Nosso proximo passo é construir o nimero real § procurado. Observe que, a principio, zo pode pertencer a A.
No entanto, como queremos calcular o limite de f quando x tende a xg, o comportamento de f em x( € irrelevante.
Deste modo, vamos considerar o conjunto

B=A\{zo} ={x € A:x # xo}.

Como A é finito, B também é. Agora, temos dois casos a considerar:

12 caso: B é vazio.

Neste caso, a desigualdade 80 € satisfeita, possivelmente, em xq. Isto significa que (3) é verdadeira para todo
racional z € (0,1),x # xg, e qualquer ¢ > 0 faz o servigo.

22 caso: B néo é vazio.

Podemos listar os elementos de B e escrever

B = {bl,bQ,---7bm}a

onde m < N? ¢ o ntimero de elementos de B e cada elemento ¢ listado uma tnica vez (isto é, b; # b; se i # j).
Para cada 1 < i < m, seja

8i = |bi — zol-
E importante observar que §; > 0, uma vez que zg ¢ B e, assim, xg # b;. Construimos um ntmero finito de
numeros reais estritamente positivos: 1,02, ...,d,,. Certamente existe o menor deles: vamos chama-lo de §. Mais

precisamente,
6= min(51,52, ce ,6m) > 0.
Vamos encerrar a demonstragdo provando que este ¢ satisfaz as propriedades desejadas. Recordamos que devemos
provar que se x € (0,1) é tal que
0<|z—x0| <9,

entao
f(z) <e.
Seja, entdo, x € (0,1) tal que 0 < |z — x| < §. Se z é irracional, entdo f(z) = 0 e a desigualdade acima é satisfeita.
Por outro lado, suponha que x = % na forma irredutivel. Como 0 < |z — zg|, sabemos que = # zo. E, como
|z — 20| < §, também sabemos que x ndo pode ser by, by, ..., by. Assim, z ¢ A, ou seja, ¢ > é Esta desigualdade
equivale a .
ﬂ@—q<a

como queriamos.
Conclusao: f é continua em zg € (0, 1) se, e somente se, xq ¢ irracional.
De fato, se xzq é irracional, entdo temos

lim f(z) =0 = f(),

T—x0

ou seja, f é continua em xy. Por outro lado, se xg = % na forma irredutivel, entao

T—rTo

mnﬂm:0<$:ﬂm)

e, portanto, f nao é continua em xg.



