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MAT-2453 — CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I (ESCOLA POLITECNICA)
PRIMEIRA LISTA DE EXERCICIOS - PROFESSOR: EQUIPE DE PROFESSORES

1. LIMITES DE FUNCOES

EXERCICIOS

1.1. Calcule, quando existirem, os limites abaixo:

2% +9x2 +12x + 4

a xlgrjz —x3 —2x2+4x+8
CoV2x—1
d. Iim —
x—=1/2 /2x — 1
‘m sin 20x
8 20 sin301x
3
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x—0 X
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sin(3x2 — 5x + 2)

—1 x24+x—2
oo Vxt4x2
p. im —
x—0 X
i x? —2x
s. 1l m ——
x—2- X2 —4x +4
v. 1 Vx+ 1
Cx—teo \/Ox 41
. 3x%4+2x -8
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.xﬁfoo,/x6+x+1
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e Hm Yt vE-vx
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x—0 X
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w. lim ———
x—+00 X + sin x

z. Lim Vx24+94+x4+3
X —00

. lim

. /x(sinx +/xcosx)
v. lim -
x—te0 xy/x —sin (x1/x)
[, lim Va3 +x2—5x+3
Tyl x2 -1

lim Vx2+12 -4
.xez 2_./x3_4
o Vxr=14+yx—1
. lim
x—1+ vx—1
i. lim tan(3x) cossec(6x)
x—0
. x2 —6x+9
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x—3~ x—3
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X—+00
(x? — 2x) sin(x? — 4)
B Valta- Vix
. V7x1245x4 +7
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x5 e 2x3 4+ 2

lim V/xcos x +2x?sin (1)

oo x —V1+x?

1.2. A resolucdo abaixo estd incorreta. Indique onde ocorrem os erros e entdo calcule o limite

corretamente.

lim

xX——+00

1.3. Sejam ¢, L € R tais que lim
x—1

2x3 +cex+c
-1

1
Vxz4+x—x= lim sz <1—|—> — X
X—>+00 X

1
= lim «x 1+ —
X——+00 X
~=0
—0
= lim x-0=0
X— 00

= L. Determinece L.



1.4. Seja f : R — R uma funcao.

a. Supondo que hm Lf) =1, calcule lim
-2 X x—2 X

fx)

) _ ,
b. Supondo que chlgb P 0, calcule ,1(13(1) f(x).

fx) _ :
¢. Supondo que xgrfm Zrx = +oo, calcule ngfmf (x).

1.5. Decida se cada uma das afirmagdes abaixo é verdadeira ou falsa, justificando ou apresen-
tando um contra-exemplo.
a. Se f,¢ : R — R sao fungdes tais que f é limitada e positiva e liI_P ¢(x) = 400, entdo
X——+00

tem-se que LHB f(x)g(x) = 4o0.
X [e°]
b. Se f,¢ : R — R sao fungdes tais que f é limitada e LIIJI;I g(x) = 400, entdo tem-se que
X o
lim f(x)+ g(x) = +o0.

X—r—+00
f (x) o i Colx) —
c. Se f,g : R — R sao fungdes tais que 11 RO = +00, entdo LHE f(x) —g(x) = +oo.
1.6. Dé exemplos de fungdes f e g tais que
' _ - _ . f)
a. chli%f(x) = 400, )lclg(l)g(x) = 400 e)lg% O 0;
b. lin%f(x) = +o00o, lim g(x) = +ooe lim f(x) —-g(x) =1
xX— x—0
, N f(x) ( )
f(x)
d. }clgcl)g(x) —1e11mf( ) — (x)7é0.
1.7. Mostre que se lim fx) _ 1 e g é limitada entdo lim f(x) — g(x) = 0.
x—a g(x) X—a
3
1.8. Seja f : R — R uma fungéo tal que |f(x)| < 2|x| para todo x € R. Calcule lin}) f(;c)
x—

1.9. Seja f : R — R uma fungdo tal que 1 + x? + %6 < f(x)+1 < secx? + x—6, para todo x no

intervalo | - §, 5. Calcule lim £(x) e lim f(x) cos <x2 i x)'

1.10. Sejam f,¢ : R — R tais que |sinx| < f(x) < 3|x|] e 0 < g(x) < 1+ |sin(x)|, para todo
x € R. Calcule lir%f(x)g(x) + cos x.
x—

1.11. Sejam C o circulo de raio 1 e centro em (1,0) e C; o circulo de raio 7, 0 < r < 2, e centro em
(0,0). Sejam ainda P, o ponto (0, 7) e Q, o ponto de interse¢do dos circulos C e C, situado no
primeiro quadrante.

Se L, é a intersecdo da reta P,Q, com o eixo Ox, o que acontecerd com L,, quando C,
encolher arbitrariamente?

2. CONTINUIDADE DE FUNCOES

EXERCICIOS

2.1. Determine, se existir, o valor de L € IR para que cada uma das fung¢des abaixo sejam conti-
nuas.

,sex #0,

. 2 ,sex #0

L,sex=0.

sin(x? +2) — sin(x + 2)
a. f(x) = {

b. £(x) = {

L, sex=0.
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2.2. Determine os pontos de continuidade de cada uma das fungdes abaixo.

sin(x?> —4) +5, se x > 2

2 —4x + 3]

21 x—6 b —dx+ 3 3

2 flx) = ij7xzfsex<2 b. f(x) = x—3 sex 7
5,xx:_2. 1, se x = 3.

14 (-1l 0, se x éirracionale 0 < x <1,

c f(x) fsinwf@ d. fx) = {;, se x = 5, commdc(p,q) = 1.

Obs.: | x| é o0 maior inteiro menor ou igual a x.

2.3. Decida se a afirmagéo é verdadeira ou falsa, justificando ou apresentando um contra-exemplo.
a. Se f : R — R é tal que |f| é continua em x = 0, entdo f é continua em x = 0.
b. Se f e g sdo fung¢des descontinuas em x = 0, entdo a fungdo fg é descontinua em x = 0.

2.4. Construa uma fungdo f : R — R que é continua em um tnico ponto.

2.5. Construa uma fungdo f : R — IR que é continua somente em dois pontos.

3. DERIVADAS

EXERCICIOS
f(x), sex >a,
g(x), sex < a.

Mostre que h é derivavel em a se e somente se f(a) = g¢(a) e f'(a) = g'(a). Construa contra-
exemplos removendo uma das condigdes de cada vez.

3.1. Sejam f e g fungdes derivaveis em um intervalo aberto I, a € T e h(x) = {

3.2. Verifique se cada uma das fungdes abaixo é continua e se é derivdvel no ponto x( indicado.

(xz—l—x)cos(%), sex #0 X sin (l), sex #0
. = ,x0=0; b. = . ,x0=0;
a f(x) {0, sex =0 *0 fx) 0,sex=0 *0
x?sin (1), sex # 0 SINY se x #£ 0
. = ! ,x0=0; d. = x 7 ,x0 = 0.
¢ f(x) {O, sex =20 o f(x) 1,sex=0 o

3.3. Construa uma funcgdo f : R — IR derivdvel num tnico ponto.

tan(3 + x)? — tan9

3.4. Calcule lim

x—0 X
3.5. Calcule f'(0), sendo f(x) = {i(zsin:(%)' sex 70 e g(0)=¢'(0)=0.

3.6. Explicite as derivadas de
a. f(x) =tanx; b. f(x) =cotx; c f(x)=secx; d.f(x)= cosecx.

3.7. Seja f : R — R tal que |f(x)| < |x® + x2|, para todo x € R. Mostre que f é derivavel em
Xo = 0.

3.8. Sabendo-se que f : R — R é derivavel em a €]0, o0, calcule lim M em termos

x=a \/x —+/a
de f'(a).

3.9. Considere a fungdo f(x) = x|x|. Decida se f é derivavel em xy = 0 e calcule f/(0) em caso
afirmativo.
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3.10.

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

Derive:

X x — x*
a.f(x):xti b.f(x):<x§+2)2015 c. f(x) = xsin (Vx° — x2)
d.f(6) = +ﬁ§("5)"+1)2 e. f(x) = sec(tan x) f. f(x) = x(sin x)(cos x)
5
g f(x) = (;*_‘25 h. f(x) = Sen(xl_senx) i f(x) = cot(3x2 +5).

Decida em que pontos as fungdes a seguir sdo derivaveis.

a. f(x) = Vat+x6 b. f(x) = Vat +x2

Sejam f : R — R derivavel em xp = 0 tal que f(0) = f/(0) = 0e g : R — R uma funcéo
limitada (ndo necessariamente derivével em xy = 0). A fungdo h(x) = f(x)g(x) é derivavel
em xo = 0? Exiba I/ (0) em caso afirmativo.

Responda, justificando:

a. Se f + g é derivavel em xo, é verdade que necessariamente que f e ¢ também sdo deriva-
veis em x?

b. Se f - g é derivdvel em x(, quais condi¢des sobre f garantem a derivabilidade de g em x(?

Decida, justificando ou apresentando contra-exemplo, se cada uma das setengas abaixo é

verdadeira ou falsa:

a. Se f é derivavel em x entdo |f(x)| é derivavel em x(, desde que f(xp) # 0. Dé contra-
exemplo no caso em que f(xp) = 0.

b. Se f, g sdo duas fung¢des derivaveis em x( entdo as funcdes 7 (x) = max{f(x), g(x)} e
hy(x) = min{f(x), g(x)} sdo derivaveis em xo.

¢. Suponha que f(x) = xg(x), onde g é uma fungdo continua em xp = 0. Entdo f é derivavel
em xg = 0.

d. E possivel escrever x = f(x)g(x) com f, ¢ derivaveis tais que f(0) = g(0) = 0.

Determine todos os pontos (xo, 1) sobre a curva y = 4x* — 8x2 + 16x + 7 tais que a tangente
a curva em (xo, o) seja paralela a reta 16x —y +5 = 0.

Mostre que qualquer par de retas tangentes a parébola y = ax?, (a # 0) tem como intersecao
um ponto que esta numa reta vertical que passa pelo ponto médio do segmento que une os
pontos de tangéncia destas retas.

Seja y = f(x) uma fungdo dada implicitamente pela equacdo x?> = 3>(2 — y). Admitindo
que f é derivavel, determine a reta tangente ao grafico de f no ponto (1,1).

Seja f : I — R derivavel, onde I é um intervalo aberto contendo x = —1. Suponha que
F3(x) — f2(x) + xf(x) = 2, para todo x € I. Encontre f(—1) e a equagdo da reta tangente ao
grafico de f no ponto ( — 1, f(—1)).

4. TAXAS RELACIONADAS

EXERCICIOS

4.1.

4.2,

Um objeto circular tem seu raio variando de maneira desconhecida, mas sabe-se que quando
seu raio é 6m, a taxa de variacdo deste é 4m /s. Determine a taxa de variacdo da drea do objeto
no instante em que seu raio € 6m.

Suponha agora que o objeto circular do exercicio(l|é, na verdade, um equador de um objeto
esférico. Determine a taxa de varia¢do do volume do objeto e de sua drea, quando o raio é
6m.

Dica. Vocé pode expressar o volume em termos do raio da esfera, ou entdo a partir da area.
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4.3. A 4rea entre dois circulos concéntricos varidveis é constante igual a 97tm?. A taxa de variagao
da 4rea do circulo maior é de 107tm? /s. Qual a taxa de variagdo do raio em relagio ao tempo
do circulo menor quando ele tem drea 1671?

4.4. A particula A se move ao longo do semi-eixo positivo Ox e a particula B move-se ao longo
do grafico da fungédo f(x) = —+/3x, x < 0. Num certo instante, a particula A esta no ponto
(5,0) e afasta-se da origem com velocidade 3 unidades por segundo e a distancia de B até a
origem é 3 unidades, afastando-se da origem com velocidade 4 unidades por segundo. Qual
a taxa de variacao da distancia entre A e B nesse instante?

4.5. Num certo instante fy, a altura de um triangulo cresce a razdo 1cm/min e sua drea aumenta
a razdo de 2cm?/min. No instante to, sabendo que sua altura 4 10cm e sua 4rea é 100cm?,
qual a taxa de variacdo em relagdo ao tempo da base do triangulo?

4.6. Despeja-se areia sobre o chdo fazendo um monte que tem, a cada instante, a forma de um
cone com diametro da base igual a trés vezes a altura. Quando a altura do monte é de 1.2m,
a taxa de variagdo com que a areia é despejada é de 0,081m>/min. Qual a taxa de variagdo
da altura do monte neste instante?

4.7. Uma lampada esta acesa no solo a 15m de um edificio. Um homem de 1.8m de altura anda
a partir da luz em direcdo ao edificio a 1.2m/s. Determine a velocidade com que o compri-
mento de sua sombra sobre o edificio diminui quando ele esta a 12m do edificio e quando
ele estd a 9m do edificio.

4.8. Num motor a combustdo, uma biela de 7cm tem uma de suas extremidades acoplada a uma
manivela cujo raio é de 3cm. Na outra extremidade da biela estd um pistdo que se move
quando a manivela gira (vide [I). Sabendo que a manivela gira no sentido anti-horario a
uma taxa constante de 200 rotacdes por minuto, calcule a velocidade do pistdo quando o
angulo de rotagdo do disco é 77/3 (medido a partir da posi¢do em que o pistdo estd mais
afastado do disco).

FIGURA 1. Pistdo para a questao|S|

4.9. Uma escada de bombeiro com 25m estd encostada na parede de um prédio e sua base se
afasta da parede. Num certo instante, a base da escada se encontra a 7m da parede e sua
velocidade é de 2m/s.

a. Qual a velocidade com a qual o topo da escada se move nesse instante?

b. Considere o triangulo formado pela parede da casa, a escada e o chao. Calcule a taxa de
variacao da area deste tridngulo no instante em que a base da escada se encontra a 7m da
parede.

c. Calcule a taxa de variagao do angulo formado entre a parede da casa e a escada, quando
a base da escada estiver a 7m da parede.

4.10. Uma mangueira estd enchendo um tanque de gasolina que tem o formato de um cilindro
“deitado” de didmetro 2m e comprimento 3m. A figura 2] representa uma se¢doo transversal
do tanque no instante t. O angulo 6 varia de zero (tanque vazio) a 7t (tanque cheio). No
instante em que a altura h do liquido é de 0.5m, a vazao é de 0.9m3 /min. Determine a taxa
de variagdo do angulo 6 nesse instante. Determine também a taxa de variagdo da altura h do
neste mesmo instante.
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FIGURA 2. Tanque para a questao 10|

4.11. Num filtro com formato de cone, como na figura 3, um liquido escoa da parte superior para
a parte inferior passando por um orificio de dimensodes despreziveis. Num certo instante, a
altura H do liquido depositado na parte inferior é 8cm, a altura 1 do liquido da parte superior
€ 10cm e h esta diminuindo a uma taxa de variagdo instantanea de 2cm/min. Calcule a taxa
de variacdo de H em relagdo ao tempo nesse instante.

FIGURA 3. Filtro para a questao|[1]]

5. DERIVADAS DE FUNCOES INVERSAS

EXERCICIOS

5.1. Suponha que f seja uma funcdo injetora, derivavel, e que sua inversa, f !, também seja
derivavel. Mostre que
1

H(x) = —.
V= )

5.2. Calcule a derivada das seguintes fungoes:
a. f(x) = arctan(x); b. f(x) = arcsin(x); ¢ f(x) = arccos(x).

5.3. Derive:
a. f(x) = cos (arctan(x)); b. f(x) = a::tr;f(’;l), c. f(x) = 1 —xZarcsin(x).

6. MISCELANEA DE TESTES

EXERCICIOS
6.1. Considere a afirmagdo “Sejam f, g fung¢des tais que limy_, o f(x) = 400 e g é limitada.
Entdo limy o f(x)g(x) = 400.”.
E correto dizer que
a. tal afirmacao é verdadeira;
b. tal afirmagéo é verdadeira se supomos que limy_, 1 g(x) # 0;

c. tal afirmagédo é verdadeira se supomos que exista algum r > 0 tal que |g(x)| > r para
todox € R;

d. tal afirmacdo é verdadeira supondo que exista algum r > 0 tal que g(x) > r para todo
x €R;

e. tal afirmacdo é falsa para toda g limitada.
MAT-2453 (2020) 6 de




6.2. Seja f uma funcdo real tal que |f(x)| < |sin(x)| para todo x € R. Entdo
a. f pode ser descontinua em x = 0;
b. f é continua em x = 0, mas pode ndo ser derivavel em x = 0;
c. féderivavelemx =0e f/(0) = 0;
d. féderivavelemx =0e f'(0) = 1;
e. f éderivdavel em x = 0 mas podemos apenas afirmar que —1 < f'(0) < 1.
6.3. Qual das equagdes abaixo é a da reta tangente ao grafico de f(x) = cos(x) — tan(x) em
x=0?

ay=1 by=1+x cy=1—-x dy=1+2x; ey=1-2x
6.4. Seja f : R — R a fung¢do dada por

_J3,5ex€Q,
flx) = {g‘, sex e R\Q

Sendo D o conjunto descontinuidades de f entdo D é
a.®;, b.Q c¢R\Q;, d.R\{0}; eR

6.5. Dizemos que duas fungdes reais f e g sdo equivalentes se li_r)n (J;Eg = 1. Indicamos isso
X—>00

escrevendo f ~ g¢. Qual das afirmagdes abaixo NAO é consequéncia de f ~ ¢?
a.sin(f) ~sin(g); b.f2~g% o /f~yg df+g~2g eg~f.
6.6. Seja ABC um trangulo tal que AB = 1, AC = x, BC = y e BAC = 120°. Quanto vale

lim x — y?
X—00 y

. 1
a.0; b.ndo existe; c. _E; d. —oo; e.

NI —

in (1
6.7. Seja f : R — R a fungdo dada por f(x) = gsm (x)rgex # 0
,se x = 0.

o grafico de f tem reta tangente horizontal?
a.Nenhum; b.1; c¢.2; d.3; e.Infintos.

Para quantos valores de x

6.8. (P1-2016) Seja f uma funcado derivavel definida em um intervalo aberto centrado em x = 0
e dada implicitamente pela equacao
y> 4+ xy? +y = 2sin(x) + 2.
O valor de f'(0) é
1 1 14
a. Z; b. 5; C.—Z} d‘_ﬁ; e. %
6.9. (P1-2016) Para que a funcgéo

x—1 4

x +k, sex > 1.

flx) =

seja continua em IR o valor da constante k deve ser:
a. —7; b.1; c.3; d. —1; e. —5.

2
2x—3

22 +1

6.10. (P1-2016) Dentre todas as retas tangentes ao gréfico de f(x) = T_1

, a lnica que passa
pelo ponto (1,0) é
a.x=1+4y; b.x=1-y; cx=1+2y d.x =1+ 3y; e.x =1+5y.
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6.11. (P1-2016) Um ponto desloca-se sobre o grafico da curva y = % No instante em que ele se
encontra no ponto (2, %), a taxa de variagdo de sua abscissa é 10m/s. A taxa de variagdo da

distancia do ponto até a origem neste mesmo instante é

1 /2 75 75 /2
a. ——; b. 404/ —; . — d ———; e. —404/ —.
4 17 2v/17 2v17 17

6.12. (P1-2016) Considere as seguintes afirmagdes:
L. Se g é limitada e LHB f(x) = +oco entdo LHJI;\ |g(x) f(x)]| = +oo.
X [e°] X 0

II. Se f: R — R é um funcéo tal que |f(x) — f(y)| < |x — y|?> entdo f é derivéavel.
III. Se ¢ : R — R é descontinua em x e limitada entdo f(x) = xg(x) sin(x) é derivédvel em
Xp — 0.
Sao corretas

p

nenhuma das afirmacdes;

. todas as afirmacoes;

somente as afirmacdes (I) e (IT);
. somente as afirmacoes (I) e (III);

P np T

somente as afirmacdes (II) e (III).

.. . cos(3x)—1 . siny/x

6.13. (P1-2016) Os limites lim % e lim i
x—0 X x—=0t X/ X — X

a. valem —% e +oo, respectivamente;

b. valem —% e —oo, respectivamente;

c. valem % e +oo, respectivamente;

d. valem % e —oo, respectivamente;

e. ndo existem.

3 1

x sin(m)
6.14. (P1-2016) Seja f(x) = { — [x]

0, sex =20

sex#0 gy xo = 0 pode-se afirmar que f é

a. descontinua;

b. derivavel e f'(0) = 1;

c. continua mas nio derivavel;
d. derivével e f(0) = 0;

e. derivavel e f'(0) = —1.

6.15. (Exame de Transferéncia - Fuvest - 2016) Seja f : R — R tal que f(1) = -1, f(2) = 2e
existe k € R de modo que para todosa > 0eb > —a temos

kb
fla+b)—f(a) = 21 ab
Entdo f'(3) é igual a:
a.1/6; b.1/3; c.1/2; d.2/3; e.5/6.

6.16. (Exame de Transferéncia - Fuvest - 2014) Sejam f, g : R — R tais que:
(i) fécontinuaemx =0e
(ii) g ¢é descontinua em x = 0.
Pode-se concluir corretamente que é descontinua em x = 0 a fungao:

a.f+g b.fg  cofog dogof, o elg|
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6.17. (Exame de Transferéncia - Fuvest - 2013) Considere todas as retas que sdo simultaneamente
tangentes as pardbolas y = x*> + 1 ey = —x? — 1. Entdo o produto dos coeficientes angulares
dessas retas é:

a.—1/4; b. —1; c. —9/4; d. —4; e. —25/4.

6.18. (Exame de Transferéncia - Fuvest - 2012) Sejam f, g : R — IR cujos gréficos sdo

6 X
f(x)

Sejam p,q : R — R dadas por p(x) = f(g(x)) eq(x) = f(x)g(x). Ovalor p'(1) +4'(0) &
a. —11; b. —6; c. —1; d. 4; e. 11.

6.19. (Exame de Transferéncia - Fuvest - 2016) Sejam f, g : R — IR cujos gréficos sdo

Y y
f(x) 7 g(x)

6 6

5 5r-----+

4 4

3 34

2 20--p |

Vi 1/

/ 4 5 6 X 1 2 3 4 5 6 7%
Entdo pode-se dizer que f o g

a. nio é derivavel somente em x = 1;
b. nido é derivavel somente em x = 2;
¢. ndo é derivavel somenteemx = lex = 2;
d. é derivavel em todos os pontos e (f o g) (1) = 2;
e. é derivdvel em todos os pontos e (f o0 g)'(1) = 4;

1—x, sex<0

6.20. Considere a seguinte funcéo f : R — R dada por f(x) = {1 .
, se x

Podemos afirmar que:

a.? f(0); b.f(0)=-1 «<f(0)=-9 df(0)=-4 e f(0)=-2
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RESPOSTAS

1.0 a. —%; b %; C. —%, d. 0, e. %;
£.V2 g A5 h2 il gk
k.—1, L-1;, m. %; n.—oco; 0.0;
p- iﬂ; q 39; r. 0, s. —o0; t. oo
u 0, w %, w. 1, x.—oo; y. —oo;
z. 3 a. 32V72; B 3 9.0

4
5.—77, €. %; .3 1 —oo

1.8l c=—-1lelL=3.

1.4 a.2; b.0; c. 4o

1.5 a.Falsa; b. Verdadeira; c. Falsa.

1.8 0.

1.0 0eO.

1.[10l 1.
1.01l (4,0).

2. a.—cos(2); b.1.

2.2 aaR; b.R\{3}; ¢R; d. ¥

2.3 a.Falsa; b. Falsa.

3.2l Continuas em xg: todas;

Derivaveis em xp: c. d..
3.4 6sec?9.

3.8 2//af (a).

3.1l a.Todos; b. todos, exceto xy = 0.

3.M2 Sim, #/(0) = 0.

3.14 a.V; b.F, c.V; d.E
3.08 (—1,-13):y = 16x +3;
0,7) 1y = 6x+7
(1,19)  y = 16x + 3.

a8 f(— )—2er y— 2——%(x+1).

4 L’ﬂ 4871m?/s.

4.2 A'(ty) = 192mm?/s e
V’(to) = 5767tm3 /.

4.3 4m/s.

4.4 B

4.5 —1 6cm/min.

4.16 ; m/mzn

4.7 36m/se09m/s.
4.8 —960071\/'

7 527. 1
4|§la12, b. 24' C 13-

4.0 OZrad/mm, v m/mm

4.00 Zrem/min.

Testes: 6d., 6.2l b.; 6.Blc; 6./
6.p a.; 6.[6 c.; [Ze, 6.8
6.0l e.; 6.10c.; 6.A1]c,; 6.@
6. b.; 6. d.; 6.
6. a.; 6. d.; .
6.19 e.; 6.20] a.

U‘Q-mpp..

~ ~ Ne N

~
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