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“E da natureza da mente humana
deleitar-se na espacosa liberdade das generalidades,
e nao nas limitagoes das particularidades.”

Francis Bacon

“Todos 0s homens, por natureza,
desejam saber.”

Aristoteles



Abstract

A study of integer flows in graphs is developed, specifically on Tutte’s Con-
jectures on the existence of k-flows (k = 3,4,5) that generalize theorems about
planar graph colourings.

This work consists of five chapters. The first chapter presents Tutte’s Con-
jectures and a brief historical review of graph colouring. Chapter 2 presents
relations among planar graph colouring, integer flows and modular flows. Chap-
ter 3 presents reducible configurations, that is, subgraphs that do not occur
in minimal counter-examples for Tutte’s Conjectures. Chapters 4 presents well
known results on the 5-flow Conjecture: Jaeger’s 8-flow theorem, Seymour’s 6-
flow theorem and the 5-flow theorem for graphs embedded on surfaces of low
genus (Younger; Moller-Carstens-Brinkmann). Chapter 5 presents well known
results on the 3-flow Conjecture: Jaeger’s 4-flow theorem and the 3-flow theorem
for planar graphs (Grotzsch; Griinbaum-Aksionov; Steinberg-Younger).
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Resumo

Neste trabalho é desenvolvido o estudo de fluxos inteiros em grafos, especifi-
camente as Conjeturas de Tutte sobre a existéncia de k-fluxos (kK = 3,4,5) que
generalizam teoremas sobre coloragao de grafos planares.

A dissertacao consiste de cinco capitulos. O capitulo 1 apresenta as Conjetu-
ras de Tutte, além de um breve historico sobre coloragao de grafos. O capitulo
2 apresenta relagoes entre coloracoes de grafos planares, fluxos inteiros e fluxos
modulares. O capitulo 3 apresenta configuragoes redutiveis, ou seja, subgrafos
que nao ocorrem em contra-exemplos minimos para as Conjeturas de Tutte. O
capitulo 4 apresenta os seguintes resultados conhecidos sobre a Conjetura dos 5-
fluxos: teorema dos 8-fluxos (Jaeger), teorema dos 6-fluxos (Seymour) e teorema
dos 5-fluxos para grafos em superficies de génus baixo (Younger; Méller-Carstens-
Brinkmann). O capitulo 5 apresenta os seguintes resultados conhecidos sobre a
Conjetura dos 3-fluxos: teorema dos 4-fluxos (Jaeger) e teorema dos 3-fluxos para
grafos planares (Grotzsch; Griinbaum-Aksionov; Steinberg-Younger).
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Capitulo 1

As Conjeturas de Tutte

Neste capitulo apresentaremos um histérico sobre o estudo de coloragao de grafos
planares, cuja generalizacao resultou no surgimento do estudo dos fluxos inteiros.

Além disso, discorreremos brevemente sobre as Conjeturas de Tutte, motiva-
doras estas do nosso trabalho.

1.1 Coloracao de Grafos Planares - Breve historico

Coloracao de grafos planares é uma das mais populares areas em Teoria dos Grafos
e estd intrinsecamente associada ao Problema das Quatro Cores, de extrema
importancia no desenvolvimento daquele ramo da ciéncia.

A primeira referéncia escrita sobre o problema remonta ao século passado
e consiste numa carta escrita por De Morgan a Hamilton, na qual pedia sua
colaboracgao para a solucao de um problema proposto por um de seus alunos,
Frederick Guthrie.

O problema, que pode ser enunciado como

Todo grafo planar e sem arestas de corte € j-colordvel

nao despertou interesse em Hamilton, mas desafiou, por mais de um século,
indmeros estudiosos na tentativa de sua resolucao.

Seja G um grafo e VG conjunto dos vértices de G. Para todo X C VG, um
corte ¢ X, ou simplesmente 0.X, é o conjunto de arestas em GG que possuem um
dos extremos em X e outro em VG \ X. Um k-corte é um corte de tamanho k.
Para k = 1, chamamos a unica aresta do corte de aresta de corte.



Figura 1.1: Dodecaedro 4-colorido.

Figura 1.2: Exemplo de um grafo com aresta de corte.

Dizemos que um grafo planar é k-colordvel se suas faces podem ser coloridas
com k cores de tal forma que as faces adjacentes tenham cores distintas. A figura
1.1 apresenta um dodecaedro 4-colorido. Observe, pois, que é necessario que o



grafo nao tenha arestas de corte, pois sendo, como ilustrado na figura 1.2, estas
teriam faces de cores iguais em ambos os lados.

Em 1860, De Morgan publicou o enunciado original do Problema das Quatro
Cores [Mor 1860]:

When a person colours a map, say the counties in a kingdom, it is clear he
must have so many different colours that every pair of counties which have some
common boundary line - not a mere meeting of two corners - must have different
colours. Now, it must have been always known to map-colourers that four different
colours are enough.

Em 1880, através de uma carta de Guthrie, tornou-se publico que o problema
de fato devia-se a seu irméo, Francis Guthrie. A necessidade de quatro cores foi
apresentada por De Morgan em sua carta a Hamilton, exibindo a figura 1.3, onde
A, B, C e D sao nomes de cores.

AN

A B

Figura 1.3: Exemplo da necessidade de quatro cores.

Embora De Morgan tenha sugerido o problema em 1852, somente em 1876
ele voltou a ser investigado, destacando-se entdo o famoso artigo de Cayley
[Cay 1879], no qual o matemético apresenta algumas das dificuldades encontradas
na tentativa de solucionar o problema.

Intimeras provas surgiram neste periodo e em 1879, conheceu-se talvez a mais
falaciosa delas, devida a Kempe [Kem 1879]. Entretanto, apesar da sua invera-
cidade, ela apresentou a idéia de caminhos de cores alternadas, usada posterior-
mente em inumeros outros estudos do problema.



A prova apresentada por Kempe foi aceita com grande entusiasmo no meio ci-
entifico da época. Mas, em 1890, uma publicacao de Heawood [Hea 1890] revelou
um engano no argumento das cadeias de cores alternadas. Modificando o argu-
mento original, neste mesmo artigo Heawood demonstrou que cinco cores eram
suficientes, provando assim o Teorema das Cinco Cores, cujo enunciado segue:

Todo grafo planar e sem arestas de corte € 5-colordvel.

Figura 1.4: Dodecaedro e seu dual, icosaedro.

A descoberta de Heawood, embora nao divulgada com entusiasmo no meio
cientifico, levantou novamente o problema original. Nesta época Heffter estudou
vizinhancas de regioes, problema inicialmente levantado por De Mobius, motivo
da confusao em torno da paternidade de De Mobius em relacao ao Problema das
Quatro Cores. Numa segunda incursao sobre o problema, Heffter usou a nogao
de dualidade de vértices e faces em um mapa, cuja origem remonta aos estudos
de Euclides sobre o octaedro e dodecaedro.



O conceito de dualidade mostrou-se muito importante em estudos que se
seguiram e uma definicao mais precisa da idéia é dada abaixo.

Dado um mapa planar G, podemos definir G* como dual de G, fazendo cor-
responder cada face f de G com um vértice f* em G*, onde dois vértices f* e g*
sao ligados em G* se e somente se as faces f e g correspondentes tiverem uma
aresta em comum (figura 1.4). Convém ressaltar que cortes em G correspondem
a circuitos em G* e vice-versa.

A dualidade de grafos foi também explorada por Whitney, apresentando a
idéia de dual geométrico, a qual relacionou posteriormente a propriedades combi-
natoriais. Foi também Whitney responsavel, mais tarde, pela descoberta de que
na formulacao dual do Problema das Quatro Cores bastaria considerar os grafos
Hamiltonianos planares [Whi 1931].

N

¥ L )

Figura 1.5: O Grafo de Petersen.

Outras tentativas de reformulacao do problema foram feitas. Ainda em 1880,
Tait [Tai 1880] reduziu a conjetura para o problema de colorabilidade de arestas
em mapas cibicos: mais precisamente, Tait mostrou que bastava considerar o
problema para mapas cujos vértices tém grau trés e provar que, nesse caso, é
possivel colorir as arestas do mapa de forma que arestas adjacentes tenham cores



distintas. Tait acreditou, erroneamente, ter encontrado uma prova para o Pro-
blema das Quatro Cores, agora sob novo enfoque. Convém observar, entretanto,
que nao é possivel obter uma 3-coloracao de arestas para todo mapa ciibico nao
planar, pois o grafo de Petersen (figura 1.5) é um contra-exemplo conhecido.

Em 1943, Hadwiger [Had 1943] lanca sua famosa conjetura, que pode ser
enunciada como:

Todo grafo conexo e k-cromdtico é contraivel a um grafo completo de k vértices.

Dizemos que um grafo é k-cromdtico se ele é vértice k-coloravel, mas nao
vértice (k — 1)-colordvel, ou seja, se seus vértices podem ser coloridos com k, mas
nao com k — 1 cores, tal que vértices adjacentes possuam cores distintas.

Uma aresta o de um grafo G é dita contraida se ela for eliminada do grafo G
e seus extremos forem unificados; o grafo resultante serd denotado por G|a.

Um grafo H é dito contraivel a um grafo G, se o grafo resultante de algumas
contragoes de arestas de H for isomorfo a G. Na realidade, por razoes técnicas,
iremos acrescentar a definicao anterior, a remocao de vértices isolados.

O Problema das Quatro Cores pode ser visto, entdo, como um caso particular
(k =5) da Conjetura de Hadwiger.

Em 1958, surge outro resultado interessante na area, agora devido a Groétzsch
[Gro 1958] com a demonstracao do Teorema das Trés Cores, assim enunciado:

Todo grafo planar, sem arestas de corte e sem 3-cortes, € 3-colordvel.

Uma generalizacao deste teorema foi apresentada em 1963 por Griinbaum
[Gru 1963] e também em 1974 por Aksionov [Aks 1974], com o seguinte enunci-
ado:

Todo grafo planar, sem arestas de corte e com nao mais que trés 3-cortes, €
3-coloravel.

Somente em 1977, Appel e Haken [AH 1977], trabalhando em redutibilidade
de grafos e procedimentos de descarga, conseguiram uma prova computacional
para o teorema e a primeira neste estilo em Teoria dos Grafos; foi feito largo em-
prego de computador, ferramenta esta anteriormente usada por Heesch, Bernhart,
Allaire e Swart.

Finalmente, dos mais de 100 anos de estudo de coloracao em grafos, ressalta-



mos duas versoes (primal e dual) dos trés mais importantes resultados, estrita-
mente relacionados ao estudo desenvolvido neste trabalho, que sao:

Teorema das Trés Cores

Todo grafo planar, sem arestas de corte e sem 3-cortes, € 3-colordvel.
Todo grafo planar, sem lagos e sem triangulos, € vértice 3-coloravel.

Teorema das Quatro Cores

Todo grafo planar sem arestas de corte € 4-colordvel.
Todo grafo planar sem lagos € vértice 4-colordvel.

Teorema das Cinco Cores

Todo grafo planar sem arestas de corte € 5-colordvel.
Todo grafo planar sem lacos € vértice 5-colordvel.

O breve histérico aqui apresentado foi baseado nos livros de Biggs, Lloyd
e Wilson [BLW 1976], Ore [Ore 1967], Harary [Har 1969] e Bollobéds [Bol 1978],
além do artigo de Saaty [Saa 1972].

1.2 Generalizagoes para grafos nao planares

O estudo de coloracdao nao se restringe apenas a grafos planares e a primeira
tentativa de generalizacao desse conceito consistiu no estudo de outras superficies.

Um outro enfoque surgiu tendo por base a dualidade entre vértices e faces
num grafo planar. Assim, tentou-se estender o estudo de coloragdo a um grafo
qualquer, analisando-se a coloracao dos vértices de um grafo. Surgiu, entao, o
conceito de numero cromdtico, x(G), definido como o menor nimero de cores ne-
cessario para colorir os vértices de um grafo, tal que vértices adjacentes possuam
cores distintas.

Foram realizados, também, estudos envolvendo cligues de um grafo G, ou
seja, um subconjunto X de vértices de G tal que o grafo gerado por ele seja
completo, considerando-se G simples. Definimos o subgrafo de G gerado por X,
G[X], como sendo o subgrafo cujo conjunto de vértices é X e cujo conjunto



de arestas é composto das arestas de G com ambos os extremos em X. Parece
trivial, portanto, que x(G) > k(G), onde (G) denota o tamanho do maior clique
de G. Entretanto, é menos trivial perceber que um grafo com clique pequeno,
digamos sem triangulos, possa ter um nimero cromético muito grande, resultado
apresentado por Mycielski [Myc 1955] pela construgao de tal grafo.

Além disso, em 1972, Karp demonstrou que determinar se um grafo G é k-
colordvel, dados G e k, é NP-completo [Kar 1972]. Mais tarde, Garey, Johnson
e Stockmeyer, provaram que mesmo que se fixe o k (k > 3), descobrir se existe
uma k-coloragdo é NP-completo. E deles também o resultado de que mesmo
sendo k = 3, grafos planares, com grau dos vértices nao excedendo quatro, o
problema ainda permanece NP-completo [GJS 1979].

Este fato desencorajou o estudo de coloragdao de vértices, ao mesmo tempo
em que despertou o interesse dos pesquisadores para uma outra abordagem, ja
existente, e que passaremos a descrever.

Figura 1.6: Um dodecaedro com 4-fluxo e 4-coloragao das faces.

Vamos introduzir o conceito de fluxos inteiros através da figura 1.6. Ela
representa um dodecaedro cujas faces estao coloridas com as cores 0, 1, 2 e 3.



Analisando a figura, é possivel observar que cada aresta tem um peso a ela
associado e uma orientacao; o peso de cada aresta é dado pela diferenca de cores
das faces nela incidentes e sua orientagao é de tal forma que a face de cor maior
se encontra do seu lado direito.

Note também que todas as arestas possuem pesos no intervalo de 1 a 3 e
que os vértices tém a propriedade de fluro conservativo: a soma dos pesos das
arestas que entram neles é igual a soma dos pesos das que saem deles. Dizemos,
pois, que um k-fluxo é uma orientacdo ponderada das arestas de um grafo, tal
que os pesos sejam inteiros no intervalo de 1 a k — 1 e valha a propriedade do
fluxo conservativo em cada vértice. Em particular, o nosso exemplo mostra um
4-fluxo.

Além disso, é possivel afirmar que dada uma k-coloragdo das faces de um
grafo planar pode-se construir um k-fluxo e vice-versa. Entretanto, a definicao
de fluxo néo esta correlacionada & planaridade do grafo, advindo assim, a idéia
de estender o estudo para grafos quaisquer. Isto de fato ocorreu e é neste estudo
que estara calcado o nosso trabalho, cujos resultados mais importantes em aberto
sao trés conjeturas devidas a Tutte.

1.3 Conjeturas de Tutte

Ao iniciarmos o estudo de fluxos parece natural levantarmos algumas questoes:

Sera que é possivel definir classes de grafos que admitam um k-fluxo, dado
um k fixo? Serd que existe um limite de k, tal que todos os grafos possuam um
k-fluxo? Para k muito pequeno, sabemos boas caracterizacoes dessas classes; em
particular, para k = 1 temos o conjunto dos grafos sem arestas e para k = 2 o
conjunto dos grafos Eulerianos.

Em 1954, Tutte langou a Conjetura dos 5-fluxos [Tut 1954]; em 1966, Tute
langou as Conjeturas dos 3- e 4-fluxos [Tut 1966b]. As Conjeturas dos 3-, 4- e
5-fluxos, abaixo enumeradas, implicam, respectivamente, nos Teoremas das Trés,
Quatro e Cinco Cores para grafos planares. Sao elas:

(i) Todo grafo sem arestas de corte e sem 3-cortes tem um 3-fluxo.

(ii)  Todo grafo sem arestas de corte e que ndao possui nenhum subgrafo
contraivel ao grafo de Petersen tem um 4-fluzo.

(iii)  Todo grafo sem arestas de corte tem um 5-fluzo.



Somente em 1979, Jaeger [Jae 1979] provou que todo grafo 2-aresta conexo
possui um 8-fluxo, estabelecendo assim o primeiro limite de k que respondesse
a segunda questao. Dois anos depois, Seymour [Sey 1981] melhorou este resul-
tado para 6-fluxo, sendo, ainda hoje, aquele que mais se aproxima da Conjetura
dos 5-fluxos. Younger [You 1983], apresenta uma prova dos 5-fluxos para grafos
planares, sem o uso da férmula de Euler. Steinberg [Ste 1984 apresenta uma
prova dos 5-fluxos para grafos no plano projetivo. Moller, Carstens e Brink-
mann [MCB 1988] apresentam uma demonstragao dos 5-fluxos para grafos em
superficies de génus baixo.

Para a Conjetura dos 3-fluxos, o resultado geral que mais se aproxima da
Conjetura é o Teorema dos 4-fluxos de Jaeger. Existem ainda o teorema dos 3-
fluxos para grafos planares com até trés 3-cortes e para grafos no plano projetivo
com até um 3-corte de Steinberg e Younger [SY 1989], depois generalizado por
Dahab e Younger [DY 1988] para grafos com até trés 3-cortes no plano projetivo.
Para a Conjetura dos 4-fluxos, quase nada se sabe.

Entretanto, é interessante observar que, determinar se um grafo tem um
3-fluxo é NP-completo, por analogia ao problema de coloracao de vértices ja
mencionado.

Nos proximos capitulos, ao referirmo-nos a essas conjeturas, usaremos as abre-
viagoes CJ3, C'Jy e CJ; para as conjeturas (i), (i) e (iii), respectivamente.

1.4 Conteudo dos capitulos posteriores e nossas con-
tribuigoes

No segundo capitulo apresentaremos alguns conceitos elementares de fluxos in-
teiros, bem como demonstraremos relagoes entre fluxos inteiros e modulares e
entre fluxos modulares e coloracdo de faces num grafo planar. Nossas contri-
buicGes nesse capitulo sao a introducao do conceito de k-fluxo p-balanceado e
a demonstracao da relagdo, para grafos planares, entre k-fluxo p-balanceado e
k-fluxo modular.

No terceiro capitulo vamos estudar algumas redugoes necessarias para as pro-
vas dos teoremas dos capitulos posteriores. Nossa contribuicao nesse capitulo é
a apresentacao de uma demonstracao original da implicagdo da Conjetura dos
3-fluxos no Teorema dos 6-fluxos.

No quarto capitulo demonstraremos resultados importantes sobre a Conjetura
dos 5-fluxos, a saber, os ja citados Teorema dos 8-fluxos de Jaeger, Teorema dos
6-fluxos de Seymour, Teorema dos 5-fluxos para grafos planares (demonstragao
sem o uso da férmula de Euler) de Younger e Teorema dos 5-fluxos para grafos em
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superficies de génus baixo de Moéller, Carstens e Brinkmann. Nossa contribuigao
nesse capitulo é a apresentacao de uma demonstragao para o Teorema dos 5-fluxos
para grafos planares baseados na demonstracao de Younger, mas agora sem o uso
de argumentos de coloragao, ainda por ele usados.

No quinto capitulo demonstraremos dois resultados sobre a Conjetura dos
3-fluxos, que sao os ja citados Teorema dos 4-fluxos de Jaeger e o Teorema dos
3-fluxos para grafos planares, um caso particular do Teorema dos 3-fluxos para
grafos em superficies de génus baixo de Steinberg e Younger. Nossa contribuigao
nesse capitulo é a simplificacao da prova do Teorema dos 3-fluxos para grafos
planares, em relacao a apresentada por Steinberg e Younger, bem como a genera-
lizacao deste teorema, pela permissao de mais que trés 3-cortes, mediante certas
condigoes.
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Capitulo 2

Fluxos Inteiros

Neste capitulo vamos introduzir alguns conceitos bésicos de fluxos inteiros, bem
como estabelecer relagbes entre fluxos inteiros e modulares e entre fluxos mo-
dulares e coloracoes de faces num grafo planar. Ainda para grafos planares,
correlacionaremos fluxos modulares e fluxos inteiros bem particulares, os quais
denominaremos de fluxos p-balanceados.

No desenvolvimento deste trabalho considere G como sendo um grafo nao
orientado com conjunto de arestas aGe conjunto de vértices VG.

2.1 Conceitos Elementares

Uma orientac¢ao k-ponderada parcial em G é um par (D, ), onde D é uma ori-
entacao e ¢ é uma fungao peso, que associa cada aresta de G a um inteiro no
intervalo de 0 a k — 1.

Dada uma orientacdo k-ponderada parcial (D, ), chamamos de suporte de
(D,¢), S(D,p), o conjunto de arestas « € aG tal que p(a) # 0. Assim, uma
orientagao k-ponderada (total) é aquela em que S(D, ) = aG.

Dadas uma orientacio k -ponderada parcial (D/, gpl) e outra orientagao
k"-ponderada parcial (D”,¢") em G, definimos a soma de (D', ') e (D", ¢")
como o par (D, p), onde D é uma orientagao das arestas de G e ¢ uma fungao

peso, tais que para Va € aG, vale:

e p(a) = ¢ (a) + ¢ (a), com orientagio em D coincidente com D' ou D",
se as orientacoes de v em D' e D" coincidem;
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e p(a) :== ¢ (a) — ¢ (a), com orientacdo em D coincidente com D', se as
orientacoes de o em D’ e D" séo opostas e ¢ (o) > ¢ (a);

e p(a) = ¢ (a) — ¢ (@), com orientacdo em D coincidente com D", se as
orientacoes de v em D' e D" séo opostas e ¢ (a) > ¢ (a);
e p(a) := 0, com orientacdo em D arbitréria, se as orientagdes de o em D' e

"

D" sio opostas e ¢ (a) = ¢ ().

Proposicao 2.1 A soma de uma orientacio k'-ponderada parcial com outra
orientacdo k"-ponderada parcial é uma orientacao k-ponderada parcial, onde
k= (kK +k") -1

Dadas uma orientacao k'-ponderada parcial (D/, gol) e uma constante inteira
I, definimos a multiplicagio de uma constante | por (D', ¢") como o par (D, ),
onde (D, ) :=1-(D',¢') = (D', l-¢).

Proposicao 2.2 A multiplicagio de uma constante | por uma orientacdo k'-
ponderada parcial é uma orientagdo k-ponderada parcial, onde k :=1- (k' —1)+1.

A restricao de uma orientagao k-ponderada parcial (D,¢) a um conjunto
x C aG, é um par (D’,¢') em que D’ é uma orientagdo das arestas de z, que
coincide com D nestas arestas, e ¢’ é a restricao de ¢ a x.

Dado um subconjunto z de aG, o subgrafo de G gerado por x, G[zx], é o
subgrafo cujo conjunto de arestas é x e cujo conjunto de vértices é composto dos
extremos das arestas em x.

Seja G um grafo, = C aG e (D, ) uma orientagao k-ponderada parcial em
Glz]. Uma extensao de (D, ) a aG é um par (D', ¢'), onde D’ é uma orientagao
das arestas de aG, que coincide com D em z, e ¢’ é uma extensao de ¢ a aG.

Para VX C VG, definimos 6+ X como sendo o conjunto de arestas que saem
de X e 0~ X como o conjunto de arestas que entram em X. Entdo, para uma
orientacao k-ponderada parcial (D, ) em G, o fluxo liqguido de X por (D, ) é
dado por

Pp(X)i= > pla)= Y pa)
acdtX acd— X

Dizemos que o conjunto X é equilibrado ou equilibrado mddulo kse ¢(X) =0
ou o(X) = 0 (mod k), respectivamente. Estendemos estas definigoes a um
vértice v, quando o conjunto unitario {v} for equilibrado ou equilibrado médulo
k, respectivamente.
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Um k-fluzo inteiro parcial em G é uma orientacao k-ponderada parcial, onde
todo v em VG esté equilibrado. Analogamente, um k-fluxo modular parcial em
G é uma orientacdo k-ponderada parcial, onde todo v em VG esta equilibrado
moédulo k.

Similarmente as defini¢oes anteriores, um k-fluzo inteiro (total) em G é uma
orientacao k-ponderada (total), onde todo v em VG estd equilibrado. Define-se,
da mesma forma, um k-fluzo modular (total), agora considerando-se o equilibrio
modulo k dos vértices em VG.

Nota: Todo k-fluxo inteiro parcial é um k-fluxo modular parcial de mesmo
suporte. Analogamente, todo k-fluxo inteiro (total) é um k-fluxo modular (total).

No desenvolvimento deste trabalho quando nos referirmos a k-fluzo e k-fluxo
modular, subentenda-se k-fluxo inteiro total e k-fluro modular total, respectiva-
mente.

Proposicao 2.3 Para toda orientagcdo k-ponderada parcial (D,y), vale a se-
guinte iqualdade:

o(X) = Z e(v), VX CVG.
veX

Prova: Por definicao,

Do) =>" > pla)=> > pla).

veX veEX acdtv veX a€d~v

Como as arestas com ambos os extremos em X sao anuladas nesta soma, temos

que
D)= Y @)= D ela)=eX).O0

veX acdtX acd— X

Corolario 2.4 Se (D, ) é um k-fluxo parcial, entao p(X)=0,YX C VG.

Corolario 2.5 Se (D,y) € um k-fluro modular parcial, entio p(X) = 0
(mod k),VX C VG.

Coroldrio 2.6 Seja G com orientagdo k-ponderada parcial (D, ) e sejax € VG.
Se todos os vértices em VG —x encontram-se equilibrados ou equilibrados mddulo
k, entdo x também o estd, respectivamente.
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Prova: Seja Y := VG — x. Pela Proposicao 2.3, temos que

D e) + p(x) = p(VG) = 0.

veY

Mas, Y oy ©(v) é igual (congruo) a zero, por hipétese. Dai o resultado. O

Corolario 2.7 Sejam o uma aresta com extremos u e v e (D,p) um k-fluxo
modular parcial em G. Seja também G' := G|a, o grafo obtido a partir de G
pela contragio de a. A restricao (D', ") de (D,¢) a aG" é um k-fluxo modular
parcial em G' de suporte S(D, ) — a.

Prova: Seja w o vértice em G’ resultante da coalizao dos extremos u e v de a.
Claramente todos os vértices em VG’ — w encontram-se equilibrados médulo k.
Entretanto, pelo Corolario 2.6, w também o estd, dai o resultado. [J

Corolario 2.8 Sejam a uma aresta com extremos u e v e (D', ") um k-fluzo
modular em G' := G|a. Eziste uma extensao de (D', ¢') a aG que é um k-fluzo
modular parcial, cujo suporte inclui S(D',¢') e em que a € orientada de u para
v.

Prova: Seja a extensao (D, ) de (D’,¢') a aG que orienta a aresta o de u para
v, atribuindo a ela um peso entre 0 e kK — 1, que equilibra médulo k& o vértice
u. Assim, todos os vértices de VG — v estao equilibrados médulo k. Mas, pelo
Corolario 2.6, v também o estd, dai o resultado. [J

Nota: Se desejarmos contrair ndo s6 uma aresta «, mas sim um conjunto de
arestas em a(7, os dois resultados anteriores podem ser facilmente estendidos,
usando-se técnica de indugao no nimero de arestas.

2.2 Relacao entre coloracao de faces e fluxos inteiros

Para um inteiro k, uma k-coloracdo das faces de um grafo planar G é uma funcao
que associa ao conjunto de faces de G, FG, o conjunto {0 .. k — 1} de cores, de
tal forma que faces adjacentes possuam cores distintas.

Um desenho de um grafo G é uma fungao p que associa a cada vértice v de
G uma seqiiéncia p, = (ap, a1, ... ,ad(v)_l) das arestas que nele incidem, onde
d(v) é o grau do vértice v. Observe que cada lago incidente em v ocorre duas
vezes em p,: numa das ocorréncias, o laco entra em v, na outra sai de v.
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Dada uma seqiiéncia p, = (ao,a1,...,aqw)—1), dizemos que (o, aq1, .-
Qd(v)—15 0, Q15 - - -, 1) € uma rotagdo de p, (0 <1 < d(v) —1).

(a, 7)

1 (a, B, 8, €)

0
Y
1% g \2 j
4]
\ 2 |69
£
%

3 | (9)

. | @

Figura 2.1: Um grafo planar G e um desenho natural de G.

Convém ressaltar que um grafo planar (ou melhor dizendo, um mapa planar)
tem um desenho, que chamaremos de natural, onde a cada vértice do grafo é
associada uma seqiiéncia que corresponde a “ordem” de incidéncia das arestas no
vértice, digamos, no sentido horario (figura 2.1).

Dizemos que um k-fluxo (D, ¢) é p-balanceado se, para cada vértice v, existe

uma rotacao (Bo,B1,- - -, Baw)—1) de py, tal que para todo j, 0 < j < d(v), vale
que:

J
0< Y sp(B)e(B) <k, (2.1)
i=0
onde
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—1 se (3; entra em v

SD(@'):{ 1 se §; saidew

Nota: Referir-nos-emos, no decorrer deste trabalho, a sp(;) como simples-
mente s(f;), quando ficar clara a orientacao que estd sendo considerada no con-
texto.

G

Figura 2.2: Um 3-fluxo p-balanceado para o grafo G.

A figura 2.2 ilustra um 3-fluxo p-balanceado (D, ) para um grafo G. Consi-
dere o vértice v e observe que a rotagao (ae,as, a4, ag, 1) de p, satisfaz (2.1).
O leitor facilmente encontrard rotacoes com essa caracteristica para os demais
vértices.

Convém notar também que o grafo ilustrado é planar e portanto, é possivel
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encontrar uma 3-coloracao para as suas faces que corresponda ao 3-fluxo p-
balanceado apresentado, como comentado na seccao 1.2.

Além disso, observe que tal 3-fluxo p-balanceado tem a propriedade de que,
se tomarmos uma outra rotacao de p,, ou seja, se adotarmos nova origem para
o computo da somatéria de (2.1), esta ndao excederd trés em médulo, para todo
intervalo considerado. Por exemplo, para a rotacao (o, o, g, as,ay) de py,
-1< Z"Z:O s(a;)p(a;) <1, para todo 0 < j < 4.

De fato, demonstraremos a seguir que a propriedade acima caracteriza um
k-fluxo p-balanceado.

Proposicao 2.9 Um k-fluro (D, ) € p-balanceado se e somente se, para todo

vértice v, para toda rotagio q := (ap,aq,...,Qqw)—1) de py e para todo j, 0 <
Jj < d(v), vale a desigualdade:

< k. (2.2)

S sai)e(on)
=0

Prova: Seja v um vértice de VG. Suponha inicialmente que (D, ¢) é p-balanceado,
vamos provar a validade de (2.2). Seja pf := (8o, B1, ... s Bd(v)—1) a rotagao de p,
que satisfaz (2.1). Seja [ tal que 0 <[ < d(v) e

q= (a07a17 cee 7ad(v)—1) = (ﬁlaﬂl—l—la cee 7ﬂd(v)—17/607617 cee 7ﬂl—1)-

Note que caso | = 0 entdo ¢ = pff e (2.2) vale trivialmente. Suponhamos,
portanto, que [ > 0. Seja j no intervalo 0 < j < d(v). Denotaremos por S(h),

—1 < h < d(v), a soma E?:O s(Bi)p(Bi)-

Claramente,
J J+l
8(042')(70(042‘) = Z S(BZ mod d(v))@(ﬁz mod d(v))' (23)
i=0 i=l
O lado direito de (2.3) é igual a
|+ 1
Vd(t) J S[d(v) — 1] 4 S[(j + 1) mod d(v)] — S(I —1).

Além disso, (D, ) é um k-fluxo e portanto S[d(v) — 1] = 0.
Logo,
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J
Z s(a)e(e;) = S[(4 +1) mod d(v)] — S —1). (2.4)
i=0
Por hipétese, ambos os termos do lado direito de (2.4) sdo nao negativos e
menores do que k. Portanto, (2.2) vale.
Para provar a reciproca, suponhamos que (2.2) vale e vamos provar que (D, ¢)
é p-balanceado. Seja p, = (po, 1, - -, Paw)—1) € seja [ no intervalo 0 < I < d(v),
tal que

-1 i—1
> s(pi)elpi) = mm{ s(pi)e(pi) |0 <j < d(v)} : (2.5)
i=0 i=0
Seja também
ri= (607 ﬁl) e 7ﬁd(v)—1) = (plv Pl+15 - -+ Pd(v)—15 P05 P1s - - - 7pl—1)‘ (26)

Vamos provar que (2.1) vale para r. Para tanto, seja j no intervalo 0 < j <
d(v).
Por hipétese,

—k <> s(B:)p(B) < k.
=0

Resta portanto mostrar que

J
> s(B)e(Bi) > 0. (2.7)
=0
Claramente, de (2.6)
J J+l
Z s(Bi)p(Bi) = Z 5(Pi mod d(v)) P (Pi mod d(w))- (2.8)
i=0 i=l

Analogamente ao caso anterior, o lado direito de (2.8) é igual a

(§+1) mod d(v) 1—1
S s(pie(pi) = s(pi)e(pi).
=0 =0
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Pela escolha de [, esta expressdao é nao negativa. Assim, (2.7) vale e, con-
seqlientemente, (2.1) para r. [

Como mencionamos na seccao 1.2 é possivel, dada uma k-coloracao das faces
de um grafo estabelecer um k-fluxo a ela correspondente e vice-versa. Demons-
traremos a seguir um resultado equivalente.

Teorema 2.10 Seja G planar e seja p um desenho natural de G. Entdo, as
sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) G tem uma k-coloragao
(i) G tem um k-fluzo p-balanceado
(i) G tem um k-fluro modular

Prova:

(i) = (i7): Seja 6 uma k-coloracdo em G. Atribua a cada aresta o € aG um
peso () igual a diferenga absoluta dos nimeros das cores de cada “lado” de a.
Para obter D, oriente o de tal forma que a face incidente em « com maior cor
fique do lado direito. Seja v € VG, seja q := (80,1, - -, Ba(w)—1) Uma rotagao
qualquer de p, e sejam i e j tais que 0 < i < j < d(v). Sejam também f; e
J(i+1) mod d(v) s faces que tém a aresta 3; em comum. Pela defini¢ao de (D, ),
temos que

s(Bi)p(Bi) = 0(f(ix1) mod d(v)) — 0(fi)-

onde
S(ﬂi)Z{ 1 se (; saide v

—1 se (; entra em v

Assim, segue que

J
> " s(8:)9(8) = 0(f(j41) mod dw)) — 0(fo). (2.9)
i=0
Portanto, a somatéria do lado esquerdo de (2.9) é sempre menor que k em médulo,
satisfazendo, assim, (2.2) da caracterizagao de k-fluxo p-balanceado.
Mas, ¢(v) é o valor da somatéria da equagao (2.9) quando j := d(v) —
Portanto, v é equilibrado. Logo, pela Proposicao 2.9, decorre o resultado.

(74) = (7i7): Imediata.
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Figura 2.3: Disposicao da aresta «, comum as faces de cores i e j.

Figura 2.4: Tlustragdao do caso em que G tem pelo menos um lago.

(i7i) = (4): Seja (D, ¢) um k-fluxo modular em G. Na realidade demonstrare-
mos que existe uma k-coloracao das faces de GG que atende a seguinte propriedade:
dadas duas faces de cores i e j com aresta comum ¢, orientada de tal forma que
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a face de cor i fique a sua direita (figura 2.3), vale que

i=j+¢(a) (mod k). (2.10)

O caso em que G nao tem arestas é trivial.

Vamos considerar agora, o caso em que G tem pelo menos um laco, digamos
a (figura 2.4). Removendo-se «, obtemos o grafo G'. Seja (D', ¢’) a restrigao de
(D, ) a aG'. Claramente (D', ¢’) é um k-fluxo modular em G’. Por hipétese de
indugdo, G’ admite uma k-coloracao satisfazendo a propriedade (2.10). Trans-
porte a k-coloracao obtida para G e apenas para a(s) face(s) no “interior” de a,
some, médulo k, s(a)p(a), & coloragao herdada por G', onde

s(a) = 1, se o sentido de « for horario
| —1, se o sentido de a for anti-horério

Assim, temos em G uma k-coloragao atendendo (2.10).

Considere, agora o caso em que G s6 tem arestas de ligacao. Seja gy uma
aresta de ligacdo em G, que digamos, sai de u e entra em v. Sejam «q,aq,...,
Qg(v)—1 as arestas incidentes em v nesta ordem ciclica. Sejam também as faces fo,
Jis-- s fa)—1, delimitadas em v pelos pares de arestas agay, arag, . .., Qg —100-
Contraia o obtendo G’ (figura 2.5).

Pelo Coroldrio 2.7 em G, a restricdo (D', ') de (D, ) a aG’ é um k-fluxo
modular em G'. Por hipétese de inducdo, G’ tem uma k-coloracio 6 satisfazendo
a propriedade (2.10). Entretanto, em G

d(v)—1
0(faw)—1) = 0(fo) + s(ai)¢'(a;)  (mod k), (2.11)
i-1

onde

() 1 se o; saidew
s(ay) =
! —1 se q; entra em v

Como em G temos que p(v) =0 (mod k), entao

d(v)—1

olag) = s(ai)p(a;)  (mod k). (2.12)
i=1

Mas, as somatérias em (2.11) e (2.12) tém o mesmo valor, logo em G, 0(fq()—1) =
0(fo) + ¢p(ap) (mod k). Assim a propriedade (2.10) também é satisfeita para
g, além das demais arestas de G. Portanto, a k-coloracao encontrada é também
uma k-coloragao em G que também satisfaz (2.10). O
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Figura 2.5: Tlustragdo do caso em que G tem uma aresta de ligagao. Grafo antes
e depois da contragao de «y.

2.3 Relacao entre fluxos modulares e inteiros

Fluxos modulares e inteiros estao estritamente relacionados, como podera ser
observado no teorema a seguir.

Teorema 2.11 A todo k-fluxo modular parcial corresponde um k-fluzo inteiro
parcial de mesmo suporte.

Corolario 2.12 A todo k-fluxo modular corresponde um k-fluzo inteiro.

Antes de provarmos o teorema, apresentaremos alguns conceitos e resultados
a serem usados na sua demonstracao.

Dada uma orientacdo k-ponderada parcial (D, ), dizemos que um vértice v
de G é positivo se p(v) > 0 e negativo se p(v) < 0; chamamos de desvio do
equilibrio de (D, ) a soma dos fluxos liquidos sobre todos os vértices positivos
de G.
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Proposicao 2.13 Um k-fluzo modular parcial (D, ) é um k-fluzo inteiro par-
cial, de mesmo suporte, se e somente se seu desvio do equilibrio € zero.

Prova: Obviamente basta demonstrar a condicao de suficiéncia. Se o desvio do
equilibrio de (D, ) é zero, entdao nao existem vértices positivos. Mas, p(VG) =
0. Logo, pela Proposicao 2.3, também nao existem vértices negativos, dai o
resultado. [J

Dada uma orientacao k-ponderada parcial (D, ¢) e uma aresta a € S(D, ¢),
k-reverter « significa obter uma nova orientacao k-ponderada (D,, gol), onde para
VB € S(D,p) —a, ¢ (3) :== p(f), com orientacdes coincidentes em D e D' e
¢ (@) :== k — p(a), com orientacdo em D oposta & orientacdo em D.

A demonstracao do resultado a seguir é imediata.

Proposicao 2.14 Seja (D, ) uma orientagdo k-ponderada e o uma aresta de
seu suporte, orientada digamos, de uw para v. Seja (D/,gol) a orientacao
k-ponderada obtida pela k-reversao de a.. Entdo,

i

¢ (u) = p(u) —k e ¢ (v) = p(v) + k.

Agora estamos em condicoes de provar o Teorema 2.11.

Prova do Teorema: Seja (D, ) um k-fluxo modular parcial em G. A prova serd
por indugao no desvio do equilibrio de (D, ¢).

Se o desvio do equilibrio de (D, ¢) é zero, entao, pela Proposicao 2.13, (D, ¢)
é também um k-fluxo parcial.

Suponha, entdo, que o desvio do equilibrio de (D, ¢) é positivo. Neste caso,
existe em G um vértice positivo u. Seja X o conjunto de todos os vértices
atingiveis a partir de u, por caminhos orientados P, tais que aP C S(D,¢).
Por construgao, 7 X N S(D, ) = 0 e portanto p(X) < 0. Como u € X, pela
Proposicao 2.3 temos que existe um vértice negativo v em X. Revertendo as
arestas do caminho P entre u e v, claramente temos, pela Proposicao 2.14, que o
fluxo liquido dos vértices internos de P permanecem inalterados. Além disso, os
fluxos liquidos de u e v permanecem equilibrados médulo k. Entretanto, o fluxo
liquido de u baixou de k com a k-reversao das arestas de P. Portanto, agora
temos um k-fluxo modular parcial (D/, gol), com mesmo suporte de (D, ) e cujo
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desvio do equilibrio é menor. Logo, por hipétese de indugao, temos um k-fluxo
parcial em G, com mesmo suporte que o k-fluxo modular parcial original. [

Na secao 2.2 vimos que existe equivaléncia, num grafo planar, entre k-fluxos
modulares e k-fluxos p-balanceados. Apresentaremos, agora, um resultado que
expressa diretamente essa equivaléncia, sem a utilizacao de coloracao de faces
como passagem intermediaria.

Teorema 2.15 Seja G planar. Entao, a todo k-fluxo modular em G, corresponde
um k-fluzo p-balanceado, obtido pela k-reversao de algumas das arestas de G.

Prova: Por induc¢ao no nimero de arestas de G.
Seja (D, ) um k-fluxo modular em G.
O caso em que G nao tem arestas é trivial.

ﬁzoéi(w)-;i:.
="d(w)-2

Figura 2.6: Ilustragdo do vértice w no caso em que G sé contém lagos.

Considere, inicialmente o caso em que G sé contém lagos. Seja w um vértice
em G e [ um lago incidente em w cujo “interior” ndo contenha outros lagos (figura
2.6). Sejam p um desenho em G e

q:= (a0, a1, -, Og(w)—3, Yd(w)—2 = B Ad(w)—1 = B)
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uma rotagao de p,,. Remova 8 de G obtendo G’. Claramente a restri¢ao (D', ¢')
de (D, p) a aG’' é um k-fluxo modular. Seja p’ o desenho que coincide com p

em todos os vértices, exceto w, onde pl, = (ag, a1, ... ,ad(w)_g). Por hipétese de
inducao, existe uma k-reversao (E’, \') de (D', ¢') que é p’-balanceada e portanto
existe uma rotagao ¢’ = (o, i1, - - - s Q1) —35 Q05 UL 5 - - - ,a;—1) de pl, que satisfaz

(2.1). Definimos, entéo, a extensio (E,\) de (E’, ') a aG, mantendo, para o lago
3, a orientagdo dada por D e o peso dado por ¢(3). E claro que (E,\) é um
k-fluxo em G e também uma k-reversao de (D, ¢). Seja

q" = (B0, Bagw)-1)

= (, Qut1s- 5 Qg(w) =35 Yd(w)—2 = B, Agw)—1 = B, a0, a1, ..., 1)

a rotacao de p, que coincide, & exce¢ao do lago (3, com ¢’. Se (E,)\) ndo é
p-balanceado, entao,

d(w)—2—1 d(w)—2
DT sBINB) = Y s(as)A(n) (2.13)
=0 i=l

é menor que 0 ou maior que k — 1. Mas, neste caso, k-revertendo (§ temos um
k-fluxo p-balanceado em G. E f4cil notar que d(w) — 2 — 1 é o tnico ponto que
necessita ser analisado no lado esquerdo da equagao (2.13).

Considere, agora, o caso em que G tem pelo menos uma aresta de ligacao,
digamos [y, orientada de u para v (figura 2.7). Sejam p um desenho em G,
pu = (a0 = Bo, 1, - -+, qruy—1) € Pw = (Bo, B1, - - -, Bagwy—1)- Contraia fy obtendo
G’. Seja p’ o desenho que coincide com p em todos os vértices, & excecao do vértice
uv, resultante da coalizao de u e v, onde

p;v = (ala Q, ... 7ad(u)—17ﬁ17/627 e 7/8d(7.})—1)'

Pelo Corolério 2.7, a restrigao (D’,¢") de (D, ) a aG’ é um k-fluxo modular em
G’. Por hipétese de inducao, existe em G’ uma k-reversao (E', \') de (D', ¢') que
é p'-balanceada. Mas,

d(v)—1 d(v)—1
Z spr(BiN(B) = sp(p ) =¢(Bo) (mod k).
i=1 i=1

Entretanto, a somatdria mais a esquerda é, em mddulo, menor que k. Assim,
seu valor é p(fy) ou ¢(By) — k. Definimos, entdo, a extensao (E,\) de (E', ) a
aG, mantendo-se, no primeiro caso, o peso e a orientagao de 3y dados por (D, )
e, no segundo caso, k-revertendo-se (3.
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Obviamente, (E,\) é uma k-reversao de (D, ) e certamente é p-balanceada
para todo vértice em VG — {u,v}. Seja entao,

ri= (p071017 v 7pd(v)—1) = (ﬂla/gl-l-la s 7ﬂd(v)—17/607ﬁ17 oo 7ﬂl—1)

uma rotagao de p, e seja j no intervalo 0 < j < d(v). Como (E, \) é um k-fluxo,

j d(v)—1
> sulp)Med)| =] D sep)A )] - (2.14)
i=0 J+1

Entretanto, pela Proposigao 2.9, sabemos que se 0 < j < d(v) — [, como
(E',\') é p/-balanceado, o lado esquerdo de (2.14) é menor que k. Por outro
lado, se d(v) — 1 < j < d(v), o lado direito de (2.14) é também menor que k, por
raciocinio similar. Assim, segue que (2.2) vale para toda rotagao r e para todo
j no intervalo 0 < j < d(v). Analogamente, fazemos o mesmo raciocinio para u,
decorrendo o resultado. [J

Lo

02

Xi(u)-1

Figura 2.7: Ilustracao do caso em que GG tem uma aresta de ligacao. Grafo antes
e depois da contracao de (.
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Capitulo 3

Reducoes

Neste capitulo vamos desenvolver algumas redugoes que simplificardao os grafos a
serem considerados nas demonstragoes dos capitulos subseqiientes.
As reducoes que apresentaremos tém duas caracteristicas importantes:

e sua aplicacdo diminui o tamanho do grafo, permitindo a utilizacao de
hipétese de indugao e a conseqiiente obtencao de k-fluxo (k = 3,4 ou 5,
conforme o caso);

e 0 k-fluxo assim obtido pode ser facilmente estendido ao grafo original.

Assim, se um grafo G possui uma propriedade que permita sua reducao com
relacdo a uma das trés Conjeturas de Tutte, e G é um contra-exemplo para esta
mesma conjetura, entao certamente G nao é um contra-exemplo minimo.

Por exemplo, considere G com lagos. Suponha que, se removermos os lagos
de G, o grafo G’ assim obtido possui um k-fluxo. Entdo, um k-fluxo (D,¢) em G
pode ser facilmente obtido fazendo ¢(a) = 1 para os lagos removidos, adotando-
se orientacao arbitraria. Portanto, grafos com lagos nao s@o contra-exemplos
minimos para nenhuma das conjeturas. Logo, podemos limitar nossa analise aos
grafos sem lacgos.

Além disso, convém observar que a contracdo de arestas nao cria novos sub-
grafos contraiveis a Petersen e nem cria cortes novos, preservando, portanto, as
hipéteses das Conjeturas de Tutte. A remocéo de arestas, por outro lado, nao
cria subgrafos novos contraiveis a Petersen, mas pode criar cortes indesejaveis.
Por isso, quando removermos arestas, far-se-4 necessaria a andlise do surgimento
de cortes que venham a invalidar a hipétese da conjetura em enfoque.
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3.1 Reducoes triviais

3.1.1 Redugao a grafo 2-conexo

Reducgao 3.1 Todo contra-ezemplo minimo para as Conjeturas de Tutte é 2-
conexo.

Prova: Suponha por absurdo que G é um contra-exemplo minimo, nao 2-conexo,
das Conjeturas de Tutte. Assim, podemos considerar que G pode ser dividido em
blocos. Sabemos que cada corte num bloco é um corte do grafo. Logo, cada bloco
é livre de cortes proibidos pelas conjeturas. Além disso, toda contracdo de um
bloco é uma contracao do grafo original; assim, se o grafo original nao é contraivel
ao grafo de Petersen, tampouco o sao seus blocos. Portanto, cada bloco também
satisfaz a hipdtese da conjetura em questao. Como cada bloco de G nao é um
contra-exemplo, cada um deles possui um k-fluxo (k = 3,4 ou 5). Entretanto, a
unido dos k-fluxos de cada bloco é um k-fluxo em G. Logo, G também nao é um
contra-exemplo minimo. [J

3.1.2 Redugao a grafo 3-aresta-conexo

Reducgao 3.2 Todo contra-exemplo minimo para as Conjeturas de Tutte € 3-
aresta-conezo.

Prova: Suponha por absurdo que G é um contra-exemplo minimo para as Con-
jeturas de Tutte e G é nao 3-aresta-conexo. Seja §X um 2-corte em G com
arestas a e 3. Contraia a obtendo G'. Convém lembrar que contracio de arestas
preserva as hipoteses das conjeturas. Como G’ nio é um contra-exemplo, entao
possui um k-fluxo, (k = 3,4 ou 5). Expanda « e atribua a ela mesmo peso de
[ e orientagao oposta a [ em relacao a X, fazendo assim ¢(X) = 0. Todos os
vértices de G estao equilibrados, & excecao talvez dos extremos de . Entretanto,
pela Proposigao 2.3, aplicada a X e a VG \ X, temos que estes extremos também
estdo equilibrados e portanto G tem um k-fluxo, contradicao. [J
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3.2 QOutras Reducoes

Apresentaremos agora algumas definicoes e resultados a serem utilizados nas
demonstracoes de futuras redugoes.

Dados dois conjuntos de vértices X e Y, definimos A\(X,Y’) como o conjunto
de arestas com um extremo em X e outro em Y.

Para X C VG, denotamos por X o complemento de X em relacio a VG.

Chamamos as quatro intersecoes de cada um dos conjuntos X e X com cada
um dos conjuntos Y e Y de quadrantes de X eY .

Dizemos que X e Y se cruzam se todos os seus quadrantes forem nao nulos.

Proposicao 3.3 Sejam X e Y dois conjuntos de vértices. FEntao, a sequinte
equacado € vdlida:

[6(XNY) [+ |6(XNY) [ +2|MXNY,XNY)|=]|6X|+]|6Y].

Coroldrio 3.4 Se | 0X | =|6Y | (mod 2), entdo | (X NY) |=]6XNY)|
(mod 2).

Coroldrio 3.5 Se | 0Z | =1 (mod 2), entdo para toda particio {X,Y} de Z,
| 0X | e | 0Y | tém paridades opostas.

Lema 3.6 Sejam X e Y dois conjuntos de vértices que se cruzam mnum grafo
conexo G. Se X e dY sdao ambos 3-cortes, entao para um dos quadrantes W de
X eY, W € um 2-corte.

Prova: Pelo Coroldrio 3.5, com Y no papel de Z, | §(X NY) |#| 6(X NY) |.
Ajuste a notagdo, trocando X por X se necessério, de tal forma que | §(X NY) |
seja par. Pelo Coroldrio 3.4 temos que | §(X NY) | também é par. Mas, pela
Proposi¢ao 3.3, concluimos que

min{| §(X NY) [,| §(X NY) |} <max{| §X |,| Y |} = 3.

Logo, o menor deles é um 2-corte, ji que os conjuntos X e Y se cruzam e G é
conexo. []
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3.2.1 Redugao a grafo com cintura grande

A cintura de um grafo é o comprimento de um circuito de comprimento minimo.

Reducgao 3.7 Todo contra-ezemplo minimo para as Conjeturas dos k-fluxos
(k =3, 4 ou 5) tem cintura v > k.

Prova: Seja G um contra-exemplo minimo para as Conjeturas dos k-fluxos e
suponha, por absurdo, que existe em G um circuito C' de tamanho menor que k.
Contraia todas as arestas de C, obtendo um novo grafo G'. Como G’ nio é um
contra-exemplo, entao possui um k-fluxo e portanto um k-fluxo modular também.
Pelo Corolario 2.8, temos em G um k-fluxo modular parcial (D, ), com C' um
circuito orientado e tal que S(D,¢) D aG \ aC. Como o nimero de arestas no
circuito é menor que k, claramente existe um peso ¢ no intervalo de 0 a kK — 1 que
nao comparece nas arestas de C'. Subtraia, médulo k, o valor ¢ do peso de cada
aresta em C. Com esta operacao, os vértices continuam equilibrados médulo k
e todas as arestas tém pesos no intervalo de 1 a k — 1. Logo, G tem um k-fluxo
modular e portanto, pelo Corolédrio 2.12, tem um k-fluxo, contradicao. [

Reducao 3.8 Todo contra-exemplo minimo para as Conjeturas dos k-fluzos
(k=4 ou5), tem cintura y dada por:

(i) ~>05, sek=4;

(ii) ~v>7, sek=5.

Para provarmos esta reducao, necessitamos inicialmente do Lema 3.9, de-
monstrado a seguir.

Dado um circuito C' = (vg, ap, v1, A1, ..., Up—1, An—1, U = Ug) dizemos que as
arestas o € Q(j12) modn, 0 < < n —1, sao quase adjacentes.

Lema 3.9 Se G ndo tem 1-cortes e possui um circuito C' com | arestas, | > 4,
entdo ou € possivel remover duas arestas quase adjacentes sem gerar 1-cortes
ou C inclui um 2-corte.

Prova: Seja C = (vg, ap, V1,01, , Upn_1,¥n—1,Vn = Vg),n > 4. Tomemos duas
arestas quase adjacentes em C', digamos ag e ao. Suponha que nao possamos
removeé-las, pois o novo grafo assim obtido teria um 1-corte 6X. Em G, {aq, az}n
X # (), pois G nao tem 1-cortes. Assim, [0X]| < 3, com igualdade somente se
{ag, a2} C 0X. Por outro lado, a interse¢ao de cortes com circuitos é sempre par
e portanto |0C' N JX| = 2. Se precisamente uma dentre ay e oy pertence a §.X,
entdo dX C C e neste caso [0X| = 2: C inclui um 2-corte.
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Podemos portanto supor que ambas as arestas g e o pertencem a 60X,
| 0X | =3 e ap e ag sdo as unicas arestas de 6X em C. Tomemos agora duas
outras arestas quase adjacentes, a1 e a3, para a remocao. Se também nao for
possivel remové-las, por raciocinio analogo, temos um outro 3-corte dY, tal que
Q1 e ag sao as Unicas arestas de Y em C. Sem perda de generalidade, podemos
supor que vy e vs pertencem a X, vy e vy nao pertencem a X; analogamente,
podemos supor que vy e v pertencem a Y e vo e v3 ndo pertencem a Y. Logo,
X e Y se cruzam. Pelo Lema 3.6, G tem um 2-corte que é composto de duas das
arestas de {ag, a1, ag, ag}. Portanto, C' inclui um 2-corte. O

Agora estamos em condigoes de provar a Redugao 3.8, anteriormente citada.

Prova: Vamos inicialmente mostrar que G cintura v > k + 1.

Suponha por absurdo que v < k + 1. Pela Reducao 3.7, existe em G um
circuito C' = (vg, ag, V1,01, - .., Vg—1, ¥k—1,Vx = vg). Pela Reducdo 3.2, G é 3-
aresta-conexo e portanto livre de 2-cortes. Logo, pelo Lema 3.9, podemos remover
duas arestas quase adjacentes, digamos aq e a9, sem gerar 1-cortes, obtendo as-
sim o grafo G’. Como G’ nao é um contra-exemplo para C.J, entao G’ possui
um k-fluxo modular (D', ¢’). Seja (D", ¢") a extensao de (D', ¢') a aG fazendo
¢ () = ¢"(a2) = 0 e orientando ag e ag arbitrariamente. Claramente (D", ")
é um k-fluxo modular parcial em G. Mas, pela Proposicao 2.14, existe uma k-
reversao (D, ) de (D”,¢") que torna C um circuito orientado. Assim, como
duas das arestas tém peso zero, existe um peso ¢ no intervalo de 0 a k — 1 que
nao comparece nas demais arestas de C'. Subtraindo, mdédulo k, o valor ¢ do peso
das arestas de C, chegamos a um k-fluxo modular em G, contradicao. De fato,
v>k+1

Com este resultado provamos o limite de cintura estabelecido para CJ4 e
obtemos v > 6 para C'Js. Estenderemos este tltimo limite a 7, por absurdo.

Seja C' = (vg, g, v1,01,...,05,a5,06 = vg) um circuito em G. Como G é
3-aresta-conexo, portanto, pelo Lema 3.9, podemos remover duas arestas quase
adjacentes, digamos «ag e a9, obtendo assim o grafo GG;. Adicione a (G; uma
aresta p ligando vy a vz, formando um circuito K de tamanho quatro e obtendo
um novo grafo G (figura 3.1). O grafo G é livre de 1-cortes, pois a aresta p faz
parte de um circuito.
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Figura 3.1: Circuito C' antes e depois da remogao de aq e as.

Proposigao 3.10 Eziste um 5-fluxo modular parcial em Go cujo suporte inclui
aGy \ aK, onde K é um circuito orientado e duas de suas arestas tém o mesmo
peso.

Prova: Pelo Lema 3.9, podemos considerar dois casos para Ga:

Caso 1: Podemos remover duas arestas de K sem gerar 1-cortes.

Neste caso, seja G3 o grafo obtido a partir de Go pela remocao de duas
arestas de K. Assim, (G5 ndo possui 1-cortes e também nao é contra-exemplo
para C'Js. Portanto, GGg tem um 5-fluxo modular e conseqientemente, G5 tem
um 5-fluxo modular parcial (D, ¢), com duas das arestas de K de peso zero e com
aGy\ aK C S(D,p). Além disso, pela Proposicao 2.14, existe uma k-reversao de
(D, ), que torna K orientado.
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Caso 2: K inclui um 2-corte.

Neste caso, contraia uma das arestas do 2-corte obtendo G4. O grafo G4 é
obviamente livre de 1-cortes. Como (G4 néo é contra-exemplo para C'Js, possui
um 5-fluxo modular, o qual pode ser facilmente estendido a G, por raciocinio
analogo a Reducao 3.2. Assim, as arestas do 2-corte, em (G5, tém mesmo peso
e orientacoes opostas. Além disso, podemos k-reverter, se necessdrio, as demais
arestas de K de forma que K fique orientado. [

Com base na Proposicao 3.10 obtemos, entdao, um novo 5-fluxo modular par-
cial (D", ¢") em G5, adicionando uma constante, médulo k, ao peso das arestas
de K de forma que o peso de p torne-se zero. Além disso, k-reverta «, se ne-
cessario, de forma que o sentido de sua orientacao coincida com o das arestas de
K.

Entéao, a restricao (D', ¢") de (D", ¢") a aG1 é um 5-fluxo modular parcial em
G1, cujo suporte inclui aG1\{a1, a3, oy, as}. Seja, portanto, (D, ¢) a extensao de
(D', ¢') aaG, fazendo p(ap) = ¢(ag) = 0 e orientando ag e @z no mesmo sentido
das demais arestas de C. Claramente (D, ) é um 5-fluxo modular parcial, cujo
suporte inclui aG \ aC, com C um circuito orientado. Além disso, se uma das
arestas de pesos iguais em G era p, C' tem agora trés arestas de peso zero. Caso
contrario, duas de suas arestas tém peso zero e outras duas pesos iguais.

Assim, existe um peso i no intervalo de 0 a 4 que ndo comparece nas arestas
de C. Subtraindo, médulo k, o valor i do peso de cada aresta de C', temos um
5-fluxo modular em G, contradigao. [J

3.2.2 Redugao a grafo regular

Nesta secgao vamos apenas considerar as conjeturas C'Js e C'Js e iremos demons-
trar que basta considerar grafos 5-regulares para a primeira e 3-regulares para a
segunda.

Sejam « e [ duas arestas de G, {u,v} e {u,w}, respectivamente, seus extre-
mos. Seja H := G — {«a, 8} + {af}, onde af é uma nova aresta, cujos extremos
sao v e w: H é o grafo obtido a partir de G pela junc¢do de « e 3 (figura 3.2).

Proposicao 3.11 A todo k-fluxo modular parcial em H corresponde um k-fluzo
modular parcial em G.
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X y X y

Figura 3.2: Grafo antes e depois da juncao de a e S.

Proposicao 3.12 Sejam « e 3 duas arestas incidentes em um vértice v de G e
seja X C VG. Seja também H o grafo obtido a partir de G, fazendo-se a junc¢ao
de a e 3. Se G ¢ livre de l-cortes, entdo para todo l-corte X de H, o conjunto
X U{a,B} é um (14 2)-corte em G.

Prova: Sejam {v,a} e {v,b} os extremos de « e (3, respectivamente. Seja também
dg X um [-corte em H. Entao, podemos supor que no méximo um dos vértices
dentre a, b e v pertence ao conjunto X, complementando X se for o caso. En-
tretanto, se nenhum desses vértices pertence a X, entao d¢X é um [-corte, con-
tradigdo. Portanto, | X N {a,b,v} | = 1. Se ou a ou b pertence a X, entao
| 0gX | =| 6 X |, contradi¢ao. Logo, de fato, v € X e 6¢X = {a,f} UdygX. O

O objetivo das duas demonstragoes a seguir é mostrar que para grafos nao
m-regulares (m = 3 para a C'J; ou m = 5 para a C'Js), é sempre possivel realizar
a operacgao de juncao em duas arestas incidentes num de seus vértices, cujo grau
seja distinto de m, sem contudo contrariar a hipdtese da conjetura em questao.
Dessa forma obtemos um grafo com menor nimero de arestas, que admite um k-
fluxo; pela Proposicao 3.11, existe um k-fluxo para o grafo original. Portanto, este
altimo nao se constitui num contra-exemplo minimo para a conjetura considerada.
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Redugao 3.13 Todo contra-exemplo minimo para CJs € 3-regular.

Prova: Seja G um contra-exemplo minimo e suponha por absurdo que exista um
v € VG tal que d(v) # 3. Pelas Reducoes 3.1 e 3.2, podemos considerar que
G é 2-conexo e 3-aresta-conexo. Assim, d(v) > 4. Sejam a e ( duas arestas
de dv, {v,a} e {v,b}, respectivamente, seus extremos. Seja H o grafo obtido a
partir de G pela juncao de o e 8. Se H for livre de 1-cortes, entao H admite
um 5-fluxo; neste caso, pela Proposi¢ao 3.11, G também, contradicdo. Podemos
entao supor que H tem um 1-corte. Pela Proposicao 3.12, existe um 3-corte §.X
em G, contendo « e 3. Seja p uma outra aresta de dv, {v,r} seus extremos.
Seja R o grafo obtido a partir de G pela jungao de p e 3. Novamente, podemos
supor que R tem um l-corte e portanto G tem um 3-corte, dY, contendo ( e
p. Se a € §Y, entao dY C dv, pois d(v) > 4; nesse caso v é um vértice de
corte, contrariando a suposi¢do de 2-conexidade. Logo, a € Y. Analogamente,
p ¢ 6X. Complementando X e(ou) Y se necessério, adote que v € X NY. Assim,
temos quea € XNY,be XNY er € XNY (figura 3.3).

e

\

Figura 3.3: Disposicao das arestas «, 3 e p nos corte X e §Y.

Logo, X e Y se cruzam e pelo Lema 3.6, existe um 2-corte em G, contrariando
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a 3-aresta-conexidade. Portanto, ou H ou R é livre de 1-cortes. Logo, G admite
um 5-fluxo, contradigao. [J

Observacdo: Em principio, poder-se-ia pensar numa reducao para a CJy
analoga a Reducao 3.13. Entretanto, nao sabemos se é possivel fazer uma juncao
de arestas evitando que o novo grafo tenha subgrafos contraiveis ao grafo de
Petersen.

Reducao 3.14 Todo contra-exemplo minimo para CJsg € 5-reqular.

Prova: A demonstracio é em parte andloga & anterior. Seja G um contra-exemplo
minimo e seja v € VG tal que d(v) # 5. Suponha, por absurdo, que nao seja
possivel fazer a operagao de juncao em arestas incidentes em v, pois contrariaria
as hipdteses da C'Js. Pela Redugao 3.2, podemos considerar que G é 3-aresta-
conexo. Mas, por hipdtese, nao existem 3-cortes em (. Logo, podemos supor
que G é 4-aresta-conexo. Portanto, d(v) =4 ou d(v) > 6.

Seja X a colecao dos subconjuntos = de dv tal que exista um 5-corte §(Y,) com
x C 0(Yy). Tome x maximal em X. Se x = dv, entdo dv C §(Y;) pois | dv | # 5.
Assim, necessariamente d(v) = 4. Entretanto, neste caso, §(Y,)\ dv é um 1-corte,
contradicao. Logo, podemos supor x C dv.

Seja, entdo, o € dv \ z; seja B € z, se x # () ou B € dv — «, caso contrario.
Pela hipdtese de absurdo, nao podemos fazer a juncao de « e 3; pela Proposicao
3.12, existe um 5-corte, 6(Y,g), contendo a e 5. Assim, {a, f} € X. Pela
maximalidade de x,z # (). Portanto, de fato 3 € z. Entretanto, novamente pela
maximalidade de z, temos que existe uma aresta p tal que p € 6(Y,) e p € §(Yap),
(figura 3.4).

Por raciocinio andlogo a demonstracao anterior, os conjuntos de vértices Y, e
Y, se cruzam, com a aresta (3 ligando Y, NY,3 a Y. N Yag. Entao, pelo Lema
3.15, enunciado a seguir, | §(Y; NY,g) | = 5. Além disso, 6(Y; N Y,p) inclui os
conjuntos 6(Yz) Név e §(Yag) Ndv. Portanto, z U {a} € X, contrariando assim a
maximalidade de z.

Lema 3.15 Seja G 4-aresta-conexo e sejam X e Y dois conjuntos de vértices
que se cruzam. Se 0X e dY sao ambos 5-cortes com uma aresta ligando X NY
a XNY, entao 6(X NY) ed(X NY) sao também 5-cortes em G.

Prova: Pela Proposicao 3.3, tomando X no lugar de X, temos

|6(XNY)|+]dXNY)I|<S.
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Mas, G é 4-aresta-conexo, portanto | o
Corolérios 3.5 e 3.4, | §(XNY) |e| (XN
4-aresta-conexidade de G, temos que

XOY) |= 4 =| §(XNY) |. Pelos
Y') | sdo ambos impares. De novo pela
|0(XNY)|[>5e |§(XNY)|>5. (3.1)
Entretanto, pela Proposicao 3.3 decorre que
| 6(XNY) |+ |6XNY)|<I10.
Deste seguem as igualdades em (3.1). OO

Yos
Y

%

Figura 3.4: Disposicao das arestas «, 3 e p nos cortes 6(Y;) e §(Yag).

3.3 Implicacao da Conjetura dos 3-fluxos no Teorema
dos 6-fluxos

Nesta sec¢ao demonstraremos o Teorema dos 6-fluxos, levando-se em conta a

validade da CJs.

Valendo-nos do raciocinio da Reducao 3.2, podemos considerar que G é 3-
aresta-conexo e por raciocinio andlogo a Reducao 3.13, podemos supor, também,
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que G é 3-regular.

Reducgao 3.16 Na hipdtese da validade de CJs, todo grafo cubico e 3S-aresta-
conezxo admite um 6-fluzo.

Prova: Seja o uma aresta em aG. Pelo Coroléario 3.19, enunciado a seguir, temos
que G possui um emparelhamento perfeito ¢ que contém « e nao inclui nenhum
3-corte de G.

Contraia inicialmente £, complemento de t em relacao as arestas de G, obtendo
um novo grafo G sem 1-cortes nem 3-cortes. Supondo a validade de C'J3, temos
um 3-fluxo modular para G’. Pelo Coroldrio 2.8, G tem um 3-fluxo modular
parcial cujo suporte inclui ¢ e pelo Teorema 2.11, G tem um 3-fluxo parcial
(D, ¢') com este mesmo suporte.

Por outro lado, G[t] é Euleriano e portanto G admite um 2-fluxo parcial
(D" "), cujo suporte é t.

Assim, pelas Proposigoes 2.2 e 2.1, (D', ¢') + 3 - (D", ¢”) é um 6-fluxo em G,
j& que toda aresta de G estd na unido dos suportes de (D’,¢') e (D”,¢").

Para VX C VG chamamos de Z(G — X) o conjunto de componentes impares
de G — X. Uma componente é dita ¢mpar se ela possui um numero impar de
vértices.

Teorema 3.17 (Tutte) O grafo G tem um emparelhamento perfeito se e so-
mente se VX C VG, | Z(G— X) | < | X | ([Tut 1947], veja também [BM 1976,

pg. 76]).

Corolario 3.18 Seja G cubico, 2-aresta-conexo e seja o € aGG. Entdo, existe
um emparelhamento perfeito t em G, contendo «.

Prova: Seja o € aG com extremos u e v. Seja H := G — {u,v}. Vamos mos-
trar que H contém um emparelhamento perfeito ¢y e portanto tg + o é um
emparelhamento perfeito em G que contém «.

Sejam X C VH, Y = X U{u,v}e K € Z(G — Y). Seja também n, o
nimero de arestas em G entre Z(G —Y) e Y. Como G é cubico, §(VK) é
fmpar e portanto | §(VK) | > 3. Claramente, n > 3- | Z(G —Y) |. Por
outro lado, o tem dois extremos em Y e portanto, n < 3- | Y | —2, donde
concluimos que | Z(G —Y) | < | Y |. Além disso, como | VG | é par, temos que
|Z(G-Y) | e | Y| tém a mesma paridade e portanto, | Z(G—-Y) | <|Y | —2.
Mas, | Z(H = X) |=| Z(G-Y) | < | Y | =2 = | X |. Portanto, pelo Teorema
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3.17, existe um emparelhamento perfeito tzr.[]

Para X C VG, dizemos que um corte 6 X, néo nulo, é separador se |aG[X]| > 1
e [aG[X]| > 1.

Corolario 3.19 Seja G 3-aresta-conexo, cibico e seja o € aG. FEntdo, existe
em G um emparelhamento perfeito t que contém « e nao inclui nenhum 3-corte
de G.

Prova: Por inducao no numero de arestas de G. Suponha inicialmente que G
inclui somente 3-cortes nao separadores. Pelo Corolario 3.18, ja sabemos que
G possui um emparelhamento perfeito ¢ contendo a. Como t s6 cobre uma das
arestas de cada vértice, entao t nao inclui nenhum 3-corte de G.

Suponha, agora, que G inclui um 3-corte separador, 0.X e sem perda de ge-
neralidade, suponha que o € §X U aG[X]. Contraia todas as arestas de aG[X]
obtendo o grafo G’. Por hipétese de inducao, G’ tem um emparelhamento per-
feito ¢ que contém « e nao inclui nenhum 3-corte de G Logo, uma das arestas,
digamos o, incidente no vértice resultante da contracao de aG[X], estd coberta
por t. Coloque a’ no papel de « e agora aplique o mesmo raciocinio para G”, o
grafo obtido a partir de G’ contraindo aG[X] ao invés de aG[X|. Encontramos,
assim, um emparelhamento perfeito ¢ em G° que contém o’ e nao inclui nenhum
3-corte de G”. Convém lembrar aqui que G é 3-aresta-conexo e pelo Lema 3.6,
sabemos que nao ha cruzamentos entre conjuntos de vértices de dois 3-cortes de
G. Logo, unindo t' et’, temos um emparelhamento perfeito ¢t em G que contém

a e que nao inclui nenhum 3-corte. (1 [
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Capitulo 4

Resultados sobre a Conjetura
dos 5-fluxos

Na seccao 1.2 vimos que existe uma correlacao entre k-coloracoes de faces num
grafo planar e k-fluxos. Assim, o Teorema das Cinco Cores nos da uma demons-
tragdo da CJs para o caso planar:

Teorema 4.1 (das cinco cores) Todo grafo planar sem arestas de corte € 5-
colordvel.

Neste capitulo iremos demonstrar o Teorema dos 8-fluxos [Jae 1979] e o Teo-
rema dos 6-fluxos [Sey 1981], ambos para grafos sem arestas de corte. Daremos
também uma demonstracao do Teorema dos 5-fluxos para grafos planares e sem
arestas de corte, sem usar a férmula de Euler [You 1983]. Além disso, demonstra-
remos o Teorema dos 5-fluxos para grafos de génus baixo e sem arestas de corte
[MCB 1988], valendo-nos fortemente do uso da férmula de Euler.

4.1 Teorema dos 8-fluxos

Nesta seccao demonstraremos que todo grafo sem aresta de corte admite um
8-fluxo [Jae 1979].

Uma particao P de G é um conjunto de n subgrafos By, Bo,...,B,, dois a
dois disjuntos, tal que VG =VBiUVByU...UVB,.

Para qualquer particdo P de G, denotamos por a(P) o conjunto de arestas
com os extremos em elementos distintos de P.

41



Teorema 4.2 (Nash-Williams) Para todo grafo G conexo com pelo menos dois
vértices e toda colecdo disjunta mdxima T* de drvores geradoras, tem-se

7 = i | 122 a

onde o minimo ¢ tomado sobre todas as particoes P de VG com dois ou mais
blocos [NW 1961]; veja também [FL 1988, pg. 77].

Uma colecao A de arvores geradoras em um grafo G é dita m-disjunta, m > 1,
se toda aresta em a( pertence a no maximo m arvores de A. Param = 1, dizemos
simplesmente que a colecao é disjunta.

Lema 4.3 Seja G um grafo k-aresta-conexo e l um inteiro positivo. O grafo G
admite uma colegao l-disjunta de |kl/2| drvores geradoras.

Prova: Seja G’ o grafo obtido a partir de G pela substituigao de cada aresta por
[ copias. Claramente G’ é kl-aresta-conexo. Seja P uma particao de G com n
blocos, n > 2. Em G, |a(P)| > kin/2. Assim pelo Teorema 4.2, decorre que G’
tem pelo menos |kl/2] &rvores geradoras, duas a duas disjuntas. Portanto, G
tem uma cole¢ao [-disjunta com pelo menos |kl/2] arvores. [

Lema 4.4 Seja T uma drvore geradora de um grafo G. Entdo existe um 2-fluxo
parcial (D, ), cujo suporte inclui aG \ aT .

Prova: Para cada aresta a de aG \ a7, existe em 7" um (dnico) caminho ligando
os extremos de . Assim, existe em G um circuito C', com apenas a aresta «
em aG \ aT. Orientando o circuito C,, obtemos um 2-fluxo parcial, (Dq, ¢q),
cujo suporte contém «. Somando, médulo 2, todos os fluxos (D, ¢a), para cada
aresta a € aG \ aT', obtemos um 2-fluxo modular parcial cujo suporte inclui
aG \ aT. Pelo Teorema 2.11, G admite um 2-fluxo parcial, (D, ), cujo suporte
inclui aG \ 7. O

Teorema 4.5 (Jaeger) Todo grafo sem arestas de corte admite um 8-fluzo.

Prova: Seja G um grafo sem arestas de corte. Por raciocinio andlogo a Redugao
3.2 podemos considerar que G é 3-aresta-conexo. Pelo Lema 4.3 temos, em G,
uma colecao 2-disjunta de trés arvores geradoras 17, 1o e T3. Pelo Lema 4.4,
existem em G trés 2-fluxos parciais (D;, ¢;) cujos suportes incluem oG\ a7}, (i =
1,2,3).

Considere (D, p) := (D1,p1) +2 - (D2,92) +4 - (D3, ¢3). Pela Proposigoes
2.1 e 22, (D,p) é um 8-fluxo parcial em G. Mas, como a colecao de arvores
geradoras é 2-disjunta, toda aresta de G pertence & uniao dos suportes dos trés
2-fluxos parciais. Logo, de fato, (D, ¢) é um 8-fluxo em G. O
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4.2 Teorema dos 6-fluxos

Teorema 4.6 (Seymour) Todo grafo sem arestas de corte admite um 6-fluzo
[Sey 1981].

Prova: Antes de provarmos o teorema introduziremos algumas definigoes.

\\ \\ \

\
G \ T Aps @
o TPk

Figura 4.1: Um exemplo de um grafo G e uma decomposigao de Seymour, G’,
para GG. As linhas cheias em G’ representam os subgrafos Eulerianos e as linhas
com tragos menores, as arestas especiais.

Uma decomposicao parcial de Seymour de um grafo G é uma seqiiéncia F :=
(E4, Es, ..., E,) de subgrafos de GG, com as seguintes propriedades:

(i) para todo i, 2 < ¢ < r, existem pelo menos duas arestas, cujos extremos
pertencem um a V E; e o outro a ;<;VEj. Dentre estas arestas, escolhem-se
duas, que chamaremos de especiais.

(ii) os subgrafos em E sao conexos, Eulerianos e dois a dois disjuntos. Um
grafo é Fuleriano se todos os seus vértices tém grau par.
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Uma decomposicao total de Seymour, ou simplesmente decomposicdo de Sey-
mour, de um grafo G, é uma decomposigao parcial de Seymour em que | JV E; =
VG (figura 4.1).

Observe que a ordem dos subgrafos Eulerianos na seqiiéncia E é importante.
Se permutarmos Fs com FE3 na figura 4.1, nao teremos uma decomposicao de
Seymour, pois a propriedade (i) estard contrariada.

Dada uma decomposicao de Seymour de um grafo G, define-se a contracdo de
Seymour como o grafo obtido pela contracao das arestas dos subgrafos Eulerianos
presentes na decomposigao de Seymour (figura 4.2).

Figura 4.2: A contracao de Seymour para o grafo da figura anterior. As linhas
com tragos menores representam as arestas especiais.

Um grafo é de Seymour se admite uma decomposigao de Seymour em que 0s
elementos da sequiéncia sao grafos-vértice. E claro que toda contracao de Seymour
é um grafo de Seymour.
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Seja G um grafo sem arestas de corte. A demonstracao do Teorema inicia
eliminando o caso em que G nao é 3-aresta-conexo, por raciocinio analogo a
Redugao 3.2.

A seguir, dado que G é 3-aresta-conexo, demonstra-se, no Lema 4.8, que G
tem uma decomposicao de Seymour D. Seja S a contracao de Seymour corres-
pondente. No lema 4.7, demonstra-se que S admite um 3-fluxo modular.

Pelo Corolario 2.8, o grafo G admite um 3-fluxo modular parcial cujo suporte
inclui aG \ |JaFE;. Entretanto, pelo Teorema 2.11, temos um 3-fluxo parcial
(D', ¢') em G, de mesmo suporte.

Por outro lado, sabemos que também existe em G um 2-fluxo parcial (D", ¢"),
cujo suporte é | JaE;. Entao, pelas Proposicoes 2.1 e 2.2 temos que (D, p) :=
(D', ¢') +3- (D", ¢") é um 6-fluxo parcial em G. Mas, toda aresta de G estd
na uniao dos suportes dos dois fluxos parciais. Portanto, de fato, (D, ) é um
6-fluxo em G.

A demonstracdo do Teorema esta assim reduzida as demonstragées dos Lemas
4.7 e 4.8.

Lema 4.7 Todo grafo de Seymour admite um 3-fluro modular.

Prova: Seja S um grafo de Seymour. Seja também FE := (Ej, Es, ..., E,) uma
decomposicao de Seymour de S tal que para todo i, E; é um grafo-vértice; seja v;
o0 seu vértice, sejam Oz;- e ag’ as arestas especiais que ligam v; a vértices anteriores.
Obteremos um 3-fluxo modular (D, ¢) para S tal que ¢ = 1.

Inicialmente, oriente arbitrariamente todas as arestas nao especiais de S. A
orientagao de o e o serd dada pela aplicacao do algoritmo a seguir, onde o fluxo
liquido de cada v; é calculado no grafo S — {a}, o }.

para ¢ := r descendo até 2 faga:

1. Se ¢(v;) =0 (mod 3), entdo oriente o entrando em v; e ¢ saindo de v;;
2. Se p(v;) =1 (mod 3), entao oriente ambas, o e o/, saindo de v;;

3. Se ¢(v;) =2 (mod 3), entdo oriente ambas, o e o, entrando em v;.
Assim, apés a orientagao de o e de o vale que o conjunto {v,,vy_1,...,v;}

estd equilibrado médulo 3. Portanto, ao final do algoritmo todos os vértices, a
excecao talvez de vy, estao equilibrados moédulo 3. Mas, pelo Corolario 2.6, vy
também o estd, dai o resultado. [
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Lema 4.8 Todo grafo 3-aresta-conexo admite uma decomposicdo de Seymour.

Prova: Seja G um grafo 3-aresta-conexo e seja E := (F1, Es, ..., FEs), s > 0, uma
decomposicao parcial de Seymour de G, maximal. Mostraremos, por absurdo,
que E é total. Suponha, pelo contrario, que X := VG \ |JV E; é nao vazio. Pela
maximalidade de F, podemos supor que s > 0, pois caso contrario, podemos
tomar um grafo-vértice como FEj.

Seja H := G[X] e seja Y o conjunto dos Y tais que 0 #Y C X e |dgY| < 1.
E ébvio que Y # (), pois X € ). Seja pois Y um elemento minimal de ). Seja
z:=0gY NdgX e seja Z o conjunto dos extremos das arestas de z em Y (figura
4.3). Entao,

0uY |+ 2| = |6cY];

como G é 3-aresta-conexo, segue que |z| > 2.

Z[ ] 7 _Y

/

Figura 4.3: Um exemplo das disposicoes de X, Y e Z.

Assim, temos dois casos a considerar:

Caso 1. Z é unitério

Neste caso, seja v o unico vértice de Z. Claramente todas as arestas de z
incidem em v; portanto, podemos fazer Fsq := G[v], contradizendo a maxima-
lidade de E.
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Caso 2: |Z| > 1

Neste caso, sejam u e v dois vértices de Z. Se existirem dois caminhos P;
e P, de u a v em G[Y], disjuntos nas arestas, entdo podemos fazer Fsi1 :=
G[V P, UV P,], contradizendo a maximalidade de FE.

Se tais caminhos nao existirem, entdo, pelo Teorema de Menger [Men 1927]
( veja também [BM 1976, pg. 204]), Y tem uma particao {Y’,Y"} tal que v €
Y,, ueY’e |5G[Y]Y/| = |5g[y}Y”| <1 (ﬁgura 44)

u _YII

/

Figura 4.4: Um exemplo da disposicao de Y/, Y e X.

Além disso, [6gY| < 1. Assim, ou dgy Y’ = onY' ou dgyY" = ouY".
Portanto, um dentre Y’ e Y” pertence a ), contrariando a minimalidade de
Y. OO

4.3 Teorema dos 5-fluxos para grafos planares

Como mencionamos na seccao 1.2, existe uma correlacao estrita entre k-fluxos
e k-coloracao de faces num grafo planar. Portanto, desde que o Teorema das
Cinco Cores foi demonstrado por Heawood em 1890 [Hea 1890], o Teorema dos
5-fluxos também tem uma demonstracao naturalmente imediata, a qual depende
fortemente do uso da férmula de Euler.
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Nosso intuito ao apresentar a demonstracao a seguir, é dar uma prova do
Teorema dos 5-fluxos que use apenas conceitos de fluxos e independa do uso da
férmula de Euler, visando, assim, uma possibilidade de extensao do raciocinio
exposto para casos mais gerais.

Convém ressaltar que uma primeira tentativa nesse sentido deve-se a Younger
[You 1983], o qual, entretanto, ainda valeu-se parcialmente de argumentos de
coloracao de faces em grafos planares.

Teorema 4.9 (Younger) Todo grafo planar e sem arestas de corte admite um
5-fluzo.

Prova: Seja G planar e sem arestas de corte. Por raciocinio andlogo as Redugoes
3.2 e 3.13 podemos considerar que G é 3-aresta-conexo e 3-regular. Assim, fazendo
um raciocinio analogo ao Lema 4.8, podemos encontrar uma decomposicao S de
Seymour de G. Seja E := (Ey, Ea,...,E,) a seqiiéncia de subgrafos Eulerianos
de S. Observe que como G é planar e 3-regular, cada elemento de E é um vértice
ou um circuito. Entretanto, para provar este teorema, necessitamos ainda que
a decomposicao de Seymour encontrada tenha a caracteristica de que cada F;
nao contenha vértices em seu interior. (Cada FE; divide o plano em duas regioes,
uma interior e outra exterior. A regido exterior é aquela em que se encontra
E;_,. Para Fy, a escolha entre interior e exterior é arbitréaria.) Essa propriedade
é garantida pela Proposicao a seguir:

Proposicao 4.10 Seja C um circuito em G contendo dois vértices especificados
u ev. Entao, existe um circuito C' em G que ndo contém nenhum vértice no seu
interior, que passa por u e v e que nao contém nenhum vértice no exterior de C'.

Prova: Por indugao no nimero de vértices no interior de C'. Se C' nado contém
nenhum vértice no seu interior entao a prova estd completa. Caso contrario,
expresse C' como a unido de dois arcos A e B, com exatamente u e v como
vértices comuns. Seja w um vértice no interior de C'. Dado que G é 3-aresta-
conexo, entao existem trés caminhos de w a vértices de C', dois a dois disjuntos
nas arestas. Pela planaridade de G, podemos tomar os trés caminhos de forma
que nenhum deles passa por vértices no exterior de C'. Como G é 3-regular, os
trés caminhos sao dois a dois disjuntos nos vértices, exceto na origem w. Entao,
podemos considerar que pelo menos dois deles, P; e P, tém seus términos, r e
s, no mesmo arco, digamos A. Substitua em C o segmento do arco A entre r e s
pelos caminhos P; e P, obtendo assim um novo circuito, com menos vértices no
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seu interior do que C', que passa por u € v e ndo tem nenhum vértice no exterior
de C. O resultado segue por inducao. [

Assim, para cada F;, 1 < i < r, seja X; o subgrafo formado pelos vértices
e arestas de FE; e pelas cordas possivelmente existentes no interior de F;. Seja
G’ o grafo obtido a partir de G pela contracao dos aX;. Claramente G’ é um
grafo planar de Seymour. Pelo Lema 4.7, G’ tem um 3-fluxo modular e pelo
Teorema 2.15, um 3-fluxo p-balanceado. Entretanto, pelo Lema 4.11, G tem um
3-fluxo parcial (D, ¢) cujo suporte inclui aG \ |JaX; e onde as arestas de cada
E; encontram-se todas orientadas no sentido anti-horério.

Se contrairmos agora as arestas de F; e as arestas no seu exterior, teremos um
grafo planar G;, com um vértice e n lagos. Seja (D), ¢}) um 2-fluxo p;-balanceado
em G;. Pelo Lema 4.11, existe, em X;, um 2-fluxo parcial (D!, ¢!), cujo suporte
inclui as cordas do interior de E; e onde as arestas de E; encontram-se todas
orientadas no sentido anti-horario.

Finalmente, seja (F;, \;) o 2-fluxo parcial cujo suporte sdo as arestas de E;,
todas orientadas no sentido anti-horario.

Assim, (D, ) + > (D!, @)+ >0 (Fi, Ai) é um 5-fluxo em G.

Lema 4.11 Seja G um grafo planar e com grau dos vértices ndo excedendo 3.
Sejam C uma face (circuito) de G, G' o grafo obtido a partir de G pela contragao
das arestas de C e (D', ") um k-fluzo p-balanceado em G'. Entdo, existe um
k-fluxo parcial (D, p) cujo suporte inclui o de (D', ¢") e tal que C € um circuito
orientado por D no sentido anti-hordrio.

Prova: Seja v o vértice de G resultante da contracdao das arestas de C'. Por
definicao de fluxo balanceado, as arestas de G’ incidentes em v podem ser enu-
meradas, no sentido horario, (8o, 41, - - -, Baw)—1) de tal forma que

J
0< Y s(B)F(B) < k.

=0

Seja Cj a secgao de C' entre os extremos de (3 € B(j41) mod d(v)» 0 < J < d(v),
orientada no sentido anti-horario. Obtenha a extensao ¢ de ¢’ atribuindo a cada
aresta de C; o valor Y 7_, s(8:)¢'(6;). OO
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4.4 Teorema dos 5-fluxos para grafos em superficies
de génus baixo

Nesta seccao vamos considerar superficies fechadas, orientadas e nao-orientadas.

Dizemos que uma superficie é fechada se ela nao possui fronteiras nem bordos.
Como exemplos de superficies fechadas e nao fechadas podemos citar a esfera e
a fita de Mobius, respectivamente.

Uma superficie é dita orientada se ela ndo contém uma fita de Mobius e ndo-
orientada caso contrario. Como exemplos de superficies fechadas orientadas e
nao-orientadas podemos citar o toro e o plano projetivo, respectivamente [Zee].

Uma superficie é dita de génus g se é topologicamente homeomorfa a esfera
com g algas e/ou cross-caps. Assim o toro é uma superficie de génus um.

Um grafo é dito de génus orientado ou de génus ndo-orientado g, se pode
ser imerso, sem cruzamento de suas arestas, numa superficie orientada ou nao-
orientada de génus g, respectivamente, mas nao em uma de génus g — 1. O Kjp,
conhecidamente nao planar, é um exemplo de grafo orientado de génus 1, pois
pode ser desenhado no toro, sem que hajam cruzamentos de suas arestas (figura
4.5).

=
N

P > P

Q

Figura 4.5: K5 imerso no toro.

Suporemos, nesta seccao, grafos 3-aresta-conexos, 3-regulares e com cintura
maior ou igual a sete e provaremos que um contra-exemplo para C'Js, fixando-se
o génus do grafo, tem nimero de vértices limitado por 28(¢g — 1) para superficies
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orientadas e 14(g — 2) para superficies nao-orientadas. Além disso, demonstrare-
mos a validade de C'Js; para grafos em superficies orientadas de génus menor ou
igual a dois e nao-orientadas de génus menor ou igual a quatro.

Lema 4.12 Seja G um grafo conexo, 3-regular, de cintura v > 7 e imerso em
uma superficie S de génus g. Entdo, vale que:

(a) | VG| <28(9g—1), se S € orientada;
(b) | VG | < 14(g — 2), se S € nao-orientada.
Prova: Seja FG o conjunto de todas as faces f de G. Como v > 7,

[ee]
2-1aG| =) ifi > 7-|FG]| (4.2)
i=T
onde f; é o nimero de todas as faces com i arestas. Por outro lado, como G é
3-regular, temos que

3.VG| =2 |aGl. (4.3)

As férmulas de Euler para grafos em superficies orientadas e nao-orientadas
sao, respectivamente,

VG| + |FG| — |aG| = 2(1 — g) (4.4)

VG| + |FG| — |aG| =2 — g. (4.5)

Assim, aplicando (4.2) e (4.3) nas férmulas (4.4) e (4.5), concluimos a pro-
va. [J

Teorema 4.13 Todo grafo sem arestas de corte e com génus orientado menor
do que ou igual a 1 ou ndo-orientado menor do que ou igual a dois admite um
5-fluzo.

Prova: Imediata por aplicagao do Lema 4.12. [

Teorema 4.14 (Moller, Carstens e Brinkmann) Todo grafo sem arestas de
corte e com génus orientado menor do que ou igual a dois e nao-orientado menor
do que ou igual a quatro admite um 5-fluxo.
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Prova: Para demonstrar o teorema, vamos considerar grafos 3-regulares, 3-aresta-
conexos e com cintura > 7. Pelo Lema 4.12, sabemos que basta verificar todos os
grafos com no méximo 28 vértices. Tutte demonstrou [Tut 1966a, pg. 74-75] que
|V G| > 22, necessariamente, para grafos com cintura > 7. Além disso, |V G| é par.
Entao, na realidade, basta considerar grafos com 24 < | VG | < 28. No caso de 24
vértices, a parte de isomorfismos, existe somente um grafo com as propriedades
citadas, o grafo de McGhee. Este resultado também foi apresentado por Tutte
[Tut 1966a, pg. 77-81]. Entretanto, o grafo de McGhee admite um 4-fluxo, como
pode ser observado na figura 4.6. Para grafos com 26 e 28 vértices, o problema
foi solucionado com o auxilio de computador, cujos detalhes de implementagao
e algoritmos pode ser encontrados em [Bri 1986], referéncia esta cujo acesso nao
nos foi possivel.[]

Ee 2/ +C
.. b
Ce 2{_ * 3

Figura 4.6: Um 4-fluxo para o grafo de McGhee.
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Capitulo 5

Resultados sobre a Conjetura
dos 3-fluxos

Na seccao 1.2 vimos que existe uma correlacao entre k-coloracoes de faces num
grafo planar e k-fluxos. Assim, o Teorema de Grotzsch [Gro 1958] nos dd4 uma
demonstracao da CJs para o caso planar:

Teorema 5.1 (Grotzsch) Todo grafo planar, sem arestas de corte e sem 3-
cortes, € 3-colordvel.

Na verdade, a extensao de Griinbaum-Aksionov [Gru 1963]-[Aks 1974] fornece
uma afirmacdo mais forte que a C'J3 para o caso planar:

Teorema 5.2 (Griitnbaum-Aksionov) Todo grafo planar, sem arestas de cor-
te e com nao mais que trés 3-cortes, € 3-colordvel.

Usando uma abordagem de fluxos, Steinberg e Younger [SY 1989] provaram
a C'J3 nao sé para o plano, mas também para o plano projetivo real, admitindo
neste caso, até um 3-corte. Dahab e Younger [DY 1988] estenderam este resul-
tado, admitindo até trés 3-cortes.

Neste capitulo iremos demonstrar o Teorema dos 4-fluxos de Jaeger [Jae 1979],
para grafos sem 1-cortes nem 3-cortes. Além disso, demonstraremos uma extensao
do Teorema 5.2, baseada na demonstragao de Steinberg e Younger [SY 1989].
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5.1 Teorema dos 4-fluxos

Teorema 5.3 (Jaeger) Todo grafo sem arestas de corte e sem 3-cortes admite
um 4-fluxo.

Prova: A demonstracao é analoga a do Teorema 4.5. Seja G um grafo sem 1-
cortes nem 3-cortes. Por raciocinio andlogo a Redugao 3.2, podemos considerar
que G é 3-aresta-conexo. Mas, por hipdtese G é livre de 3-cortes. Logo, podemos
supor que GG é 4-aresta-conexo. Pelo Lema 4.3, temos que G possui duas arvores
geradoras T e Ty, disjuntas nas arestas. Pelo Lema 4.4 existe em G dois 2-fluxos
parciais (D1, 1) e (D2, ¢2), cujos suportes incluem aG \ aT} e aG \ aTs, respecti-
vamente. Considere entao (D, ¢) := (D1, ¢1)+2- (D2, ¢2). Pelas Proposicoes 2.1
e 2.2, (D,¢) é um 4-fluxo parcial em G. Mas, toda aresta de G pertence & uniao
dos suportes dos dois 2-fluxos parciais. Portanto, de fato, (D, ¢) é um 4-fluxo em

G. O

5.2 Teorema dos 3-fluxos para grafos planares

Chamamos de uma 3-orienta¢io D em um grafo G, um 3-fluxo modular (D, ¢),
tal que p = 1.

Para X, Y C V@G, dizemos que um corte § X fragmenta o conjunto Y, se X e
X ambos interceptam Y.

Dizemos que um vértice v em VG é especificado se dv for um corte minimal
e se as orientagoes das arestas de dv forem fixadas, tal que v esteja equilibrado
médulo 3.

Teorema 5.4 Seja G um grafo planar, sem arestas de corte ¢ S C VG. Se todo
3-corte em G fragmenta S e se vale uma das hipdteses abairo, entao G tem uma
3-orientacao (que estende a orientacdo do vértice especificado, se existir):

ou (i) |S| <3;

ou (1) |S] < 2 e existe um vértice especificado de grau 4 em S;

ou (i11) |S| =1 e o unico elemento de S € um vértice especificado de grau 5.

Convém observar que a permissao de 3-cortes em G, valida para as hipoteses
(1) e (#) do teorema, fortalece o resultado da CJs para grafos planares que
atendam as referidas hipdteses. A limitacdo da cardinalidade do conjunto S
nessas hipéteses segue da necessidade de evitarmos os grafos exibidos na figura
5.1 (a) e (b), para os quais nao é possivel obter uma 3-orientagao. Observe que
o grafo (a) requer |S| =4 e o grafo (b) requer |S| = 3 com o vértice especificado
de grau 4 em S.
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A limitagao da cardinalidade de S a 1 na hipdtese (4i7) implica na inexisténcia
de 3-cortes em grafos que atendam a esta hipdtese. Na realidade, com uma
demonstracao um pouco mais elaborada para o teorema, poderiamos permitir a
existéncia de um 3-corte nesta hipétese, dentro de certas condicoes.

(a) (b)

Figura 5.1: Exemplos de grafos que nao admitem 3-orientagao: (a) quatro 3-
cortes; (b) orientacao imposta a um vértice especificado, com dois 3-cortes.

Prova do Teorema: Por inducdo no nimero de arestas de G. A afirmacao é
trivialmente verdadeira se G for livre de arestas.

Seja entdo um grafo G satisfazendo uma das hipdteses do teorema e com
pelo menos uma aresta. A prova estd baseada em sucessivas reducoes aplicadas
a G, até a obtengao da Configuracao de Grotzsch (figura 5.5 (a), pg. 64). Em
algumas dessas reducoes, valer-nos-emos de reducoes apresentadas anteriormente
a reducao em questao. Denotaremos por [ o vértice especificado de GG, se ocorre
uma das hipéteses (ii) ou (ii7).

R1. Reducdo a grafo conexo.

A aplicacdo da hipétese de inducao, em cada componente conexa K de G,
com SN VK no lugar de S, é trivial neste caso. ¢

Lembre que, dada uma aresta o de G, G| denota o grafo obtido a partir de
G pela contracao da aresta «. Estendemos, da maneira natural, essas contragoes
para um conjunto z de arestas ao invés de apenas uma aresta. E conveniente
exigir que G[z] seja conexo. Nesse caso, o conjunto X dos extremos das arestas
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de z é unificado num tnico vértice, digamos w. Definimos S|z, a contra¢do do
conjunto S por x, como segue:

S|z = S se SNX =10
T (S\ X)U{w} caso contrario.

Observe que todo 3-corte em G|z fragmenta S|z.

R2. Reducdo a grafo 3-aresta-conexo.

Esta reducao é andloga & Reducao 3.2. Basta apenas observar que se ocorre
a hipdtese (ii) ou (éi7), para todo 2-corte em G existe uma aresta o do 2-corte
tal que o ¢ [, pois 6l é minimal. Assim, a hip6tese de indugao é aplicada a G|a
e S|lano papel de G e S.

R3. Reducgdo a grafo simples.

O caso em que G contém lagos é trivialmente resolivel.

Suponha entao que GG contém duas arestas paralelas a e 3, ligando dois de
seus vértices, u e v.

Considere inicialmente o caso em que nao ha vértice especificado, ou, se hou-
ver, que nem u nem v sejam o vértice especificado. Sejam G’ := G|{a, 5} e
S’ := Sl{a, 8}. Como a contragao de arestas nao cria cortes novos, claramente
G’ com S’ atendem & mesma hipétese que G com S e a minimalidade de 41, se
ocorre a hipdtese (ii) ou (iii), é preservada. Por hipdtese de inducao, G’ tem
uma 3-orientacao D’. Seja D a extensao de D’ a aG, onde as orientacoes de o e
08 sdo determinadas de acordo com o fluxo liquido ¢ do vértice u, calculado no
grafo G — {«, 8}. Assim, se ¢ =0 (mod 3), a e 3 sdo orientadas em sentidos
opostos; se ¢ =1 (mod 3), a e [ sdo orientadas saindo do vértice u e se p = 2
(mod 3), « e (3 sao orientadas entrando no vértice u. Logo, D é uma 3-orientacao
para G.

Considere, agora, o caso em que ou u ou v, digamos u, é o vértice especificado.

Suponha inicialmente que a e 3 tém orientacoes opostas. Sejam entao G’ :=
G—{a,B} e S :=SU{v}. O vértice u em G’ tem grau 2 ou 3, portanto estamos
agora na hipétese (7). Todo 3-corte em G’ e ndo em G separa u e v e portanto
fragmenta S’. Para podermos aplicar a hipétese de inducao a G’, resta mostrar
que este é livre de 1-cortes, ou, de forma equivalente, que nenhum 3-corte 6 X em
G contém « e . Suponha o contrério. No caso da hipétese (iii), G é livre de
3-cortes. No caso da hipétese (i4), ajuste a notacdo, permutando X com X se
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necessario, de forma que u € X. O corte X fragmenta S e portanto u é o inico
vértice de S em X. Entretanto, o corte 6(X \{u}) em G é impar, menor do que ou
igual a 3 e nao fragmenta S, contradi¢ao. De fato, G’ é livre de 1-cortes. Assim,
G’ com S’ atende a hipétese (i) e por indugéo, tem uma 3-orientagdo D’. Reverta
todas as orientacoes de D', se necessario, de forma a coincidir com a orientacao
especificada para u em G, nas arestas ou \ {«, 3}. Seja D a extensdao de D’ a aG,
dando, para as arestas « e (3, as orientagoes previamente especificadas.

Resta agora considerar o caso em que « e (§ sao orientadas num mesmo sentido.
Neste caso, sejam G’ := G —a e S’ := SU {v}. Se ocorre a hipétese (i7) em
G, ocorre a hipétese (i) em G’. Se ocorre a hipdtese (iii) em G, revertemos a
orientacao de (3, transformando w num vértice especificado de grau 4 em G’ e
portanto estamos na hipdtese (ii): neste caso, a remogao de uma aresta paralela
de 4l preserva sua minimalidade. Em ambos os casos, G’ ¢ livre de 1-cortes pois
o0s 2-cortes em G j4 foram reduzidos. Todo 3-corte em G’ e nao em G separa u
e v e portanto fragmenta S’. Assim, G’ com S’ atende a uma das hipGteses (7)
ou (#4) e por indugao, tem uma 3-orientagao D’. Reverta todas as orientagoes de
D', se necessdrio, de forma a coincidir com as orientacoes especificadas para u
em G, nas arestas ou \ {«, 3}. Reverta ainda a orientacao de § em D’ e estenda
D’ a aG, dando a orientacao especificada para o em G. ¢

/11

5 Gy

Figura 5.2: Os grafos G e Gx.

Dado um conjunto X de vértices tal que G[X] é conexo, a contragio Gx
de G por aG[X] é o grafo G|aG[X]. Denotaremos por Sx o conjunto S|aG[X].
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Denotaremos também por uy o vértice resultante da contracao das arestas em
aG[X] (figura 5.2).

R4. Redugao a grafo livre de: (a) 3- e 4-cortes separadores; (b) 5-cortes separa-
dores que ndo fragmentam S.

Em G, seja X um corte separador nos casos (a) ou (b). Permute X com X
tal que |X N S| < 1 na hipétese (i) e | € X nas hipéteses (ii) ou (i4i). Em todas
as trés hipéteses, | X N S| < 1. Mais ainda, no caso (b), |[X N.S| = 0.

Dado que G é 3-aresta-conexo, todo k-corte, 3 < k < 5, é minimal. Em
particular, X é minimal e portanto G[X] e G[X| sdo ambos conexos.

O grafo Gx é também 3-aresta-conexo. Portanto, no caso das hipéteses (1)
e (i7i), a minimalidade de §l é preservada. Assim, G x com Sx atende & mesma
hipétese que G com S e por inducao tem uma 3-orientacao Dx.

Resta agora obter uma 3-orientacao D+ para G que coincida com Dy nas
arestas de 6X = dux. No caso [0X| = 3, a hip6tese de indugao pode ser imedi-
atamente aplicada a G e Sy, revertendo entao, se necessario, a orientacao D+
obtida.

Podemos entao supor que [0X| = 4 ou [6X| = 5. Neste caso, uy torna-se
o vértice especificado de grau 4 ou 5, com sua arestas orientadas como em Dx.
Novamente, duy ¢ minimal em G+ pois Gy ¢ 3-aresta-conexo. Logo, G com
Sx U {ux} atende & hipétese (ii) ou (i7i) e por inducdo tem uma 3-orientacao
D+. A uniao de Dx e D+ é uma 3-orientagao em G. ¢

Um ziguezague Z é um caminho (ug, aq, u1, a9, ug, ag, ug) tal que:

e 1no mapa planar de GG, a1 e as sdo consecutivas em u; e ag € g SA0 conse-
cutivas em uo;

e uq e uy sdo ambos vértices de grau distinto de quatro.

Um 6-corte separador com ziguezague é um 6-corte separador onde trés de
suas arestas formam um ziguezague (figura 5.3).

o8



0 U,

Figura 5.3: Um 6-corte separador com ziguezague.

R5. Reducdo a grafo livre de 6-cortes separadores com ziguezague que ndo frag-
mentam S.

Seja 0 X um 6-corte separador com ziguezague que nao fragmenta S. Vamos
inicialmente provar que G[X] e G[X]| sdo ambos conexos. Suponha que, pelo
contrério, G[X| nao é conexo; sejam K; e Ky duas componentes conexas de

G[X]. Como G é 3-aresta-conexo,

6(VEL)|, [6(VEy)| = 3. (5.1)

Mas §(V K1) e §(V K2) sao disjuntos e subconjuntos de 6 X. Portanto, vale a igual-
dade em (5.1) e K7 e K3 sao as duas dnicas componentes conexas de G[X]. Por
outro lado, §X é separador e portanto aG[X] # 0. Logo, aK; ou aKs, digamos,
aK1, é nao vazia. Ademais, as trés arestas de 6(V K2) pertencem a aG[VG\V K1].
Assim, 6(V K1) é um 3-corte separador, ja reduzido anteriormente. Assim, G[X]
é conexo. Analogamente, G[X| também é conexo. Portanto, podemos contrair G
aGyeaGx.

Permute X com X, se necessirio, tal que X NS = ). Claramente, se ocorre
uma das hipdteses (i7) ou (iii), | € X. O grafo Gx é 3-aresta-conexo e portanto
dl, se ocorre a hipétese (ii) ou (i4i), é minimal. Assim, Gx com Sy atende a
mesma hipdtese que G com S e por inducao tem uma 3-orientacao D x.

Seja (ug, o, u1, g, ug, s, uz) o ziguezague de §X. Reverta o ziguezague, se
necessério, de forma que {ug,u2} € X (figura 5.3). Observe que em G+ as ares-
tas aq e ao sdo paralelas. Sejam G’Y =Ggx—are G% =Gx— {a1,as}. Como
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G é 3-aresta-conexo e X NS = ), G+ € 4-aresta-conexo. O grafo G nao contém
4-cortes separadores, pois estes ja foram reduzidos em G. Ademais, pela definicio
de ziguezague, o grau de u; é distinto de 4. Logo, em G nao existem 4-cortes que
contenham «y. Portanto, G/Y ¢é 4-aresta-conexo e G% é 3-aresta-conexo. Temos
dois casos a considerar:

Caso 1: As arestas oy e oo tém a mesma orientacdo em Dy.

Neste caso, reverta a orientacdo de «o, fazendo ux o vértice especificado de
grau 5 em G’.. Como G’ é 4-aresta-conexo, o corte em G’ de ux ¢ minimal e
G%. com {ux} no lugar de S, satisfaz & hipétese (i47). Por inducéo, temos uma
3-orientacao D/Y para G/Y‘ Reverta a orientacao de as em D,Y e estenda D,Y a
aG~, obtendo D+, dando a a1 a mesma orientacao que em Dx.

Caso 2: As arestas ay e ag tém orientagoes opostas em Dx.

Neste caso, fazemos ux o vértice especificado de grau 4 em G%. Como G%
é 3-aresta-conexo, o corte em G% de ux é minimal e G% é livre de 1-cortes.
Ademais, como G é 4-aresta-conexo, todo 3-corte em G% separa u; de ux.
Entao G%, com {u1,ux} no lugar de S, satisfaz a hipdtese (iz). Por indugao, G%
tem uma 3-orientacao DZ.. Estenda D% a aG+, obtendo D+, dando a a; e a

X
a mesma Orlenta(;ao que em Dx.

Em ambos os casos obtivemos uma 3-orientagiao D+ para G que concorda
com Dy nas arestas de 6X. A unidao de Dx e D+ ¢ uma 3-orientacao em G. ¢

O grafo G é 5-regular exceto em S se, para todo vértice v em VG \ {l},

[ 5 seveVG\S
d(v)—{3 sev e S\{l}.

R6. Reducdo a grafo 5-regular exceto em S.

Seja v um vértice de G, distinto de [ e tal que d(v) #5sev & S e d(v) # 3
se v € S\ {l}. Sejam « e ( duas arestas consecutivas no mapa planar de G,
incidentes em v. Sejam a e b os extremos de « e 3, respectivamente, distintos de
v. Seja G’ o grafo obtido a partir de G pela jungao de « e 3. Seja S’ := SU{a}
se |S| =1ewv € S; caso contrario seja S' := S.

O grafo G’ é livre de 1-cortes. Suponha que, pelo contrario, dg» X é um 1-corte
em G’. Como G é livre de 1-cortes, pela Proposicao 3.12, X é um 3-corte em
G que contém « e (3. Por redugoes anteriores, G é simples e livre de 3-cortes
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separadores. Logo, 6X = dv e portanto d(v) = 3. Necessariamente, v € S\ {l},
em contradicao a hipdtese desta reducao.

O grafo G’ é livre de 3-cortes que nao fragmentam S’. Suponha que, pelo
contrario, X é um 3-corte em G’ que nao fragmenta S’. Como S’ é um
superconjunto de S, d X néo fragmenta S. Além disso, G é livre de 3-cortes que
nao fragmentam S; portanto, segue que dgX é um 5-corte que nao fragmenta S e
contém « e (. Por reducgoes anteriores, GG é simples e livre de 5-cortes separadores
que nao fragmentam S. Logo, X = dv e portanto d(v) = 5. Pela hipétese desta
reducao, v € S. Como 60X nao fragmenta S, entdao |S| = 1. Neste caso, a € S’ e
portanto 6 X fragmenta S’, contradigao.

No caso de ocorrer a hipdtese (i7) ou (ii7), 6/ é minimal em G’. Suponha que,
pelo contrério, d¢ X é um corte nao vazio em G’ que é subconjunto préprio de dl.
Entao, podemos supor que |dg X| < 2. Mas G’ é livre de 1-cortes. Logo, dcv X é
um 2-corte. Por redugao anterior, G é 3-aresta-conexo. Logo, X é um 4-corte
que contém « e B. Novamente por reducgoes anteriores, GG é simples e livre de
4-cortes separadores. Logo, 6 X = dv. Assim, v e [, vértices distintos, tém duas
arestas incidentes em comum, uma contradicao a simplicidade de G.

Podemos entao aplicar hipétese de inducao com G’ e S’ no papel de G e de
S, obtendo uma 3-orientacao D’ para G’. Pela Proposicao 3.11, G também tem
uma 3-orientagao. ¢

R7. Reducdo a grafo livre de faces triangulares contendo vértices de grau 3.

Seja T' := (ug, a1, u1, ag, ug, a3, ug) uma face triangular em G contendo vér-
tices de grau 3. Neste caso, estamos em uma das hipdteses (i) ou (iz). A face
triangular 7" tem no méaximo um vértice de grau 3. Suponha que, pelo contrario,
T tem pelo menos dois vértices de grau 3, digamos ug e u1. Neste caso, como G
é simples, 0{ug,u;} é um 4-corte separador e portanto ja reduzido, contradicao.

Seja ent@o ug o vértice de grau 3 de T'. No caso de ocorrer a hipétese (ii), o
vértice especificado de grau 4, [, nao pertence a V'IT'; caso contrario, considerando
uy = [, temos que d{ug,u1} é um 5-corte que nao fragmenta S, e separador, pois
G ¢é simples, portanto ja reduzido.

Logo, podemos supor que os vértices u; e us de T sdo ambos de grau 5. Seja
ainda [ a aresta incidente em ug e nao pertencente a a1 (figura 5.4).

Seja G’ o grafo obtido a partir de GG, contraindo-se a3 e removendo-se a; e as
(figura 5.4). Sejam S’ := (S\ {up}) U{u1} e w o vértice resultante da contracao
de a3. Como a contracao de arestas nao cria cortes novos, todo k-corte em G’,
e nao em G, corresponde a um (k + 2)-corte em G, contendo as arestas oy e aa.
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Por outro lado, G é 3-aresta-conexo, livre de m-cortes separadores, m < 4, e u
é um vértice de grau 5 em G. Portanto, G’ é livre de 1- e 2-cortes. Dessa forma,
a minimalidade de dl, se ocorre a hipdtese (i7), é preservada em G'.

N
& N

G o

Figura 5.4: Um triangulo em G com apenas um vértice de grau 3 e sua imagem
em G’.

O grafo G’ é também livre de 3-cortes separadores que nao fragmentam S’.
Suponha que, pelo contririo, existe em G’ um 3-corte dg» X que nao fragmenta
S’. Se o corte X nao separa u; de w, entao dgX é um 3-corte em G que
também nao fragmenta S, contradicdo. De fato, o corte X necessariamente
separa u; de w. Sem perda de generalidade, considere que u; € X e w € X.
Entretanto, em G, (X U{up}) é um 6-corte separador com ziguezague que nao
fragmenta S ou um 4-corte separador, ambos ja reduzidos.

Assim, G’ com S’ atende & mesma hipétese que G' com S e por hipétese de
inducao tem uma 3-orientacao D’. Estenda D’ a aG, orientando a7 e a3 com a
mesma orientacao de § em relacao a ug e orientando ag com orientagao oposta a
de a7 em relacao a ui. ¢
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Uma Configuracao de Gritzsch' é um subgrafo R de G, consistindo de quatro
faces triangulares que compartilham um vértice em comum de grau 5. Cada
vértice de R é de grau cinco e se ocorre a hip6tese (iii), estes vértices sao distintos
de [, (figura 5.5 (a)). Chamaremos as arestas de G\ R com um dos extremos em
R de arestas incidentes em R.

R8. Reducdo a grafo livre da configuracdo de Gréotzsch.

Seja R uma configuracao de Grotzsch em G. Seja {p,q,r,s,t,v} o conjunto
de vértices de R, disposto conforme a figura 5.5 (a). Seja G’ o grafo obtido a
partir de G' da seguinte forma: fracione ¢ em dois vértices, ¢’ e ¢”, tal que 1
e [y incidam, ambas, em ¢’; remova as arestas (r,s), (s,v) e (v,t) - arestas do
ziguezague Z; contraia G[{p,q”,r,v}] a um tnico vértice y; contraia (s,t) a um
unico vértice z (figura 5.5 (b)). Claramente G’ é planar.

Os cortes em G’ que nao correspondem a cortes de mesmo tamanho em G
sao exatamente aqueles que fragmentam o conjunto {¢’,y,z}. Chamaremos de
cortes esquerdos aqueles que separam ¢’ de y e z; de cortes direitos aqueles que
separam z de y e ¢’ e de cortes centrais aqueles que separam y de z e ¢'.

Proposicao 5.5 O grafo G' é livre de: (a) 1-cortes; (b) 2-cortes que ndo frag-
mentam S e (c) 3-cortes que ndo fragmentam S.

Prova: Em G’, todo 1-corte esquerdo é a imagem de um 3-corte separador em G,
contendo as arestas 31 e (2, e portanto ja reduzido. Todo 2-corte esquerdo é a
imagem de um 4-corte separador em G, ja reduzido. Todo 3-corte esquerdo que
nao fragmenta S é a imagem de um 5-corte separador em G que também nao
fragmenta S e portanto ja reduzido.

Todo 1-corte direito é a imagem de um 4-corte separador em G, ja reduzido.
Todo 2-corte direito que nao fragmenta S é a imagem de um 5-corte separador
em G que também nao fragmenta S e portanto ja reduzido. Todo 3-corte direito
que nao fragmenta S é a imagem de um 6-corte separador com ziguezague Z, em
G, que também nao fragmenta S e portanto ja reduzido.

Finalmente, considere em G’ um k-corte central, 6 X', k < 3, tal que y € X'.
Em G, sejam X := (X' —{y})U{p,r} e W := X U{v}. Observemos que [6X| <8
e |[0W] < 9. Note também que tanto 6X \ dr X' e 6W \ g X’ consistem de
arestas em aR.

!Grétzsch expressou sua configuragio e teorema em termos duais.
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Figura 5.5: (a) A Configuragao de Grotzsch no grafo G e (b) sua imagem em G'.
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Proposicao 5.6 Seja 0Y um corte separador em G tal que [0Y| < 9. Sejam
também u e v dois vértices de grau 5 em Y, onde incidem, em cada um deles,
pelo menos uma aresta de 0Y . Entdo, existe em G[Y| um caminho ligando u a
v.

Prova: Por contradicao. Suponhamos que, pelo contrario, nao existe um caminho
em G[Y] ligando u a v. Portanto, Y pode ser dividido em duas partes, Y7 e Y3,
tais que u € Y7 e v € Y5 e {0Y1,0Y2} é uma partigdo de 0Y. Como G é 3-aresta-
conexo e |0Y| <9, entdo, 3 < min{|0Y1|,|dY2|} < 4. Mas, u e v sdo vértices de
grau 5, entao, dY7 ou dYs é um 3- ou 4-corte separador em G, ja reduzido. [

Assim, pela Proposicao 5.6, existe em G[X] um caminho com extremos p e r;
a unido deste caminho com o caminho (p,v,r) é um ciclo K em G. Por raciocinio
andlogo, existe também em G[W] um caminho com extremos ¢ e s; a uniao deste
caminho com o caminho (g,v, s) é um ciclo L em G. Claramente os ciclos K e L
s6 tém o vértice v em comum. Além disso, os vértices g e s em L sdo separados
por K. Logo, temos em G um cruzamento de arestas, contrariando a condigao

de planaridade. De fato, nao existem k-cortes centrais em G’, k < 3. O

Assim, pela Proposicao 5.5 temos que G’ é livre de 1-cortes e também de
3-cortes que nao fragmentam S.

Observe também que, se ocorre uma das hipdteses (i7) ou (4i¢), a minimalidade
de 6l em G’ é preservada. Caso contrdrio, podemos supor por absurdo que existe
em G’ um corte nao vazio 6X que é subconjunto préprio de 4l e tal que [§X ] < 2.
Como G’ é livre de 1-cortes, 0.X é necessariamente um 2-corte. No caso de ocorrer
a hipdtese (iii), claramente 0.X nao fragmenta S. No caso de ocorrer a hipétese
(17), considere, sem perda de generalidade, que ! € X. Entao, ou 60X ou 6(X \{l})
é um 2-corte que nao fragmenta S. Em ambos os casos sabemos, pela Proposicao
5.5, que tais cortes nao existem em G’.

Portanto, G’ com S atende & mesma hipétese que G com S. Por hipdtese de
inducdo tem uma 3-orientagao D’. Seja D a extensao de D’ a aG, orientando
inicialmente as arestas em aR conforme a figura 5.6. Para cada vértice x em G,
denote por ¢(x) o seu fluxo liquido.

Observe que a orientacdo das arestas em aR contribui com 0 (mod 3) no
balanceamento de cada vértice de R. Entretanto, nao podemos ainda assegurar
que D é uma 3-orientagdo em (. Assim, o fluxo ¢ dos vértices p,r, s e t podem
assumir valores 0,1 ou 2 (mod 3), tal que ¢(p) + ¢(r) = 0 (mod 3) e ¢(s) +
©(t) =0 (mod 3).
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Reverta as orientagoes das arestas em aG \ aR, se necessério, de tal forma
que @(t) # 1 (mod 3). Se ¢(t) = 0 (mod 3), entdao os vértices s e t estao
equilibrados. Se ¢(t) = 2 (mod 3), reverta a orientagdo da aresta (s,t). Desta
forma, os vértices s e t ficam equilibrados. Note que as arestas do ziguezague Z
nao sofreram nenhuma alteracao.

=
A
\‘:
“

Figura 5.6: Uma orientacao para as arestas em aR.

Analisemos agora os vértices p e r. Se p(p) = 0 (mod 3), entdo nao mo-
difique nenhuma orientagdo. Se ¢(p) = 1 (mod 3), reverta as orientagoes das
arestas (p,v) e (r,v). Se ¢(p) = 2 (mod 3), reverta as orientagoes das arestas
(p,q), (q,v),(g,7) e (r,v). Assim, em todos os casos p e r ficam equilibrados.

Observe que quaisquer que sejam as modificagoes nas orientacoes exibidas na
figura 5.6, os vértices g e v permanecem equilibrados.

Lembramos aqui que, talvez tenhamos revertido todas as orientacoes das ares-
tas em aG \ aR. Conseqlientemente, as orientagdes das arestas incidentes no
vértice especificado, se estdvamos na hip6tese (ii) ou (iii), foram também re-
vertidas. Neste caso, agora podemos reverter de volta todas as orientagoes em
D. ¢
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No desenrolar de nossa demonstracao, apresentamos oito redugoes de confi-
guragoes possiveis de existirem em G. Em cada uma delas, aplicamos hipdtese
de inducao. Para completar nossa prova, resta mostrar que existe uma dessas
configuracoes apresentadas, para todo grafo G com pelo menos uma aresta, e tal
que G, S e [ satisfacam a uma das hipdteses do teorema.

Lema 5.7 (Existéncia da Configuragao de Grotzsch) Seja G um grafo
ndo vazio satisfazendo a uma das hipdteses do Teorema. FEntdo, G tem uma
das configuragoes reduzidas anteriormente.

Prova: Suporemos que G nao tem nenhuma das sete primeiras configuragoes e
mostraremos que, neste caso, G tem a configuracao de Grotzsch.

Precisamos inicialmente estabelecer a existéncia de um vértice de grau 5 com
quatro faces triangulares nele incidentes. A férmula de Euler para G planar e
conexo é dada por:

VG| +|FG| - |aG]| = 2. (5.2)

Seja V; o conjunto dos vértices de grau 7 em G.
Para evitar configuragoes anteriores, podemos considerar que cada vértice de
G tem grau 3, 4 ou 5. Assim, para i = 3,4, 5, temos que

VGl =) Vi (5:3)

)

2-JaG| =Y i |Vi. (5.4)

Segundo Lesbegue [Les 1940], dé a cada vértice v o peso pv, dado por:
1
ne¥ s
fer, d(f)

onde F), é o conjunto de faces incidentes em v e d(f) é o grau da face f, ou seja,
o numero de arestas que compoem sua fronteira.
Assim, segue que

IFG|=> "> po. (5.5)

i vEV;
Substituindo (5.3), (5.4) e (5.5) em (5.2), chegamos a
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S -5 =2

i veV;

Entretanto, podemos considerar que o grafo é simples e isento de faces trian-
gulares contendo vértices de grau 3. Portanto, toda face incidente num vértice
de grau 3 tem pelo menos grau 4, ou seja, pv < % para todo v € V3. Toda face
incidente no vértice [ de grau 4, tem pelo menos grau trés, ou seja, pl < %. Assim,

3 V- \%
E:(pv——)ZQ—M—M. (5.6)
2 4 3
vEVS

Pela hipétese do teorema, temos que se ocorre a hipétese (i), |Vi| <
|[V4| = 0; se ocorre a (ii), |[V3| < 1e |Vy4| =1 e se ocorre a (iii), |[V3| =0 =
De (5.6) segue que

3
|Val.

na hipétese ()
na hipdtese (i7) (5.7)
na hipétese (i44)

l\?)—l|>—tﬂ>|(‘ﬂ
ol

Z(pv—;)z

vEVS

Portanto, o lado esquerdo de (5.7) é positivo. Por outro lado, para todo
v € Vs, se o numero de faces triangulares nele incidentes é menor do que ou igual
a 3, mesmo que as outras duas faces sejam quadrangulares, temos que pv < %
Logo, para que (5.7) se verifique, existem vértices em V5 com pelo menos quatro
faces triangulares. Seja M o conjunto de tais vértices. Observamos inicialmente
que, para v € M, Adj(v) C V5UVj e consiste de precisamente cinco vértices, pois
supode-se que G é simples e isento de faces triangulares com vértices de grau trés.
Mencionamos aqui que Adj(v) expressa o conjunto dos vértices adjacentes a v.
Além disso, a maxima contribuicao de um vértice v de grau 5 no lado esquerdo
de (5.7) é %: neste caso todas as faces incidentes em v sao triangulares. Assim,
segue que

71 na hipétese (4)
M > ¢ 85 na hipétese (ii)
12 na hipétese (i17)

Assim, no caso da hipdtese (i), estd assegurada a existéncia da configuracao
de Grotzsch. No caso da hipétese (i), excluindo os adjacentes de [, ainda temos
pelo menos cinco vértices em M cujos vizinhos sao todos de grau 5. No caso
da hipdtese (7ii), podemos tomar v € M, tal que v nao pertenca a {l} U Adj(l),
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pois este conjunto contém no méaximo seis vértices. De fato, G contém uma
configuracao de Grotzsch. [

Em resumo, apresentamos oito possiveis configuragoes em G e em todas elas
pudemos aplicar a hipdtese de inducao. Além disso mostramos que se G tiver
pelo menos uma aresta, uma delas ocorre. Dessa forma, completamos a prova do
teorema. [
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