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Resumo

A drea de grafos Pfaffianos apresenta muitos problemas em aberto. Nesta tese resolvemos
dois problemas sobre grafos Pfaffianos. O primeiro problema resolvido é a obtencao de um
algoritmo polinomial para reconhecimento de grafos quase-bipartidos Pfaffianos. Além
disso, estendemos tanto o algoritmo como a caracterizacao de grafos quase-bipartidos
Pfaffianos para a classe dos grafos meio-bipartidos. O segundo resultado é a obtencao de
varios resultados estruturais basicos sobre grafos k-Pfaffianos. Utilizando esses resultados,
obtivemos um contra-exemplo para a conjectura de Norine, que afirma que o nimero

Pfaffiano de todo grafo é uma poténcia de quatro: apresentamos um grafo cujo nimero
Pfaffiano ¢ 6.



Abstract

The area of Pfaffian graphs contains many open problems. In this thesis, we solve two
problems related to Pfaffian graphs. The first result is a polynomial time algorithm
to recognize near-bipartite Pfaffian graphs. Moreover, we extend this algorithm and the
characterization of near-bipartite Pfaffian graphs to the class of half-bipartite graphs. The
second result is obtaining several basic structural results concerning k-Pfaffian graphs.
Using these results, we obtained a counter-example to Norine’s conjecture, which states
that the Pfaffian number of a graph is always a power of four: we present a graph whose
Pfaffian number is 6.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Grafos Pfaffianos

A definicao de grafo Pfaffiano deriva da ideia de Tutte de usar o conceito de Pfaffiano na
Teoria de Emparelhamentos. Em seu livro “Graph Theory As I Have Known It” [22], ele
descreve como chegou a ideia de usar os Pfaffianos para determinar uma férmula para o
nimero de emparelhamentos perfeitos de um grafo. Apesar de nao ter sido bem sucedido
em encontrar essa formula, Tutte conseguiu utilizar identidades envolvendo Pfaffianos
para demonstrar o seu teorema famoso que caracteriza grafos que tém emparelhamentos
perfeitos [21].

Seja D um grafo orientado. Se u e v sao vértices de D, entao uv representa a aresta
que liga u e v, com origem u e destino v. Fixe uma enumeragao uq, us, . . ., ug, de V(D).
Seja M := {vjwy,vows, ..., vyw,} um emparelhamento perfeito de D. Entdo, o sinal
sgn(M, D) de M em D é o sinal da permutagcao:

Uy Uz U3 Uyg ... U2p—1 U2
(M, D) ;:( " "),

Vi Wy Vg Wy ... Un, Wnp,

onde o sinal sgn(w(M, D)) de 7(M, D) é igual a (—1)', e t é o ntimero de inversoes da
permutacao. Podemos ver que o sinal de M é independente da ordem em que as arestas de
M sao listadas. Denotamos o conjunto dos emparelhamentos perfeitos de G por M(G), ou
simplesmente M se GG estd subentendido. Dizemos que um grafo orientado D é Pfaffiano
se todos os emparelhamentos perfeitos de D tém o mesmo sinal em D. Um grafo nao-
orientado é Pfaffiano se admite uma orientacao Pfaffiana. Note que segue da definicao
que todo grafo sem emparelhamento perfeito é Pfaffiano. A adocao de outra enumeracao
de V(D) ou preserva o sinal de todos os emparelhamentos ou troca o sinal de todos os
emparelhamentos. Portanto, a propriedade de ser Pfaffiano nao depende da enumeracao
de vértices adotada. Como exemplo de um grafo Pfaffiano, podemos citar o cubo. Vide a
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Figura 1.1. Como exemplo de grafo nao-Pfaffiano, podemos citar o grafo Ks 3.

0 1
Q >
A \ 4
> O
3 2
(a) Uma orientagdo Pfaffiana do
cubo.
emparelhamento perfeito M | nimero de inversdes de w(M, D) | sgn(M, D)
((0,1),(3,2),(4,5),(7,6)) 2 1
((0,1),(3,2),(7,4),(5,6)) 4 1
((3,0), (1,2). (4,5),(7.6)) 4 1
((3,0),(1,2),(7,4),(5,6)) 6 1
((4,0),(1,5),(3,2),(7,6)) 8 1
((3,0),(1,5),(6,2),(7,4)) 8 1
((0,1),(6,2),(3,7), (4,9)) 6 1
((4,0),(1,2),(3,7),(5,6)) 6 1
((4,0),(1,5),(6,2),(3,7)) 8 1
(b) Emparelhamentos perfeitos do cubo e seus sinais relativos & enumeragao (0,1,...,7).

Figura 1.1: O cubo e seus emparelhamentos perfeitos.

1.1.1 Matrizes Antissimétricas e Pfaffiano

A seguir mostraremos como o ntimero de emparelhamentos perfeitos de um grafo Pfaffiano
se relaciona com o Pfaffiano de uma matriz. Seja A := (aij)2nx2, Uma matriz 2n x 2n. A
matriz A é antissimélrica se a;; = —aj; para todo par de indices 4,7, com 1 < ,5 < n.
Seja @ := {{i1, 711}, {i2,jo}, .-, {in, jn}} uma particio em pares dos inteiros de 1 a 2n.
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Seja

<1 2 3 4 ... 2n—1 2n)
7TQZI . .

g1 2 g2 ... In Jn
(CLQ> = Qg gy Qiggg - - - Qi g

ag = sgn(mg){ag)-

Observe que mg e (ag) nao estdo unicamente definidos, pois eles dependem da ordem
em que os elementos de cada par de ) sdo enumerados em g em (ag). Além disso, mg
depende da ordem em que os pares de () sao enumerados. No entanto, afirmamos que ag é
bem definido. O valor de ag nao depende da ordem em que os pares de () sao enumerados,
pois a troca de posicao de dois pares na enumeragao altera o nimero de inversoes de 7g de
um nimero par, e também mantém o valor de (ag). O valor de agp também nao depende
da ordem de enumeragao de dois elementos de um par, pois sua troca altera o sinal de 7,
mas como A é antissimétrica, o sinal de (ag) também é trocado. O Pfaffiano da matriz
antissimétrica A é definido como:

P(A) = aq,
Q

onde a soma é feita sobre todas as parti¢oes @ de {1,2,...,2n} em pares. O seguinte
resultado é conhecido desde o século 19, como pode ser visto no livro escrito por Muir [16]
em 1882. Uma prova alternativa para este resultado pode ser encontrada no relatério
técnico “Pfaffian Graphs” [14, Teorema 1.2].

TEOREMA 1.1
Seja A uma matriz antissimétrica. Entao

det(A) = (P(A))2.

Como o célculo do determinante toma tempo polinomial, é possivel calcular o médulo do
Pfaffiano de uma matriz antissimétrica em tempo polinomial.

Veremos agora a relagao do Pfaffiano com o ntimero de emparelhamentos perfeitos de
um grafo Pfaffiano. Seja D um grafo orientado simples com 2n vértices. Seja A(D) =
(@ij)anx2n UmMa matriz antissimétrica tal que:

1, se(i,5) € E(D)
Q5 = —1, Se (j, Z) S E(D)
0, caso contrario.

Entao, dizemos que A(D) é a matriz antissimétrica de adjacéncia de D. Seja M :=
{(i1,41), (12, 92)s - - -, (in, jn)} um emparelhamento perfeito de D. O emparelhamento M
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induz naturalmente uma partigao Q(M) de {1,2,...,2n} em pares. Sendo assim, podemos
definir ag(ary, o) € (agr)- Além disso, como D é um grafo orientado, M induz uma
enumeragao especifica dos elementos de um par de Q(M). Adotando esta enumeragao,
temos que (ag(a) é sempre igual a 1. Portanto, ag) = sgn(moan) = sgu(n(M, D)) =
sgn(M, D). Entao,
P(A(D)) = ) sgn(M,D).
MeM

No caso de grafos Pfaffianos, temos que sgn(M, D) é constante, para todo emparelhamento
perfeito M, e pertence a {—1,1}. Sendo assim, se D é um grafo orientado Pfaffiano,
IP(A(D))| é igual ao nimero de emparelhamentos perfeitos de D. Além disso, vimos
anteriormente que é possivel calcular |P(A(D))| em tempo polinomial. De fato, pode-
mos calcular o nimero de emparelhamentos de um grafo orientado Pfaffiano em tempo
polinomial.

1.1.2 Permanentes e Emparelhamentos Perfeitos

A seguir veremos que o problema de contar emparelhamentos perfeitos de um grafo é
#P-completo. Seja A := (a;;)nxn uma matriz quadrada n x n. Para cada permutacao =
dos inteiros de 1 a n, seja

G = A1x(1) A27(2) *°° Qnx(n)

O permanente prm(A) de A é definido da seguinte forma:

prm(A) := Zaﬂ,
onde a soma ¢ feita sobre todas as permutacgoes 7 dos inteiros de 1 a n. Note que a defini¢ao
de a, difere da definigdo de (ag) utilizada anteriormente na defini¢do do Pfaffiano, sendo
que a, tem o dobro de fatores que (ag), para uma mesma matriz A.
Em 1979, Valiant [23] obteve o seguinte resultado. Uma prova alternativa pode ser
encontrada no artigo de Ben-Dor e Halevi [1].

TEOREMA 1.2
Calcular o permanente de uma matriz de zeros e uns é #P-completo.

Agora reduziremos o problema de calcular o permanente de uma matriz de zeros e uns ao
problema de contar os emparelhamentos perfeitos de um grafo.

COROLARIO 1.3
Contar os emparelhamentos os emparelhamentos perfeitos de um grafo é #P-completo.
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Demonstragao: Seja A = (a;;) uma matriz n x n de zeros e uns. Defina o grafo G

como sendo o grafo com biparticdo {B’, B"}, tal que B’ := {b},b,,...,b,} e B" =
{b7,b5,...,b,} e para cada par 4,7, com 1 < 4,5, < n, b é ligado a b por uma aresta
se e somente se a;; = 1. Pela definicao de permanente, o nimero de emparelhamentos
perfeitos de G é igual ao permanente de A. O

Sendo assim, temos que o problema de contar emparelhamentos perfeitos de um grafo
é #P-completo. No entanto, existe solucao para este problema quando restrito aos grafos
Pfaffianos que toma tempo polinomial. Esse é um dos motivos de nosso interesse em
grafos Pfaffianos.

1.1.3 Emparelhamentos Maximos

Para os grafos Pfaffianos, esta bem resolvido o problema de contagem do ntmero de
emparelhamentos perfeitos. No entanto, alguns grafos nao tém nenhum emparelhamento
perfeito. Para estes grafos pode ser interessante a contagem de seus emparelhamentos
méximos. E possivel reduzir o problema da contagem de emparelhamentos maximos de
um grafo G ao problema de contagem de emparelhamentos perfeitos de um grafo H. Seja
G um grafo com n vértices, e r o nimero de vértices nao cobertos por um emparelhamento
maximo M de G. Seja H o grafo obtido de GG pela adi¢cao de um conjunto S de r novos
vértices, adjacentes em H a todos os vértices de V(G) e ndo adjacentes entre si. Cada
emparelhamento maximo M de G deixa um conjunto R de vértices nao cobertos. Em
H, M pode ser estendido a um emparelhamento perfeito casando-se os vértices de R
com os vértices de S. Existem r! diferentes emparelhamentos perfeitos de H[R U S|, para
qualquer R. Portanto, para cada emparelhamento maximo M de GG, existem precisamente
r! emparelhamentos perfeitos de H que contém todas as arestas de M. Sendo assim, o
ntmero de emparelhamentos méaximos de G é igual a |[M(H)| /(r!). Além disso, o niimero
de bits de r! é polinomial em |V (G)|. Portanto, se H é Pfaffiano, podemos contar o
niumero de emparelhamentos maximos de G em tempo polinomial.

1.1.4 Grafos k-Pfaffianos

Grafos k-Pfaffianos sdo uma generalizacao de grafos Pfaffianos. Seja D := (D1, Do, ..., Dy)
uma k-tupla de orientagoes de GG. Dizemos que D é uma k-orientacao de G. Para cada
emparelhamento perfeito M de G, a k-tupla

Sgn(M7 D) = (Sgl’l(M, Dl),SgH<M, D2)7 . .,Sgl’l(M, Dk))

é chamada de vetor assinatura de M relativo a D. A matriz assinatura de M relativa
a D é a matriz sgn(M, D) cujas linhas sdo sgn(M, D), para M € M. Se o sistema
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sgn(M, D) x = 1 tem uma solugdo, entdo dizemos que D é Pfaffiana e, para qualquer
solucdo v deste sistema, dizemos que (D, a) é uma k-dupla Pfaffiana. Dizemos que G é
k-Pfaffiano se ele tem uma k-orientacao Pfaffiana. Note que G é 1-Pfaffiano se e somente
se G é Pfaffiano. Podemos ver na Figura 1.2 uma 4-dupla Pfaffiana do K3 3. Na Tabela 1.1
podemos ver a matriz assinatura desta 4-orientagao Pfaffiana do K33. (O K33 é o menor
grafo nao-Pfaffiano.)

1 2
0 3
5 4
(a) D1
1 2
0 3
5 4
(c) D3

Se (D, ) é uma k-dupla Pfaffiana, Zle a;sgn(M, D;) = 1, para todo emparelha-
mento M. Entao, temos:

M| = > > aisgn(M, D;)

MeM i=1
k

=Y o Z sgn(M, D;)
=1 MeM

= Z a;P(A(D;))

Nesse caso, S+, ayP(A(D;)) é o niimero de emparelhamentos perfeitos do grafo. Vimos
anteriormente que podemos determinar o médulo do Pfaffiano da matriz antissimétrica de
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Emparelhamento perfeito M | sgn(M, Dy) sgn(M, Dy) sgn(M, D3) sgn(M, Dy)
101,23, 45 n ¥ ¥ ¥
(01,25, 34} + - + -
{03, 12,45} + + + +
{03,25,14} — + + -
(05,12, 34} + + + +
(05,14, 23} + + - -

(073 a1:1/2 Oé2:]_/2 Oé3:1/2 a4:—1/2

Tabela 1.1: Matriz assinatura de D.

adjacéncia de um grafo em tempo polinomial. No entanto, dada uma k-dupla Pfaffiana de
um grafo, para contarmos os emparelhamentos perfeitos dele, precisamos também do sinal
do Pfaffiano, nao s6 de seu médulo. E possivel obter o valor exato do Pfaffiano da matriz
antissimétrica de adjacéncia de um grafo em tempo polinomial. Vide o artigo de Galluccio
e Loebl [6, Teorema 4.1, pag. 16]. Dessa forma, se k é limitado por um polindmio em
|[V(G)|, entao, dada uma k-dupla Pfaffiana de um grafo GG, podemos contar o niimero
de emparelhamentos perfeitos de G em tempo polinomial. Novamente, temos um grande
contraste com o caso geral, no qual contar emparelhamentos perfeitos é #P-completo.

Definimos o nimero Pfaffiano de um grafo G, denotado por pf(G), como o menor k
tal que G é k-Pfaffiano. E interessante estudar o nimero Pfaffiano de grafos para analisar
a complexidade de resolucao do problema de se encontrar uma k-dupla Pfaffiana de um
grafo. Suponha que exista um polinémio ¢, tal que pf(G) < ¢(|V(G)]), para todo grafo
G. Nesse caso, o problema de se encontrar uma k-dupla Pfaffiana de um grafo que se
sabe que é k-Pfaffiano seria NP-dificil. Isso se deve ao fato de que poderiamos resolver
o problema da contagem do ntimero de emparelhamentos perfeitos de um grafo, uma vez
obtida tal k-dupla.

1.1.5 Problemas de Grafos Pfaffianos

Da definicao de grafo orientado Pfaffiano derivam duas versoes interessantes de problemas
sobre grafos Pfaffianos:

PROBLEMA 1.4 (PROBLEMA DO GRAFO PFAFFIANO NAO-ORIENTADO)
Dado um grafo nao-orientado G, decidir se G é Ptfaffiano.

PROBLEMA 1.5 (PROBLEMA DO GRAFO PFAFFIANO ORIENTADO)
Dado um grafo orientado D, decidir se D é Pfaffiano.
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Os Problemas 1.4 e 1.5 sao polinomialmente equivalentes. Este resultado foi primei-
ramente obtido por Vazirani e Yannakakis [24]. Esta reducao é baseada no sistema linear
de equagoes sobre GF'(2) (de tamanho exponencial) que pode ser definido para repre-
sentar o problema de se decidir se um grafo é Pfaffiano, onde uma solu¢ao do sistema é
uma orientacao Pfaffiana do grafo. A reducao é feita obtendo-se uma solucao para uma
base desse sistema, o que gera uma orientacao do grafo que é Pfaffiana se e somente se o
grafo for Pfaffiano. Portanto, dada uma instancia de um destes problemas, por meio de
operagoes que consomem tempo total polinomial é possivel obter uma instancia do outro
problema cuja solugao permite resolver o problema inicial.

Carvalho, Lucchesi e Murty descrevem um algoritmo polinomial que, dado um grafo
nao-orientado G, apresenta uma orientacao D de G de forma que D é Pfaffiana se e so-
mente se G é Pfaffiano [3, Teorema 3.9]. Chamamos uma tal orientagdo D de orienta¢do
canonica de G. Além disso, eles também apresentam um algoritmo polinomial que, dado
um grafo orientado D, faz verificagoes preliminares em D possivelmente decidindo que
D nao é Pfaffiana, ou, alternativamente, decidindo que D ¢é canodnica [3, Corolario 3.11].
Desta forma, as duas versoes do problema do grafo Pfaffiano sao polinomialmente equi-
valentes.

Da definicao de k-dupla Pfaffiana derivam duas versoes interessantes de problemas
sobre grafos k-Pfaffianos:

PROBLEMA 1.6 (PROBLEMA DO GRAFO k-PFAFFIANO NAO-ORIENTADO)
Dado um grafo nao-orientado G, decidir se G é k-Pfaffiano.

PROBLEMA 1.7 (PROBLEMA DA k-DUPLA PFAFFIANA)
Dada uma k-dupla (D, a), decidir se (D, o) é Pfaffiana.

Estes dois problemas estao ainda inteiramente em aberto. Tampouco se conhece qualquer
relagao entre estes dois problemas.

Além destes fatos interessantes sobre grafos Pfaffianos e sobre grafos k-Pfaffianos, o
problema de se decidir se um dado grafo é Pfaffiano também esta relacionado a outros
problemas fundamentais de Teoria dos Grafos, e aparentemente nao relacionados. Por
exemplo, o problema de decidir se um dado grafo orientado tem ou nao um ciclo orientado
par é equivalente ao problema de decidir se um grafo bipartido dado é ou nao Pfaffiano [24].
O problema estd também relacionado a outras questoes em Fisica, Quimica e Economia
(veja o livro de Lovész e Plummer [11, Capitulo 8] e o artigo de McCuaig [12].)

Apesar destas propriedades interessantes de grafos Pfaffianos, pouco se sabe sobre
estes grafos. Nao existe uma caracterizacao para grafos Pfaffianos em geral, e nem existe
algoritmo polinomial para reconhecimento de grafos Pfaffianos. Por estes motivos, nos
interessamos por pesquisar os grafos Pfaffianos e os grafos k-Pfaffianos.
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1.2 Definicoes e Pré-Requisitos

Nesta secao apresentamos varias defini¢oes e resultados bésicos que serao utilizados nesta
tese. Sugerimos que o leitor pule para a Secao 1.3, voltando a esta se¢ao na medida do
necessario.

1.2.1 Grafos Pfaffianos

Grafos Cobertos por Emparelhamentos

Uma aresta e de um grafo G' é admissivel se G tem emparelhamento perfeito contendo e.
Um grafo G é coberto por emparelhamentos se é conexo, tem pelo menos uma aresta e
toda aresta de GG é admissivel. Uma aresta e de um grafo G é obrigatoria se todos os
emparelhamentos perfeitos de G' contém e. Uma aresta e := uw de G é admissivel se e
somente se G—u—w tem emparelhamento perfeito. Entao, podemos determinar o conjunto
das arestas admissiveis de G em tempo polinomial. Seja G um grafo, H o subgrafo obtido
de G pela remocao das arestas nao-admissiveis de G. Entao, cada componente conexa
nao-trivial de H é coberta por emparelhamentos. Da definicao de orientagoes Pfaffianas,
imediatamente deduzimos que o grafo GG é Pfaffiano se e somente se cada componente
conexa de H é Pfaffiana. Portanto, o problema de reconhecimento de grafos Pfaffianos
reduz-se imediatamente ao de reconhecimento de grafos cobertos por emparelhamentos
Pfaffianos. Observacoes similares sao verdadeiras para grafos orientados. Aplicaremos
estas observacoes ao longo do restante da tese.

Decomposicao em Orelhas

Uma orelha de um grafo conexo G é um caminho P de G com um nimero impar de
arestas cujos vértices internos (se existirem) tém grau dois em G. Denotamos por G — P
o grafo obtido pela remocao das arestas de P e dos vértices internos de P. Uma orelha
dupla é um par de orelhas disjuntas de um grafo conexo G. Uma orelha R de um grafo
coberto por emparelhamentos G é removivel se G — R é coberto por emparelhamentos, e
caso R seja dupla nenhuma de suas orelhas constituintes seja removivel. Seja

G =Gq,Gs,....G,

uma sequencia de grafos cobertos por emparelhamentos em que para ¢ = 1,2,...,7r —
1, G;41 é obtido de G; mediante a remocao de orelha. Esta sequéncia é chamada de
decomposicao em orelhas de G resultando em G,. Um subgrafo H de um grafo G é
conforme em G se G — V(H) tem emparelhamento perfeito. Note que se um grafo J é
conforme em H e H é conforme em G, entao J é conforme em G. O seguinte resultado
pode ser encontrado no livro de Lovasz e Plummer [11, Teorema 5.4.6].
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TEOREMA 1.8

Seja G um grafo coberto por emparelhamentos e H um subgrafo de G coberto por empa-
relhamentos. Entao, G tem um decomposicao em orelhas resultando em H se e somente
se H é um subgrafo conforme de G.

Além disso, este resultado pode ser refinado para o caso de grafos bipartidos, como pode
ser visto no mesmo livro de Lovasz e Plummer [11, Teoremas 4.1.1 e 4.1.6].

TEOREMA 1.9

Seja G um grafo bipartido coberto por emparelhamentos e H um subgrafo de G coberto
por emparelhamentos. Entao, G tem um decomposi¢ao em orelhas simples resultando em
H se e somente se H é um subgrafo conforme de G.

Grafos Quase-Bipartidos

Dizemos que um grafo G é quase-bipartido se ele é nao-bipartido, coberto por empa-
relhamentos e tem duas arestas e e f tais que G — e — f é bipartido e coberto por
emparelhamentos. Vide Figura 1.3. Os grafos quase-bipartidos sao importantes porque
sao os primeiros grafos nao-bipartidos que aparecem em uma decomposicao em orelhas
removiveis de um grafo. Seja G um grafo coberto por emparelhamentos, H um subgrafo
com bipartigao {U, W}, gerador de GG, contendo todas as arestas de G com um extremo
em U e outro em W, e coberto por emparelhamentos. Se G[U] tem precisamente uma
aresta, dizemos que G é meio-bipartido. Note que esta definigao implica que G[W] tem
pelo menos uma aresta. Além disso, se G[WW] também tiver precisamente uma aresta,
entdao G é quase-bipartido. De fato, os grafos quase-bipartidos sdo meio-bipartidos. A
definicao de grafos meio-bipartidos foi feita durante o desenvolvimento da pesquisa que
levou a esta tese.

Orientacao de Ciclos Orientados

Seja D um grafo orientado e C' um ciclo de D de comprimento par. Como o niimero de
arestas de C' é par, a paridade do ntimero de arestas para frente nao depende da direcao
de percurso de C'. Dizemos que C tem orientacao impar se tem um ntumero impar de
arestas para frente, e tem orientacdo par, caso contrario. Para quaisquer dois conjuntos
X e Y denotaremos por XAY a diferenca simétrica de X e Y.

O seguinte resultado pode ser encontrado no livro de Lovész e Plummer [11, Lema 8.3.1].
A seguir apresentamos uma demonstracao baseada na demonstracao de Lovasz e Plum-
mer.
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(a) quase-bipartido (b) meio-bipartido

Figura 1.3: Um grafo quase-bipartido e um grafo meio-bipartido

TEOREMA 1.10

Seja D um grafo orientado. Sejam M, e My dois emparelhamentos perfeitos de D e seja
k o niimero de ciclos de D[M;/AM,| com orientagao par em D. Entao, sgn(M, D) é igual
a sgn(M,, D) se e somente se k é par.

Demonstracao: No6s queremos demonstrar que a seguinte igualdade é verdadeira:

sgn(My, D)sgn(My, D) = (—1).

Primeiro veremos que se esta igualdade vale para alguma orientagao, ela vale para todas
as orientacoes. Considere a inversao de uma aresta e. Suponha, primeiramente, que e
nao pertence a M;/AM;. Nesse caso, k é inalterado. Além disso, e ou esta em M; U M,
ou nao tem aresta nem em M; nem em M,. Sendo assim, o lado esquerdo da equacgao é
alterado um nimero par (0 ou 2) de vezes. Portanto a igualdade se mantém. Suponha
agora que e esta em M;AM,. Nesse caso, k tem sua paridade alterada. Além disso,
precisamente um emparelhamento dentre M; e M, tem a aresta e. Portanto, o lado
esquerdo da igualdade ¢ alterado precisamente uma vez. Entao, podemos nos restringir a
uma orientacao arbitraria D. Iremos supor que D é tal que todo ciclo de M;AM; é um
ciclo orientado em D.

Vimos anteriormente, na Secao 1.2.1, que a adocao de outra enumeracao dos vértices
de D ou altera o sinal de todos os emparelhamentos ou preserva o sinal de todos os
emparelhamentos. Sendo assim, o lado esquerdo da igualdade tem seu sinal trocado um
ntumero par de vezes (0 ou 2). Além disso, k nao depende da enumeracao de V(D). Entao,
podemos nos restringir a uma orientagao arbitraria. Iremos supor que a enumeracao de
V(D) é tal que: (i) para toda aresta e de M; N M,, a origem de e aparece na enumeragao
de V(D) exatamente antes do destino de e, (ii) para todo ciclo (v, v, ..., v) de My AMs,
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temos que (vy,v2) € M; e v1,v9,...,v, aparecem consecutivamente e nesta ordem na
enumeragao de V(D).

Dessa forma, m(M;, D) é a permutacao identidade, e sgn(Mi, D) é +1. Ja sgn(M,, D)
é o produto dos sinais de k permutagoes 7;(Ms, D), onde cada permutagao

7TZ-(M2,D)::(01 Vo ... Up_q W)

Vg V3 ... Vy U1

representa um ciclo Q; de My AMs,. O sinal de m;(My, D) é sempre —1, pois v; participa
de todas as inversoes de m;( My, D), e estd invertido com todos os demais ¢ — 1 elementos.
Como ¢ é par, temos um numero impar de inversoes, e o sinal de m;(M,, D) é igual a —1.
De fato, sgn(Ms, D) = (—1)*, e a igualdade segue disso. O

TEOREMA 1.11 ([11, TEOREMA 8.3.2])
Seja D um grafo orientado e M um emparelhamento perfeito de D. As seguintes afirmagoes
sao equivalentes:

1. o grafo orientado D é Pfaffiano;
2. todo ciclo M-alternado de D tem orientacao impar;
3. todo ciclo conforme de D tem orientacao impar.

Demonstracao: Primeiramente veremos que os itens 1 e 2 sao equivalentes. Suponha,
primeiramente, que D seja Pfaffiano. Seja () um ciclo M-alternado de D. Seja N :=
MAE(Q). Como D é Pfaffiano, sgn(M, D) = sgn(N, D). Portanto, pelo Teorema 1.10, Q)
tem orientacao impar. Suponha agora que todo ciclo M-alternado de D tenha orientagao

impar. Provaremos que isto implica que D é Pfaffiano. Seja N um emparelhamento
perfeito de D. Seja Q o conjunto dos ciclos de MAN. Por hipétese, todo ciclo de Q tem
orientacao impar. Portanto, pelo Teorema 1.10, sgn(M, D) = sgn(N, D). Isso vale para
todo emparelhamento perfeito N de G. Sendo assim, D é Pfaffiano.

Mostraremos agora que os itens 1 e 3 sao equivalentes. Suponha, primeiramente, que
D seja Pfaffiano. Seja @ um ciclo conforme de D. Como @ é conforme, D —V (@) tem um
emparelhamento perfeito M’. Seja M uma extensao de M’ a um emparelhamento perfeito
de D. Seja N := MAE(Q). Como D é Pfaffiano, sgn(M, D) = sgn(N, D). Portanto,
pelo Teorema 1.10, ) tem orientacao impar. Suponha agora que todo ciclo conforme
de D tem orientacao impar. Provaremos que isto implica que D é Pfaffiano. Sejam M
e N dois emparelhamentos perfeitos de D. Mostraremos que sgn(M, D) = sgn(N, D).
Todo ciclo de MAN é conforme e tem portanto orientacao impar. Pelo Teorema 1.10,
sgn(M, D) = sgn(N, D). O
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COROLARIO 1.12

Um grafo orientado D é Pfaffiano se e somente se todo subgrafo conforme (orientado) de
D é Pfaffiano.

Demonstragao: (se) O grafo orientado D é um subgrafo conforme dele mesmo. (somente

se) Seja D’ um subgrafo conforme de D. Seja ) um ciclo conforme de D’. Entao, Q)
é conforme em D. Como D é Pfaffiano, todos os seus ciclos conformes tém orientacao
impar. Em particular, () tem orientacao impar em D. No entanto, D’ é restricao de D.
Portanto, ) tem orientacao impar em D’. Esta conclusao vale para todo ciclo conforme
Q de D'. Logo, D’ é Pfaffiano. O

Similaridade

Seja G um grafo. Entao, para qualquer subconjunto X de V(G), denotaremos por dg(X)
o conjunto de arestas com precisamente um extremo em X. Se G estd subentendido
escrevemos simplesmente 0(X). Dizemos que X e V(G) — X sado as praias do corte
O (X).

Duas orientagoes de um grafo G sao similares se o conjunto de arestas no qual as
orientacoes diferem é um corte de arestas de G. Sejam D; e Dy orientacoes similares
de um grafo G, seja C' o corte que é igual ao conjunto de arestas cujas orientacoes em
D, e D, sao distintas. Todo ciclo de G contém um ntumero par de arestas em C. Em
particular, um ciclo com comprimento par tem orientacao impar em D se e somente se
ele tem orientacao impar em D,. Consequentemente, Dy é Pfaffiano se e somente se D,
¢ Pfaffiano. Seja D um grafo orientado e S um subconjunto de E(D). Definimos D ® S
como a orientacao obtida de D pela inversao das orientacoes das arestas de S. O seguinte
resultado tem um papel importante nesta tese e é um caso particular de um resultado
provado por Carvalho et al [3, Corolario 3.5]. A prova a seguir é baseada na demonstragao
feita por Carvalho et al.

TEOREMA 1.13
Todo grafo bipartido coberto por emparelhamentos e Pfaffiano tem uma tinica orienta¢ao
Pfaffiana, a menos de similaridades.

Demonstracao: Sejam D; e Dy duas orientacoes Pfaffianas do grafo bipartido coberto

por emparelhamentos G. Prova por inducao. Se G = K, quaisquer duas orientacoes
de G sao similares. Portanto, podemos supor que G tem pelo menos duas arestas. Pelo
Teorema 1.9, G tem uma orelha simples removivel R. Seja M; (M) um emparelhamento
perfeito de G contendo as arestas de ordem par (impar) em um percurso de R. Entao,
M AMs tem um ciclo conforme () contendo todas as arestas de R. As restricoes D; — R
e Dy — R sao Pfaffianas. Por hipétese de inducao, D; — R e Dy — R sao similares. Seja
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C’" o corte de G — R tal que (D; — R) ® C" = Dy — R. Seja X a praia de C' em G — R.
Seja C' = 0g(X). Entdo, D) := Dy ® C' é similar a Dy e Pfaffiano. Além disso, D; e
D), concordam em todas as arestas de G — R. Como @ ¢é conforme em G, a paridade de
Q em D; e em D, é igual. Portanto, a paridade de R em D; e em D) ¢é igual. Sendo
assim, existe um corte C” = 9(Y) de R tal que D; ® C” é igual a D). Logo, Dy e D5 séo
similares. Esse argumento vale para todo par de orientacoes Pfaffianas Dy e Dy de G. O

ProroOSICAO 1.14
Seja M um emparelhamento perfeito de D, e C' := (X ) um corte de D. Seja D' := D®C.
Entao, sgn(M, D) = sgn(M, D') se e somente se |X| é par (o corte C é par).

Contracoes e Cortes Justos

O grafo obtido de G pela contragdo de um subconjunto X de V(G) a um tnico vértice
e posterior remogao de lagos resultantes é denotado por G/X — z. Se C' = 9(X) onde
X C V(G), entdo os grafos G/X — x e G/X — T sdo chamados de C-contragoes de
G. Suponha também que G tem um emparelhamento perfeito. Um corte C' é justo em
G se todo emparelhamento perfeito de G tem precisamente uma aresta em C. Little
e Rendl [10] provaram o seguinte resultado importante. Esta demonstragdo é baseada
em uma demonstracao encontrada em um artigo nao publicado de Carvalho, Lucchesi e
Murty [4].

TEOREMA 1.15
Seja C' um corte justo de um grafo coberto por emparelhamentos G. Entao, G é Pfaffiano
se e somente se ambas as C-contracoes de GG sao Pfaffianas.

Demonstragio: Sejam G := G/X — z e Gy := G/X — T as duas C-contracoes de G.

Seja D; orientacao Pfaffiana de G;, para ¢« = 1,2. Seja S o conjunto das arestas de C
que saem em D, do vértice de contracao . Todo par de arestas de C' multiplas em D,
sao parte S ou parte de C' — S. Portanto, o conjunto S é parte de um corte C” disjunto
de C' — S. Vide Figura 1.4. Nos revertemos a orientacao das arestas do corte C' em
Dy, obtendo assim uma orientacao similar. Podemos portanto supor que em D; todas as
arestas de C' entram no vértice de contracao T. Analogamente, podemos supor que todas
as arestas de C saem de x em Ds.

Seja D a orientagao de G obtida pela uniao de Dy e D,. Mostraremos que D é
Pfaffiana. Seja M um emparelhamento perfeito de G. Como C é justo, M contém
precisamente uma aresta em C, digamos e. Para i = 1,2, seja M; a restricao de M a
G;. Entao, M; é emparelhamento perfeito de G;. Seja ) qualquer ciclo M-alternado de
D. Mostraremos agora que () tem orientacao impar. Se () nao contém aresta de C' entao
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Figura 1.4: O grafo orientado D; e seu grafo similar D; ® C”.

ele é M;-alternado, para algum i € {1,2}. Nesse caso, como D; é Pfaffiano, temos que
() tem orientagao impar em D;, e portanto () tem orientacao impar em D. Podemos
portanto supor que () contém arestas em C. Como C' é justo, ele contém precisamente
duas arestas: uma delas é e, a aresta de M em C; seja f a outra aresta. Vide Figura 1.5.
Entao, Q = (va,e,v1) - Q1 - (w1, f,ws) - Qs, onde v; é o término de e em X, vy seu término
em X, w; é o inicio de f em X, wy seu término em X, @; é um caminho M;-alternado
de comprimento par em G[X] e Qy é um caminho de comprimento par em G[X]. Entdo,
(x,e,v1)-Q1-(wy, f,z) é um ciclo Mj-alternado de D;. Como D, é Pfaffiano e x é uma fonte
de Dy, temos que o caminho (J; tem orientacao par em D;. Analogamente, o caminho
(> tem orientagao par em D,. Portanto, () tem orientagao impar em D. Esta conclusao

vale para todo ciclo M-alternado () de D. De fato, D é grafo orientado Pfaffiano.

>

S

Figura 1.5: Prova do Teorema 1.15.
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Provaremos agora que se GG é Pfaffiano, entao suas duas C-contragoes sao Pfaffianas.
Vimos anteriormente que G; = G/X — z e Gy = G/X — T sao as duas C-contracoes
de GG. Por hipotese, G tem uma orientacao Pfaffiana, digamos Dy. Descreveremos um
procedimento para obter uma orientacao D de G a partir de Dy e mostrar que ambas as
C-contracoes de D sao Pfaffianas, provando que GG; e G5 também sao Pfaffianos.

Seja Vi o conjunto de vértices de V(G;) — = X que sdo incidentes em arestas de
C'. Analogamente, seja V5 o conjunto de vértices de V(Gs) — T = X que sao incidentes
em arestas em C. Definimos agora o subconjunto (possivelmente vazio) W de Vj UV,
e mostramos que a orientacao D de G, obtida de D, pela reversao das orientagoes de
arestas de (W), é uma orientagao Pfaffiana de G tal que cada C-contragao de D também
¢é Pfaffiana.

Para isso, seja e := v,v, uma aresta de C, com v; sendo seu extremo em X e vy seu
extremo em X. Entao, o vértice v; estda em V] e o vértice vy estd em V5. Por hipotese, o
corte C' é justo. Seja M um emparelhamento perfeito de G que contém somente a aresta
e em C. Para i = 1,2, seja M; a restricao de M a G;. Entao, M; é um emparelhamento
perfeito de G; que contém a aresta e.

Seja wy qualquer vértice de Vo — vy, Veja a Figura 1.6. Mostraremos agora que existe
em G[X] um caminho M-alternado P(ws) que liga os vértices vy e we. Para tanto, note
que como wy estd em V5, entao ele é incidente em uma aresta de C', digamos f. Como
C' é um corte justo, G tem um emparelhamento perfeito N que contém somente a aresta
fem C. Seja @ o ciclo M, N-alternado que contém a aresta f. Entao, () contém em
C' precisamente as arestas e e f. Seja P(ws) o segmento de @ em G[X] que liga vy a
wy. Claramente, P(wsy) é M-alternado. Analogamente, para cada aresta w; de Vi — vy,
defina o caminho P(w;) como sendo o caminho M-alternado de G[X] que liga v; a w;.
Definimos agora W como sendo o subconjunto de (V; — vy) U (V4 — vy) que consiste dos
vértices w tais que P(w) tem orientacao impar em Dy.

Seja D a orientacao de GG obtida da orientacao D pela reversao das arestas do corte
J(W). Como D e D, sao similares, D ¢é Pfaffiana. Além disso, como nem v; nem vy estao
em W, areversao das arestas de 9(W) preserva a paridade do caminho P(w) se e somente
se w nao estiver em W. Por definigdo, w estd em W se e somente se P(w) tiver orientacao
impar em Dy. Deduzimos que P(w) tem orientagao impar em D, para cada vértice w em
(Vi — o) U (Vo —vg).

Sejam Dy := D/X — x e Dy := D/X — T as duas C-contracoes de D. Entao, para
1=1,2, D; é uma orientacao de GG;. Para provar que D é Pfaffiana, seja (); um ciclo M;-
alternado qualquer de GG;. Mostramos agora que () tem orientacao impar em D;. Se as
arestas de ()1 formam um ciclo em G, entao ()7 é um ciclo M-alternado de G. Nesse caso,
(1 tem orientacao fmpar em D, e portanto orientacao impar em D;. Podemos supor que
as arestas de (01 nao formam um ciclo em G. Veja Figura 1.6. Entao, (); contém a aresta
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>

S

Figura 1.6: Prova do Teorema 1.15.

e e também uma aresta f de C cujo extremo wy em X é distinto de v,. Seja @) o ciclo
de G formado pelas arestas de F(Q1) U E(P(w,)). Entao, Q) é M-alternado, e portanto
sua orientagao é impar em D. Como P(ws) tem orientacao par em D, temos que ()7 tem
orientacao impar em D, e portanto sua orientagao ¢ impar em D;. Esta conclusao vale
para todo ciclo Mi-alternado )1 de G;. Deduzimos que D; é Pfaffiano. Um argumento
analogo pode ser usado para demonstrar que D, é Pfaffiano. Como afirmamos, D é um
grafo Pfaffiano e ambas as suas C-contragoes sao Pfaffianas. a

1.2.2 Grafos k-Pfaffianos

Posto da Matriz Assinatura

Utilizaremos o seguinte teorema conhecido como Teorema de Rouché-Capelli. Uma de-
monstracao deste teorema pode ser encontrada no livro “Applied Linear Algebra” de
Noble e Daniel [17, Teorema (4.13)].

TEOREMA 1.16
Considere o sistema de equagoes lineares Ax = b. Exatamente uma das trés seguintes
possibilidades acontece:

1. O posto da matriz aumentada (A|b) é maior do que o posto de A, e nao existe
solucao para Ax = b;

2. O posto de (A|b) é igual ao posto de A, que é igual ao niimero de varidaveis, e o
sistema Ax = b tem exatamente uma solucao;

3. O posto de (A|b) é igual ao posto de A, que é estritamente menor do que o nimero
de variaveis, e o sistema Ax = b tem infinitas solugoes.
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Seja p(A) o posto de uma matriz A.

COROLARIO 1.17
Suponha que o sistema Ax = b seja tal que p(A) = p(A|b) < n, onde n é o nimero de
variaveis do sistema. Entao, existe uma solucao x, deste sistema onde uma variavel de
x( tem valor zero.

Demonstracao: Seja m = p(A). Entdo, A tem m colunas linearmente independentes.

Renomeie as varidveis de x, se necessario, de forma que as m primeiras colunas de A
sejam linearmente independentes. Denote por B a submatriz de A que consiste das m
primeiras colunas de A, e por N a submatriz de A formada pelas demais n —m colunas.
Analogamente, seja xp o vetor das primeiras m varidveis de x, e seja xy o vetor das
ultimas n — m variaveis. Com esta notagao, o sistema de equagoes Ax = b é equivalente
ao sistema

Bax B+ Nx N = b.

Como (B|b) é submatriz de (A|b), temos que p(B|b) < p(A|b) = m. Portanto, temos
que p(B) = p(B|b) = m, e o sistema Bz = b tem solu¢do. Seja g = sp uma solugao
desse sistema. Entao, xp = s, £y = 0 é uma solucao do sistema Ax = b. O

Similaridade

Vimos anteriormente que duas orientagoes de um grafo sao similares se o conjunto de
arestas nas quais elas discordam é um corte. Dizemos que duas k-orientacoes D e D’ de G
sao similares se existe bijecao f entre as orientagoes de D e D’ tal que D é similar a f(D)
paratoda D em D. O seguinte resultado pode ser facilmente deduzido da Proposicao 1.14.

PrOPOSICAO 1.18

Sejam D e D' duas k-orientagoes similares de G. Entao, D é k-Pfaffiano se e somente se
D’ é k-Pfaffiano.

COROLARIO 1.19
Seja (D, o) uma k-dupla Pfaffiana de um grafo G. Entao, G tem uma k-dupla Pfaffiana
(D', a’) tal que D e D’ sao similares e o = |oy| parai =1,2,... k.

Uma k-dupla Pfaffiana (D, a) de G é normal se o > 0.

COROLARIO 1.20
Todo grafo G tem uma pf(G)-dupla Pfaffiana normal.
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1.3 Resultados Anteriores e Resultados da Tese

Em 1963, Kasteleyn [8] provou que todo grafo planar é Pfaffiano. Em 1998, McCu-
aig [12] e, independentemente, Robertson, Seymour e Thomas [19] apresentaram um al-
goritmo polinomial para decidir se um grafo bipartido é Pfaffiano. Em 2006, apresentamos
uma demonstracao alternativa para a corretude deste algoritmo na dissertacao de mes-
trado [13]. Sendo assim, com os resultados descritos na Secao 1.2.1, podemos concluir que
o Problema do grafo Pfaffiano orientado e o Problema do grafo Pfaffiano nao-orientado
(Problemas 1.5 e 1.4) estao resolvidos para a classe dos grafos bipartidos e para a classe
dos grafos planares. Até recentemente, estas eram as unicas classes para as quais es-
ses problemas tinham sido resolvidos. Nesta tese, apresentamos algoritmos polinomiais
de nossa autoria para a classe dos quase-bipartidos e para a classe dos meio-bipartidos.
Estes resultados foram publicados na revista “Discrete Applied Mathematics” [15].

Em 1975, Little [9] caracterizou os grafos bipartidos Pfaffianos. Em 2001, Fischer e
Little [5] caracterizaram os grafos quase-bipartidos Pfaffianos. Os grafos sdlidos sdo uma
generalizagao de grafos bipartidos cobertos por emparelhamentos. Recentemente, em um
resultado ainda nao publicado, Carvalho, Lucchesi e Murty [4] caracterizaram os grafos
solidos Pfaffianos. Estas eram as unicas classes para as quais se conhecia caracterizacao
dos grafos Pfaffianos. Nesta tese, mostramos a caracterizagao de nossa autoria para a
classe dos grafos meio-bipartidos.

Em 1999, Galluccio e Loebl [6] e, independentemente, Tesler [20] provaram que um
grafo imersivel em uma superficie orientavel de genus g tem ntimero Pfaffiano no maximo
49. Além disso, em 2006, Norine [18] provou que um grafo é 4-Pfaffiano se e somente
se ele tem um desenho no toro no qual todo emparelhamento perfeito tem um ntmero
par de cruzamentos. Neste mesmo artigo, Norine provou que todo grafo 3-Pfaffiano é
Pfaffiano e que todo grafo 5-Pfaffiano é 4-Pfaffiano. Em seguida, Norine conjecturou que
o numero Pfaffiano de todo grafo é uma poténcia de quatro. Nesta tese, apresentamos
contra-exemplos para esta conjectura, exibindo grafos com ntmero Pfaffiano 6.

1.4 Organizacao da Tese

Esta tese tem a seguinte organizagao. No Capitulo 1, apresentamos as defini¢oes impor-
tantes, nomenclaturas e resultados basicos sobre grafos Pfaffianos. Em seguida, neste
mesmo capitulo, apresentamos um pequeno historico dos problemas e resultados sobre
grafos Pfaffianos e onde esta tese se insere neles. Em seguida, ainda neste capitulo,
apresentamos alguns resultados basicos novos. No Capitulo 2, apresentamos um algo-
ritmo polinomial para decidir se um grafo quase-bipartido é Pfaffiano. Em seguida, neste
mesmo capitulo, apresentamos uma caracterizacao dos grafos meio-bipartidos Pfaffianos,
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e a aplicacao do algoritmo de reconhecimento de grafos quase-bipartidos Pfaffianos para
a obtencao de um algoritmo polinomial para o reconhecimento de grafos meio-bipartidos
Pfaffianos. No Capitulo 3, apresentamos um contra-exemplo para a conjectura de que o
numero Pfaffiano de todo grafo é poténcia de quatro. Finalmente, no Capitulo 4, mostra-
mos algumas questoes em aberto relacionadas aos resultados que a tese gerou.

1.5 Novos Resultados Basicos

Nesta secao apresentaremos alguns resultados béasicos que obtivemos que serao tteis nos
capitulos posteriores.

1.5.1 Grafos Pfaffianos e seus Subgrafos Pfaffianos

Vimos que M denota o conjunto dos emparelhamentos perfeitos de G.
Os seguintes resultados tém um papel importante nesta tese.

TEOREMA 1.21
Seja D um grafo orientado, e := xy uma aresta de D. Entao,

1. se D — x — y nao tem emparelhamento perfeito, entao D é Pfaffiano se e somente
se D — e é Pfaffiano;

2. se D — e nao tem emparelhamento perfeito, entao D é Pfaffiano se e somente se
D — x — y é Pfaffiano.

Demonstracao: Se D é Pfaffiano entao os subgrafos D —e e D —x —y de D, ambos

conformes, sao também Pfaffianos, pelo Corolario 1.12. Para provar o item 1, suponha
que D — x — y nao tem emparelhamento perfeito e D — e é Pfaffiano. Entdao nenhum
emparelhamento perfeito de D contém e. Sendo assim, todo emparelhamento perfeito de
D é emparelhamento perfeito de D — e. Portanto, dado que D — e é Pfaffiano, todos os
emparelhamentos perfeitos de D — e e de D tém o mesmo sinal.

Para provar o item 2, suponha que D —e nao tem emparelhamento perfeito e D —x —y
¢ Pfaffiano. Entao todos os emparelhamentos perfeitos de D contém e. Dessa forma,
todos os emparelhamentos perfeitos de D sao extensoes de emparelhamentos perfeitos de
D — z — y. Podemos escolher uma enumeragdo para os vértices de D de forma que (i)
x e y sejam os tultimos na enumeragao e (ii) o sinal de um emparelhamento perfeito de
D — x — y seja igual ao de sua extensao a um emparelhamento perfeito de D. Como
D — z — y é Pfaffiano, todos os emparelhamentos perfeitos de D — x — y e de D tém o
mesmo sinal. a
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TEOREMA 1.22

Seja D um grafo orientado, e := xy uma aresta de D, M um emparelhamento perfeito
de D contendo e e N um emparelhamento perfeito de D que nao contém e. Entao, D é
Pfaffiano se e somente se as trés seguintes propriedades sao verdadeiras:

1. o grafo D — e é Pfaffiano;
2. o grato D — x — y é Pfaffiano;
3. M e N tém o mesmo sinal em D.

Demonstragao: (somente se) Suponha que D seja Pfaffiano. Como D —e e D —x — y sdo

subgrafos conformes de D, eles sao ambos Pfaffianos. Além disso, num grafo orientado
Pfaffiano todos os emparelhamentos perfeitos, e em particular M e N, tém o mesmo sinal.

(se) Suponha que as trés propriedades sejam verdadeiras. O conjunto M dos empare-
lhamentos perfeitos de G' pode ser particionado em dois subconjuntos: o conjunto Mg dos
emparelhamentos perfeitos de G que nao contém e, e o conjunto M, dos emparelhamentos
perfeitos de GG contendo e. A Propriedade 1 implica que todos os emparelhamentos de My
tém o mesmo sinal, digamos 5. A Propriedade 2 implica que todos os emparelhamentos
de M, tém o mesmo sinal, digamos s. A Propriedade 3 implica que s = 5. Sendo assim,
todos os emparelhamentos perfeitos de D tém o mesmo sinal. Portanto, D é Pfaffiano. O

COROLARIO 1.23

Seja D um grafo orientado, e := xy uma aresta de D, e () um ciclo conforme de D
que contém e. Entao, D é Pfaffiano se e somente se as trés seguintes propriedades sao
verdadeiras:

1. o grafo D — e é Pfaffiano;
2. o grato D — x — y é Pfaffiano;

3. o ciclo () tem orientacao impar.

Grafos k-Pfaffianos e seus Subgrafos k-Pfaffianos

Na verdade, o Teorema 1.22 é um caso particular de um teorema mais geral. A seguir,
anunciaremos versoes sucessivamente mais gerais do Teorema 1.22. Finalmente, provare-
mos a versao mais genérica deste teorema, da qual as outras versoes sao corolarios.

TEOREMA 1.24
Seja (D, ) uma k-dupla de um grafo G e e := xy uma aresta de G. Entao, (D, a) é
Pfaffiana se e somente se as duas seguintes propriedades sao verdadeiras:
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1. a restrigao de (D, ) a G — e é Pfaffiana;
2. arestri¢ao de (D, ) a G — 0({x,y}) é Pfaffiana.
Suponha que as seguintes condigoes sao vélidas para um grafo G:
e (G é coberto por emparelhamentos;
e (G tem um corte justo C' (possivelmente trivial);
e existe uma particao {C4,Cy, ..., C,} das arestas de C;
e G;:=G—(C—-Cy),parai=1,2,...,r.
Entao dizemos que G, G, ...,G, é uma r-decomposicao de G.

TEOREMA 1.25

Seja G1,Gy,...,G, uma r-decomposicao de G. Seja (D,a) uma k-dupla de G, e D'
a restricao de D a G;. Entao (D, «) é Pfaffiana se e somente se toda dupla (D', ) é
Pfaffiana, parai=1,2,...,r.

TEOREMA 1.26

Seja G um grafo, G1,Gs,...,G, subgrafos geradores de G tais que {M(G;) : i =
1,2,...,r} é uma partigao de M(G). Seja (D, &) uma k-dupla de G, e D" a restrigao de
D a G;. Entao (D, ) é Pfaffiana se e somente se toda dupla (D', a) é Pfaffiana, para
i=1,2,.. . r.

Demonstragao: (parte somente se) Suponha que (D, ) seja uma dupla Pfaffiana de G.
Seja M um emparelhamento perfeito de G;, para i em {1,2,...,r}. Como (D, «) é
Pfaffiano, temos que sgn(M, D) -« = 1. No entanto, D restrito a G; é igual a D?. Sendo

assim, sgn(M, D') -« = 1. Esta afirmagao vale para todo emparelhamento perfeito M de
G;. Logo, (D', ) é Pfaffiano. Esta conclusiao vale para todo grafo G;.

(parte se) Suponha que (D', o) seja Pfaffiana para i = 1,2,...,r. Mostraremos que
isto implica que (D, &) também é Pfaffiana. Seja M um emparelhamento perfeito de G.
Por hipétese, M é emparelhamento perfeito de algum G, digamos G;. Como (D', a) é
Pfaffiano temos que sgn(M, D') - = 1. No entanto, D* é restricio de D. Portanto,
sgn(M, D) - o = 1. Esta afirmacao vale para todo emparelhamento perfeito M de G.
Logo, (D, a) é Pfaffiana. O
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1.5.2 Contracoes e Cortes Justos em Grafos k-Pfaffianos

Na Secao 1.2.1, o Teorema 1.15 mostra a relacao da propriedade de um grafo ser Pfaffiano
com as suas C-contragoes, quando C' é justo. Gostarfamos de ter uma generalizagao
deste teorema para grafos k-Pfaffianos. No entanto, um grafo com duas C-contragoes
k-Pfaffianas, para C' justo, pode nao ser k-Pfaffiano. Por exemplo, o grafo GGy9, que serd
visto no Capitulo 3 (Figura 3.1), tem duas C-contragoes 4-Pfaffianas, para C' justo, mas
seu numero Pfaffiano é maior do que 4. Por outro lado, vale o seguinte resultado:

TEOREMA 1.27 (SUBMULTIPLICATIVIDADE DA FUNGAO pf)
Seja C um corte justo de um grafo coberto por emparelhamentos G, sejam G' e G" as

duas C-contragoes de G. Entao, pf(G) < pf(G’) - pf(G”).

Demonstracdo: Seja X uma praia de C tal que G' = G/X — Te G" := G/X — z.
Ajuste a enumeracao dos vértices de G de forma que todo vértice de X apareca antes de

todo vértice de X. Ajuste também a enumeracao dos vértices de G’ e de G” de forma que
T seja o dltimo vértice da enumeracao de V(G') e x seja o primeiro vértice da enumeragao
de V(G"). Seja (D’, a’) uma pf(G’)-dupla Pfaffiana de G’. Analogamente, seja (D", ')
uma pf(G”)-dupla Pfaffiana de G”.

Sejam e; e ey quaisquer duas arestas miltiplas de G’. Denote por D’ — es a pf(G')-
orientacao de G’ — ey obtida pela remogao da aresta ey de cada orientagao de D’. A
dupla (D’ — ey, @’) também é uma pf(G’)-dupla Pfaffiano. Portanto, uma extensao desta
dupla para G’, obtida orientando-se e; na mesma diregdo de e; em D! — ey, para i =
1,2,...,pf(G’), também é uma pf(G’)-dupla Pfaffiana. Entao, podemos escolher (D’, )
tal que todo par de arestas miultiplas de G’ tem a mesma direcdo em cada orientacao de
D’. Nesse caso, temos que, como visto na demonstracao do Teorema 1.15, podemos supor
que todas as arestas de C' entram no vértice de contracdo T em cada orientagao de D’.

Analogamente, podemos supor que todas as arestas de C' saem de x em cada orientacao
de D”. Seja

D :=D;UD] e ou:=ae] parai=12,...,pf(G)ej=12,... pf(G").

Afirmamos que (D, o) é uma pf(G’)-pf(G”)-dupla Pfaffiana de G. Para tanto, seja M um
emparelhamento perfeito de G. Entao, M’ := M N E(G’) é um emparelhamento perfeito
de G' e M" := M N E(G") é um emparelhamento perfeito de G”. O nimero de inversoes
de uma permutacao associada com M em D;; é igual a soma do nimero de inversoes
das permutagoes associadas com M’ em D] e M” em DY, para i = 1,2,... ,Pf(G") e
Jj=1,2,...,pf(G"). Portanto, sgn(M, D;;) = sgn(M, D;) - sgn(M, D}). Sendo assim,

Z a;; sgn(M, D;;) = Z al sgn(M', D)) Z of sgn(M", DY) = 1.

i,J J
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Essa conclusao vale para todo emparelhamento perfeito M de G. Deduzimos que, como
afirmamos, (D, ) é uma pf(G’) - pf(G”)-dupla Pfaffiana de G. O

A desigualdade pf(G) < pf(G")pf(G”) do teorema anterior nem sempre é justa. Co-
mentamos anteriormente que o grafo Gig (a ser visto no Capitulo 3) tem duas C-contragoes
4-Pfaffianas. No entanto, o numero Pfaffiano do G19 é apenas 6, conforme veremos.



Capitulo 2

Grafos Quase-Bipartidos

Fischer e Little [5] caracterizaram grafos quase-bipartidos Pfaffianos. O reconhecimento
eficiente de grafos quase-bipartidos Pfaffianos estava em aberto. Nossa principal contri-
buigao aqui é um algoritmo polinomial para o reconhecimento de grafos quase-bipartidos
Pfaffianos [15]. O mesmo principio utilizado nesse algoritmo pode ser usado em qual-
quer grafo, mas fornecendo um algoritmo pseudo-polinomial. Além disso, estendemos a
caracterizagao de Fischer e Little para uma classe mais ampla de grafos que abrange os
quase-bipartidos, chamados meio-bipartidos.

Neste capitulo, apresentaremos o algoritmo inédito de reconhecimento polinomial de
grafos quase-bipartidos Pfaffianos, uma generalizagao pseudo-polinomial para grafos em
geral e também a mencionada caracterizacao de grafos meio-bipartidos Pfaffianos.

2.1 Algoritmo para Quase-Bipartidos

TEOREMA 2.1
Existe algoritmo polinomial para decidir se um grafo orientado quase-bipartido é Pfaffiano.

Demonstracao: Seja D um grafo orientado quase-bipartido, sejam e := z1x5 € f := y19o
arestas de G tais que G — e — f é bipartido e coberto por emparelhamentos. Seja (U, W)

uma biparticao de G — e — f. Por definicao, G nao é bipartido mas é coberto por em-
parelhamentos. Logo, uma das arestas e e f tem ambos os extremos em U, a outra tem
ambos os extremos em W. Portanto, para todo emparelhamento perfeito M de D, e € M
se e somente se [ € M.

Seja M um emparelhamento perfeito de D contendo e e f, e N um emparelhamento
perfeito de D que nao contém nem e nem f. Sendo assim, um dos ciclos induzidos por
MAN, digamos @), contém tanto e como f. Pelo Corolario 1.23, D é Pfaffiano se e
somente se () tem orientacao impar e D —e e D — x7 — x5 sao ambos Pfaffianos. A aresta
f nao é admissivel em D —e. Assim, D —e é Pfaffiano se e somente se D —e— f é Pfaffiano.

25
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Por outro lado, f pertence a todos os emparelhamentos perfeitos de D — x1 — x5. Logo,
D — x; — x9 é Pfaffiano se e somente se D — x1 — x9 — y; — 3o é Pfaffiano. Portanto, D
é Pfaffiano se e somente se () tem orientacao impare D —e— fe D —x; —x9 —y1 — 4o
sao ambos Pfaffianos. Esses dois grafos sao bipartidos. Portanto, podemos resolver este
problema em tempo polinomial, como visto na Secao 1.3. O

Pela equivaléncia entre o Problema do grafo Pfaffiano nao-orientado e o Problema do
grafo Pfaffiano orientado (Problemas 1.5 e 1.4), descrita na Segao 1.1.5, temos:

COROLARIO 2.2
Existe algoritmo polinomial para decidir se um grafo nao-orientado quase-bipartido é
Pfaffiano.

2.2 Grafos Meio-Bipartidos

Nesta secao, mostraremos que a caracterizagao de Fischer e Little de grafos quase-bipartidos
Pfaffianos pode ser estendida para a classe dos grafos meio-bipartidos.

Comecamos dando uma caracterizacao de grafos meio-bipartidos Pfaffianos em fungao
de grafos quase-bipartidos Pfaffianos. Seja G um grafo meio-bipartido, e H seu subgrafo
gerador com biparticao {U, W} como descrito na definigdo de meio-bipartidos. Seja Ey :=
E(G[U]) e Ew := E(G[W]). Seja e a unica aresta de Ey. Para cada aresta f de Ey,
seja:

Gf)=G—(Ew—f)=H+e+ f.

TEOREMA 2.3
Para toda aresta f de Eyw, o grafo G(f) é quase-bipartido. Além disso, G é Pfaffiano se
e somente se G(f) é Pfaffiano, para cada aresta f de Eyy.

Demonstracao: Seja f uma aresta de Ey,. Vamos mostrar que G(f) é quase-bipartido.

Pela definicao, o grafo H é bipartido e coberto por emparelhamentos. Portanto, H é
conexo, {U, W} sua unica biparticdo. Portanto, G(f) é conexo e nao é bipartido. Cada
aresta de G(f)—e— f é admissivel em H, e portanto admissivel em G(f). Por definigao, G
é coberto por emparelhamentos. Entao, G tem um emparelhamento perfeito M contendo
f. Como {U, W} é uma equiparticao de V(G), temos que M contém a aresta e e nenhuma
outra aresta de Ey — f. Portanto, M é emparelhamento perfeito de G(f). Deduzimos
que G(f) é coberto por emparelhamentos. Logo, G(f) é quase-bipartido. Esta conclusao
vale para cada aresta f de Ey .

Vamos agora mostrar que G é Pfaffiano se e somente se G(f) é Pfaffiano para cada
aresta f de Ey . Para cada aresta f em Eyy, o grafo G(f) é um subgrafo conforme de G.
Portanto, se G' é Pfaffiano entao G(f) é Pfaffiano.
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Para provar a reciproca, suponha que G(f) é Pfaffiano, para cada aresta f de Eyy.
Mostraremos agora que existe uma orientagao Pfaffiana D(f) de G(f) tal que para quais-
quer duas arestas distintas f; e fo de Ew, D(f1) — f1 = D(f2) — fo.

Seja f uma aresta de Ey, e D(f) uma orientacao Pfaffiana de G(f). O grafo orientado
D(f)—e— f é um subgrafo conforme de D(f), e portanto Pfaffiano. Mas ele também é uma
orientacao de H. Por outro lado, o grafo bipartido coberto por emparelhamentos H tem
uma Unica orientacao Pfaffiana, a menos de similaridade, pelo Teorema 1.13. Portanto,
para arestas distintas f; e fo de Eyw, D(f1) —e— f1 e D(f2) — e — f3 sdo similares. Seja C'
o corte de H no qual D(f1) —e— f1 e D(f2) —e— fy diferem. Entao, C' tem uma praia X
de vértices de H. Seja C’ o corte correspondente de D(fs), ou seja, C' é o corte de D( f5)
com uma das praias igual a X. Pela reversao das arestas de C’ em D(f5), obtemos outra
orientacao de G(fs), similar a D(fy), que também é Pfaffiana. Sendo assim, podemos
supor que D(f;) —e — fi = D(fs) — e — fo. Podemos agora reverter a orientacao de
ambas as arestas e e fo em D(fs), se necessario, de forma que D(f1) — fi = D(f2) — fo.
Esta reversao preserva a propriedade Pfaffiana da orientacao, pois um emparelhamento
perfeito de G( f) contém um dentre e e f; se e somente se contém ambos. Deduzimos que
existe uma orientacao Pfaffiana D(f2) de G(f2) tal que D(f1) — fi = D(f2) — fo. Esta
conclusao vale para todo par de arestas f; e fo de Eyy.

Agora seja D uma orientagao de G que é a extensdo comum das orientagoes D(f) de
G(f), para todas as arestas f de Ey. Vamos provar que D é orientagao Pfaffiana de G.
Para provar isso, seja M um emparelhamento perfeito de GG, seja N um emparelhamento
perfeito do grafo bipartido H. Afirmamos que M e N tém o mesmo sinal em D. Para
provar isso, vamos observar que M e N sao ambos emparelhamentos perfeitos do grafo
quase-bipartido G(f), para algum f em Ey,. Se M é emparelhamento perfeito de H entao
a afirmacao é trivialmente verdadeira, para qualquer aresta f. Podemos, portanto, supor
que M contém uma aresta em Ey U Ey . Entao, M contém e e precisamente uma aresta
em Ey, digamos a aresta f. De fato, M é emparelhamento perfeito de G(f). Dado que
D(f) é Pfaffiana, entao M e N tém o mesmo sinal em D(f). Mas D(f) é um subgrafo
gerador de D. Logo, M e N tém o mesmo sinal em D. Esta conclusao vale para todo
emparelhamento perfeito M de GG. Portanto, D é orientagao Pfaffiana de G. a

Do teorema anterior, podemos trivialmente derivar um algoritmo polinomial que decide
se um grafo meio-bipartido é Pfaffiano.

COROLARIO 2.4
Existe um algoritmo polinomial para decidir se um grafo meio-bipartido é Pfaffiano.

Seja G um grafo. Uma bissubdivisao de G é obtida substituindo-se zero ou mais arestas
de G por caminhos, cada um contendo um nimero par de vértices internos. Um “splice”
de G com um K, é obtido pela substituigao de um vértice v de grau trés de G por um
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triangulo, de forma que cada vértice deste triangulo é incidente em precisamente uma das
arestas anteriormente incidentes em v. Podemos fazer o splice de G com zero ou mais
Ky’s (em vértices de grau trés de G): diz-se que o grafo resultante é uma Ky-decoragdo
de G. A Figura 2.1 mostra uma K,-decoragao do Kjs 3.

Figura 2.1: Duas representagoes de uma Ky-decoragao do K3 3.

Em 1975, Little apresentou a seguinte caracterizagao de grafos bipartidos Pfaffianos [9]:

TEOREMA 2.5
Um grafo bipartido G é nao-Pfaffiano se e somente se G contém uma bissubdivisao con-
forme de K 3.

O seguinte resultado ¢é a caracterizagao dos grafos quase-bipartidos Pfaffianos provada
por Fischer e Little [5].

TEOREMA 2.6
Um grafo quase-bipartido G é nao-Pfaffiano se e somente se G contém uma bissubdivisao
conforme de uma Ky-decoragao de Ks3, I'y ouT'y (veja Figura 2.2).

Baseando-nos no Teorema 2.3, temos o seguinte resultado.

TEOREMA 2.7
Um grafo meio-bipartido G é nao-Pfaffiano se e somente se G contém uma bissubdivisao
conforme de uma Ky4-decoragao de K33, I'y ou I's.

2.3 Certificados para o Algoritmo

Seja C a classe formada por todos os grafos quase-bipartidos e também por todos os
grafos bipartidos cobertos por emparelhamentos. E facil ver que esta classe é fechada
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Figura 2.2: Grafos K33, I'y e I'y citados no Teorema 2.6.

sob a operagdo de remocao de orelha removivel. (No caso de grafo quase-bipartido e
orelha dupla, o grafo resultante é bipartido e coberto por emparelhamentos.) O algoritmo
de McCuaig, Robertson, Seymour e Thomas unido com o nosso algoritmo formam um
algoritmo para resolver o Problema do Grafo Pfaffiano para a classe C. Seja G € C,
nao-Pfaffiano. Vamos descrever como obter um certificado de que G nao é Pfaffiano, ou
seja, um subgrafo conforme H de G que seja uma bissubdivisao de K4-decoracao de Kj 3,
I’y ou I'y (Teoremas 2.5 e 2.6).

Pelo Teorema 1.8, ou GG é um certificado ou G tem uma orelha removivel R tal que
G — R tem um certificado. Consideremos o conjunto R de todas as orelhas removiveis de
G. Este conjunto é facilmente determinado em tempo polinomial. Se, para todo R € R,
o grafo G — R é Pfaffiano entao, pelo Teorema 1.8, todo subgrafo proprio conforme de G
¢ Pfaffiano. Portanto, GG é certificado. Portanto, se G — R é nao-Pfaffiano para algum
R € R entao determinamos um certificado para G — R. Este certificado serd também um
certificado para G, pelo Teorema 1.8.

Finalmente, um certificado para grafos meio-bipartidos sao obtidos pela obtencao de
certificado de quase-bipartido, conforme o Teorema 2.3.

2.4 Generalizacoes do Algoritmo

Nesta secao mostramos como o método utilizado no desenvolvimento do algoritmo de
reconhecimento de grafos quase-bipartidos Pfaffianos pode ser generalizado, obtendo-se
algoritmos pseudo-polinomiais.

TEOREMA 2.8
Seja D um grafo orientado e R um conjunto de r arestas de D tal que D — R é planar.
Entao é possivel decidir se D é Pfaffiano em tempo 2" P(n), onde P(n) é um polinémio
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no numero n de vértices de D.

Demonstragao: Seja T'(r,n) um limite superior para o tempo de execuc¢ao do algoritmo
de reconhecimento aplicado a um grafo D com no maximo n vértices e no maximo r

arestas em R. Se D nao tem emparelhamento perfeito, entao ele é Pfaffiano. Entao,
podemos supor que D tem emparelhamento perfeito. Se o grafo orientado D é planar,
vimos anteriormente na Secao 1.3 que podemos verificar em tempo polinomial se D é
Pfaffiano. Entao, T'(0,n) < P’(n), para um polinémio P’ sobre n. Sendo assim, podemos
supor que D nao é planar. Seja e = xy uma aresta qualquer de R. Caso D nao tenha
emparelhamento perfeito contendo e entao, pelo Teorema 1.21, D é Pfaffiano se e somente
se D — e é Pfaffiano. Se em D todo emparelhamento perfeito contém e entao, pelo
Teorema 1.21, D é Pfaffiano se e somente se D — x — y é Pfaffiano. Suponha agora que D
contenha tanto emparelhamentos perfeitos contendo e quanto emparelhamentos perfeitos
que nao contém e. E possivel encontrar, em tempo polinomial, emparelhamentos perfeitos
M e N de G tais que M nao contém e e N contém e. Caso M e N nao tenham o mesmo
sinal, D nao é Pfaffiano. Portanto, podemos supor que estes emparelhamentos tém o
mesmo sinal. Pelo Teorema 1.22, D é Pfaffiano se e somente se D — e e D — x — y forem
ambos Pfaffianos. Em todos os casos, executamos um ntmero polinomial de operacoes
e reduzimos o problema a um subconjunto dos grafos D —e e D — x — y. Além disso,
as restrigoes de R a F(D —¢€) e a E(D — x — y) tém ambas no maximo r — 1 arestas.
Portanto, temos
T(r,n) <2T(r —1,n) + P"(n),

para P” polinémio sobre n. Sendo assim, T'(r,n) < 2"P(n), para P polinémio sobre n. O

O método do algoritmo descrito acima foi aplicado sobre os grafos planares. No
entanto, esse método pode ser aplicado sobre qualquer classe de grafos para a qual exista
algoritmo polinomial que decida se o grafo é Pfaffiano. Em particular, o resultado a seguir
é demonstrado de forma analoga.

TEOREMA 2.9

Seja D um grafo orientado e R um conjunto de r arestas de D tal que D — R é bipartido.
Entao é possivel decidir se D é Pfaffiano em tempo 2" P(n), onde P(n) é um polinémio
no nuimero n de vértices de D. O



Capitulo 3

Grafos k-Pfaffianos

Neste capitulo, apresentamos novos resultados estruturais sobre grafos k-Pfaffianos. Gragas
a esses resultados obtivemos um contra-exemplo para uma conjectura de Norine sobre o
nimero Pfaffiano de grafos.

Galluccio e Loebl [6] e, independentemente, Tesler [20] provaram o seguinte resultado
fundamental:

TEOREMA 3.1
Se G é imersivel em uma superficie orientavel de genus g entao pf(G) < 49.

Em 2006, Norine [18] apresentou a seguinte conjectura:

CONJECTURA 3.2
O niumero Pfaffiano de um grafo é sempre uma poténcia de quatro.

Na verdade, em 1967, Kasteleyn [7, padg. 99] afirmou uma crenga similar: “If the genus
of the graph is g the number of Pfaffians required is 49”.
Adicionando resultados favoraveis a conjectura, Norine provou o seguinte resultado:

TEOREMA 3.3
Todo grafo 3-Pfaffiano é Pfaffiano e todo grafo 5-Pfaffiano é 4-Pfaffiano.

Pelo Teorema 3.3, é imediato que um contra-exemplo para a Conjectura 3.2, se exis-
tente, teria nimero Pfaffiano pelo menos seis. Neste capitulo, mostramos que o grafo Gy,
mostrado na Figura 3.1(a), é 6-Pfaffiano, mas nao 4-Pfaffiano.

Descreveremos agora como o grafo Gig pode ser obtido. A Figura 3.1(b) mostra o
grafo Gg;. Este grafo ¢ obtido de duas cépias disjuntas, G e G, do K34, com conjuntos
de vértices X; e Xs, adicionando aresta de todo vértice da parte majoritaria de G a
todo vértice da parte majoritaria de Go. Estas arestas adicionadas formam um Ks3 e
constituem um corte justo de Ga1, o qual denotamos por Cy. O grafo Gig é obtido de
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Figura 3.1: Os grafos G119 e Go.

(51 pela remocao de duas arestas adjacentes de Cy: o corte justo resultante é chamado
de Chy.

Daremos a seguir uma descrigao curta da ideia da demonstragao. O conceito de
r-decomposicgao foi definido na Secao 1.5.1, na pagina 22.

Na Secao 3.1, provamos que Go; é 6-Pfaffiano e também que Gi9 — e é 4-Pfaffiano,
para toda aresta e de G9. Fazemos isto demonstrando o seguinte resultado fundamental:

TEOREMA 3.4 (COMPOSIGAO)
Se um grafo tem uma r-decomposicao em grafos Pfaffianos entao é 2r-Pfaffiano.

Vamos agora delinear a prova de que G9; é 6-Pfaffiano. Para tanto, usaremos o Teo-
rema 3.4. Vamos adotar a notacao utilizada na definicao de r-decomposicao, em que G
é Go1 e o corte justo C' é o corte Cy. Pode-se mostrar que C' tem uma particao em
trés blocos {C1, Cq, C3}, tal que cada C; induz um P;. Mostra-se também que o grafo G;
correspondente é Pfaffiano. Portanto, G, é 6-Pfaffiano. Assim, G9 também é 6-Pfaffiano.

Em seguida, provamos o seguinte teorema, e mostramos que o grafo G19 nao o satisfaz.
Isto implica que G19 nao é 4-Pfaffiano. Denotamos por J a matriz quadrada com todas
as entradas iguais a 1. Denotamos por I a matriz identidade.

TEOREMA 3.13 (UNICIDADE DA MATRIZ ASSINATURA)
Seja G um grafo nao-Pfaffiano, (D, «) uma 4-dupla Pfaffiana normal de G. Entao,
a =1/2. Ademais, a menos de linhas multiplas, sgn(M, D) = J — 21I.

Também mostramos que o grafo Gi9 — e é 4-Pfaffiano para toda aresta e. Portanto, G
¢ 6-Pfaffiano e minimal nao 4-Pfaffiano. Na verdade, acreditamos que Gi9 é o menor
contra-exemplo a Conjectura 3.2.
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3.1 Composicao de Grafos Pfaffianos

Nesta se¢ao provamos o Teorema da Composicao. Em seguida, utilizamos este teorema
para provar que Gy é 6-Pfaffiano e que G9 — e é 4-Pfaffiano, para toda aresta e.

3.1.1 Composicao de Orientacoes Pfaffianas

TEOREMA 3.4 (COMPOSIGAO)
Se um grafo tem uma r-decomposicao em grafos Pfaffianos entao é 2r-Pfaffiano.

Demonstracao: Seja G um grafo coberto por emparelhamentos. Suponha que G tenha

uma r-decomposigdo em grafos Pfaffianos. Seja C' corte justo de G, e {C1,Cy, ..., C.}
particao de C' tal que G; := G — (C — ;) é Pfaffiano, parai=1,2,... 7.

Utilizaremos a mesma enumeracao de vértices para determinar os sinais dos empa-
relhamentos perfeitos de cada grafo G; e do grafo G. Para i = 1,2,...,r, seja D; uma
orientacao Pfaffiana de G;. Ajuste a notagao, revertendo, se necesséario, as arestas inci-
dentes em algum vértice v, de forma que todo emparelhamento perfeito de GG; tenha sinal
igual a um em D;. Seja D) uma extensdo arbitraria de D; para uma orientagao de G.
Seja D! := D; ® C;. Seja

D = (DiaDéa"'7D;’?D1/’Dg""’D7/"/)’
ap=ayi=.o =, =1/2 e o= ey i= L = o = —1/2.

Afirmamos que (D, a) é uma 2r-dupla Pfaffiana de G. Para tanto, seja M um empare-
lhamento perfeito de G. Como C' é um corte justo, M tem precisamente uma aresta em
C. Como {C1,Cs,...,C,} é uma partigao de C, M tem aresta em precisamente um Cj,
digamos Cy. Entao, M é emparelhamento perfeito de Gj. Para i # k, o emparelhamento
M nao tem aresta em Cj, e portanto M tem sinais iguais em D] e em D!. Consequente-
mente, D - o = 1/2[sgn(M, D},) — sgn(M, D})]. Como M tem precisamente uma aresta
em C};, temos que

sgn(M, D) =sgn(M, D) =1 e sgn(M,D)) = —sgn(M, D) = —1.

Sendo assim, D -« = 1. Esta conclusao vale para todo emparelhamento perfeito M de
G. Como afirmamos anteriormente, GG é 2r-Pfaffiano. a

Deste teorema podemos obter os seguintes dois corolarios interessantes:

COROLARIO 3.5

Seja G um grafo nao-Pfaffiano, e = uv uma aresta de G, tal que G —e e G —u — v sejam
ambos Pfaffianos. Entao, G é 4-Pfaffiano.
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Demonstracao: Considere o corte justo trivial C':= Jg(u), e sua particao {C7, Cs}, onde
Ci=C—-eceCy={e}. Parai=1,2 seja G; :=G—(C —C;). Note que G; = G —e. No
grafo (G5, a aresta e é obrigatéria. Portanto, G5 é Pfaffiano se e somente se Go — u — v
for Pfaffiano. No entanto, G5 — u — v = G — u — v, um grafo Pfaffiano. Sendo assim, G

e (G sao uma 2-decomposicao em grafos Pfaffianos de G. Portanto, pelo teorema, G é
4-Ptaffiano. O

COROLARIO 3.6
Todo grafo minimal (sob remocao de arestas) nao-Ptfaffiano coberto por emparelhamentos
é 4-Ptaftiano.

Demonstracao: Seja G um grafo minimal nao-Pfaffiano coberto por emparelhamentos, e
e = uv uma aresta de G. Como G é minimal nao-Pfaffiano, G — e é Pfaffiano. Como G é

coberto por emparelhamentos, existe uma aresta f adjacente a e. Como G é minimal nao-
Pfaffiano, G — f é Pfaffiano. Além disso, G — f —u — v é um subgrafo conforme de G — f
(pois e = wv). Portanto, G — f —u — v é Pfaffiano. No entanto, G— f—u—v =G —u—w,
pois f compartilha um extremo com e. Sendo assim, G — u — v é Pfaffiano. Portanto,
pelo corolério anterior, G é 4-Pfaffiano. O

Generalizacao do Teorema da Composicao

Na verdade, o Teorema da Composi¢ao (Teorema 3.4) é um caso particular do seguinte
teorema mais geral.

TEOREMA 3.7
Seja G1,Gs,...,G, uma r-decomposicao de G. Seja p; == pt(G;) e seja p == > ._| p;.
Entao, G é 2p-Pfaffiano.

Demonstragao: Seja C' o corte justo de G e {C,Cy,...,C.} a particdo de C tais que
G,=G—-(C—-Cy), parai=1,2,...,r. Cada par (D,«) da p;-dupla Pfaffiana de G;
gera duas orientacoes de G, ditas gémeas, obtidas da seguinte forma: uma delas é uma

extensao arbitraria de D a G; a outra é obtida desta mediante a reversao das arestas de
C;. Os respectivos coeficientes serdo /2 e —a /2. Também dizemos que os pares (D'a/2)
e (D", —a/2) sao gémeos. Efetuando esta operacao para cada G;, obtemos uma 2p-dupla
(D, o). Vamos agora mostrar que esta 2p-dupla é Pfaffiana.

Seja M um emparelhamento perfeito de G. Por hipdtese, M é emparelhamento perfeito
de precisamente um grafo G;, digamos G;. Para i = 2,3,...,r, temos que M NC; = (.
Portanto, o sinal de M em cada orientagao oriunda de orientagao de GG; e em sua gémea
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coincidem. Além disso, estas duas orientacoes tém coeficientes com sinais contrarios e
mesmo valor absoluto. Assim,

sgn(M, D) -« = sgn(M, F) - 3,

onde (F',3) é a 2p;-dupla considerando apenas as orientagdes oriundas de orientagoes de
G.

Sabemos que | M N Cy| = 1. Sejam (D', a/) e (D", ) pares gémeos de F' oriundos do
par (D, «) da dupla Pfaffiana de GG;. Portanto, o sinal de M em D’ e em D" tém sinais
contrarios. Mas os correspondentes coeficientes o’ e o” também. Além disso, o/ —ao” = «.
Entao, sgn(M, D’) - o/ +sgn(M, D") - o = sgn(M, D) - . Esta conclusao vale para todo
par (D, «) da dupla Pfaffiana de G;. Podemos portanto concluir que

sgn(M,D)-a=sgn(M,F)-8=1.

COROLARIO 3.8
Seja G um grafo coberto por emparelhamentos, e e = uv uma aresta de G. Entao, G é

2(pf(G — e) + pf(G — u — v))-Pfaffiano.

Demonstracao: Considere o corte justo trivial C' := dg(u), e sua particao {C7, Cs}, onde
Cy=C—eeCy={e}. Parai=1,2 seja G; := G—(C—C}). Entao, Gy e G sdo uma 2-
decomposicao de G. Note que G; = G—e. No grafo G5, a aresta e é obrigatéria. Portanto,
pf(G2) = pf(Ga—u—v). No entanto, Go—u—v = G—u—v. Entao, pf(Gz) = pf(G—u—v).
Portanto, pelo teorema, G ¢é 2(pf(G — e) + pf(G — u — v))-Pfaffiano. O

COROLARIO 3.9

Seja G um grafo coberto por emparelhamentos minimal (sob remoc¢ao de arestas) nao
k-Ptaffiano. Entao, G é 4k-Pfaffiano.

Demonstracao: Seja G um grafo minimal nao k-Pfaffiano coberto por emparelhamentos,

e e = uwv uma aresta de G. Como G ¢é minimal nao k-Pfaffiano, G — e é k-Pfaffiano.
Como G é coberto por emparelhamentos, existe uma aresta f adjacente a e. Como G é
minimal nao k-Pfaffiano, G — f é k-Pfaffiano. Além disso, G — f — u — v é um subgrafo
conforme de G — f (pois e = uv). Portanto, G — f — u — v é k-Pfaffiano. No entanto,
G—f—u—v=G—u—wv,pois f compartilha um extremo com e. Sendo assim, G —u—v
¢é Pfaffiano. Portanto, pelo corolario anterior, G' é 4k-Pfaffiano. a
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3.1.2 O Grafo G é 6-Pfaffiano e o grafo G;9 — e é 4-Pfaffiano

Agora chegamos ao resultado a seguir como uma consequéncia direta do Teorema 3.4.

TEOREMA 3.10
Seja R um subconjunto (possivelmente vazio) do corte justo Cy; de Goy. Se Co1 — R pode
ser coberto por r caminhos P,’s aresta-disjuntos entao G91 — R é 2r-Pfaffiano.

Demonstracao: Suponha que Cy; — R é coberto por r caminhos P;. Sejam C4,...,C.

os conjuntos de arestas dos r caminhos P;. Pelo Teorema 3.4, basta mostrar que G; :=
G — (C — ;) é Pfaffiano, para ¢ = 1,...,r. Para tanto, note que as C;-contracoes de
G; sao iguais a K33 — e, a menos de arestas multiplas. Como o K33 — e é planar, ele ¢
Pfaffiano. Portanto, ambas as C;-contracoes de (; sao Pfaffianas. Além disso, C; é um
corte justo de GG;. Deduzimos que G; é Pfaffiano. Logo, a afirmacao é verdadeira. O

TEOREMA 3.11
O grafo Gy, é 6-Pfaffiano e, para toda aresta e, o grato G19 — e é 4-Pfaffiano.

Demonstragao: Note que G91[Ca]| é um K33 (veja Figura 3.1(b)). Seja S qualquer con-
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centes

Figura 3.2: Decomposicao de K33 — S em dois P,’s, onde S é um conjunto de trés arestas.

junto de trés arestas do K33. Como indicado na Figura 3.2, K33 — S é a uniao de dois
P,’s. Em particular, se S é um conjunto de arestas de um P; do K33, deduzimos que o
K33 é a uniao de trés P;’s. Pelo Teorema 3.10, o grafo G; é 6-Pfaffiano.

Vamos mostrar que, para toda aresta e, G19 — e é 4-Pfaffiano. Vamos considerar
inicialmente o caso em que e € (9. Para qualquer aresta e de (g, o corte Cig9 — € induz
um K33 menos trés arestas. Como visto na Figura 3.2, este subgrafo induzido pode ser
coberto por dois P,’s. Neste caso, G19 — e é 4-Pfaffiano, pelo Teorema 3.10.
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Vamos considerar agora o caso em que e nao estda em Chg. Entao, a menos de arestas
multiplas, uma das Cg-contracoes de Gig — e é um K33 — e, a outra Cjg-contracao é um
Ks33. Como o K33 é 4-Pfaffiano e o K33 — e é Pfaffiano, temos que G19 — e é 4-Pfaffiano,
pela submultiplicatividade da fun¢ao pf (ver Teorema 1.27). Esta conclusao vale para
toda aresta e de Gqg. O

3.2 Grafos 4-Pfaffianos

Nesta secao provamos que o grafo Gg9 nao é 4-Pfaffiano. Fazemos isto provando o Teorema
da Unicidade da Matriz Assinatura, e entao aplicando-o para o grafo G19 para mostrar,
por contradicao, que ele nao ¢é 4-Pfaffiano.

3.2.1 Unicidade da Matriz Assinatura

Para provarmos o Teorema da Unicidade da Matriz Assinatura, precisamos do seguinte
resultado, provado por Norine [18]. A seguir apresentamos uma demonstracao, baseada
na demonstragao feita por Norine.

LEMA 3.12

Seja G um grafo, (Dy, Ds, . .., D,) uma familia de orientagées de G, com r impar. Entao,
existe uma orientacao D de G tal que a igualdade abaixo é verdadeira para todo empare-
lhamento perfeito M de G:

sgn(M, D) = sgn(M, D) sgn(M, Ds) ... sgn(M, D,.).

Demonstracao: Seja e uma aresta de GG. Esta aresta pode ser orientada de duas formas em

uma orientacao D;. Como r é impar, uma orientacao de e acontece em precisamente um
nimero impar de orientacoes de Dy, Do, ..., D,. Seja D a orientacao de G que atribui esta
orientacao a cada aresta e de GG. Seja S; o conjunto das arestas que discordam em D; e D.
Entdo, para cada emparelhamento perfeito M de G, sgn(M, D;) = (—1)IM"Silsgn(M, D).
Entao,

sgn(M, Dy)sgn(M, Dy) ...sgn(M, D,) = (—1)!MNSHIMOS2 L [MOS gy (A7, D).

Como D discorda de um numero par de orientacoes em cada aresta, temos que
IM NS | |MNSy|... [MnNS,|épar. Além disso, como r é impar sgn(M, D)" = sgn(M, D).
Portanto,

sgn(M, Dy)sgn(M, Dy) . ..sgn(M, D,) = sgn(M, D).
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TEOREMA 3.13 (UNICIDADE DA MATRIZ ASSINATURA)
Seja G um grafo nao-Pfaffiano, (D, «) uma 4-dupla Pfaffiana normal de G. Entao,
a = 1/2. Ademais, a menos de linhas miltiplas, sgn(M, D) = J — 21I.

Demonstragao: Considere a matriz assinatura S := sgn(M, D) de D. Por hipétese,
(D, ) é 4-Pfaffiano. Assim, S-a = 1.

LEMA 3.14
Para quaisquer duas linhas distintas S; e S; de S, existem indices de colunas r, s e t tais
queSZ-T:Sj :1, —Sis:SjszleSit:— jtzl.

Demonstragao: Claramente, (S; + S;) - o = 2. Por hipdtese, a > 0. Portanto, existe
um indice de coluna r tal que S;. + S;, > 0. Porém, {S,.,S;,} € {1,—1}. Logo,

Sir — 1 — Sjr-

Analogamente, (S; — S;)- o = 0. Por hipétese, S; e S; sao distintos. Portanto, existe
um indice de coluna s tal que S;; — S;; < 0. Logo, S;s = —1 e S;; = 1. Analogamente,
existe um indice de coluna t tal que S;; =1 e S;; = —1. O
LEMA 3.15

A matriz S tem pelo menos quatro linhas linearmente independentes.

Demonstracao: Por hipétese, G nao é Pfaffiano. Portanto, pelo Teorema 3.3, G nao é
3-Pfaffiano. Sendo assim, para cada solugao & de S = 1, nenhum elemento de x é igual
a zero. Portanto, pelo Corolario 1.17, o posto de S é igual a quatro. Sendo assim, S tem

pelo menos quatro linhas linearmente independentes. a

Pelo Lema 3.14, toda linha de S tem dois elementos iguais a 1 e pelo menos um elemento
igual a —1. Podemos portanto chamar uma linha de simples se ela tem precisamente um
elemento igual a —1, e dupla se tiver dois elementos iguais a —1.

Afirmamos que S tem pelo menos uma linha simples. Para tanto, note primeiro que

. ;. 4 . .. ..
existem no maximo ( ) = 6 linhas duplas distintas. Mas estas seis linhas aparecem em

2
trés pares complementares. Pares complementares nao sao linearmente independentes.
Entao, pelo Lema 3.15, S tem pelo menos uma linha simples, como afirmado. Ajuste a
notacao de forma que (i) a linha S; seja simples e (ii) Si; seja seu tnico elemento igual
a —1. Pelo Lema 3.14, para cada linha S; distinta de S, seu elemento S;; é igual a 1.
Provaremos agora que S tem duas linhas simples distintas. Para tanto, suponha, por
absurdo, que qualquer linha simples de S seja igual a S;. Nesse caso, toda linha dupla
tem seus elementos iguais a —1 nas trés ultimas colunas. Entao, para qualquer linha S
temos que S;38;35;,4 = 1. Pelo Lema 3.12, G tem uma orientacao D que é Pfaffiana, uma

contradigao. Como afirmamos, S tem duas linhas simples distintas. Ajuste a notagao de
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forma que (i) a linha S, seja simples e (ii) Ssy seja seu tnico elemento igual a —1. Pelo
Lema 3.14, para cada linha S; distinta de S5, seu elemento S;, € igual a 1.

Provaremos agora que S tem trés linhas simples distintas. Para tanto, note que
qualquer linha dupla de S tem seus dois elementos negativos nas colunas 3 e 4 e é portanto
unica. Pelo Lema 3.15, S tem uma linha simples distinta de S; e S5. Ajuste a notacao de
forma que (i) a linha Sj3 seja simples e (ii) Ss3 seja seu tnico elemento igual a —1. Pelo
Lema 3.14, para cada linha S; distinta de S5, seu elemento S;3 é igual a 1.

A matriz S tem pelo menos quatro linhas distintas. Portanto, S tem linhas distintas
de Si1, Sy e S3. Seja S; uma tal linha de S. Pelo Lema 3.14, Sy; = Syo = Siz =1 e
Sy = —1. Concluimos que S tem quatro linhas distintas, cada uma delas simples.

A submatriz de S que consiste dessas quatro linhas é J — 2I. O determinante da
matriz J — 21 nao é nulo [2, Exercicio 1.1.22]. Assim, (J — 2I)x = 1 tem solu¢ao tnica.
Mas 1/2 é solugao deste sistema. Logo, @ = 1/2, como afirmamos. Consequentemente,
toda linha de S é simples, e S é igual a J — 2I, a menos de linhas multiplas. a

3.2.2 O Grafo GG;g nao é 4-Pfaffiano

TEOREMA 3.16
O grafo G19 nao é 4-Pfaffiano.

Demonstracao: Primeiro provaremos que G1g9 nao é Pfaffiano. Podemos ver na Figura 3.1,

na pagina 32, que Cig é justo e que cada Cig-contracao de Gig9 é, a menos de arestas
multiplas, igual a K3 3, por sua vez nao-Pfaffiano. Portanto, pelo Teorema 1.15, G19 nao
é Pfaffiano.

Suponha, por absurdo, que Gg é 4-Pfaffiano. Seja (D, ) uma 4-dupla Pfaffiana
normal de G. Agora derivaremos algumas propriedades de D. Lembremos primeiro que
G19 — Chg € a unido de dois Kj35's disjuntos, G; := G9[X;], i = 1,2 (veja a Figura 3.1).

LEMA 3.17
Em toda orientagao do K32, o nimero de ciclos com orientacao par é impar.

Demonstracao: Toda aresta do K339 pertence a precisamente dois ciclos deste grafo. Por-

tanto, a reversao de qualquer aresta de D muda a paridade da orientacao de precisamente
dois ciclos do grafo. Sendo assim, a paridade do ntimero de ciclos com orientacao par é
a mesma para toda orientagao do K. Entao, basta apresentarmos uma orientacao do
K35 com um nimero impar de ciclos de orientagao par.

O K3 tem precisamente trés ciclos, e todos eles sao quadrilateros. Seja {A, B} uma
biparti¢ao do K32. Seja D uma orientacao do K35 na qual todas as arestas tém origem
em A e término em B. Todos os trés ciclos (quadrildteros) de D tém orientagao par. O
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LEMA 3.18
Seja () um quadrilatero de Gi9 — C19 que tem orientacao par em D;. Entao, () tem
orientagao par em precisamente mais uma orientagao D; em D, j # i.

Demonstragao: Suponhamos que ) seja um quadrilatero de G9[X;]. Entao, a parte

majoritaria de X; contém um vértice, v, que nao pertence a V' (Q)). Esse vértice é incidente
a alguma aresta, digamos e, de Ch9. Seja M um emparelhamento perfeito de Gi9 que
contém a aresta e. O corte Cig é justo em Gi9. Portanto, M contém duas arestas
em (). Analogamente, pode-se provar que a mesma afirmacao é valida caso () seja um
quadrilatero de G19[X5].

Seja N := MAE(Q). Os sinais de M e de N em D; sao distintos. Ajuste a notagao
de forma que sgn(M, D;) =1 e sgn(N, D;) = —1. Pelo Teorema da Unicidade da Matriz
Assinatura, existe um inteiro j distinto de i tal que sgn(M, D;) = —1 e sgn(N, D;) = 1.
Deduzimos que @) tem orientacao par em D; também. Pelo Teorema da Unicidade da
Matriz Assinatura, para qualquer k ¢ {i,j}, os sinais de M e de N em Dy sdo ambos
iguais a 1. Portanto, () tem orientacao impar em D). Deduzimos que () tem orientacao
par em D; e em D; e orientacao impar nas outras duas orientagoes. a

COROLARIO 3.19
Para cada praia X; de Cy9, no maximo um dos treés ciclos de G19[X;] tem orientacao impar
em toda orientacao em D.

Demonstragao: Sejam (1, Q2 e Q3 os trés ciclos de G19[X;]. Suponha, por absurdo, que

(1 e ()2 tenham orientacao impar em cada D; de D. Pelo Lema 3.17, ()3 tem orientacao
par em cada D; em D, uma contradi¢cao ao Lema 3.18. O

Sejam xq e w9 os dois vértices universais de X, ou seja, os dois vértices de grau cinco
de Gi9 que estdo em X;. Para i = 1,2, o subgrafo G19[X;]| de G19 tem dois ciclos, @y
e ()2, tais que (); contém z; mas nao contém ambos z; e x5. Pelo Coroldrio 3.19, pelo
menos um dentre ()1 e (2 tem orientacao par em algum D; em D. Podemos concluir
que X; contém um vértice universal, x, e D uma orientagao D;, tais que o quadrilatero
Q := G1o[X1] — x tem orientagao par em D;. Pelo Lema 3.18, @ tem orientagao par em
alguma orientacao D; em D, j # i. Ajuste a notacao de forma que () tenha orientagao
par em Dy e em D,. Entao, () tem orientagao impar em D3 e em Dy, pelo Lema 3.18.

Pelo Lema 3.17, existe um ciclo Q' de G19[X5s] com orientagao par em D3. Entao, pelo
Lema 3.18, @ também tem orientagao par em Dy, para algum k em {1,2,4}, mas tem
orientacao impar nas duas orientagoes de D — D3 — D..

Seja e a aresta de Gi1g — V(Q) — V(Q'). Tal aresta existe, pois o vértice = de X; —
V(Q) é universal. Seja M um emparelhamento perfeito de Gi9 que contém a aresta
e. Entao, M contém duas arestas em () e duas arestas em @Q'. Seja N := MAE(Q).
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Como @ tem orientacao par em Dy, sgn(M, D) = —sgn(N, D;). Ajuste a notacao de
forma que sgn(M, D;) = —1. Entao, pelo Teorema da Unicidade da Matriz Assinatura,
sgn(M, D) = (—1,1,1,1). Dado que ) tem orientagao par em Dy, entao

sgn(N, Dy) = —sgn(M, Dy)= —1.

Pelo Teorema da Unicidade da Matriz Assinatura, sgn(N, D) = (1,—1,1,1). Seja M’ :=
MAE(Q') e N':= NAE(Q'). Dado que Q' tem orientagao par em Dj, temos que

Sgn(M/a D3) = —SgH(M, D3): —1
sgn(N', D3) = —sgn(N, D3) = —1.
Pelo Teorema da Unicidade da Matriz Assinatura,
sgn(M', D) = (1,1,—1,1) = sgn(N’, D).

No entanto,
N =NAE(Q") = MAE(Q)AE(Q") = M'AE(Q).

Portanto, os sinais de M’ e N’ em D; (e em D,) nao podem coincidir, uma contradi¢ao.
O

Este teorema completa a prova de que os grafos G1g9 e Go1 sao contra-exemplos para
a Conjectura 3.2.



Capitulo 4

Conclusao

Nesta tese, apresentamos um algoritmo polinomial que decide se um grafo quase-bipartido
é Pfaffiano. Também apresentamos um contra-exemplo para a conjectura de que o niimero
Pfaffiano de um grafo é sempre poténcia de quatro.

O algoritmo polinomial para reconhecimento de grafos quase-bipartidos Pfaffianos
generaliza-se para os grafos meio-bipartidos. No entanto, acreditamos que outras ge-
neralizagoes ainda nao conhecidas sao possiveis. Em particular, acreditamos que este al-
goritmo pode ser util na obtencao de um algoritmo para reconhecimento de grafos sélidos
Pfaffianos.

Na demonstragao do contra-exemplo para a conjectura sobre numero Pfaffiano de
grafos, apresentamos o Teorema da Composicao. Este teorema permite obter uma k-
orientacao Pfaffiana de um grafo G a partir de uma decomposicao em subgrafos Pfaffianos
de G.

Uma questao ainda em aberto é a existéncia de grafos com um dado nimero Pfaffiano.
Anteriormente, acreditava-se que o numero Pfaffiano de um grafo era sempre uma poténcia
de quatro. Na tese, mostramos um grafo com nimero Pfaffiano igual a seis. O Teorema
da Composigao (e suas generalizagbes) com sua aplicagdo para geragao de 2r-orientagoes
Pfaffianas para qualquer r nos inspirou a conjecturar as seguintes afirmacoes:

CONJECTURA 4.1
O niumero Pfaffiano de um grafo ou é igual a um ou é um niimero par.

CONJECTURA 4.2
Para todo inteiro par k > 4, existe um grafo com numero Pfaffiano igual a k.

CONJECTURA 4.3
Se G é um grafo com pf(G) = 2r, entao G' tem uma r-decomposi¢ao em grafos Plaffianos.
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