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Resumo

Um grafo G' que tem emparelhamento perfeito é Pfaffiano se existe uma orientacao D
das arestas de G, tal que todo circuito conforme de GG tem orientagao impar em D. Um
subgrafo H de G é conforme se G —V (H) tem emparelhamento perfeito. Uma orientacao
de um circuito par é impar se numa dada direcao de percurso do circuito o ntimero de
arestas que concorda com a direcao é impar. Calcular o nimero de emparelhamentos
perfeitos de um grafo, no caso geral, é N P-dificil [11, pag. 307]. No entanto, para grafos
Pfaffianos, seu calculo torna-se polinomial [11, pag. 319].

A caracterizacao de grafos bipartidos Pfaffianos, feita por Little, tem quase trinta
anos [9]. No entanto, somente nos tltimos anos apareceram algoritmos polinomiais para
reconhecimento de tais grafos, por McCuaig [13] e independentemente por Robertson,
Seymour e Thomas [14]. A solu¢do para este problema resolve também uma série de
problemas, muitos deles classicos, em teoria dos grafos, economia e quimica, como descrito
no artigo de McCuaig [13, pags. 16 a 35].

Nesta dissertagao, apresentamos uma prova de corretude do algoritmo distinta das
duas provas anteriormente conhecidas.
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Abstract

A graph G that contains a perfect matching is Pfaffian if there is an orientation D of the
edges of GG, such that every conformal circuit of GG is oddly oriented in D. A subgraph H
of G is conformal if G — V(H) has a perfect matching. A circuit with an even number
of edges is oddly oriented if the number of edges whose orientation in D agrees with any
sense of traversal of the circuit is odd. Counting the number of perfect matchings of
a graph is known to be NP-hard [11, page 307]. However, when restricted to Pfaffian
graphs, this problem is solvable in polynomial time [11, page 319].

The characterisation of Pfaffian bipartite graphs, achieved by Charles Little, is almost
thirty years old [9]. However, only recently, polynomial time algorithms for determining
whether a bipartite graph is Pfaffian were discovered, by McCuaig [13] and independently
by Robertson, Seymour and Thomas [14]. This problem’s solution solves a lot of problems,
some of them are quite famous, in graph theory, economy and chemistry, as described in
McCuaig’s article [13, pages 16 to 35].

On this dissertation, we present a new proof of the correctness of this algorithm distinct
from the two previously known proofs.
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Capitulo 1

Introducao

A idéia de usar Pfaffiano na teoria de emparelhamentos é devida a Tutte. Em seu livro
“Graph Theory As I Have Known It” [18], ele descreve como chegou a idéia de usar
Pfaffianos para determinar uma férmula para o nimero de emparelhamentos perfeitos de
um grafo. Apesar de nao ter sido bem sucedido em encontrar essa féormula, Tutte conseguiu
utilizar identidades envolvendo Pfaffianos para demonstrar o seu teorema famoso que
caracteriza grafos que tém emparelhamentos perfeitos [17].

Em 1975 Little [9] caracterizou grafos bipartidos Pfaffianos. No entanto, somente em
1999, McCuaig [13] e independentemente Robertson, Seymour e Thomas [14] criaram
um algoritmo polinomial de reconhecimento de grafos bipartidos Pfaffianos. Aqui nesta
dissertacao, apresentamos uma prova de corretude deste algoritmo, distinta das duas
provas anteriormente conhecidas.

O problema de se determinar se um grafo bipartido é Pfaffiano resolve uma série de
problemas, alguns deles citados na Secao 1.7. A referéncia mais antiga de um problema
cuja solugao se dé por este algoritmo data de 1913, de acordo com McCuaig [13]. Até
hoje, nao se sabe se o problema de se decidir se um grafo nao-bipartido é Pfaffiano estéd
em NP.

1.1 Definicao de Grafo Pfaffiano

Uma matriz A = (a;;) é dita anti-simétrica se a;; = —aj;, para todo par de indices (i, 7).
Seja A = (a;;) uma matriz anti-simétrica n x n. Quando n é impar, det(A) = 0. Por
outro lado, quando n é par, existe um polinémio P := P(A) nos a;; tal que det(A) = P2
Este polinomio é o chamado Pfaffiano de A e é assim caracterizado:

P = E sgn(N) ailjlaizjz...aikjk,
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onde a soma é efetuada sobre o conjunto de todas as partigoes
N = ('éljla igjg, ,’lk]k) de {]_, 2, ,n}

em k pares nao ordenados, e sgn(N) é o sinal da permutagao

7T(N)::<1 2 3 4 . .. 21{:.—1 2./%:)7

o g1t g2 - -l Jk
(veja, por exemplo, o livro de Lovédsz e Plummer [11][Capitulo 8]).

A definicao do Pfaffiano de A acima independe da ordem em que os pares que consti-
tuem a particao N sao listados. Como A é anti-simétrica, a ordem dos elementos de cada
par também nao influi no valor do Pfaffiano de A.

Seja G um grafo, D uma orientagao de G, e A a matriz anti-simétrica de adjacéncia
de D. Seja N := (i1j1,12J2, - -, ixjr) uma particao de V(G) em pares nao ordenados.
Note que N induz um emparelhamento perfeito M de G se e somente se o produto
@y, Qigjy - - - @iy j,, NA0 € nulo. Nesse caso, dizemos que o sinal de M ¢ igual ao produto
SgN(N) - Qi jy Gigjy - - - Giyj,- Assim, se D for tal que todos os emparelhamentos perfeitos
tém o mesmo sinal, entao |P| é o niimero de emparelhamentos perfeitos de G. Dado que
|P|> = |det(A)|, entdo é possivel computar |P| em tempo polinomial, neste caso. Em
geral computar o nimero de emparelhamentos perfeitos de um grafo é Np-dificil. (Este
fato é provado ao se reduzir a este problema o problema de se calcular o permanente de
uma matriz de 0’s e 1’s, um problema Np-dificil [19].) A orientagao D de G é Pfaffiana
se todos os emparelhamentos perfeitos de G tém o mesmo sinal. O grafo G é Pfaffiano se
admite uma orientacao Pfaffiana.

1.2 Caracterizacoes de Grafos Pfaffianos

Existem varias defini¢oes equivalentes de grafos Pfaffianos. Nesta se¢ao, enunciaremos
algumas delas. Antes, daremos algumas defini¢oes auxiliares.

Seja D uma orientagao das arestas de um grafo GG. Seja T' uma trilha de comprimento
par de G. Seja p a paridade do ntimero de arestas de 1" que concorda com D numa dada
direcao de percurso de T'. Como T tem um numero par de arestas, a paridade p é a
mesma para as duas diregoes de percurso de T'. Portanto, podemos definir a paridade
da orientacao de T' em D como sendo igual a p. Diz-se que a orienta¢ao em D de T é
impar se o numero de arestas que concordam com uma dada dire¢ao de percurso de T for
impar. Um subgrafo H de um grafo G é conforme se G —V(H) tem um emparelhamento
perfeito.

Provas para os seguintes resultados podem ser encontradas no livro de Lovasz e
Plummer [11, Lemas 8.3.1 e 8.3.2].
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NoTAagAO 1.2.1
Vamos denotar a operacao de diferenca simétrica por .

LEMA 1.2.2

Seja D uma orientacao de um grafo G, fixe uma enumeracgao arbitraria dos vértices de D.
Sejam M e My dois emparelhamentos perfeitos de G. Seja k o niimero de circuitos de
M & M, cuja orientacao em D é par. Entao,

sgn(My) - sgn(M) = (—1)".

TEOREMA 1.2.3
Seja G um grafo, M um emparelhamento perfeito de G e D uma orientacao de G. Entao,
as seguintes propriedades sao equivalentes:

e D ¢ Pfaffiana;

e todo emparelhamento perfeito de G tem o mesmo sinal de M em D;
e todo circuito conforme em G tem orientacao impar em D;

e todo circuito M-alternado tem orientacao impar em D.

Seja H um subgrafo conforme de GG. Entao, todo circuito conforme de H é um circuito
conforme de G. Isto nos leva ao seguinte corolario.

COROLARIO 1.2.4
Seja D uma orientacao Pfaffiana de um grafo GG. Seja H um subgrafo conforme de G.
Entao, a restricao de D a H é Pfaffiana.

1.3 Resultados Conhecidos

Motivado por problemas externos a teoria dos grafos, Kasteleyn [7] demonstrou, em 1963,
que todo grafo planar tem uma orientacao Pfaffiana. O grafo K33 é o menor grafo nao
Pfaffiano. Little [9] demonstrou, em 1975, que um grafo bipartido é Pfaffiano se e somente
se nao contém subgrafo conforme que é uma bissubdivisao de K3 3. Uma subdivisao de um
grafo é obtida substituindo-se arestas de um grafo por caminhos. Uma bissubdivisdo é uma
subdivisao onde todos os caminhos que substituem arestas tem um nimero par de vértices

internos '. Obviamente, toda bissubdivisio de um grafo bipartido ¢ bipartida. Este

I'Na literatura, uma bissubdivisio é chamada por alguns autores de subdivisdo fmpar e por outros de
subdivisao par. Por este motivo, a exemplo de McCuaig, decidimos utilizar bissubdivisao.
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resultado de Little mostra que o problema de decidir se um dado grafo bipartido é Pfaffiano
esta em co-NP. Este resultado imediatamente sugere uma pergunta natural: decidir se o
problema geral estd ou nao em NP. Vazirani e Yannakakis [20] mostraram, em 1989, que
decidir se uma dada orientagao de um grafo é ou nao Pfaffiana é tao dificil quanto decidir
se o grafo tem ou ndo uma orientagdo Pfaffiana. McCuaig [13], e, independentemente,
Robertson, Seymour e Thomas [14], em 1998, descobriram um algoritmo polinomial para
decidir se um grafo bipartido tem ou nao uma orientacao Pfaffiana.

Um grafo coberto por emparelhamentos é um grafo conexo e nao trivial no qual toda
aresta pertence a algum emparelhamento perfeito. Maiores detalhes sobre grafos cober-
tos por emparelhamentos podem ser encontrados nos trabalhos de Lovéasz [11, 10] e nos
trabalhos de de Carvalho, Lucchesi e Murty [1, 2, 3]. O estudo de grafos Pfaffianos pode
ser restrito aos grafos cobertos por emparelhamentos, de forma natural. As proprieda-
des de grafos cobertos por emparelhamentos podem entao auxiliar na compreensao das
propriedades de grafos Pfaffianos.

Um corte justo em um grafo G coberto por emparelhamentos é um corte que contém
precisamente uma aresta em cada emparelhamento perfeito do grafo. Seja C' := 9(X)
um corte nao trivial em G. O grafo H obtido a partir de G pela contracao de todos
os vértices em X a um unico vértice x é chamado de C-contracdo, e representado por
H = G{X — z}. As duas C-contracoes de G sao G{X — x} e G{X — T}. Caso G
seja coberto por emparelhamentos e C' um corte justo, ambas as C-contracoes de GG sao
cobertas por emparelhamentos. Naturalmente, se alguma das C-contragoes ainda possui
algum corte justo nao trivial, a operagao pode ser repetida até que os grafos obtidos
sejam livres de cortes justos nao triviais. Este processo denomina-se decomposi¢cao em
cortes justos. Lovasz [10] provou, em 1987, que a familia de grafos resultantes de uma
decomposicao em cortes justos de um grafo coberto por emparelhamentos é tinica a menos
de arestas multiplas. Além disso, Little e Rendl [8] provaram, em 1991, que um grafo
G coberto por emparelhamentos que tem um corte justo C' é Pfaffiano se e somente se
ambas as C-contracoes de G sao Pfaffianas. Sendo assim, pode-se reduzir o problema
de se decidir se um grafo G coberto por emparelhamentos é Pfaffiano ao problema de
se decidir se os grafos resultantes de sua decomposicao em cortes justos sao Pfaffianos.
Sendo assim, podemos reduzir o problema de se decidir se um grafo é Pfaffiano aos grafos
cobertos por emparelhamentos livres de cortes justos nao triviais.

Os grafos cobertos por emparelhamentos livres de cortes justos nao triviais sao sepa-
rados em duas classes: tijolos e presilhas. As presilhas sao bipartidas, e os tijolos nao sao
bipartidos. A decomposicao em cortes justos de um grafo bipartido coberto por empare-
lhamentos produz somente presilhas. A decomposicao de um grafo nao bipartido coberto
por emparelhamentos resulta em tijolos e presilhas. Sendo assim, o problema Pfaffiano
se reduz no caso bipartido a presilhas e no caso geral a tijolos e presilhas. Maiores
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informagoes podem ser encontradas no artigo “On the Number of Dissimilar Pfaffian Ori-
entations of Graphs” [5]. Mais especificamente, o algoritmo de McCuaig, e de Robertson,
Seymour e Thomas decide, em tempo polinomial, se uma presilha é Pfaffiana. No entanto,
até hoje nao se sabe nada sobre a complexidade de se decidir se um tijolo é Pfaffiano.

1.4 Definicao de Grafo Redutivel

Seja G um grafo coberto por emparelhamentos com biparticao {U, W}. Uma quadrupla
Z de quatro vértices de G reduz G se:

e 7 contém dois vértices em U e dois vértices em W,
e (G — Z consiste de trés ou mais componentes conexas.

Um grafo bipartido coberto por emparelhamentos G é redutivel se alguma quadrupla de
vértices de G reduz G e é irredutivel caso contrario.

1.5 Teorema Principal

McCuaig [13] e independentemente Robertson, Seymour, ¢ Thomas [14] descobriram um
algoritmo polinomial para reconhecimento de grafos bipartidos Pfaffianos. Este algoritmo
se baseia no seguinte teorema:

TEOREMA 1.5.1 (TEOREMA PRINCIPAL)
Seja G uma presilha simples Pfaffiana irredutivel e nao planar. Entao, G é o grafo de
Heawood.

Esta dissertagao apresenta uma prova alternativa para o Teorema Principal.

1.6 O algoritmo

O algoritmo estudado, tendo como entrada um grafo J bipartido, determina se J é
Pfaffiano. Inicialmente, o algoritmo reduz este problema a se decidir se as presilhas
de J sao Pfaffianas, como visto anteriormente.

Suponha que G seja uma presilha redutivel. Entao, G pode ser decomposto em trés ou
mais presilhas G1, G, ..., G, de forma que G é Pfaffiano se e somente se G1, G, ..., G,
sao Pfaffianos. Esta reducao pode ser repetida até que o conjunto de presilhas obtido tenha
somente presilhas irredutiveis. Assim, o algoritmo reduz o problema Pfaffiano bipartido
a presilhas irredutiveis. Por exemplo, o algoritmo reduz o problema de se decidir se a
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Figura 1.1: O grafo de Heawood.

presilha mostrada na Figura 1.2 é Pfaffiana ao problema de se decidir se as cinco presilhas
menores mostradas sao Pfaffianas.

O O OO

Figura 1.2: Reducao a presilhas irredutiveis.
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Todo grafo planar é Pfaffiano, como provado por Kasteleyn [7]. Pode-se testar se um
grafo é planar em tempo linear. Sendo assim, o Unico caso restante a tratar é quando
temos uma presilha irredutivel nao planar. Pelo Teorema Principal, este caso se reduz a
verificarmos se a presilha é o grafo de Heawood a menos de arestas multiplas.

1.7 Problemas Equivalentes

Existe uma quantidade enorme de problemas equivalentes ao problema de se decidir se um
grafo bipartido é Pfaffiano. Um destes problemas ¢é decidir se um dado grafo orientado tem
ou nao um circuito orientado par [20]. Outros problemas em fisica e quimica igualmente
se resolvem pela solugao do problema estudado [11][pdg. 349-355].

Damos agora um segundo exemplo de aplicacdo. Chamamos de relag¢do qualitativa
entre duas varidveis o sinal da derivada de uma com relacao a outra. Considere o se-
guinte problema. Dadas relagoes qualitativas entre variaveis economicas, quais relagoes
qualitativas podem ser deduzidas. Este problema foi proposto em 1947 por Samuelson
na primeira edi¢ao de seu livro Foundations of Economic Analysis [15]. Novamente, a
solucao deste problema é feita pela aplicacao do algoritmo de reconhecimento de grafos
bipartidos Pfaffianos [13|[pag. 12].

O artigo “Pélya’s Permanent Problem” de McCuaig [13] contém uma lista mais com-
pleta dos problemas resolvidos pelo algoritmo estudado aqui.

1.8 Organizacao da Dissertacao

No Capitulo 2, véarios lemas e teoremas que serao usados durante o restante da dissertagao
sao enunciados e tém suas provas demonstradas ou referenciadas. No Capitulo 3, teoremas
relativos a grafos redutiveis, cruciais para a prova do algoritmo em questao, sao enunciados
e demonstrados. No Capitulo 4, o Teorema Principal, que diz que a tinica presilha simples
Pfaffiana irredutivel e nao planar é o grafo de Heawood, é provado baseando-se nos Treés
Lemas, a serem provados nos capitulos seguintes. No Capitulo 5, o Lema do Grafo de
Heawood Nao Contido, que diz que nenhuma presilha simples Pfaffiana apds a remocao
de uma aresta tem o grafo de Heawood como uma de suas presilhas, é provado. No
Capitulo 6, o Lema da Heranca da Redutibilidade, que diz que se o Teorema Principal
vale para grafos com menos vértices do que G, entao G é redutivel se uma presilha de
G — e é redutivel, é provado. No Capitulo 7, o Lema da Nao Planaridade das Contracoes,
que diz que pelo menos uma das (C' — e)-contragoes de G — e nao é planar, para toda
presilha G simples Pfaffiana irredutivel e nao planar, é provado.
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Capitulo 2
Pré-Requisitos

Neste capitulo, enunciaremos notagoes, lemas e teoremas importantes que serao usados
durante toda a dissertacao. Sempre que a demonstracao do enunciado de um lema ou
teorema dado nao for trivial, sera dada uma prova, ou uma referéncia.

Na Secao 2.1, definiremos notagoes que serao usadas, sem mencgao prévia, durante a
dissertagao. Na Secao 2.2, provaremos lemas relacionados a grafos cobertos por empa-
relhamentos. Na Secao 2.3, provaremos lemas relacionados a grafos bipartidos cobertos
por emparelhamentos. Ja na Secao 2.4, sao dados lemas sobre orientacoes Pfaffianas.
Na Secao 2.5, varias propriedades do grafo de Heawood sao deduzidas. E finalmente, na
Secao 2.6, varias propriedade especificas de grafos planares sao demonstradas.

2.1 Notacoes

NoTAagAO 2.1.1
Sejam G um grafo, e X um subconjunto dos vértices de G. Entao, G{X — z} é o grafo
obtido de G pela contragao de todos os vértices em X ao vértice x.

NOTAGAO 2.1.2

Sejam G um grafo, e x um vértice de G. Entao, H := G{x — X} é o grafo obtido de G
pela substituicao de x pelos vértices de X, onde as arestas de G incidentes em x incidem
em H em um vértice de X. Chamamos esta operacao de expansao.

NoTACAO 2.1.3
Seja G um grafo, e X um subconjunto dos vértices de G. Entao, 0g(X) é o conjunto das
arestas de G com precisamente um extremo em X . Entao, X e X sao as praias de 9g(X).
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2.2 Grafos Cobertos por Emparelhamentos

Um grafo G é coberto por emparelhamentos se ele tem pelo menos dois vértices, é conexo
e toda aresta de GG pertence a um emparelhamento perfeito de G.

O seguinte resultado pode ser facilmente deduzido. No entanto, uma prova pode ser
encontrada no livro de Lovasz e Plummer [11][pag. 145].

LEMA 2.2.1
Todo grafo coberto por emparelhamentos com quatro ou mais vértices é 2-conexo.

O seguinte resultado pode ser facilmente deduzido da definicao de corte justo. No
entanto, uma prova pode ser encontrada no artigo “On the Number of Dissimilar Pfaffian
Orientations of Graphs” [5][Proposicao 2.2].

LEMA 2.2.2
Seja G um grafo, C' := 9(X) um corte justo de G. Entao, G é coberto por emparelha-
mentos se e somente se cada C-contracao de G é coberta por emparelhamentos.

COROLARIO 2.2.3

Toda praia de corte justo de um grafo coberto por emparelhamentos gera um grafo conexo.
O

LEMA 2.2.4

Seja G um grafo coberto por emparelhamentos. Seja Cg := 0g(Xg) um corte justo nao
trivial de G. Seja H = G{Xg¢ — x¢} uma das Cg-contracoes de (G. Suponha que
Cy = 0y (Xy) seja um corte justo de H. Entao, Cy é corte justo de G. O

Um grafo G coberto por emparelhamentos que contém um corte justo nao trivial
C = 9(X) pode ser decomposto nos grafos H := G{X — z} e H' := G{X — T}. Esta
operacao pode ser aplicada repetidas vezes sobre a colecao de grafos resultantes até que
a colecao de grafos obtida seja composta exclusivamente de grafos livres de cortes justos
nao triviais. Lembremos que definimos a colecao de grafos obtidos desta forma como
decomposi¢ao em cortes justos de G. O seguinte Teorema, devido a Lovéasz [10], tem
importancia fundamental nesta dissertacao. Muitas vezes seu uso é sub-entendido. Uma
prova simples pode ser encontrada no livro de Schrijver [16, pdg. 612-613], e a prova
original no artigo de Lovész [10].

TEOREMA 2.2.5 (TEOREMA DE LOVASzZ)
Seja G um grafo coberto por emparelhamentos. O conjunto de grafos resultantes de uma
decomposicao em cortes justos de G € tinico a menos de isomorfismos e arestas miiltiplas.
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2.3 Grafos Bipartidos Cobertos por Emparelhamen-
tos

O livro de Lovasz e Plummer [11, Teorema 4.1.1] contém um resultado equivalente a
seguinte afirmacao.

TEOREMA 2.3.1
Seja G um grafo com biparticao {U,W}. Se |U| = |W| e G tem pelo menos quatro
vértices, entao as seguintes afirmacoes sao equivalente:

(i) O grafo G é coberto por emparelhamentos

(ii) Para cada subconjunto nao vazio X de U, se |X| < |U| —1 entao |[N(X)| > | X|+1.
)
)

(iii) Para todou € U, w € W, o grafo G — u — w tem emparelhamento perfeito

(iv) O grafo G tem emparelhamento perfeito, e para toda particao {U’,U"} de U e toda
particao {W', W"} de W, tal que |U'| = |W'|, o grafo G tem pelo menos uma aresta
que liga U a W".

Demonstracao:

(i)=(ii): Suponha que G ¢ coberto por emparelhamentos. Seja X um subconjunto nao
nulo de U. Como G tem emparelhamento perfeito, |N(X)| > |X|. Suponha, por absurdo,
que vale a igualdade. Como X nao é vazio, N(X) também nao é vazio. Sejam Y :=
XUN(X) e C :=0(Y). Toda aresta de C' liga um vértice de N(X) a um vértice de
U—X. Como |[N(X)| =|X|, nenhuma aresta de C esta em um emparelhamento perfeito
de G. Como G é coberto por emparelhamentos, temos que C é vazio. Além disso,
grafos coberto por emparelhamentos sao conexos. Portanto, como C' é vazio, temos que
Y = V(G). Portanto, X = U. Logo, |[IN(X)| > |X]| + 1 se X é um subconjunto préprio e
nao vazio de U.

(ii)=(iii): Seja w um vértice de U, w um vértice de W. Seja H := G — u — w. Seja
X um subconjunto nao vazio de U — u. Pela hipétese, |[Ng(X)| > | X |+ 1. Claramente,
Ng(X)—w C Ny (X) Portanto, [Ny (X)| > |Ne(X)|—1 > | X]|. Note que {U —u, W —w}
¢ uma bipartigao de H. Além disso, |U — u| = |W — w|. Pelo Teorema de Hall, G —u —w
tem emparelhamento perfeito. Esta conclusao vale para todou € U e w € W.

(iii)=(i): Seja ww uma aresta de G. Pela hipétese, G — u — w tem emparelhamento
perfeito, digamos M. Sendo assim, M U {uw} é um emparelhamento perfeito de G' que
contém a aresta uw. Esta conclusao vale para toda aresta uw de G.
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Para completar a prova deste caso, nossa tarefa se resume a mostrar que GG é conexo.
Suponha, por absurdo, que K e L sao duas componentes conexas de G. Primeiramente,
mostraremos que K tem vértices em ambas as partes da biparticao de G. Suponha, por
absurdo, que V(K)NU ¢ vazio. Seja k,, um vértice de V(K)NW, e u um vértice em
U. Entao, G — u — k, tem emparelhamento perfeito M (u, k,). Sendo assim, M (u, k)
restrito a K — k,, é emparelhamento perfeito de K — k,,. No entanto, K nao tem vértice
em U. Portanto, V(K) = {ky}. Por hipdtese, V(G) > 4, e |U| = |W|. Portanto, existe
vértice w' € W — k,,. Também, por hipétese, existe emparelhamento perfeito M (u, w’)
de G — u — w. No entanto, k,, é vértice isolado de G — u — w, uma contradi¢ao. Sendo
assim, V(K)NU e V(K)NW nao sao vazios. Analogamente, V(L)NU e V(L)NW
nao sdo vazios. Ajuste a notagao de forma que |V(K)NU| < |V(K)NW/|. Sejam
ue V(IK)NU, ew € V(L)NW. No entanto, G — u — w nao tem emparelhamento
perfeito, pois |V(K)NU —u| < |V(L) N W |, uma contradi¢ao. De fato, G ¢é conexo.

(ii)=-(iv): Suponha que vale (ii). Suponha, por absurdo, que nao vale (iv). Nesse caso,
existe uma partigao {U’,U"} de U e uma partigao {W',W"} de W, tal que |U’| = |W’|,
e nao existe aresta que liga U a W”. Sendo assim, Ng(U’) C W’ e portanto temos que
IN(U"| < [W’| =|U’|. Isto contradiz (ii). Logo, (ii)=-(iv).

(iv)=-(ii): Suponha que vale (iv). Suponha, por absurdo, que existe um subconjunto nao
vazio X de U, com |X| < |U], tal que |N(X)| < |X]|. Por hipétese, G tem emparelha-
mento perfeito. Portanto, |[N(X)| = |X|. Sendo assim, {X,U — X} ¢ partigao de U, ¢
{N(X),W — N(X)} é particao de W, com |N(X)| = |X|. Nao existe aresta de X para
W — N(X), uma contradigao ao item (iv). Logo, (iv)=-(ii).

O

DEFINIGAO 2.3.2
Uma aresta e de um grafo coberto por emparelhamentos G é removivel se o gratfo G — e
é coberto por emparelhamentos.

COROLARIO 2.3.3

Seja G um grafo coberto por emparelhamentos com pelo menos quatro vértices e biparticao
{U,W}. Uma aresta e de G nao é removivel se e somente se existe uma parti¢ao {U’,U"}
de U e existe uma particao {W’' , W"} de W, com |U’'| = |W’| e e é a unica aresta que liga
vértice de U a vértice de W". O

NOTAGAO 2.3.4
Sejam G um grafo bipartido com biparticao {U, W}, e X um subconjunto dos vértices
de G, tal que | X NU| e | X NW| sejam distintos. Entao, definimos como X, ou X' o
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conjunto dentre X NU e X NW que contém mais vértices. Analogamente, X_ ou X~ é
definido como o conjunto dentre X NU e X N'W que contém menos vértices. Dizemos
que X, é a parte majoritdria de X e que X_ é a parte minoritiria de X.

O seguinte resultado pode ser encontrado no artigo “On the Number of Dissimilar
Pfaffian Orientations of Graphs” [5][Proposicao 2.1].

LEMA 2.3.5

Seja G um grafo coberto por emparelhamentos com biparti¢ao {U, W}. Um corte C' com
praia X de G é justo se e somente se: (i) | X NU| e |X NW| diferem de exatamente um,
e (i) toda aresta de C' é incidente em um vértice da parte majoritaria de X .

O seguinte resultado pode ser facilmente deduzido a partir dos Lemas 2.3.5 e 2.2.2.

LEMA 2.3.6
Os grafos resultantes da decomposicao em cortes justos de um grafo bipartido coberto
por emparelhamentos sao todos bipartidos.

DEFINIGAO 2.3.7
As presilhas de um grafo bipartido GG coberto por emparelhamentos sao as presilhas re-
sultantes de uma decomposi¢ao em cortes justos de G.

O seguinte resultado, encontrado no livro de Lovéasz e Plummer [11], caracteriza pre-
silhas:

TEOREMA 2.3.8
Seja G um grafo com bipartigao {U,W}. Se |U| = |W| e G tem pelo menos seis vértices,
entao as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) O grafo G é uma presilha.
(ii) Para cada subconjunto nao vazio X de U, se | X| < |U|—2 entao |[N(X)| > | X|+2.
(iii) Para quaisquer dois vértices uy e uy em U e quaisquer dois vértice wy e wy em W,

o grafo G — u; — uy — wy — wo tem um emparelhamento perfeito.

COROLARIO 2.3.9
Sejam G uma presilha com seis ou mais vértices e x e y vértices em particoes diferentes
de G. O grato G — x — y é coberto por emparelhamentos. O

COROLARIO 2.3.10
Sejam GG uma presilha e e; e e duas arestas nao adjacentes de G. O grato G tem um
emparelhamento perfeito contendo ey e e,. O
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COROLARIO 2.3.11
Sejam G uma presilha com biparticao {U, W}, u um vértice de U e w um vértice de W.
Entao, o grafo G + uw é uma presilha. O

O seguinte resultado é muito importante e é usado em toda a dissertagao, muitas vezes
sem sua mengao explicita. Uma prova para este resultado pode ser encontrada no artigo
“Ear Decompositions of Matching Covered Graphs” [1]|[Lema 3.2].

COROLARIO 2.3.12
Toda aresta de uma presilha com seis ou mais vértices é removivel.

COROLARIO 2.3.13
Sejam G uma presilha com biparticao {U,W} e X um conjunto de trés vértices de G. Se
X nao é subconjunto de U, nem de W, entao G — X é conexo.

Demonstracao: Seja X um conjunto de precisamente trés vértices, nao todos em U, nem

em W. Portanto, dois dos trés vértices de X estao em um dentre U e W. Ajuste a notagao
de forma que | X NU| = 2. Portanto, | X N W | = 1.

Sejam u; e ug os vértices de X NU, w o vértice de X NW . Pela Coroléario 2.3.9,
G — u; — w é coberto por emparelhamentos. Pelo Lema 2.2.1, G — u; — w é 2-conexo.
Logo, G — u; — w — uy € conexo. Ou seja, G — X é conexo. O

COROLARIO 2.3.14
Toda presilha com seis ou mais vértices é 3-conexa.

Demonstracao: Seja G uma presilha com seis ou mais vértices. O grafo G, coberto

por emparelhamentos, é 2-conexo, pelo Lema 2.2.1. Suponha, por absurdo, que G nao
seja 3-conexo. Entao, G tem dois vértices v; e vy tais que G — vy — vy é desconexo.
Seja vz um vértice de G tal que X := {vy,v9,v3} tenha vértices em ambas as partes
da biparticao de G. Pelo Corolario 2.3.13, G — X ¢é conexo. Portanto, vz gera uma
componente trivial de G — vy — v9. Assim, N(v3) C {vjv2}. Mas G é 2-conexo. Portanto,
N(vs) = {v1,ve}. Assim, (X) é justo em G. Além disso, |V| > 6. Logo, (X)) nao é
trivial, uma contradicao. O

COROLARIO 2.3.15

Seja G uma presilha com seis ou mais vértices. Seja Z um subconjunto de V(G) com
no maximo trés vértices, sendo que Z tem no maximo dois vértices em cada parte da
biparticao de G. Entao, G — Z é conexo.



2.3. Grafos Bipartidos Cobertos por Emparelhamentos 15

COROLARIO 2.3.16
Sejam G uma presilha e e = xgyo uma aresta de G. Seja C' := Jg(X) um corte nao trivial
de G, tal que C' — e € justo em G — e. Entao, um dentre xq e yo esta em X_, o outro em

X_.

Demonstracao: O corte C' — e é justo em GG — e. Portanto, pelo Lema 2.3.5, uma parte

da biparticao de X tem precisamente um vértice a mais do que a outra parte, e toda
aresta de C' — e incide na parte majoritaria de X. Ajuste a notacdo, trocando X e X se
necessario, de forma que xy € X. Suponha, inicialmente, que y, esteja em X. Neste caso,
C = C — e. Portanto, toda aresta de C' incide na parte majoritaria de X. Portanto, pelo
Lema 2.3.5, C' é justo em G. Isto é uma contradicao ao fato de GG ser uma presilha. De
fato, yo € X.

Suponha que xy esteja em X, . Nesse caso, tanto e como toda aresta de C' — e incide
em vértice da parte majoritaria de X. Sendo assim, pelo Lema 2.3.5, C' é justo em G,
contradicao. De fato, zy estd em X_. Analogamente, yy estd em X _. O

COROLARIO 2.3.17

Seja G uma presilha, e uma aresta de G, C' := 9(X) um corte nao trivial de G, tal que
C — e é justo em G — e. Entao todo emparelhamento perfeito de GG contendo e tem
precisamente trés arestas em C'.

LEMA 2.3.18

Sejam G uma presilha, e = xgyo uma aresta de G, e C := {C1,Cs,...,C,}, comr > 1, o
conjunto de cortes justos de uma decomposi¢ao em cortes justos de G—e. Seja X; subcon-
junto de V(G), tal que C; = 0q(X;) —e. Entao, é possivel ajustar a notagao, complemen-
tando algumas praias de cortes de C se necessario, tal que X; C Xy C ... C X, C V(G).
Além disso, o conjunto das presilhas de G — e é |y, Gi, onde:

o Go:=(G—e){Xi =71}
o G = (G—e){X;, » x;{Xis1 = Tiz1}, parai=1,2,...,r —1;
o G, :=(G—-e{X, -z}

Demonstracao: Parai=1,2,...,r, seja X; uma das praias de C;, parat=1,2,...,r. Um

dentre X; e X; contém z,. Ajuste a notacao de forma que X; contenha x,. Mostraremos
agora que, para todo j € {1,2,...,r} — i, um dentre X; e X é subconjunto préprio
do outro. Sabemos que zy € (X; N X;). Além disso, pelo Corolario 2.3.16, y, estd em
X; N X;. Como C é o conjunto de cortes justos de uma decomposi¢ao em cortes justos, C;
e C; nao cruzam. Portanto, um dentre X; N X; e X; N X; é vazio. Se X; N X; é vazio,
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entdo X; é subconjunto de X;. Se X; N X; é vazio, entdo X; é subconjunto de X;. Sendo
assim, podemos ajustar a notagao de forma que X; C Xo C ... C X, C V(G). O

COROLARIO 2.3.19

Sejam G uma presilha, e uma aresta removivel de G e H uma presilha de G — e. Entao
H tem no maximo dois vértices de contragao. Além disso, (i) se H tiver precisamente
um vértice de contragao, entao o (iinico) extremo de e em V(H) esta na mesma parte da
biparti¢ao do vértice de contragao, (ii) se H tiver dois vértices de contragao, estes vértices
estao em partes distintas de sua biparticao.

Demonstracao: O fato de que H tem no maximo dois vértices de contracao vem dire-

tamente do Lema 2.3.18. Suponha que H tenha precisamente um vértice de contragao.
Seja X C V(G) tal que H = (G — e){X — z}. Pelo Corolario 2.3.16, precisamente um
extremo de e, digamos o, estd em X_. Este vértice estd na mesma parte da biparticio
de G dos vértices de X . Entao, yy estd na mesma parte da biparticao de H do vértice x.

Suponha, agora, que H tenha precisamente dois vértices de contracao. Entao, existem
X CV(G)eY C V(G), tais que H = (G — e){X — 2}{Y — y}. Pelo Coroldrio 2.3.16,
um extremo de e estd em X_. Analogamente, um extremo de e estd em Y_. Como X e
Y sao disjuntos, O extremo de e em X_ é distinto do extremo de e em Y_. Dessa forma,
os vértices de X, estao em uma parte da biparticao de G distinta da parte contendo os
vértice de Y, . Entao, x e y estao em partes distintas da biparticao de H. O

NOTAGAO 2.3.20
Considerando a notacao utilizada no Lema 2.3.18, dizemos que G; e G, sao presilhas

consecutivas de G — e, parai = 0,1,...,r — 1. Além disso, dizemos que Gy e G, sao
presilhas externas, e que G;, parai = 1,2,...,r — 1, sao presilhas internas de G — e.
LEMA 2.3.21

Sejam G uma presilha, e uma aresta removivel de G e H uma presilha de G — e. Entao,
uma das seguintes afirmacoes acontece:

e H=G—e.

e Seja C'y := 0g(X) um corte nao trivial de G, tal que o corte Cx — e é justo em
G —e eografo H é a (Cx —e)-contracao (G —e){X — z} de G —e. Entao, e € Cx
e o extremo de e nao contraido esta na mesma parte de x da biparticao de H.

o Sejam Cx = 0g(X) e Cy = 0g(Y) cortes nao triviais de G, tais que os cortes
Cx —e eCy —e sao justos em G — e, e o grafo H é a (Cx — e), (Cy — e) contragao
(G—e){X = 2}{Y — y} de G—e. Entao, e € (Cx NCy), e x ey estao em partes
distintas da biparticao de H.



2.3. Grafos Bipartidos Cobertos por Emparelhamentos 17

Demonstracao: Pelo Corolario 2.3.19, G tem no méaximo dois vértices de contracao. Se

H nao tem vértice de contracao, entao H = G — e é presilha. Sendo assim, H = G — ¢
é a unica presilha de G — e. Podemos, portanto, supor que H tem vértice de contragao.
Entao, existe um corte nao trivial Cx := Jdg(X) de G, tal que o corte C'x — e é justo
em G —e, e H=(G—e){X — x}. Pelo Corolario 2.3.16, um extremo de e estd em
X e o outro em X. Portanto, e € Cx. Além disso, C'y é nao trivial, mas nao é justo,
enquanto C'x — e é justo. Portanto, e incide na parte minoritaria de X. Ajuste a notagao
de forma que X NU seja a parte minoritaria de X. Entao, os extremos de e estao em
XNU e XNW. O vértice de contracdo = estd na mesma parte da biparticio que a
parte majoritaria de X. Portanto, x € W. Sendo assim, o vértice de contragao esta na
mesma parta da biparticao que contém o extremo de e em H.

Suponha que H tenha dois vértices de contracao. Entao, existem cortes nao triviais
Cx = 0c(X) e Cy = 0g(Y) de G, tais que os cortes Cx — e e Cy — e s@o justos em
G—e, e H=(G—e){X — a2H{Y — y} de G — e, onde x e y sao distintos vértices de
H. Pelo Corolario 2.3.16, um extremo de e estd em X e o outro em X. Analogamente,
um extremo de e estd em Y e o outro em Y. Sendo assim, um extremo de e estd em
X NY eooutroem X NY . Portanto, e estd em Cx N Cy . Além disso, C'x é ndo trivial,
mas nao é justo, enquanto C'x — e é justo. Portanto, e incide na parte minoritaria de
X. Analogamente, e incide na parte minoritaria de Y. Ajuste a notacao de forma que
X NU seja a parte minoritaria de X. Portanto, como e liga as partes minoritarias de X
eY, temos que Y NW ¢ a parte minoritaria de Y. No entanto, o vértice x esta na parte
da biparticao que contém a parte majoritaria de X. Portanto, x € W. Analogamente,
y € U. De fato, e estda em Cx NCy e os vértices de contragao estao em partes distintas
da biparticao de H. O

LEMA 2.3.22
Seja G uma presilha, X C V(G) e C' := 0(X) um corte de G, tal que |X| >3 e |X| > 3.
Entao, H := G[C|] tem um emparelhamento de tamanho treés.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que o maior emparelhamento de H tenha tamanho

no maximo dois. O emparelhamento maximo tem tamanho igual ao da cobertura minima
por vértices em um grafo bipartido. Portanto, existe um conjunto Y de vértices de H,
com no maximo dois vértices, tal que H — Y nao tem aresta. Sendo assim, toda aresta
de H incide em vértice de Y. Ou seja, o corte dg_y (X —Y) = dg_y(X —Y) é vazio.
Pelo Corolario 2.3.14, G — Y é conexo. Portanto, um dentre X e X é parte de Y. Isto é
uma contradi¢ao, uma vez que | X| > 3 e ‘7‘ > 3. De fato, H tem emparelhamento de
tamanho tres. O
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2.3.1 Arestas Magras

DEFINIGAO 2.3.23
Uma bicontragcao é uma operacao aplicada sobre um grafo onde se contrai um vértice de
grau dois e seus dois vizinhos a um tinico vértice.

DEFINIGAO 2.3.24
O indice de uma aresta e é o nimero de extremos de e que tém grau treés.

DEFINIGAO 2.3.25
Seja e uma aresta de uma presilha G com mais de quatro vértices. A aresta e é dita magra
se uma presilha pode ser obtida de G' — e por k bicontracoes, onde k é o indice de e.

DEFINIGAO 2.3.26
Uma aresta magra e é dita verdadeiramente magra se a presilha obtida de G — e através
de k bicontracoes for simples.

Sejam G uma presilha com mais de quatro vértice e e uma aresta magra de GG. Note que,
como toda presilha com mais de quatro vértices é 3-conexa, os vértices de grau dois de
G — e contraidos na bicontracao sao necessariamente incidentes em e. Note também que
se e é magra, entao G — e possui no maximo uma presilha interna.

Definiremos a seguir alguns grafos importantes que serao usados no enunciado de um
importante teorema devido a McCuaig. Um prisma Ls,, com n > 4, é um grafo obtido a
partir de dois circuitos disjuntos C := (ug, U1, . . ., Up_1, Ug) € Co := (wWp, W1, ..., Wy_1, Wp)
pela adicao das arestas u;w;, para todo i em {0,1,...,n — 1}. O prisma Ls, é bipartido
se e somente se n é par. Uma escada de Mobius M,, é um grafo obtido a partir de um
circuito par C' := (ug, Uy, ..., Us,_1,up) pela adicdo das arestas u;u;y,, para todo ¢ em
{0,1,...,n — 1}, onde os indices sdo tomados médulo 2n. A escada de Mobius My, é
bipartida se e somente se n é impar. Uma roda dupla Bs,, com n > 4, é um grafo obtido
a partir de um circuito C' := (ug, U1, . . ., U,_3, Ug), chamado de aro, e de dois vértices
e y fora do circuito, chamados de centros, pela adicao das arestas zu; e yu;, para todo ¢
par e todo 5 impar. Toda roda dupla é bipartida. Vide Figura 2.1.

A definicao utilizada por McCuaig para presilha exige que o grafo tenha pelo menos seis
vértices. Nés utilizamos uma definicao mais tolerante que aceita como presilha grafos com
menos vértices. Portanto, para podermos utilizar o seguinte Teorema de McCuaig [12],
precisamos restringi-lo a presilhas com pelo menos seis vértices.

TEOREMA 2.3.27

Toda presilha simples com pelo menos seis vértices distinta de roda dupla Bs, (n > 4);
distinta de prisma bipartido Ly, (n > 2); e distinta de escada de Mdébius bipartida My, o
(n > 1), tem uma aresta verdadeiramente magra.
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O Teorema seguinte é devido a Carvalho, Lucchesi e Murty [4] e tem papel muito

Figura 2.1: As presilhas do Teorema 2.3.27.

importante na dissertacdo. Uma prova para este Teorema pode ser encontrada no ar-
tigo “How to Build a Brace” [4]. Pode ser também facilmente deduzida a partir do
Teorema 2.3.27.

TEOREMA 2.3.28
Toda presilha com seis ou mais vértices tem uma aresta magra.
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O Lema seguinte pode ser encontrado no mesmo artigo “How to Build a Brace” [4].

LEMA 2.3.29 (GERAQAO DE PRESILHAS)
Seja H uma presilha com biparticao {A, B}. As seguintes operagées resultam em uma
presilha G:

e Sejam x ey vértices de H tais que v € A ey € B. A presilha G é obtida de H pela
adicao da aresta xy.

e Sejam x e y vértices de H tais que x,y € A, e o grau de x seja pelo menos quatro.
Seja H' := H{x — {x1,x2}} tal que tanto x; como x5 tenham dois vizinhos em H'.
A presilha G é obtida de H' pela adicao de um vértice xy e das arestas xoxi, ToTs

e XToy.
e Sejam x e y vértices de H, tais que x € A, y € B e cujos graus sao pelo menos
quatro. Seja H" := H{x — {x1, 2} }{y — {y1,y2}}, tal que cada um dentre x1, x,

y1 € Y2 tenham dois vizinhos, e pelo menos um vizinho em V(H)—{z,y}. A presilha
G é obtida de H" pela adicao de dois vértices xq e 1y, e das arestas xoxy, Toxa, Yoly1,

YolY2 € ToYo-
LEMA 2.3.30

Toda roda dupla e todo prisma é planar.

LEmA 2.3.31
Toda escada de Mobius bipartida é coberta por emparelhamentos. O

LEMA 2.3.32
Toda escada de Mébius bipartida é nao Pfaffiana.

Demonstracao: Seja G uma escada de Mobius bipartida My, . A prova serd feita por

inducao em n. Se n = 1, temos que G = My = K33, um grafo nao Pfaffiano. Entao,
podemos supor que G tem pelo menos dez vértices, ou seja n > 2. Adotaremos como
hipétese de indugao que My,,.o nao é Pfaffiana, para todo m < n. Seja e = wupwy
uma aresta radial de G. Entao, os vértices ug e wy tem grau dois em G — e. Seja
U :={ugp, u1, us}, onde uy e uy a0 os inicos vizinhos de ug em G —e, e W := {wq, wy, wy},
onde w; e wq sA0 0s Unicos vizinhos de wy em G — e. Tanto (G — €)[U] como (G — e)[W]
sao caminhos de comprimento dois. Portanto, os cortes 0g(U) — e e dg(W') — e sao justos
em G —e. Seja H := (G — e){U — u}{W — w}. De acordo com o Coroldrio 2.4.8, G
¢é Pfaffiano somente se H é Pfaffiano. No entanto, H é uma escada de Md&bius bipartida
com 4n — 2 vértices, e por hipdtese de indugao, H nao é Pfaffiano. Entao, o grafo G nao
é Pfaffiano. O
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2.4 Grafos Pfaffianos

Nesta secao sao apresentados lemas e teoremas relacionados a grafos Pfaffianos.
Em 1975 C. Little provou o seguinte teorema [9].

TEOREMA 2.4.1
Um grafo bipartido G é Pfaffiano se e somente se nao existe um subgrafo H conforme de
G que é uma bissubdivisao de Ks 3.

2.4.1 Orientacoes Similares

Sejam D; e Dy duas orientacoes de um grafo G. Dizemos que Dy e Dy sao similares
se elas diferem precisamente nas arestas de algum corte de GG. Os seguintes resultados
podem ser encontrados no artigo “On the Number of Dissimilar Pfaffian Orientations of
Graphs” [5]. Em particular, o seguinte lema é equivalente a Proposicao 1.4 deste artigo.

LEMA 2.4.2
Sejam Dq e Dy duas orientacao similares de GG. Entao, D, é Pfaffiana se e somente se Dy
for Pfaffiana.

TEOREMA 2.4.3

Seja G um grafo coberto por emparelhamentos, e uma aresta removivel de G, e D' uma
orientacao Pfaffiana de G — e. Se G é Pfaffiano, entao existe precisamente uma extensao
de D' a uma orientacao Pfaffiana D de G.

LEMA 2.4.4
Sejam Dy e Dy duas orientagoes Pfaffianas de um grafo bipartido GG. Entao, Dy é simi-
lar a Ds.

O seguinte resultado pode ser deduzido a partir do Corolario 3.6 do artigo “On the
Number of Dissimilar Pfaffian Orientations of Graphs” [5].

TEOREMA 2.4.5

Seja G um grafo bipartido coberto por emparelhamentos, H um subgrafo conforme de G
coberto por emparelhamentos, e D' uma orientacao Pfaffiana de H. Existe uma extensao
de D' a uma orientacao Pfaffiana de G se e somente se G é Pfaffiano.

LEMA 2.4.6

Seja D uma orientacao Pfaffiana de um grafo bipartido GG. Sejam u e w dois vértices de
G em partes distintas da biparticao de G. Existe uma orientacao Pfaffiana D’ similar a
D tal que u € fonte e w é sorvedouro.
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Demonstracao: Suponha que uw seja aresta de GG, e que w seja a origem de uw. Neste
caso, D' := D @ 0(u) é orientagao Pfaffiana similar a D tal que u é origem de uw em D’.

Ajuste a notagao, trocando D e D’ se necessario, de forma que se uw for aresta de G,
sua origem em D seja u. Seja S o conjunto de arestas incidentes em u ou w cuja origem
nao é u e cujo destino ndao é w. A prova é feita por inducao em |S|. Se |S| = 0, temos a
orientacao desejada. Seja f uma aresta de S. Como, pelo ajuste de notacao anterior, uw
nao esta em S, a aresta f tem um extremo v fora de {u, w}. Seja D' := D@ I(v). Como u
e w estao em partes distintas da biparticao de GG, temos que v é adjacente a precisamente
um dentre u e w. Entao, f é a tnica aresta de d(v) em S. Dessa forma, por indugao,
G tem uma orientacdo D” similar a D’ tal que u é fonte e w é sorvedouro. Como D’ é
similar a D, temos que D" e D sao similares. De fato, o lema é vélido. O

2.4.2 Grafos Pfaffianos e Cortes Justos

O Teorema seguinte é devido a Little e Rendl [8][Teoremas 1 e 4]. Apesar do enunciado
dos teoremas citados nao implicarem diretamente o teorema a seguir, a prova apresentada
no artigo implica. Este resultado também pode ser encontrado no artigo “On the Number
of Dissimilar Pfaffian Orientations of Graphs” [5].

TEOREMA 2.4.7

Sejam G um grafo coberto por emparelhamentos, C' um corte justo de G e G e G5 as
duas C-contracoes de GG. Entao, G é Pfaffiano se e somente se GG; e GGy sao Pfaffianos.
Além disso, se D, e Dy sao orientacoes Pfaffianas de G e G5, respectivamente, e Dy e Dy
sao orientadas em C' e concordam em C, entao a extensao de Dy e Dy a uma orientacao

de G é Pfaffiana.

COROLARIO 2.4.8

Sejam G um grafo bipartido coberto por emparelhamentos Pfaffiano e e uma aresta re-
movivel de G. Entao, todos os grafos de uma decomposi¢ao em cortes justos de G — e sao
Pfaffianos. Em particular, todas as presilhas de G — e sao Pfaffianas. O

A seguir, provaremos dois lemas que tem um papel fundamental na dissertacao.

LEMA 2.4.9

Seja GG um grafo bipartido coberto por emparelhamentos Pfaffiano, seja R um conjunto de
arestas adicionadas a GG tal que G* := G + R é bipartido e coberto por emparelhamentos.
Seja e uma aresta removivel de G. Toda orientacao Pfaffiana de G* — e tem uma extensao
a uma orientacao D* de G* cuja restricao a G é Pfaffiana.
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Demonstracao: Seja D(G* — e) uma orientagao Pfaffiana de G* — e. Note que o grafo

G — e é conforme em G* — e. Portanto, pelo Corolario 1.2.4, a restrigaio D(G — €) de
D(G* — e) as arestas de G — e é Pfaffiana. De acordo com o Teorema 2.4.3, D(G — e)
pode ser estendida a uma orientacdo D(G) Pfaffiana de G. Seja D a extensao comum de
D(G* —e) e de D(G) a uma orientagdo de G*. De fato, as restrigdes de D a G e G* — e
sao Pfaffianas. O

LEMA 2.4.10

Seja G um grafo coberto por emparelhamentos Pfaffiano. Seja H um grafo obtido a partir
de G por contracgao de praias de cortes justos de G. Seja D(H) uma orientacao Pfaffiana
de H na qual todo vértice de contracao de H é ou uma fonte ou um sorvedouro. Entao
G tem uma orientagao Pfaffiana cuja restrigao a H é igual a D(H).

Demonstracao: Seja X uma praia de corte justo de GG que é contraida em um vértice de
H, digamos x. Seja H' := G{X — 7}. Como G ¢é Pfaffiano, H' é Pfaffiano, de acordo
com o Teorema 2.4.7. Pelo Lema 2.4.6, H' tem uma orientacao Pfaffiana na qual T é
fonte e outra na qual T é sorvedouro. Por hipétese, d(x) é orientado em D(H ). Portanto,

existe uma orientacao D’ de H' que concorda com D(H) em 0(X). Este argumento vale
para toda praia X de corte justo de G. Seja D(G) a extensao de D(H) e das orientacoes
Pfaffianas D’ de H' = G{X — T} para cada praia de corte justo X de G a uma orientagao
de G. De acordo com o Teorema 2.4.7, D(G) é uma orientacao Pfaffiana de G. O

2.5 O Grafo de Heawood

Chamaremos de Hy, o grafo de Heawood, mostrado na Figura 2.2.
Considere as seguintes permutagoes:

A(wv) == v+2 mod 14
p = {(01312345)(1811296) (710)}
0 = {(0) (1) (2) (3) (412) (513) (6 8) (7) (9 11) (10)},

onde (a b ¢) é uma 6rbita de uma permutacdo, significando que a permutagao leva a
em b, b em ¢ e c em a. Olhando a Figura 2.2, podemos ver que estas permutagoes sao
automorfismos do grafo de Heawood. A permutacao A também sera chamada de 2-rotacao.

LEMA 2.5.1
O grafo de Heawood é transitivo nos vértices.
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Figura 2.2: O grafo de Heawood.

Demonstracao: A repetida aplicagao de A leva qualquer vértice par a 0. Analogamente, a

repetida aplicacao de A leva qualquer vértice impar a 5. A permutagao p leva o vértice 5 ao
vértice 0. Portanto, todo vértice de Hy4 pode ser levado ao vértice 0 por aplicagao de uma
composicao de automorfismos. Uma composicao de automorfismos é um automorfismo.
Portanto, para todo vértice v de Hy4, existe um automorfismo que leva v a 0. A inversa
de um automorfismo também é um automorfismo. Portanto, para todo par de vértices u,
w de Hyy, existe um automorfismo que leva u a w. O

DEFINIGAO 2.5.2

Um grafo G é P,-transitivo se, para todo par de caminhos P := (po,p1,...,Pn-1) €
Q = (9,q1,--,qn-1), existe um automorfismo ¢ de G tal que p(p;) = q;, para i =
0,1,....,n—1.

LEMA 2.5.3
O grafo de Heawood é P,-transitivo.
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Demonstragao: Provaremos isto levando todo Py de Hyy ao Po: (0,1). Seja (v, w) um P,

de Hyy. O grafo Hyy é transitivo nos vértices, de acordo com o Lema 2.5.1. Portanto,
podemos supor que v = 0. Existem trés possibilidades para w:

e w = 1. Nesse caso, (v,w) = (0, 1), como desejado.

e w = 13. Nesse caso, aplicamos p?, levando (0,13) a (4,5). Entdo, aplicamos A72,
levando (4,5) a (0,1), como desejado.

e w = 5. Nesse caso, aplicamos ¢ a (0,5), obtendo (0, 13), que é um caso j& tratado.
De fato, Hi4 é P-transitivo. O

LEMA 2.5.4
O grafo de Heawood é Ps-transitivo.

Demonstracao: Seja p := (vy, vy, ..., v;) um P; de Hyy, parai = 2,3,4,5. Provaremos que

Hy, é Pi-transitivo levando qualquer P; a porgao final de (0,1,2,3,4). Pelo Lema 2.5.3,
H,, é P,-transitivo. Ao provarmos que Hy; é P;-transitivo, adotaremos a hipdtese de
inducao de que Hyy é P;_j-transitivo. Portanto, podemos levar (vy,vs,...,v;_1) & parte
final de (0,1,2,3) (v;1 — 3, v;_s — 3, ...). Sendo assim, existem duas possibilidades
para onde esta o vértice v; de p. Ele estd ou em 4 ou em 12. Se v; estd em 4, levamos p a
porgao final de (0,1,2,3,4). Caso v; esteja em 12, aplicamos o automorfismo 6, levando
12 a 4, e mantendo (0,1,2,3) em (0, 1,2, 3). Portanto, acabamos de levar p a por¢ao final
de (0,1,2,3,4). De fato, o grafo de Heawood é Ps-transitivo. O

LEMA 2.5.5
O grafo de Heawood é Ps-transitivo, nao planar, tem diametro trés e cintura seis.

Demonstracao: Pelo Lema 2.5.4, Hy, é Ps-transitivo. As pontes (0,5), (2,7) e (4,9) do
circuito (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13) cruzam-se mutuamente. Portanto, Hy4 nao é

planar. Como Hy4 é transitivo nos vértices, podemos nos restringir a calcular a distancia

maxima de um vértice de Hq4 ao vértice 0. Sendo assim, os vértice 1, 5 e 13 tém distancia
um. Todos os demais vértices pares sao adjacentes a um dentre 1, 5 e 13. Portanto, os
vértices impares distintos de 1, 5 e 13 tem distancia trés de 0. De fato, o diametro de Hyy
é igual a tres.

Seja P um circuito qualquer de Hy4y. Como Hy4 é Ps-transitivo, podemos supor que
o trecho inicial de P ¢é (0,1,2,3,4). Este caminho nao tem corda. Portanto, ndo existe
circuito de Hy4 com no maximo cinco vértices. Por outro lado, (0,1,2,3,4,5,0) é um
circuito de Hyy4. Dessa forma, a cintura de Hi4 é igual a seis. O
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COROLARIO 2.5.6

Sejam vy e vy dois vértices adjacentes de Hy4. Sejam v} e v} dois vértices adjacentes de
Hy, (possivelmente {vg,v1} N {v},v1} nao é vazio). Existe um automorfismo que leva vy
av, ewv av.

Demonstracao: Este fato deriva diretamente de que Hy4 é Po-transitivo. O

COROLARIO 2.5.7

Sejam vy e v, dois vértices nao adjacentes de Hqi4 em partes distintas da biparticao de
Hy4. Sejam v, e v] dois vértices nao adjacentes de Hy4 em partes distintas da biparticao
de Hyy. (possivelmente {vy, v1} N {vf, v} nao é vazio). Existe um automorfismo que leva
Vg a vy e vy avy.

Demonstracao: Os vértices vy e v; estao em parte distintas da biparticao de Hy4. Portanto,

o caminho minimo de vy a v; tem comprimento impar. No entanto, o diametro de Hqy
é tres. Sendo assim, o caminho minimo de vy a v; tem trés arestas e quatro vértices.
Seja P este caminho. Analogamente, seja P’ o caminho com quatro vértices de v, a vj.
Como H,4 é Pj-transitivo, existe automorfismo de Hi; que leva P a P’. Este mesmo
automorfismo leva v; a v}, para i = 1, 2. O

COROLARIO 2.5.8

Sejam vy e vy dois vértices de Hi4 em uma mesma parte da biparticao de Hq4. Sejam
v, e vy dois vértices de Hy4 em uma mesma parte da biparticao de Hyy. (possivelmente
{vo, v1} N {vy, v} } nao é vazio). Existe um automorfismo que leva vy a v, e vy a v}.

Demonstracao: Os vértices vy e v; estao numa mesma parte da biparticao de Hy4. Por-

tanto, o caminho minimo de vy a v; tem comprimento par. No entanto, o diametro de Hq4
é trés. Sendo assim, o caminho minimo de vy a v; tem duas arestas e trés vértices. Seja P
este caminho. Analogamente, seja P’ o caminho com trés vértices de v} a vj. Como Hiy
¢ Ps-transitivo, existe automorfismo de Hyy que leva P a P’. Este mesmo automorfismo
leva v; a v}, para i = 1, 2. O

DEFINIGAO 2.5.9
Uma orientagao D de um grafo com biparticao {U, W} é bipartida orientada se ou (i)
toda aresta de D tem sua origem em U, ou (ii) toda aresta de D tem sua origem em W.

LEMA 2.5.10
Toda orientacao bipartida orientada do grato de Heawood é Pfaffiana.
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Demonstracao: Seja D uma orientacao bipartida orientada de Hy4y. Numa orientacao

bipartida orientada, a paridade da orientacao de um circuito é igual a paridade da metade
dos vértices do circuito. Sendo assim, todo circuito de Hy4 com 4n + 2 vértices, para n
inteiro, tem orientacao impar em D. Analogamente, todo circuito com 4n vértices, para
n inteiro, tem orientacao par em D. A cintura de Hy4 é seis, de acordo com o Lema 2.5.5.
Portanto, os circuitos de 4n vértices de Hq4 tem oito ou doze vértices.

Seja () um circuito de Hy4 com oito vértices. Pelo Lema 2.5.4, Hy4 é Ps-transitivo. Por-
tanto, podemos supor que (1,2,3,4,5) é um segmento de (). Suponha que (1,2,3,4,5,0)
seja segmento de (). Nesse caso, (0,1) nao estd em @, pois () tem oito vértices. Entao,
(10,1,2,3,4,5,0,13) é segmento de (). No entanto, 10 nao é adjacente a 13, contradigao.
De fato, (0,5) nao estd em (). Portanto, (1,2,3,4,5,6) é segmento de (). Suponha que
(1,2,3,4,5,6,7) seja segmento de ). O tnico vizinho de 7 ainda nao confirmado dentro
de @ é 8. Portanto, nesse caso, (1,2,3,4,5,6,7,8) seria segmento de (). No entanto, 1
nao é adjacente a 8 em Hyy. De fato, (1,2,3,4,5,6,11) é segmento de (). O tinico vértice
adjacente tanto a 1 como a 11 é 10. Portanto, @ ¢é igual a (1,2,3,4,5,6,11,10). No
entanto, o grafo Hy4 —V(Q), que é igual a G[{7,8,9,12,13,0}], ndo tem emparelhamento
perfeito. Sendo assim, nenhum circuito com oito vértices de Hy4 é conforme.

Suponha, por absurdo, que existe um circuito C' de Hy4 com doze vértices. Suponha,
por absurdo, que C' seja conforme. Sendo assim, Hy,—V (C') tem emparelhamento perfeito.
No entanto, Hy4 tem precisamente quatorze vértices. Sendo assim, Hy4—C' é composto por
precisamente uma aresta. Seja e = vw tal aresta. O vértice w é adjacente a um vértice
ug de C. Seja (ug,u1,uz) um segmento de C. Pelo Lema 2.5.4, Hyy é Ps-transitivo.
Portanto, (v, w,ug, u1,us) pode ser levado por um automorfismo a (0,1,2,3,4). Sendo
assim, podemos supor que Hyy — V(C) é igual ao caminho (0,1). Dessa forma, (2,3,4)
é segmento de C. Além disso, 2 tem trés vizinhos em Hy4, e o vizinho 1 nao estd em
C. Portanto, (7,2,3,4) é segmento de C. Além disso, 5 tem somente dois vizinhos em
Hyy —{0,1}: 4 e 6. Portanto, (7,2,3,4,5,6) é segmento de C. Como C é circuito de
tamanho doze, o vértice seguinte a 6 nao é o vértice 7. O mesmo vale para 7. Sendo assim,
(8,7,2,3,4,5,6,11) é segmento de C. Os vértices restantes sao 9, 10, 12 e 13. Mas, a
escolha do proximo vértice depois de 12 forga a escolha do seguinte, definindo um circuito
de tamanho dez, uma contradi¢ao. De fato, nao existe circuito conforme de tamanho doze

em H14.

Sendo assim, todo circuito conforme de Hy4 tem orientagao impar em D. De fato, D
¢é Pfaffiana. O
LEMA 2.5.11

O grafo de Heawood é uma presilha Pfaffiana.
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Demonstracao: Pelo Lema 2.5.10, Hy, é Pfaffiano. Seja {P, 1} a biparticao de Hyy, tal
que 0 € P. O grafo de Heawood tem pelo menos seis vértices. Portanto, podemos

mostrar que Hy4 é presilha mostrando que para todo subconjunto nao vazio X de P, tal
que |X| < |P| — 2, temos que |[N(X)| > |X]|+ 2. Seja X um tal subconjunto. Todo
vértice de Hpy tem trés vizinhos. Portanto, se |X| = 1, a propriedade vale. Suponha,
portanto, que |X| > 2. Pelo Corolario 2.5.8, podemos supor que 0,2 € X. Sendo
assim, N(X) contém {1,3,5,7,13}, e a propriedade vale se |X| < 3. Suponha, agora,
que |X| = 4. Seja w um vértice em X — {0,2}. Entdo, w estd em P — {0,2}. No
entanto, todo os vértices de P — {0,2} sdo adjacentes a um dentre 9 e 11. Portanto,
N(X) contém {1,3,5,7,13,u}, onde u € {9,11}. Portanto, |N(X)| > 6, e a propriedade
vale. Suponha, entdo que |X| = 5. Entao, P — X tem precisamente dois vértices. De
acordo com o Corolério 2.5.8, podemos ajustar a notacao de forma que X nao contenha
12 e 10. Sendo assim, X = {0,2,4,6,8}. Portanto, N(X) = {1,3,5,7,9,11,13}, e
IN(X)| =7>542=]|X]|+2. De fato, a propriedade vale em todos os casos. Portanto,
Hy4 é presilha. O

2.6 Grafos Planares

A primeira classe de grafos para a qual se resolveu o problema de se decidir se um grafo
¢ Pfaffiano foi a classe dos grafos planares. O seguinte lema é devido a Kasteleyn [7].

LEMA 2.6.1
Todo grafo planar é Pfaffiano.

Demonstracao: Uma prova deste lema pode ser encontrada no livro escrito por Lovasz e
Plummer [11, Teoremas 8.3.3 e 8.3.4]. O

O seguinte lema é um resultado classico e uma prova para ele pode ser encontrada no
livro de Diestel [6][Proposicao 4.2.5, pag. 72].

LEMA 2.6.2
Seja G um grafo planar simples 2-conexo. Entao toda face de G é delimitada por um
circuito.

O seguinte resultado pode ser encontrado no artigo “Pdélya’s Permanent Problem” [13,
Lema 42, pag. 47].

LEMA 2.6.3
Toda face de um grafo bipartido planar coberto por emparelhamentos é delimitada por
um circuito conforme.
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O seguinte lema aparece como Lema 8.3.3 do livro de Lovasz e Plummer [11].

LEMA 2.6.4

Se D é uma orientacgao das arestas de um grafo planar conexo tal que todo circuito facial
de D (exceto possivelmente o circuito que delimita a face infinita) tem um niimero impar
de arestas no sentido horario, entao em cada circuito, o nimero de arestas orientadas no
sentido horario tem paridade oposta a paridade do nimero de vértices de D dentro do
circuito. Dessa forma, D é Pfaffiano.

COROLARIO 2.6.5

A paridade da orientacao de um circuito em uma orientacao Pfaffiana de um grafo bipar-
tido planar coberto por emparelhamentos é o oposto da paridade do nimero de vértices
internos ao circuito numa imersao planar.

Demonstracao: Seja G um grafo bipartido planar coberto por emparelhamentos, G uma

imersao planar de G. Seja D uma orientacio Pfaffiana de G. Seja F uma face de G. De
acordo com o Lema 2.6.3, F' é delimitada por um circuito ¢ conforme em G. Como
é circuito conforme em G e D é Pfaffiana, a orientacao de () em D é impar. Portanto,
o ntmero de arestas de () orientadas no sentido horario em D é impar. Este argumento
vale para toda face de G. Seja Q' um circuito qualquer de G. Entdo, de acordo com o
Lema 2.6.4, a paridade do ntimero de arestas no sentido horario de Q' em D é o oposto
da paridade do numero de vértices de G dentro de )’. Como G é bipartido, ) tem um
numero par de arestas, e a paridade do ntiimero de arestas de )’ no sentido horério em D
é igual a paridade da orientacao de (Q'. O

Dizemos que duas imersoes planares GGy e Gy de um grafo G sao iguais se o conjunto
de fronteiras que delimitam as faces de G} é igual ao conjunto de fronteiras que delimitam
as faces de G5. Dizemos que um grafo planar tem uma unice imersao planar se todas as

suas imersoes planares sao iguais. O préximo resultado é um teorema classico devido a
Hassler Whitney [21].

TEOREMA 2.6.6
Um grafo simples planar 3-conexo tem uma tnica imersao planar.

Seja {U,W} a biparticao de um grafo simples G. Seja H tal que V(H) = V(G) e
EH) ={uvw:u e Uw e Wuw ¢ E(G)}. Nesse caso, chamamos H de complemento
bipartido de G. Note que G é o complemento bipartido de H.

LEMA 2.6.7
O cubo é a unica presilha simples planar com oito vértices, e a unica presilha simples
Pfaffiana com oito vértices.
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Demonstracao: Seja G uma presilha simples com oito vértices, e H o complemento bipar-
tido de GG. De acordo com o Corolario 2.3.14, o grau minimo de G é trés. Portanto, H

tem grau maximo um. Sendo assim, H é um emparelhamento. Seja {U, W'} a bipartigao
de G, tal que U = {ug, uy, ug, us}, e W = {wp, wy, we, ws}. Mostraremos agora que se H é
um emparelhamento perfeito, entao GG é o cubo. Suponha que H seja um emparelhamento
perfeito. Ajuste a notacao de forma que w;w; seja uma aresta de H, para i = 0,1, 2, 3.
Sendo assim, u;,w; é aresta de G se e somente se ¢ # j. Portanto, G' é o cubo, como pode
ser visto na Figura 2.3.

U2 Wo

Figura 2.3: O grafo (G, igual ao cubo, no caso em que H é um emparelhamento perfeito.

Suponha agora que G seja distinto do cubo. Entao, H é um emparelhamento nao
perfeito. Portanto, H é um subgrafo do emparelhamento com quatro arestas. Ajuste a
notagao de forma que E(H) seja um subconjunto de {ujwy, usws, ugws}. Sendo assim, o
cubo mostrado na Figura 2.3 mais a aresta ugwg € um subgrafo de G. Seja G’ este subgrafo.
Nesse caso, G' — upws — uswp é uma bissubdivisao do K33, onde {ug, u1, us, wo, wy, w}
é o conjunto de vértices de grau trés da subdivisdo, e (uy,ws, us, wy) é o Gnico caminho
subdividido da bissubdivisao. Além disso, G' — uqws — uswgy é conforme em G, pois
G’ — ugws — uswy tem o mesmo numero de vértices que G. Entao, de acordo com o
Teorema 2.4.1, G nao é Pfaffiano. Além disso, G nao é planar. De fato, G é a tnica
presilha simples com oito vértices planar, e a tnica presilha simples com oito vértices
Pfaffiana. O



Capitulo 3

4-Somas

Relembramos, a seguir, a definicao de grafo redutivel. Seja G um grafo coberto por
emparelhamentos com biparticao {U, W}. Uma quadrupla Z de vértices de G reduz G
se:

e 7 contém dois vértices em U e dois vértices em W

e (G — Z consiste de trés ou mais componentes conexas.

Um grafo bipartido coberto por emparelhamentos G é redutivel se alguma quadrupla de
vértices de G reduz G e é irredutivel caso contrario.
Sejam G4, G, ..., G, (n > 2) n grafos e () um quadrilatero tal que:

(i) parai=1,2,...,n, o grafo G; tem seis ou mais vértices;

(ii) para quaisquer dois indices 7,7 tal que 1 <i < j <n, G;NG; =Q.

Para cada subconjunto R (possivelmente vazio) de E(Q), o grafo G :== (|J,«.., Gi)— R
é a (Q, R)-soma das n parcelas G;. Se () e R estao sub-entendidos, diz-se si;nl_)lesmente
4-soma, ao invés de (@, R)-soma. Se R é vazio, dizemos que a 4-soma é completa: nesse
caso, G é a uniao das n parcelas. Se R = F(Q)) entao dizemos que a 4-soma é fina: nesse
caso, nenhuma aresta de () estd em G. O grafo Hyg, mostrado na Figura 3.1, é a 4-soma
fina de trés K3 3's.

E conveniente estendermos a definicao de 4-soma para admitir o caso em que hé apenas
uma parcela, G;. Nesse caso, é necessario que ) seja um quadrilatero de G e que G seja
igual a G; — R.

3.1 Presilhas e 4-Somas

No grafo Hyp, mostrado na Figura 3.1, nenhum emparelhamento perfeito de Hyy contém
tanto u;w; quanto uszws. Portanto, Hyy — uq3 — u3 — w1 — w3 nao tem emparelhamento

31
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c d

Figura 3.1: O grafo Hyg, a 4-soma fina de trés K33's. (o quadrildtero @) é mostrado em
linhas pontilhadas)

perfeito. Sendo assim, Hiy nao é presilha, de acordo com o Teorema 2.3.8. O resultado
seguinte implica que Hyj € a inica 4-soma de trés ou mais presilhas que nao é uma presilha,
como provado por McCuaig [13, Lema 19].

TEOREMA 3.1.1
Seja G um grafo bipartido coberto por emparelhamentos que é uma 4-soma de n > 2
grafos bipartidos. Entao,

(i) se G é uma presilha, entao cada parcela é uma presilha;

(ii) se G nao é uma presilha mas cada parcela é uma presilha, entao n < 3 e a soma
nao é completa. Se, além disso, n = 3, entao a soma é fina e G = Hqj.

Demonstragao: Sejam G1, Gy, ..., G, as parcelas, e Q = (a,b, c,d,a) seu quadrildtero
comum. Lembremos que a definicao de 4-soma exige que cada parcela tenha pelo menos

seis vértices. Para ¢ = 1,2,...,n, seja {U;,W;} a biparticio de G;. Como @ é um
quadrildtero de G;, um dentre {a,c} e {b,d} é parte de U;, e o outro é parte de W,.
Ajuste a notagdo de forma que, para i = 1,2,...,n, {a,c¢} C U; e {b,d} C W;. Sejam
U:=U; e W :=JW,. Entao, {U, W} é a biparticao de G.

prova do (i):

Suponha que G é uma presilha. Mostraremos que (G; é uma presilha. Para tanto, podemos
supor que G é uma 4-soma completa. De fato, se ab nao é aresta de G, entao G + ab
também é presilha, de acordo com o Corolario 2.3.11. Além disso, G + ab também é uma
4-soma de n parcelas. Sendo assim, podemos supor que () é um quadrilitero de G, e
portanto G; é um subgrafo de G.
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Sejam uy, us dois vértices quaisquer em Uj, e wq, wy dois vértices quaisquer de Wj.
Entao, u; e uy estdo ambos em U, e wy e wy estdo ambos em W. Seja X := {uy, us, wy, wo}.
Por hipotese, G é presilha. Pelo Teorema 2.3.8, G — X tem emparelhamento perfeito M.
Seja My := M N E(Gy). Se escolhermos X igual a V' (@), entao M; é um emparelhamento
perfeito de G; — V(Q). Sendo assim, temos que |U; —a — ¢| = |W; — b —d|, e portanto
U] = [WA].

Consideremos agora um X qualquer. Entdo, M; é um emparelhamento (ndo neces-
sariamente perfeito) de G; — X. Mostraremos agora que M; tem uma extensao a um
emparelhamento perfeito de G; — X. Seja S o conjunto de vértices de G; — X nao em-
parelhados por M;. Entao, S C V(Q) — X. Se S é vazio, entdao M; é emparelhamento
perfeito de G; — X. Se S = V(Q), entdao M; U {ab,cd} é emparelhamento perfeito de
G, — X.

Podemos, portanto, supor que S é um subconjunto préprio nao nulo de V(Q). Como
|Uy| = |W1], temos que |U; — X| = |W; — X|. Portanto, o conjunto S contém um nimero
par de vértices, metade dos quais em U; e metade em W;. Como S é um subconjunto
préprio e nao nulo de V(Q), temos que S consiste de precisamente dois vértices, um deles,
u, em Uy, e o outro, w, em Wi. Entao, uw é uma aresta de () e também uma aresta de
G1— X. Sendo assim, M; U {uw} é um emparelhamento perfeito de G; — X.

Em todos os trés casos, deduzimos que G; — X tem um emparelhamento perfeito. Esta

conclusao vale para todo conjunto X que consista de dois vértices em U; e dois vértices
em Wi. Como (7 tem seis ou mais vértices, e |U;| = |W;], temos, pelo Teorema 2.3.8,
que G1 é uma presilha. Analogamente, cada uma das parcelas é uma presilha. A prova
da parte “somente se” esta completa.
prova do (ii):
Suponha que cada parcela G; é uma presilha, e que G nao é presilha. Seja C'x := Jg(X)
um corte justo nao trivial de G. Determinaremos agora algumas propriedades da praia X
de Cx. Pelo Lema 2.3.5, podemos definir A := X NU e B:= XNW, onde |A| = |B|—1
e cada vértice de A é adjacente somente a vértices de B em G. Parai=1,2,...,n, seja
X, =XNV(G;), A= AnV(G;) e B, == BNV(G;). Sejam

I = {i: 1<i<n, A -V(Q)#0},
J = {j: 1<j<n, B;—V(Q)#0}.

Seja ¢ um indice de I. Ajuste a notagao de forma que A C U, e portanto A; C U,.
Todo vértice de A é adjacente em G somente a vértices de B. Portanto, cada vértice de
A; — V(Q) é adjacente em G; somente a vértices de B;. Como i estd em I, A; — V(Q) é
um subconjunto nao nulo de U;. Além disso, U; contém dois vértices em V(Q). Portanto,
|A; — V(Q)] < |U;| — 2. Pela hipétese, G; é uma presilha. Portanto, pelo Teorema 2.3.8,
N, (A, =V (Q))|] > |Ai —V(Q)| + 2. Por outro lado, como A é a parte minoritaria
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de X, todo vizinho de vértice em A; — V(Q) estd em X, de acordo com o Lema 2.3.5.
Sendo assim, Ng,(A; — V(Q)) C B;. Desta forma, |B;| > |A; — V(Q)| + 2, e portanto
|A; = V(Q)| < |B;| —2. Ou, em outras palavras,

A = V(@) < [B;=V(@Q)| -2+ |BnV(Q)] (Viel). (3.1)
O somatério da desigualdade 3.1 para todo 2 em [ resulta em:

A-V(@Q] < D IB-V(@Q)|- 2= |BnV(Q)|). (3.2)

iel

Considerando que pelo menos |J — I| vértices de B nao estdo presentes no conjunto
Uie] B; — V(Q), temos que:

Y IB-V(Q)| < [B-V(@Q)]—|J—1. (3.3)

iel
A soma de 3.2 e 3.3 resulta em:
A=V(@Q)] < [B=V(@Q)|=[J—-I|=[2-[BNV(Q)]) (3-4)
que é equivalente a
A=V(@Q] < [Bl=2—|J-1I]-(I| -1 - |BNV(Q)]). (3.5)
A substituigao de |B| por |A| 4 1 e a troca de lado de |A| em 3.5 resulta em:
A-V(@Q—-IA] < —1-[J=I[=(I[-1DE2-[BNV(Q)]). (3.6)
A inversao de sinal e a troca de |A| —|A — V(Q)| por |[ANV(Q)]| resulta em:
ANV(Q] = 1+ =1+ ([ -1)2-[BNV(Q)]) (3.7)

Se o conjunto I é vazio, entdo A é um subconjunto (nao vazio) de V(Q). Se o conjunto
I nao é vazio, entao o lado direito da desigualdade 3.7 é estritamente positivo, pois
2 —|BNV(Q)] é nao negativo. Em ambos os casos, A contém um ou dois vértices em
V(Q). Este fato tem duas conseqiiéncias importantes. A primeira é que J = {1,2,...,n}.
Isto se deve ao fato de que cada vértice g de V(Q)) é adjacente a pelo menos um vértice de
V(G;) — V(Q), para toda parcela G;. Pelo Corolario 2.3.13 aplicado a G; — (V(Q) — q),
o grafo G; — (V(Q) — q) é conexo, para todo ¢ € V(Q). Sendo assim, o vértice de A em
V(Q) tem vizinho em B; — V(Q), para toda parcela G;. Portanto, J = {1,2,...,n}, e
|J — I| = n — |I|. Desta igualdade com a desigualdade 3.7, temos que:

IANV(Q)] > n+]|I|+|BNV(Q)|—1. (3.8)
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A segunda conseqiiéncia do fato de AN V(Q) ser nao vazio é que a mesma conclusao vale
para a outra praia de C'x. Ou seja, X também contém um vértice minoritario em V(Q).
Portanto, | BNV(Q)| < 1. Em resumo, AN V(Q) nao é vazio mas B nao contém vértice
em V(Q). Portanto, G nao é uma 4-soma completa. Sendo assim, o teorema é valido
quando n = 2.

Suponha que n > 3. De 3.8 deduzimos que |[ANV(Q)| > 2+ |I|. Sendo assim, [ é
o conjunto vazio, caso contrario |ANV(Q)| > 3, uma contradi¢do. Como [ é vazio, a
desigualdade 3.8 implica que:

[ANV(Q) =n+[BNV(Q)| -1
Como n > 3, temos que
IANV(Q)|=2, |BNV(Q)|=0 e n=3.

Nossa tarefa se resume, agora, a provar que a 4-soma ¢ fina e que todas parcelas sao K3 3.
Caso dois vértices de () sejam adjacentes em G, temos que um deles estd em A, pois
|ANV(Q)| = 2. Conseqlientemente, o outro estard em B. No entanto, | BNV (Q)| =0,
uma contradicdo. De fato, G nao tem aresta cujos dois extremos estejam em V(Q).
Portanto, G é 4-soma fina.

Para provarmos que cada parcela é um K3 3, usaremos o fato de que, como I é vazio,
o conjunto A estd inteiramente contido em V(Q). Sendo assim, |A| = 2, e portanto
|B| = 3. Sejam A" :=U — X, e B':= W — X. Os argumentos aplicados aqui sobre X
podem ser aplicados & outra praia de C'x: X. Sendo assim, |B’| = 2 e |A'| = 3. Note que
U=AUA eW = BUDB'. Sendo assim, deduzimos que |U| =5 = |W]|, e |V(G)| = 10.
Sabemos que V(G;) — V(@) tem o mesmo ntumero de vértices em U e em W. Portanto,
V(G;) = V(Q)| > 2, para toda parcela GG;. No entanto, quatro vértices de G estdao em
. Portanto, n = 3, e cada parcela G; tem precisamente seis vértices. A tunica presilha
de seis vértices é o K33. De fato, G é uma 4-soma fina, e todas suas parcelas sao K33’s,
quando G nao é presilha. Portanto, se G nao é presilha, G é o grafo Hig. O

COROLARIO 3.1.2

Seja G uma presilha que é uma (Q, R)-soma dos grafos de uma cole¢ao G de grafos bipar-
tidos. Para cada sub-colecao G' de G e para cada superconjunto R’ de R, a (Q, R')-soma
G’ dos grafos em G’ é um subgrafo conforme de G.

Demonstracao: Cada parcela de G' também é uma parcela de G. Além disso, o conjunto

de arestas E(Q) — R/, que é o conjunto de arestas de G em (), é um subconjunto de
E(Q) — R, que é o conjunto de arestas de G em (). Portanto, G’ é um subgrafo de G.
Para provar que G’ é conforme em G, seja S uma parcela em G. Por hipétese, cada parcela
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de G é bipartido. Além disso, G é uma presilha. Pelo Teorema 3.1.1, .S é uma presilha.
Como ) é um quadrilatero de S, ele tem precisamente dois vértices em cada parte da
biparticao de S. Como S é presilha, temos que S — V(@) tem emparelhamento perfeito,
pelo Teorema 2.3.8. Esta conclusao vale para cada parcela S em G. O grafo G — V(G') é
unido disjunta dos grafos S — V(@) para todo S que estd em G —G’. Portanto, G — V(G’)
tem emparelhamento perfeito. Portanto, G’ é subgrafo conforme de G. O

3.2 Presilha Pfaffianas e 4-Somas

TEOREMA 3.2.1
Seja G uma (@), R)-soma de n > 2 grafos bipartidos. Se a 4-soma é completa ou se n > 3,
entao G € uma presilha Pfaffiana se e somente se cada parcela é uma presilha Pfaffiana.

Demonstragao: Sejam Gy, Gs,...,G, as n parcelas de G, e Q := (a,b,¢,d,a) seu qua-

drildtero comum.

“parte somente se”:
Suponha que G é uma presilha Pfaffiana. Mostraremos que cada parcelas G; é uma
presilha Pfaffiana. Pelo Teorema 3.1.1, cada parcela GG; é uma presilha. Provaremos,

por indugao em |R|, que cada parcela é Pfaffiana. Primeiramente, considere o caso em
que G é uma 4-soma completa das n parcelas. Nesse caso, R é vazio. Portanto, pelo
Corolario 3.1.2, G; é subgrafo conforme de G. Sendo assim, pelo Corolario 1.2.4, G; é
Pfaffiano. Esta conclusao vale para toda parcela G; de G, se G é uma 4-soma completa
das n parcelas.

Podemos, portanto, supor que R nao é vazio. Por hipdtese, n > 3. Sejam e uma aresta
de R, e S:= R—e. Seja H a (Q,S)-soma dos n parcelas. O grafo H, que é igual a G +e¢,
¢ uma presilha pelo Corolario 2.3.11. Nossa tarefa se resume a provar que H ¢é Pfaffiano,
pois uma vez tendo isso provado, pela hipétese de inducao cada parcela é Pfaffiana. Seja
D(G) uma orientagao Pfaffiana de G. Seja D(H) uma extensao de D(G) que atribui uma
orientacao qualquer a e. Seja s o sinal em D(G) de todos os emparelhamentos perfeitos
de G. Se todos os emparelhamentos perfeitos de H que contém e tem sinal s, entao D(H)
¢é Pfaffiana. Se todos os emparelhamentos perfeitos de H que contém e tem sinal —s em
D(H), entao D(H) @ e é Pfaffiana. Em ambos os casos, H é Pfaffiano.

Podemos, portanto, supor que H tem dois emparelhamentos perfeitos M e N, ambos
contendo e, tal que o sinal de M é igual a s e o sinal de N é igual a —s. Pelo Lema 1.2.2,
o grafo H tem um circuito M, N-alternado C' cuja orientagao em D(H) é par. Como e
pertence a M, no maximo dois vértices de () estao emparelhados por M com vértices de
fora de Q. Além disso, V(G;) — V(Q) tem o mesmo numero de vértices em cada parte de
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sua biparticdo. Portanto, no maximo um conjunto d(V (G;) — V(Q)) tem aresta em M,
para algum ¢ € {1,2,...,n}. Analogamente, no maximo um conjunto d(V(G;) — V(Q))
tem aresta em N, para algum j € {1,2,...,n}. Como n > 3, existe um k € {1,2,...,n},
tal que O(V(Gg) — V(Q)) nao tem aresta em M U N. Ajuste a notacao de forma que
I(V(Gy) — V(Q)) nao tenha aresta em M UN. Sendo assim, C' ndo tem vértice em
V(G1) = V(Q).

Ajuste a notagao de forma que e = ab. Sendo assim, como e € M N N, temos que
I(V(G1)—{c,d}) nao tem aresta em M U N . Pelo Corolario 2.3.13, G4 —b—c—d é conexo.
Portanto, existe uma aresta f com um extremo em a e o outro em V(G1) —V(Q). Seja M
um emparelhamento perfeito de G; que contém cd e f. O emparelhamento M; := M| —cd
satura todos os vértices de V(G1) — {c,d} e ndo contém e. Além disso, sabemos que
I(V(G1) —{c,d}) nao tem aresta em M U N, e que C nao tem vértice em V(Gy) —V(Q).
Portanto, M’ := (M N E(G[V(G) = V(G1) + c¢+d])) UM, é emparelhamento perfeito
de V(G), tal que C' é M’'-alternado, e e nao estd em M’'. Entao, M’ é emparelhamento
perfeito de G = H — e. Dessa forma, C é circuito alternado de G, cuja orientacao em
D(G) é par. Isto é uma contradi¢ao a hipdtese de que D(G) é Pfaffiana. De fato, H é
Pfaffiano. Sendo assim, a afirmacao segue por indugao.

“parte se”:

Suponha que cada parcela G; é uma presilha Pfaffiana. O grafo K33 nao é Pfaffiano.
Portanto, nenhuma parcela G; ¢é isomorfa ao Kj3, mesmo desconsiderando-se arestas
multiplas. Pela hipdtese, ou G' é uma soma completa, ou n > 3. Sendo assim, pelo
Teorema 3.1.1, G é presilha. A soma completa G* das n parcelas também é presilha, pelo
Corolario 2.3.11. O grafo GG é subgrafo conforme de G*. Portanto, pelo Coroléario 1.2.4,
para provarmos que G é Pfaffiano, basta provar que G* é Pfaffiano.

Seja D(Q) a orientacao Pfaffiana de @, tal que a tunica aresta de @) que discorda
do sentido (a,b,c,d,a) é a aresta ad. Pelo Teorema 2.4.5, para cada parcela G;, existe
orientagao Pfaffiana D(G;) de G, tal que D(G;) restrito a E(Q) é igual a D(Q). Seja
D(G*) a uniao de D(G;), para toda parcela G;. Mostraremos, a seguir, que D(G*) é
Pfaffiana.

Seja N a extensao de {ab,cd} a um emparelhamento perfeito de G*. Seja N’ o em-
parelhamento N @ E(Q). Como D(Q) é Pfaffiana e D(G*) estende D(Q), temos que 0s
sinais de N e N’ sdo iguais em D(G*). Seja M um emparelhamento perfeito qualquer de
G*. Mostraremos que D(G*) é Pfaffiana, provando que os sinais de M e de um dentre N
e N’ em D(G*) sao iguais, para todo M.

Se todo circuito M, N-alternado é circuito de uma parcela G;, entao todos os circuitos
M, N-alternados tem orientacao impar em D(G;), pois D(G;) é Pfaffiana. Lembremos
que D(G*) é a uniao dos D(G;), para toda parcela G;. Sendo assim, pelo Lema 1.2.2 os
sinais de M e N sao iguais em D(G”).
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Nesse caso, podemos supor que existe um circuito C' de G* que é M, N-alternado, tal
que CNIA(V(G;) —V(Q)) nao é nulo para pelo menos duas parcelas G; distintas. Vide
Figura 3.2. No entanto, V(G;) — V(@) tem o mesmo nimero de vértices em cada parte
da biparti¢ao. Portanto, se M tem uma aresta em J(V(G;) — V(Q)), M tem pelo menos
duas arestas em O(V(G;) — V(Q)), para qualquer parcela G;. Além disso, N nao tem
aresta em O(V(G;) — V(Q)). Sendo assim, como C' é M, N-alternado, C' tem aresta em
O(V(G;) =V (Q)), para precisamente duas parcelas GG; distintas. Vide Figura 3.2. Ajuste
a notagao de forma que G e GGy sejam estas parcelas. Sendo assim, C' é o tinico circuito
M, N-alternado nao inteiramente contido em uma parcela. Portanto, todos os outros
circuitos M, N-alternados tem orientagao impar em D(G*).

G —V(Q) M-—======-

Figura 3.2: O caso em que existe circuito M, N-alternado com aresta em 9(V (G;)—V (Q)),
para duas parcelas Gj.

Ajuste a notagao de forma que uma aresta de C' tenha um extremo em a e outro
extremo em V(Gp) — V(Q). Como C nao estd inteiramente contido em Gy, a segunda
aresta de C'em O(V(G;) —V(Q)) tem seu extremo em d. Analogamente, as arestas de C'
em O(V(G2) —V(Q)) tem seus extremos em b e c. Vide Figura 3.2. Considere o conjunto
C':= M & N'. O circuito C' é o tnico circuito M, N-alternado que contém vértice de Q.
Portanto, como N’ = N @ E(Q), todos os circuitos M, N-alternados distintos de C' estao
em C’. Além disso, os tnicos circuitos de C' que nao sao M, N-alternados sao os circuitos
de C @ E(Q). O emparelhamento N’ contém {ad,bc}. Portanto, como as arestas de C'
em JO(V(Gy) — V(Q)) tem seus extremos em a e d, um dos circuitos de C' @ E(Q) estd
inteiramente contido em G;. Analogamente, como as arestas de C' em J(V(G3y) — V(Q))
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tem seus extremos em b e ¢, o outro circuito de C' @ E(Q) esta inteiramente contido em
(G5. Desta forma, todos os circuitos de M, N'-alternados estao inteiramente contidos em
alguma parcela G;. Portanto, os sinais de M e N’ sao iguais em D(G*). a
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Capitulo 4

O Teorema Principal

4.1 Demonstracao do Teorema Principal

J& vimos que o grafo de Heawood é uma presilha Pfaffiana e nao planar. O resultado a
seguir mostra que o grafo de Heawood é irredutivel.

LEMA 4.1.1
O grafo de Heawood é irredutivel.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que o grafo de Heawood, Hy4, é redutivel. Pelo
Lema 2.5.11, Hy4 é uma presilha Pfaffiana. Pelo Teorema 3.2.1, cada parcela de Hyy, é
uma presilha Pfaffiana. A tnica presilha de seis vértices é o K33, que nao é Pfaffiano.
Portanto, cada parcela de Hq4 tem pelo menos oito vértices. Seja n o nimero de parcelas.
Entao, n > 3. Portanto,

14=|V(Hy)| >8n—4(n—1) =4n+4 > 16.
Isto é uma contradicao. O

Assim, o grafo de Heawood é uma presilha simples Pfaffiana irredutivel e nao planar.

Nosso objetivo neste capitulo é provar que o grafo de Heawood é a tnica presilha
simples, Pfaffiana, irredutivel e nao planar. Chamaremos de spin uma presilha Simples
Pfaffiana Irredutivel e Nao planar. Assim, provaremos que o grafo de Heawood é o tinico
spin.

TEOREMA 4.1.2 (TEOREMA PRINCIPAL)
Seja G uma presilha simples Pfaffiana irredutivel e nao planar. Entao, G é o grafo de
Heawood.

41
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Demonstracao do Teorema Principal: Suponha que G seja um spin. Nossa tarefa é de-

monstrar que G é o grafo Hy4, o grafo de Heawood. Um grafo H é menor que G se:
o [V(H)| <[V(G)|, ou
o [V(H)|=[V(G)| e |E(H)| <|E(G)].

A demonstracao é feita por inducao. Adotaremos como hipétese de indugao que se H é
um spin menor que G, entao H = Hy4. Usaremos trés importantes lemas, enunciados a
seguir, cujas provas encontram-se em capitulos subseqiientes.

4.1.1 Os Trés Lemas

LEMA 4.1.3 (LEMA DO GRAFO DE HEAWOOD NAO CONTIDO)
Seja G' uma presilha simples Pfaffiana, e uma aresta de G. Entao, nenhuma presilha de
G — e é isomorfa ao grafo de Heawood, mesmo desconsiderando-se arestas multiplas.

LEMA 4.1.4 (LEMA DA HERANGA DA REDUTIBILIDADE)

Seja G um spin, e uma aresta de GG, e H uma presilha de G — e. Se o Teorema Principal
vale para todo grafo menor que G, e se (i) o grafo H tem no maximo um vértice de
contragao, ou se (ii) a aresta e é magra, entao H é irredutivel.

LEMA 4.1.5 (LEMA DA NAO PLANARIDADE DAS CONTRAGOES)

Seja G uma presilha Pfaffiana e irredutivel e e uma aresta de G. Seja C := 0g(X) um
corte de G tal que C' — e é justo em G — e. Se G — e nao é planar, e ‘Y‘ < 5, entao a
contracao (G — e){X — T} nao é planar.

COROLARIO 4.1.6
Seja G um spin, e e uma aresta de G. Entao, G — e nao é planar.

O Lema do Grafo de Heawood Nao Contido serd demonstrado no Capitulo 5. O
Lema da Heranca da Redutibilidade sera demonstrado no Capitulo 6. Finalmente, no
Capitulo 7, sera provado o Lema da Nao Planaridade das Contragoes.

4.1.2 O Grafo Furtivo

Mostraremos agora que se G é um spin, entao G é o grafo de Heawood. A prova estd
organizada da seguinte forma. Inicialmente, mostraremos que G — e nao é planar. Em
seguida, veremos que toda aresta magra e de GG tem indice 2, e todas as presilhas de
G — e sao planares. Depois, utilizando o Teorema de McCuaig (2.3.27), mostraremos que
G tem uma aresta verdadeiramente magra e. Definiremos H como a presilha interna de
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G —e. Em seguida, baseando-nos no Teorema de McCuaig e no Lema da Nao Planaridade
das Contragoes, mostraremos que se H nao tem aresta verdadeiramente magra, entao
G é o grafo de Heawood. Finalmente, mostraremos que H, de fato, nao tem aresta
verdadeiramente magra, provando assim o Teorema Principal, a menos dos trés lemas da
secao anterior.

LEMA 4.1.7
Seja J uma presilha simples Pfaffiana nao planar, e = xqy, uma aresta de J. Entao J —e
nao é planar.

Demonstracao: Suponha que J — e seja planar. Seja K uma imersio planar de J —e. Seja

F a face de K — x que contém zp em K. Toda presilha com no méximo quatro vértices
é planar. Portanto, J tem pelo menos seis vértices. Entao, pelo Corolario 2.3.14, J é
3-conexo. Sendo assim, J — zy é 2-conexo. Dessa forma, pelo Lema 2.6.2, F é delimitada
por um circuito F'. O vértice yy nao esta em F', caso contrario J seria planar, contradicao.
O grafo J — xg — yo é coberto por emparelhamentos, de acordo com o Corolario 2.3.9.
Ademais, F' é uma face de K — xq — Yo, delimitada por F'. Portanto, pelo Lema 2.6.3,
F' é conforme em J — xy — yg. Sendo assim, I’ é conforme em J, devido a aresta e. Por
outro lado, z, é isolado em K por F. Seja D uma orientaciao Pfaffiana de J. A orientacio
D — e de J — e é Pfaffiana. Portanto, pelo Corolario 2.6.5, a orientacao de F'em D — e é
par. Logo, ela é par em D. Em resumo, F' tem orientacao par em D e é conforme em .J.
Isto é uma contradicao a hipotese de que D é Pfaffiana. De fato, J — e nao é planar. O

LEMA 4.1.8
Seja e uma aresta de G, e H uma presilha de G —e. Se H tem no maximo um vértice de
contragao, ou se e é magra, entao H é planar.

Demonstracao: Seja Hy o grafo simples subjacente de H. Pelo Teorema 2.4.7, Hy é
Pfaffiano. Pela hipdétese de inducao adotada, o Teorema Principal vale para todo grafo
menor que que (. Portanto, de acordo com o Lema da Heranca da Redutibilidade, H
¢é irredutivel. Entao, Hy ou é um spin ou é planar. Pela hipdtese de inducao adotada,
Hy é um spin somente se Hy é o grafo de Heawood. De acordo com o Lema do Grafo

de Heawood Nao Contido, Hy nao é o grafo de Heawood. Portanto, Hy nao é um spin.
Sendo assim, Hj é planar. Logo, H é planar. O

LEMA 4.1.9
Toda aresta magra e de G tem Iindice igual a 2, e a presilha interna de G — e é planar.

Demonstracao: Seja e uma aresta magra de G, e seja H a presilha obtida de G — e por

bicontracoes. Pelo Lema 4.1.8, H é planar. Seja r o indice de e. Vamos mostrar que r é
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dois. Pelo Lema 4.1.7, G — e nao é planar. Portanto, G —e nao é H. Entao, r é distinto de
0. Sendo assim, G tem um corte C' := Jg(X), tal que C' — e é justo em G — ¢, e ‘Y‘ = 3.
Pelo Lema da Nao Planaridade das Contragoes, a (C'—e)-contracao L := (G—e){X — T}
de G — e nao é planar. Logo, L nao é H. Entao, r nao é 1. Portanto, o indice de e é igual
a 2. Nesse caso, H é a presilha interna de G — e e é planar. O

Mostraremos agora que G tem uma aresta verdadeiramente magra. Para tanto, de
acordo com o Teorema de McCuaig (2.3.27), basta provar que G nem é uma escada de
Mobius bipartida, nem é um prisma bipartido e nem é uma roda dupla. Os prismas
e as rodas duplas sao planares. As escadas de Mobius bipartidas nao sao Pfaffianas,
pelo Lema 2.3.32. Como G é Pfaffiano e nao planar, temos que G tem uma aresta
verdadeiramente magra.

Seja e := woyo uma aresta verdadeiramente magra de G. A aresta e tem indice 2, de
acordo com o Lema 4.1.9. Entao, sejam X := {zg, x1,22} e Y := {yo,y1,y2}, onde x; e x5
sao os (tnicos) vizinhos de xy em G —e, e y; € Y, sdo os (Gnicos) vizinhos de yp em G — e.
Sejam C(X) := 0g(X) e C(Y) := 0¢(Y). Note que tanto C'(X) — e como C(Y') — e sdo
justos em G — e. Vide Figura 4.1.

Zo Zo

T2 T T2 H(f)

Y
/ vz )
w2 ’ WQ H(y)

H

Figura 4.1: Os grafos G, H, H(Z) e H(y).

Neste caso, temos que H := (G — e){X — z}{Y — y}, H(T) == (G —e){X — T}, e
H(y) := (G — e){Y — 7} sdo as presilhas de G—e. Note que H é a tinica presilha com dois
vértices de contragao. Sejam ainda H(x) := (G—e){X — z},e H(y) := (G—e){Y — y}.
Vide Figura 4.2. Em resumo,



4.1. Demonstracao do Teorema Principal 45

Zo

AN R |

Figura 4.2: Os grafos H(x) e H(y).

NoTAGAO 4.1.10
o X :={xg,z1, 12} e C(X) := 0a(X);

o Y = {yo,y1,42} e OY) := 0a(Y);

H:= (G —e){X = 2H{Y —y};

o H(@):=(G—-e){X =T} e HF) = (G-e){Y -}
o H(z):=(G—e{X —a}eH(y) = (G—e{Y =y}
LEmMA 4.1.11
O grafo H tem dez ou mais vértices, e portanto G tem pelo menos quatorze vértices.

Demonstracao: Sabemos que H(z) nao é presilha, pois d(Y) é um corte justo de H(x).
Pelo Lema 4.1.7, G—e nao é planar. Entao, pelo Lema da Nao Planaridade das Contracoes,
H(x) nao é planar. Todo grafo bipartido com menos de seis vértices é planar. O tnico

grafo simples bipartido com seis vértices e nao planar é o K33, uma presilha. Logo, H(z)
tem pelo menos oito vértices. Entao, H tem pelo menos seis vértices. No entanto, a tinica
presilha simples com seis vértices é o K33, que nao é planar. Sabemos que H ¢ planar.
Sendo assim, H tem mais de seis vértices.

Mostraremos agora que H tem mais de oito vértices. O grafo H é simples, planar,
tem mais de seis vértices e nao é 3-regular (os vértices de contragao tém grau maior do
que trés). De acordo com o Lema 2.6.7, a unica presilha simples planar com oito vértices
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é o cubo, que é 3-regular. Portanto, H tem mais de oito vértices. De fato, H tem pelo
menos dez vértices, e G tem pelo menos quatorze vértices. O

Como e é verdadeiramente magra, temos que H é simples. Sabemos que H é presilha
planar, de acordo com o Lema 4.1.9. Além disso, de acordo com o Lema 4.1.11, H tem
pelo menos dez vértices. Logo, H é 3-conexo, de acordo com o Corolario 2.3.14. Portanto,
pelo Teorema de Whitney (2.6.6), H tem uma tnica imersio planar. Denotamos por H
a Unica imersao planar de H.

Neste ponto, ja mostramos que G tem uma aresta verdadeiramente magra e, e de-
finimos H como a presilha interna de G — e. Sabemos também que H é planar. A
seguir, provaremos um lema auxiliar e em seguida mostraremos, baseando-nos no Teo-
rema de McCuaig e no Lema da Nao Planaridade das Contragoes, que se H nao tem
aresta verdadeiramente magra, entao GG é o grafo de Heawood. E no final do capitulo,
mostraremos, finalmente, que H nao tem aresta verdadeiramente magra, fechando assim
a prova do Teorema Principal, a menos dos trés lemas da secao anterior. O lema seguinte,
baseando-se no Lema da Nao Planaridade das Contragoes, mostra a existéncia da situagao
mostrada na Figura 4.3.

Figura 4.3: Um extensao de H a um desenho no plano do grafo H(y) que nao é planar,
como definido pelo Lema 4.1.12.

LEMA 4.1.12
As arestas de Og(r1) — x1x0 nao sao contiguas na ordem ciclica de Oy (x) ao redor de x
em H. Vide Figura 4.3.

Demonstragao: O grafo H é planar. Consideremos a ordem ciclica das arestas de 0y (x) ao

redor de z em H. Suponha, por absurdo, que as arestas de g (1) — r110 S€jam contiguas
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X

Zo

45

Figura 4.4: A imersio planar H(y) da prova do Lema 4.1.12.

naquela ordem ciclica em H. Isto é, existe uma enumeragao

(6’0, €1y ey Cr—1,€6py ..., 68—1)

das arestas de 9y () tal que a enumeracéo indica a ordem ciclica ao redor de z em H e as
arestas de {eg, e1,...,e,_1} incidem em z; em G e as arestas de {e,, ..., e, 1} incidem em
x9 em G. Lembremos que H(y) = (G—e){Y — y}. Note que H = H(y){X — z}. Assim,
H(y) pode ser obtido a partir de H pela expansao de x ao caminho (z1,xg,z2). Neste
caso, podemos obter uma imersao planar do grafo H(y), a partir de H, pela expansio do
vértice z ao caminho (x1, zg, x2). Vide Figura 4.4. No entanto, G — e nao é planar, pelo
Lema 4.1.7. Entao, pelo Lema da Nao Planaridade das Contragdes, H(y) nao é planar,
uma contradi¢ao. De fato, as arestas de dg(z1) — 179 nao sdo contiguas na ordem ciclica
das arestas de 9y (x) ao redor de z em H. O

Chamamos a atencao do leitor para o fato de que ha uma simetria entre x e y, e entre x;
e 1y e entre y; e Y. Portanto, analogamente ao enunciado do lema anterior, as arestas
de Og(w) — T2 ndo sao contiguas na ordem ciclica de dy(x) ao redor de x em H, as
arestas de dg(y1) — y1y0 ndo sdo contiguas na ordem ciclica de dy () ao redor de y em H
e as arestas de Jg(y2) — Y2yo nao sdo contiguas na ordem ciclica de dy(y) ao redor de y
em H.

LEmMA 4.1.13
A aresta e nao pertence a quadrilatero de G que tenha vértice de grau trés nao incidente
em e.
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Demonstracao: Suponha, por absurdo, que e pertenca a quadrilatero () de G que tenha
vértice de grau trés nao incidente em e. Nesse caso, um vértice de {1, x2} estd em @

e um vértice de {y;,y2} estd em Q. Ajustemos a notagdo de forma que x; e y; estejam
em (), e portanto sejam adjacentes. Pela hipotese de absurdo adotada, um dentre x; e y;
tem grau trés. Ajuste a notacao de forma que z; tenha grau trés em G.

Figura 4.5: O caso x e y adjacentes em H com z; de grau 3: a esquerda o grafo G, a
aresta f e o conjunto Z; a direita o grafo G —e — f.

Sendo assim, x; tem no maximo um vizinho fora de Z := {xq, 1, Y0, y1,y2}. Observe
que {z1,y0} é a parte minoritaria de Z. Vide Figura 4.5. Seja f a aresta incidente em
distinta de x1y; e de x1xy. Entao, x; nao tem vizinho fora de Z em G — f. Dessa forma,
C(Z) = 0g(Z) é corte nao trivial de G, tal que C(Z) — f é justo em G — f. Vamos
obter uma contradicao ao Lema da Nao Planaridade das Contragoes, mostrando que a
(C(Z) — f)-contracao H(z) := (G — f){Z — z} de G — f é planar.

A contragao H(z) é igual a (C(Z) — f)-contracao (G —e — f){Z — =z}, pois am-
bos os extremos de e estdao em Z. Além disso, (G —e — f){Z — z} ¢é igual ao grafo
(G—e— Y = yH{y, x1,x0} — z}. Entretanto, (G—e— f){Y — y}H{{y, 1,20} — 2}
é isomorfo a (G —e — f{Y — yH{X — =z}, pois (y,z1,x0,72) é um P, do grafo
(G —e— f){Y — y}, cujos vértices internos tém grau dois em (G — e — f){Y — y}. As-
sim, H(z) é isomorfo a H — f = (G—e— f){Y — y}{X — z}, e portanto planar. Como,
de acordo com o Lema 4.1.7, G — e nao é planar, temos uma contradi¢ao ao Lema da Nao
Planaridade das Contragoes. O

LEmMA 4.1.14
Se f for uma aresta verdadeiramente magra de H e se um extremo v de f tem grau trés
em (G, entao v nao pertence a quadrilatero de G — f.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que exista um extremo v de f = vu, de grau trés
em (G, e que pertenga a um quadrilatero @ = (v,7,t,72) de G — f. Vide Figura 4.6.
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As arestas e e f nao sao adjacentes em G, pois f é uma aresta de H. A aresta e nao
estd em F((Q), pois sendo () seria um quadrilatero de G que contém e e contém o vértice
v nao incidente em e cujo grau é tres, em contradicao ao Lema 4.1.13. Portanto, @ é
um quadrildtero de G — e — f. Além disso, e nao incide em vértice de V(Q), pois e é
verdadeiramente magra de indice 2 em G.

v

r T

Figura 4.6: O grafo G quando um extremo v de f cujo grau é trés pertence a um qua-
drilatero de G — f.

Chegaremos a uma contradi¢ao a escolha de f como aresta verdadeiramente magra,
mostrando que f incide em um vértice de grau trés de um quadrilatero de H — f. Mos-
traremos, inicialmente, que E(Q)) induz um quadrildtero de H. Suponha que nao. Entao,
como () é quadrilatero de G — e — f, temos que dois vértices de V(Q) s@o contraidos a um
unico vértice de H. Os dois vértices pertencem a uma mesma parte da biparticao de G e
sao ambos adjacentes a um mesmo extremo de e. Isto implica que e nao é verdadeiramente
magra em G, uma contradi¢do. De fato, F(Q) induz um quadrildtero Qg de H.

Mostraremos agora que v é um vértice (de grau trés) de Q. Suponha o contrério.
Entao, v esta contraido em H. Sendo assim, ou v ou um vizinho de v é incidente em e. No
entanto, v tem trés vizinhos, dois deles (1 e 13) estao em @, e o outro (u) é extremo de f.
No entanto, vimos que e nao pertence a () e nao incide em vértice de (). Portanto, temos
que e incide em u. Sendo assim, e é adjacente a f, uma contradicao, pois f é aresta de
H. De fato, v é um vértice (que nao foi contraido) de H. Sendo assim, o grau de v em H
¢ igual ao seu grau em G. Portanto, f incide no vértice v de grau trés de H que pertence
ao quadrilatero Qg de H. Isto é uma contradigao a escolha de f como verdadeiramente
magra em H. De fato, se um extremo v de f tem grau trés em G, entao v nao pertence
a quadrilatero de G — f. O

Seja f uma aresta de G. O grafo G — f nao é uma presilha, pois G nao tem aresta
magra de indice 0, de acordo com o Lema 4.1.9. Utilizaremos durante o restante da
prova a decomposicao em cortes justos de G — f. Para tanto, adotaremos a notagao do
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Lema 2.3.18. Sendo assim, C := {C4,Cy,...,C.}, comr > 1, é o conjunto de cortes justos
de uma decomposicao em cortes justos de G — f. Além disso, X;, parai = 1,2,...,7
sao subconjuntos de V(G), tais que C; = 0g(X;) — f, X1 C Xo C ... C X, CV(G) eo
conjunto das presilhas de G — f é | Jy<,;, Gi, onde G; é um dentre:

o Gy:= (G- ){Xi =Tk
L Gz = (G_f){Xz_)XZ}{m_)m}? paraizl,Z,...,r—l;
o G, := (G- f{X, —a.}

Vide Figura 4.7.

f—

I

Xy

X3
Figura 4.7: Um exemplo de decomposicao em cortes justos de G — f com os cortes justos
destacados.
LEMA 4.1.15

Suponha que f seja uma aresta verdadeiramente magra de H, e que GGy tenha precisamente
quatro vértices. Entao, G, tem mais de quatro vértices.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que Gy e G; tenham ambos quatro vértices. Lem-

bremos que estamos adotando a notacao utilizada no Lema 2.3.18. Entao X, tem preci-
samente trés vértices, e o extremo de f em X7, digamos rg, é o (inico) vértice minoritario
de X;. Vide Figura 4.8. Sejam r; e 75 os demais vértices de X;. Assim, G restrito a X;
¢ o grafo K.

Como G também tem apenas quatro vértices, entao Xy — X, consiste de precisamente
dois vértices, um em cada parte da bipartigao de G. Vide Figura 4.9. Logo, | Xs| =5, ery é



4.1. Demonstracao do Teorema Principal 51

r ro

Figura 4.8: O grafo G quando a presilha Gy de G — f é um Cjy.

X, X2

To (%

T

Figura 4.9: O grafo G quando ambas as presilhas Gy e Gy de G — f sao Cy’s.

1 T2

minoritario em X5. Seja v o vértice minoritario de X5 distinto de rg. Este vértice somente
¢é adjacente em G a vértices da parte majoritaria de X,. Deduz-se que v é adjacente aos
trés vértices majoritarios de Xs. Portanto, Q) := (19,71, v,7r2) é um quadrilatero de G — f.
Além disso, o extremo rg de f em ) tem grau tres, em contradicao ao Lema 4.1.14. De
fato, Gy e G1 nao tém ambos quatro vértices. O

TEOREMA 4.1.16
Seja f uma aresta magra de H, tal que ou (i) f é verdadeiramente magra em H, ou (ii)
o indice de f em G é menor do que 2. Entao, f é uma aresta magra de G.

Demonstracao: Seja ig o indice de f em G, e iy o indice de f em H. Seja b(G'—f) o ntimero
de presilhas obtidas em uma decomposicao em cortes justos de G — f. Analogamente,

seja b(G — e — f) o nimero de presilhas obtidas em uma decomposigao em cortes justos
de G —e— f. Sabemos que b(G — f) < b(G —e — f). Além disso, b(G —e — f) =3+ iy,
pois G — e tem trés presilhas (dois Cy’s e H), e H — f tem 1 + iy presilhas. Por outro
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lado, o indice de f em G é maior do que ou igual a ig. Sendo assim, temos:

b(G—f)Sb(G—e—f):3+iH§3+ig. (41)
LEMA 4.1.17

O numero de presilhas com mais de quatro vértices obtidas na decomposi¢cao em cortes
justos de G — f é precisamente um.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que duas presilhas obtidas na decomposicao em

cortes justos de G — f tenham mais de quatro vértices. A aresta e é magra em G, e
f é magra em H. De acordo com o Lema 4.1.11, G tem pelo menos quatorze vértices.
Entao, H tem pelo menos dez vértices, e precisamente uma presilha obtida na decom-
posicao em cortes justos de H — f tem mais de quatro vértices. Portanto, pelo Teorema de
Lovész (2.2.5) precisamente uma presilha com mais de quatro vértices é obtida na decom-
posigao em cortes justos de G —e— f. Sendo assim, temos que b(G— f) < b(G—e— f)—1,
ou seja uma presilha de G — f se decompoe em pelo menos duas presilhas apds a remogao
de e. Entao, pela Desigualdade 4.1 temos que b(G — f) < b(G —e— f) —1 < 2 +ig.
Além disso, G — f tem pelo menos ig presilhas com quatro vértices. Como G — f tem
pelo menos duas presilhas com mais de quatro vértices, temos que b(G — f) > 2 + ig.
Portanto, temos que:

24+ <bG—f)<bG—e—f)—1<2+ig.

Sendo assim, b(G — f) = b(G —e — f) — 1. Entao, uma presilha de G — f se decompde em
duas presilhas, apds a remocao de e. Além disso, G — f tem mais de uma presilha com
mais de quatro vértices, enquanto G — e — f tem precisamente uma presilha com mais
de quatro vértices. Portanto, precisamente uma presilha com mais de quatro vértices de
G — f se decompoe em precisamente duas presilhas com quatro vértices apés a remocao de
e. No entanto, a unica presilha simples que apds a remocao de uma aresta se decompoe
em duas presilhas com precisamente quatro vértices é o K33. Entao, uma presilha de
G — f é o K33, a menos de arestas multiplas, que nao ¢ Pfaffiano, em contradigao ao
Corolario 2.4.8. De fato, no maximo uma presilha de G — f tem mais de quatro vértices.
No entanto, vimos anteriormente que precisamente uma presilha G — e — f tem mais de
quatro vértices. Entao, precisamente uma presilha de G — f tem mais de quatro vértices.
O

Sendo assim, precisamente uma presilha da decomposicao em cortes justos de G — f
tem mais de quatro vértices. Seja J tal presilha. Adote a Notacao do Lema 2.3.18 para a
decomposicao em cortes justos de G—f. Sendo assim, as praias dos cortes justos da decom-
posigao em cortes justos de G— f sd@o X, Xo,..., X, talque X1 C Xpo C ... C X, C V(G).
Além disso, G, G, ...,G, sao as presilhas obtidas da decomposicao em cortes justos de
G — f, onde G; é um dentre:
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. Goi= (G- ){X: — T}
o G, =(G—e{X;— X;H{Xis1 = Tizi}, parat =1,2,...,r — 1;
o G, :=(G—-e{X, -z}

Como precisamente uma presilha de G — f tem mais de quatro vértices, temos que
se b(G — f) é no méximo dois, a aresta f é magra em G. Entdo, podemos supor que
b(G — f) é pelo menos trés. Suponha, primeiramente, que b(G — f) = 3. Entao, Gy, G
e (G9 sao as presilhas de G — f. Se J é presilha interna de G — f, entao f é magra em
G. Podemos, portanto, supor que .J é presilha externa de G — f. Ajuste a notacao de
forma que G5 seja a presilha J. Nesse caso, Gg e Gy tem quatro vértices cada. Entao, Xo
tem precisamente cinco vértices, e J = (G — f){Xs — z3}. O grafo G — e nao é planar,
de acordo com o Lema 4.1.7. Portanto, de acordo com o Lema da Nao Planaridade das
Contragoes, J nao é planar. No entanto, pelo Lema 4.1.8, J é planar, uma contradicao.
Sendo assim, podemos supor que b(G — f) > 4.

Consideremos o caso em que ig < 1. Vimos que b(G — f) < b(G —e — f) < 3 +ig,
e portanto b(G — f) < 4. No entanto, supusemos que b(G — f) > 4. Portanto, temos
que 4 <b(G—f)<bG—e—f)<3+4icg <4, ousejabG—f)=bG—e—f) =4
e ig = 1. Sendo assim, Gy, G1, G2 e (3 sao as presilhas da decomposicao de G — f.
Como i¢ = 1, uma presilha da decomposicao de G — f com mais de quatro vértices é
externa. No entanto, J é a tnica presilha de G — f com mais de quatro vértices. Sendo
assim, podemos ajustar a notacao de forma que J = (G3. Entao, X3 tem sete vértices.
Vide Figura 4.10. Ajuste a notagao de forma que {ro,r,m} = X1, {51,952} = Xo — X3
e {t1,ta} = X3 — X5 e que g, s; e t; sejam os vértices da parte minoritaria de X3. O
vértice s; s6 € adjacente a vértices de X, e tem pelo menos trés vizinhos. Portanto,
s1 € adjacente a rq, 1y e So. Analogamente, t; tem trés vizinhos em X3, sendo que
um deles é t. Portanto, dois vértices dentre ri, r e Sy sdo vizinhos de t;. Ajuste a
notacao, trocando r; com 7y se necessario, de forma que t; seja adjacente a ro. Vimos
anteriormente que b(G — f) = b(G — e — f) = 4. Portanto, toda presilha de G — f ¢é
uma presilha apds a remogao de e. Ambos os extremos de e tem grau trés em G. Como
J = (G — f){X3 — x3} tem mais de quatro vértices, nenhum extremo de e estd em
V(J) — x3. Portanto, ambos os extremos de e estdo em X3 em G. O grafo G —e — f
é coberto por emparelhamentos. As arestas de {rory, rora, $152,t1t2} ndo sdo removiveis
em G — f, e portanto e nao pertencem a este conjunto. Além disso, e nao pertence a
{rys1, 1281}, pois (rg,r1, s1,72) seria quadrilatero contendo e, e contendo o vértice rq de
grau trés nao incidente em e, em contradicao ao Lema 4.1.13. Sendo assim, um extremo
de e é o vértice t;. O outro extremo de e nao estd em {ry, 3}, pois (rg, 71, $1,72) seria um
quadrildtero de G — e com um vértice incidente em e, em contradicao a escolha de e como
verdadeiramente magra. Entao, o outro extremo de e estd em {sq,t3}. No entanto, tits
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nao é removivel em G — f. Como G — e — f é coberto por emparelhamentos, temos que
t1s9 é a aresta e. Nesse caso, (11, S2, S1,72,11) é um quadriliatero de G, com o vértice s;
de grau trés nao incidente em e, em contradicao ao Lema 4.1.13. Sendo assim, podemos
supor que g = 2.

X, X X3
70 S1 151
fN
&} 2 S2 lo

Figura 4.10: A imersao planar H(y) da prova do Lema 4.1.12.

Como i = 2, temos pela hipotese deste teorema que f é verdadeiramente magra em
H. Além disso, também temos que b(G — f) > 4, e que precisamente uma das presilhas
(a presilha J) de G — f tem mais de quatro vértices. Lembremos que adotamos a notacao
do Lema 2.3.18 para a decomposi¢ao em cortes justos de G— f. Entao, Go, Gy, ..., G,, com
r € {4,5}, é o conjunto de presilhas de G — f. Ajuste a notagao, trocando Gg, G, ..., G,
com G,,G,_1,...,Gy se necessario, de forma que J nao esteja em {Gg, G1}. Sendo assim,
Gy e G sao presilhas de G — f com precisamente quatro vértices cada. Além disso, f
¢é verdadeiramente magra em H. Isto é uma contradicao ao Lema 4.1.15. Em resumo,
todos os casos analisados ou nos levaram a uma contradicao, ou a conclusao de que f é
magra em (. De fato, se f tem indice menor do que 2 em G, ou se f é verdadeiramente
magra em H, a aresta f é magra em G. O

TEOREMA 4.1.18
Se a presilha H nao tem aresta verdadeiramente magra, entao GG é o grafo de Heawood.

Demonstracao: A prova deste teorema esta organizada da seguinte forma. Primeiramente,

baseando-nos no Teorema de McCuaig, provamos que se H nao tem aresta verdadeira-
mente magra, entao H ¢ igual a roda dupla Byg, com dez vértices. Em seguida, baseando-
nos no Lema da Nao Planaridade das Contragoes, mais especificamente no Lema 4.1.12
derivado dele, mostramos que se H é igual ao Byg, entao G ¢ igual ao grafo de Heawood.
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LEmMA 4.1.19
Se a presilha H nao tem aresta verdadeiramente magra, entao H é a roda dupla Byyg.

Demonstracao: Suponha que H nao tenha aresta verdadeiramente magra. Como e é

verdadeiramente magra em G, temos que H é simples. Portanto, de acordo com o Te-
orema de McCuaig (2.3.27), a presilha H é ou uma escada de Mébius bipartida ou um
prisma bipartido ou uma roda dupla. Os vértices de contracao de H tém grau pelo menos
quatro. Portanto, H nao ¢ ctibico. Logo, H nao é nem uma escada de Mobius, nem um
prisma, que sao cubicos. O grafo H também nao é By, a roda dupla com oito vértices,
pois esta é o cubo (que é cibico). Portanto, H é uma roda dupla Bs,, para algum n
natural maior do que quatro.

Para mostrar que H é o By, suponha, por absurdo, que H é um Bs,, para algum
n > 6. Chegaremos a uma contradi¢gao mostrando que G tem uma aresta magra de indice
1, em contradicao ao Lema 4.1.9. Os vértices x e y, de contracao em H, tém ambos
grau quatro ou mais em H. Logo, x e y sao os centros da roda dupla e estao portanto
fora do aro. Entao, podemos ajustar a notacao de forma que H — x — y seja o circuito
F := (ug, wo, Uy, w1, . .., Up_o,Wy_2,Uy) €m que u; é adjacente a x, e w; adjacente a y, para
i=20,1,...,n— 2. O vértice  tem pelo menos cinco vizinhos em V(F'). Portanto, um
dentre x; e x9 tem em G pelo menos trés vizinhos em V(F'). Ajuste a notacao de forma
que z; tenha pelo menos trés vizinhos em V(F). Ajuste também a notacao dos vértices
de F' de forma que u; seja adjacente a x1. Seja g a aresta de G cujos extremos sao z; e
uy. Os extremos de gy em H sao x e uy. Além disso, L := (H — g1){{wo, vy, w1} — w'} é
uma roda dupla Bs,_o, com 2n — 2 vértices. Sendo assim, L é uma presilha. Dessa forma,
g1 € uma aresta magra de H, e de indice 1 em G, por definicao. Portanto, de acordo
com o Teorema 4.1.16, g; é aresta magra de G. Como ¢; tem indice 1 em G, temos uma
contradigao ao Lema 4.1.9. De fato, se H nao tem aresta verdadeiramente magra, entao
H ¢ igual a roda dupla Bjg. O

Mostraremos agora que se H ¢é igual ao By, o grafo G ¢ igual ao grafo de Heawood.
Isto sera feito derivando adjacéncias que o Lema 4.1.12 implica. Nosso plano é em seguida
mostrar que H ¢é igual a By, fechando assim a prova do Teorema Principal, a menos dos
trés lemas da se¢ao anterior.

LEMA 4.1.20
Se H ¢ igual ao grafo By, entao GG € igual ao grafo de Heawood.

Demonstracao: Em H, os vértices x e y tém grau pelo menos quatro, pois sao de contracao.
Suponha que H = Byg. Entao, x e y sao os vértices de grau quatro de H. Entao, H—z—y é

igual a um circuito de tamanho oito. Podemos ajustar a notagao de forma que este circuito
seja F' := (ug, wo, uq, Wy, Ug, W, Uz, W3, Up). De acordo com o Lema 4.1.12, as arestas de
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Og(z1) — x170 Nd0 sdo contiguas ao redor de x em H. Portanto, existe uma quadrupla de
arestas {eg, €1, €2, e3} incidentes em x tal que a ordem ciclica no corte d(z) ao redor de x
em H é €0, €1, €2, €3, € € € €9 incidem em x1 e e; e e3 incidem em x5 em G. Como x e y nao
sao adjacentes, todas estas arestas incidem em x e em vértices de F'. Portanto, temos que
a ordem ciclica em F' dos extremos destas arestas é igual a ordem ciclica destas arestas,
pois H é simples. Sendo assim, podemos ajustar a notacao de forma que e; incide em u; em
H. Entao, temos que xuqg, T1us2, Tou1 € Touz sao arestas de G. Analogamente, podemos
ajustar a notagao de forma que yjwy, y1ws, yowy € yows sao arestas de G. Entao, temos
o grafo mostrado na Figura 4.11. Este grafo é isomorfo ao grafo de Heawood, ilustrado
nas Figuras 4.11 e 4.12. O

Figura 4.11: O grafo G, o grafo de Heawood.

De fato, se H nao tem aresta verdadeiramente magra, entao GG é o grafo de Heawood,
Hyy. 0

Mostraremos a seguir que H nao tem aresta verdadeiramente magra. Vimos anteri-
ormente que, nesse caso, GG é o grafo de Heawood. Sendo assim, a prova do Teorema
seguinte completa a prova do Teorema Principal, a menos dos trés lemas da Secao 4.1.1.

TEOREMA 4.1.21
A presilha H nao tem aresta verdadeiramente magra.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que f seja uma aresta verdadeiramente magra de
H. De acordo com o Teorema 4.1.16, f é magra em G. Pelo Lema 4.1.9, o indice de f
é 2 em GG. Sejam rg e sy os extremos de f em G. Entao, ry tem dois vizinhos 71 e 79
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Figura 4.12: O grafo GG, o grafo de Heawood.

em G, distintos de sg. Analogamente, sy tem dois vizinhos s; e sy em G, distintos de
ro. Sejam R := {rg,ri,ro} ¢ S 1= {so,s1,52}. Entao, J := (G — f){R — r}{S — s}
¢ a presilha interna de G — f. Para chegarmos a uma contradi¢cao a hipdtese de que
f é verdadeiramente magra em H, analisaremos quatro casos, apdés a demonstracao dos
seguintes lemas auxiliares:

LEMA 4.1.22
Se f nao incide nem em x nem em adjacente de x, entao X N (RUS) = (.

Demonstracao: Como f é aresta de H, temos que f é distinta de e, de zoz; e de zgxs.
Logo, f nao incide em zq, e rg # xo. Analogamente, ry # yo. Por hipdtese, f nao

incide em z, e portanto rg ¢ {x1,x2}. Mostraremos agora que xg ¢ {r,7r2}. Suponha
que zg € {r1,mo}. Nesse caso, rq seria adjacente a zg, e 7o estaria em {xy, s, yo}, uma
contradigao as conclusoes anteriores. Pela hipdtese do caso, f nao incide em adjacente
de x. Portanto, r; ¢ {1,252}, para i € {1,2}. De fato, RN X = (). Analogamente,
SNX =0. O

LEMA 4.1.23

Se f nao incide em x, mas incide em adjacente de x, entao podemos ajustar a notagao
de forma que x1 = ry seja o tnico vértice de X U R que pertenga a mais de um conjunto
dentre X, Y, R e S. Além disso, x1 = r1 nao pertence a Y U S.
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Demonstracao: Por hipotese, f incide em vértice adjacente a x em H. Portanto, po-

demos ajustar a notacao de forma que rg é adjacente a x em H. Sendo assim, um
vértice do conjunto de vizinhos de rg ({sg,71,72}) estd em {z1,22}. No entanto, pela
hipétese do caso, f nao incide em x, e portanto sy nao esta em {xy,z2}. Sendo assim,
um vértice de {ry,r} estd em {x;,z2}. Ajuste a notacdo de forma que z; = ;. Como
x1 = 11, temos que {y1, Yo, To, 0, S1, S2} € uma parte da biparticio de YUX USUR, e
{y0, X2, 1 = 11,79, S0} é a outra parte, como ilustrado na Figura 4.14.

Mostraremos agora que RN X = {z; = r1}. Suponha, por absurdo, que ry esteja em
X. Nesse caso, como 19 # 11 € 75 € T estao em partes distintas da biparticao de G, temos
que 79 = x9. Entao, (rg,m = 21, %0, Ty = 1r2,7) € um quadrildtero de G — e com o vértice
Tp incidente em e, em contradicao a escolha de e como verdadeiramente magra de indice 2
em G. De fato, 7 ¢ X. Suponha, por absurdo, que ry esteja em X. O tnico vértice de X
na mesma parte da biparticao de ry é o vértice xy. Portanto, ro = x, e a aresta f incide
em xo, em contradi¢ao ao fato de que f é aresta de H. De fato, RN X = {z; = r1}.

Mostraremos agora que SN (X UR) = (. Suponha, por absurdo, que sy estd em
X. Os vértices de X que estao na mesma parte da biparticao de sy sao z; e x».
No entanto, x; estd em R, e S e R sao disjuntos. Portanto, s = x3. Nesse caso,
(0,21 = T1,70, So = T2, %) é um quadrilitero de G — e com o vértice xy incidente em e.
Isto é uma contradi¢ao a escolha de e como aresta verdadeiramente magra de indice 2
em G. De fato, sp ¢ X. Suponha, por absurdo, que s; esteja em X. O tnico vértice
de X na mesma parte da biparticao de s; é o vértice xg. Entao, s; = xy. Nesse caso,
(xo = $1,80,70,71 = 21) é um quadrildtero de G — e com o vértice xq incidente em e. Isto
¢ uma contradi¢ao a escolha de e como aresta verdadeiramente magra de indice 2 em G.
De fato, s; nao estd em X, e analogamente s, nao estd em X. Sendo assim, X NS = (.
Como RN S = (), temos que SN(XUR) = 0.

Mostraremos agora que Y N (X U R) = (), e em seguida fecharemos a prova. Suponha,
por absurdo, que 1, esteja em R. Os vértices de R que estao na mesma parte da biparticao
de yo sao r; e 5. No entanto, r; estda em X, e X e Y sao disjuntos. Portanto, yy = rs.
Nesse caso, (rg,m1 = x1, To, Yo = r2,79) ¢ um quadrildtero de G contendo e com o vértice
ro de grau trés nao incidente em e. Isto é uma contradicao ao Lema 4.1.13. De fato,
yo ¢ R. Suponha, por absurdo, que y; esteja em R. O tnico vértice de R que esta
na mesma parte da biparticao de y; é o vértice rq. Portanto, y; = rg. Sendo assim,
(20, Y0, y1 = r0,71 = T1,%0) é um quadrildtero de G contendo e com o vértice o = y;
de grau trés nao incidente em e. Isto é uma contradicao ao Lema 4.1.13. De fato,
y1 ¢ R. Analogamente, y» ¢ R, e portanto Y N R = (. Como, X NY = (), temos que
YN(XUR) = 0. Vimos que SN (X UR) = 0, portanto (X UR)N (Y US) = 0.
Além disso, X "R = {x; = r}. De fato, x;y = r; é o tnico vértice de X U R que
pertence mais de um conjunto dentre X, Y, Re S. O
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CASO 1 A aresta f nao é incidente nem em x nem em y nem em vértice adjacente a x
ou ay.

Mostraremos que a situacao, nesse caso, ¢ a mostrada na Figura 4.13, ou seja, os quatro
conjuntos X, Y, R e S sao disjuntos. Sabemos que X e Y sao disjuntos e que R e S sao
disjuntos. Pela hipotese do caso, f nao incide nem em x, nem em adjacente de x. Portanto,
de acordo com o Lema 4.1.22, X N (RUS) = (). Pela hipdtese do caso, f também nao
incide nem em y, nem em adjacente de y. Portanto, analogamente, Y N (RUS) = 0.
Nesse caso, a aresta f tem indice 2 em H.

X
Zo e yo
)
; i |

Figura 4.13: O grafo G no caso em que f nao ¢é incidente em vértice adjacente a x ou a
¥, Nem em T e nem em .

O grafo H ¢é igual a (G — e){X — z}H{Y — y}. Como f tem indice 2 em H,
L:=(H—- f){R — r}{S — s} é a presilha interna de H — f. Sendo assim, L é ob-
tido de G — e — f pela contracao de cada um dos conjuntos disjuntos X, Y, Re S a
um vértice cada. Vamos obter uma contradigao ao Teorema de Whitney (2.6.6), obtendo
duas imersoes planares distintas para L e mostrando que L é simples e 3-conexo.

Sabemos que H = (G — e){X — z}{Y — y} é planar. Pelo Lema 4.1.12, as arestas
de O (x2) — 2219 nd0 sdo contiguas em g (x) ao redor de z em H. Uma imersio planar
M, de L pode ser obtida de H — f pela contracao das arestas dos caminhos (71,79, 72)
e (81,80, 82). Contragao de arestas de uma imersao preserva a ordem ciclica das arestas
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nao contraidas em um corte. Portanto, as arestas de dg(x2) — T2 ndo sdo contiguas em
Jr(z) ao redor de x em M.

Lembremos que J denota a presilha (G — f){R — r}{S — s}. Como f ¢é magra em
G, temos que J é planar, de acordo com o Lema 4.1.9. Seja J uma imersio planar de
J. Entao, as arestas de Jg(r3) — x2x0 s@o contiguas no corte d;(X) ao redor de X em
J. Uma imersio planar M, de L pode ser obtida de J — e pela contracao das arestas dos
caminhos (z1, o, Z2) € (Y1, Yo, y2). Contracao de arestas de uma imersao preserva a ordem
ciclica das arestas nao contraidas em um corte. Portanto, as arestas de dg(x2) — xoxy sA0
contiguas em Jr(x) ao redor de x em M.

Em resumo, temos uma imersao planar M; de L na qual as arestas de dg(z2) — 2270
nao sao contiguas no corte dy (z) ao redor de x, e uma imersao M, de L na qual as arestas
de Og(z2) — wazo sdo contiguas no corte Jy(x) ao redor de x. Sendo assim, L tem duas
imersoes planares distintas. No entanto, L é uma presilha 3-conexa e simples. Isto é uma
contradi¢ao ao Teorema de Whitney (2.6.6). De fato, H nao tem aresta verdadeiramente
magra que nao incida nem em x, nem em y e nem em adjacente de x ou de y.

CASO 2 A aresta f incide em vértice adjacente a y em H, mas nao a vértice adjacente a
x, e nao incide nem em x nem em vy.

Mostraremos agora que a situagao de G é como mostrada na Figura 4.14, ou seja o
vértice y; = s; € o Unico vértice que pertence a mais de um conjunto dentre X, Y, R
e S. Sabemos que X e Y sao disjuntos, e que R e S sao disjuntos. Pela hipdtese do
caso, f nao incide em x, nem em adjacente de x. Logo, de acordo com o Lema 4.1.22,
XN(RUS) = (. Pela hipétese do caso, f incide em vértice adjacente a y, mas nao
incide em y. Portanto, pelo Lema 4.1.23 aplicado a Y e S, podemos ajustar a notacao de
forma que Y NS = {y; = s1}, e y1 = s1 seja o unico vértice de Y U S que pertence a mais
de um conjunto dentre X, Y, R e S. Além disso, y; = s; nao pertence a X U R, por este
mesmo lema. Portanto, X UR e Y U S sao disjuntos. Como X e R sao disjuntos, temos
que y; = s1 € o unico vértice de X UY U R US que pertence a mais de um conjunto
dentre X, Y, R e S. Além disso, o indice de f em H é igual a 2.

O grafo H é igual a (G — e){X — z}{Y — y}. Como f tem indice 2 em H,
L:=(H - f){R — r}{S" — q} é a presilha interna de H — f, onde S’ := {y, s, S2}-
Vamos obter uma contradi¢do ao Teorema de Whitney (2.6.6), obtendo duas imersoes
planares distintas para L e mostrando que L é simples e 3-conexo.

Sabemos que H = (G — e){X — z}{Y — y} é planar. Pelo Lema 4.1.12, as arestas
de Jg(x3) — x9x0 Nd0 s@o contiguas em Jy(z) ao redor de x em H. Uma imersio planar
M, de L pode ser obtida de H — f pela contracio das arestas dos caminhos (r1,70,72)
e (y, S0, s2). Contragao de arestas de uma imersao preserva a ordem ciclica das arestas
nao contraidas em um corte. Portanto, as arestas de dg(z2) — 2220 nao sdo contiguas em
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Figura 4.14: O grafo G no caso em que f incide em adjacente de y em H, mas nao incide
em adjacente de x em H, e nao incide nem em x nem em y.

Jr(x) ao redor de x em M.

Lembremos que J denota a presilha (G — f){R — r}{S — s}. Como f é magra em
G, temos que J é planar, de acordo com o Lema 4.1.9. Seja J uma imersio planar de
J. Entao, as arestas de Jg(r3) — x2x0 s@o contiguas no corte d;(X) ao redor de X em
J. Uma imersio planar M, de L pode ser obtida de J — e pela contracao das arestas dos
caminhos (1, Zo, 22) € (8, Yo, y2). Contracao de arestas de uma imersao preserva a ordem
ciclica das arestas nao contraidas em um corte. Portanto, as arestas de dg(x2) — xoxy sA0
contiguas em Jr(x) ao redor de x em M.

Em resumo, temos uma imersao planar M; de L na qual as arestas de dg(z2) — 2270
nao sao contiguas no corte dy (z) ao redor de x, e uma imersao M, de L na qual as arestas
de Og(z2) — wazo sdo contiguas no corte Jy(x) ao redor de x. Sendo assim, L tem duas
imersoes planares distintas. No entanto, L é uma presilha 3-conexa e simples. Isto é uma
contradi¢ao ao Teorema de Whitney (2.6.6). De fato, H nao tem aresta verdadeiramente
magra que nao incida nem em x, nem em y e nem em adjacente de x, mas incida em
adjacente de y.

CAsO 3 A aresta f incide em vértice adjacente a x e em vértice adjacente a y, mas nao
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incide nem em x, nem em y.

Mostraremos agora que, nesse caso, temos a situacao da Figura 4.15, ou seja os vértices
r1 =171 € y; = S Sa0 0s Unicos vértices que pertencem a mais de um conjunto dentre X,
Y, Re S. Sabemos que X e Y sao disjuntos, e que R e S sao disjuntos. Pela hipdtese
do caso, a aresta f é incidente em vértice adjacente a x em H, mas nao é incidente em .
Portanto, de acordo com o Lema 4.1.23, podemos ajustar a notacao de forma que x; = ry
é o tunico vértice de X U R que pertence a mais de um conjunto dentre X, Y, R e S.
Além disso, por este mesmo lema, x1 = r; nao pertence a Y U S. Entao, XURe Y US
sao disjuntos. Pela hipdtese do caso, a aresta f é incidente em adjacente de y, mas nao
é incidente em y. Portanto, de acordo com o Lema 4.1.23, podemos ajustar a notacao
de forma que y; = s; seja o Unico vértice de Y U S que pertence a mais de um conjunto
dentre X, Y, Re S. De fato, x1 = r; e y; = $1 sao os unicos vérticesde X UY URUS
que pertencem a mais de um conjunto dentre X, Y, R e S. Além disso, o indice de f em
H ¢ igual a 2.

Figura 4.15: O grafo G no caso em que f incide em adjacente de x e em adjacente de y
em H.

O grafo H éigual a (G —e){X — 2H{Y — y}, e L:=(H — f){R — pH{S" — ¢} é
a presilha interna de H — f, onde R’ := {z,19,72} € S" := {y, s, S2}. Vamos obter uma
contradigao ao Teorema de Whitney (2.6.6), obtendo duas imersoes planares distintas para
L e mostrando que L é simples e 3-conexo. A seguir enunciaremos um lema utilizado no
restante da prova deste caso.
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LEMA 4.1.24

Seja L = (H — f){{x,79,72} — p}{{y, s0, 52} — ¢} uma imersao de L obtida de H — f
pela contracao dos caminhos (z,19,72) € (y, So, S2) aos vértice p e q, respectivamente. Seja
F um subconjunto das arestas de Oy (z) — xrg. Entao, as arestas de F' sao contiguas em
Oy () ao redor de x em H se e somente se as arestas de F sao contiguas em 9(p) ao
redor de p em L.

Demonstragao: Seja (e, e1,...,6e,) uma enumeracao das arestas de dy(x), tal que a

enumeracao indica a ordem ciclica das arestas ao redor de x em H. Ajuste a notacao
de forma que ¢y = zrg. Analogamente, seja (fo, f1,- .., fn) uma enumeragao das arestas
de Oy (ry), tal que a enumeracao indica a ordem ciclica das arestas ao redor de o em
H. Ajuste a notacéo de forma que fy = roro. Vide Figura 4.15. Sendo assim, é possivel
ajustar a notagao, trocando (fo, f1, ..., fu) POr (fo, fu, fa—1,-- -, f1) se necessério, de forma
que (e1, €, ..., €m, f1, fo,..., fn) seja uma enumeragao das arestas de J(p), tal que a
enumeracio indica a ordem ciclica ao redor de p em L.

Suponha, primeiramente, que as arestas de F' sao contiguas em Oy (x) ao redor de x
em ﬁ[, ou seja contiguas em (eg, €1, ..., €,). Entao, existem i e j, tais que 1 <i < j < m,
e F' = {e;,eit1,...,¢;}. Nesse caso, as arestas de F' = {e;,€;11,...,€;} sdo contiguas
em 91, (p) ao redor de p em L, ou seja contiguas em (ey, €a, ..., €m, f1, for-- -, fn). Sendo
assim, se as arestas de F sdo contiguas em H ao redor de z, elas sdao contiguas em L ao
redor de p.

Suponhas, agora, que as arestas de F' sao contiguas em Jp(p) ao redor de p em L,
ou seja contiguas em (e, €s,...,€m, f1, f2,---, fn). No entanto, F' é um subconjunto de
{fi, fa, ..., fu}. Portanto, existem i e j, tais que 1 <i < j <m, e F = {e;, €+1,...,¢€;}.
Nesse caso, as arestas de F' = {e;, €;11,...,€;} sdo contiguas em Oy (x) ao redor de x em
H, ou seja contiguas em (eg, €1, ...,€,). Sendo assim, se as arestas de F' sdo contiguas
em L ao redor de p, elas sao contiguas em H ao redor de z. De fato, o lema é vélido. O

Sabemos que H = (G — e){X — z}{Y — y} é planar. Pelo Lema 4.1.12, as arestas
de F' := 0g(z2) — wawp ndo sao contiguas em Jy(z) ao redor de z em H. Note que F é
um subconjunto de Ay (z) — 2ro. Uma imersao planar M; de L pode ser obtida de H — f
pela contragao das arestas de (x,rg, r2) e de (y, so, s2). Sendo assim, pelo Lema 4.1.24, as
arestas de I’ nao sao contiguas em 0y (p) ao redor de p em M.

Seja J := (G — f){R — r}{9 — s}. Como f é magra em G, temos que J é pla-
nar, de acordo com o Lema 4.1.9. Seja J uma imersao planar de J. Entdo, as ares-
tas de F' = Og(x2) — woxy sdo contiguas no corte d;(X’') ao redor de X’ em J, onde
X" :={r,xg,x2}. O grafo L éigual a (J —e){X' — pHY’ — ¢}, onde X' := {r,xp, z2}
e Y :={s,v0,y2}, como visto na Figura 4.15. Além disso, J — e restrito a X’ é igual ao
caminho (7, xg, z3), e restrito a Y’ é igual ao caminho (s, yp,y2). Portanto, uma imersao
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planar M, de L pode ser obtida de J — e pela contracio das arestas deste caminhos.
Contracao de arestas de uma imersao preserva a ordem ciclica das arestas nao contraidas
em um corte. Portanto, as arestas de ' = 0g(x2) — a1 sd0 contiguas no corte Jr,(p) ao
redor de p em M.

Em resumo, temos uma imersao planar M; de L tal que as arestas de F' = Og(x2) — 2270
nao sao contiguas no corte dz(p) ao redor de p em M, e uma imersao M, de L tal que
as arestas de F' = Og(x2) — w2xy sd@o contiguas no corte dr(p) ao redor de p em Ms.
Sendo assim, L tem duas imersoes planares distintas. No entanto, L é uma presilhas
3-conexa e simples. Isto é uma contradigao ao Teorema de Whitney (2.6.6). De fato, H
nao tem aresta verdadeiramente magra que nao incida nem em x nem em y, mas incida
em adjacente de x e em adjacente de y.

CAsO 4 Nenhum dos anteriores.

Mostraremos inicialmente que, nesse caso, f incide em x ou em y em H. Como o Caso 1
nao acontece, temos que f incide ou em vizinho de x, ou em vizinho de y, ou em x ou em
y. Ajuste a notacao de forma que f incida ou em y ou em vizinho de y. Se f incide em
Y, a nossa afirmagcao é valida. Portanto, podemos supor que f nao incide em y. Sendo
assim, f incide em vizinho de y. Como o Caso 2 nao acontece, temos que f incide ou em
x ou em vizinho de z. Como o Caso 3 nao acontece, temos que f nao incide em vizinho
de x, e portanto incide em z. De fato, f incide ou em z ou em y. Ajuste a notacao de
forma que f incida em y.

Mostraremos agora que, nesse caso, temos a situacao da Figura 4.16, ou seja yg = 71
e Y1 = 7o Sao 0s Unicos vértices que pertencem a mais de um conjunto dentre X, Y, R
e S. Sabemos que X e Y sao disjuntos e R e S sao disjuntos. Como f incide em y em
H, entao um dentre 7 e s¢ estd em {y;,y2}. Podemos ajustar a notagao de forma que
ro = y1. Nesse caso, yo é adjacente a rg. Entdo, yo estd em {sg,r1,72}. No entanto, f
nao é adjacente a e. Portanto, yo # sg, € entao yo € {r1,72}. Ajuste a notacao de forma
que yo = r1. Sendo assim, {xq,x1,y9 = 71,72, S0} estd em uma parte da biparticao de
G, e {9, y2, 11 = 10, $1, S2} estd na outra, como ilustrado na Figura 4.16. Suponha, por
absurdo, que 75 esteja em X. Entao, como 75 e xg estao em partes distintas da biparticao
de G, temos que ry € {1,22}. Sendo assim, (ry = x;, %o, Yo = r1,Yy1 = To,T2 = T;) é
um quadrilatero de G contendo e com o vértice ryp = y; de grau trés nao incidente em e.
Isto é uma contradigao ao Lema 4.1.13. De fato, o, ¢ X. Entao, como R —Y = {ry}
e XNY =0, temos que Y UR e X sao disjuntos. Suponha, por absurdo, que y, estd
em S. Entao, como y, e sy estao em partes distintas da biparticao de G, temos que
Y2 € {s1,s2}. Sendo assim, (y2 = s;,S0,70 = Y1,71 = Yo,Y2 = S;) é um quadrilatero
de G — e com o vértice yo = 7 incidente em e. Isto é uma contradigao a escolha de e
como aresta verdadeiramente magra de indice 2 de G. De fato, y» ¢ S. Entao, como
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Y — R ={y},e RNS = 0, temos que YUR e X US sao disjuntos. Suponha, por
absurdo, que sy esteja em X. Entao, como sg e xy estao em partes distintas da biparticao
de G, temos que sy € {x1,x2}. Sendo assim, (sg = ;, g, Yo = T'1,Y1 = T, So = ;) € um
quadrilatero de G contendo e com o vértice sy = z; de grau trés nao incidente em e. Isto
é uma contradigao ao Lema 4.1.13. De fato, sg ¢ X. Suponha, por absurdo, que s; esteja
em X. Entado, como s; estd em parte da biparticao distinta da parte contendo {x1,xs},
temos que s; = xo. Entdo, (s1 = xo,yo = 11,41 = T0, S0, 51 = To) ¢ um quadrildtero de
G contendo e com o vértice sy de grau trés nao incidente em e. Isto é uma contradigao
ao Lema 4.1.13. De fato, s; ¢ X. Analogamente, so ¢ X. De fato, X e S sao disjuntos.
Vimos, anteriormente, que (Y U R) e (X U S) sao disjuntos. Entao, yo = 11 € y1 = 7 8o
os Unicos vértices que pertencem a mais de um dentre X, Y, R e S. Além disso, yo = 11
e y; = ro nao pertencem a X U S.

52

S1

Figura 4.16: O grafo G no caso em que f incide em y em H.

O grafo H éigual a (G —e){X — 2{Y — y}, e L= (H — f){S — s} é a presilha
interna de H — f. Sendo assim, L é igual a (G —e — f){X — zH{Y — y}{S — s}. Seja
K:=(G—-e— f){X — z}{S — s}. O grafo K pode ser obtido de L pela subdivisao da
aresta yre no caminho (Yo, Yo, y1,72). Subdivisao de aresta preserva a unicidade da imersao
planar. Vamos obter duas imersoes planares distintas de K. Em seguida, mostraremos
que L é simples e 3-conexo. Como K tem uma tnica imersao planar se e somente se L
tem uma unica imersdo planar, isto é uma contradi¢do ao Teorema de Whitney (2.6.6).
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Sabemos que H = (G —e){X — z}{Y — y} é planar. Pelo Lema 4.1.12, as arestas de
Og(12) — oy nao sao contiguas em Jdy(x) ao redor de x em H. Uma imersao planar M;
de K pode ser obtida de H — f pela contracao das arestas de (s1, so, S2) e pela subdivisao
da aresta yro no caminho (ya, Yo, ¥1,72). Contracao de arestas de uma imersao preserva
a ordem ciclica das arestas nao contraidas em um corte. Além disso, a aresta subdivida
nao estd em dy (). Portanto, as arestas de Jg(x2) — 2279 ndo sdo contiguas em Jk () ao
redor de x em M;.

Seja J := (G — f){R — r}{S — s}. Como f é magra em G, temos que .J é planar, de
acordo com o Lema 4.1.9. Seja .J uma imersao planar de .J. As arestas de dg(z2) — 210
so contiguas no corte d;(X) ao redor de X em J. Uma imersio planar M, de K pode ser
obtida de J — e pela contracao do conjunto X ao vértice z e subdivisio da aresta rys no
caminho (ys, Yo, y1,72). Vide Figura 4.16. Contragao de arestas de uma imersao preserva
a ordem ciclica das arestas nao contraidas em um corte. Além disso, a aresta subdividida
nao estd em d;(X). Portanto, as arestas de Jg(x2) — x2x¢ sdo contiguas no corte Jg (z)
ao redor de z em M.

Em resumo, temos uma imersao planar M; de K tal que as arestas de dg(z2) — z270
nao sao contiguas no corte di (x) ao redor de z em M, e uma imersao M, de K tal que
as arestas de Og(x2) — w2z sdo contiguas no corte di () ao redor de x em M. Sendo
assim, K tem duas imersoes planares distintas. No entanto, K é obtido de L através
de uma subdivisao de uma aresta em um caminho. A subdivisao de uma aresta em um
caminho preserva a unicidade da imersao planar. Entao, L tem mais de uma imersao
planar. O grafo L é uma presilha 3-conexa e simples. Isto é uma contradi¢ao ao Teorema
de Whitney (2.6.6). De fato, nenhum dos casos é possivel.

Em resumo, a hipdtese de absurdo de que H tem uma aresta verdadeiramente ma-
gra nos levou a contradigoes em todos os casos. De fato, a presilha H nao tem aresta
verdadeiramente magra. O

Sendo assim, H nao tem aresta verdadeiramente magra, pelo Teorema 4.1.21 anterior.
Entao, de acordo com o Teorema 4.1.18, o grafo GG ¢é igual ao grafo de Heawood, como
queriamos demonstrar. Sendo assim, a prova do Teorema Principal estara completa logo
que as provas para os trés lemas enunciados na Secao 4.1.1 sejam feitas. Isto sera feito
nos capitulos seguintes. O



Capitulo 5

Lema do Grafo de Heawood nao
Contido

Neste Capitulo, mostraremos que se G é uma presilha simples Pfaffiana, nenhuma presilha
de G — e é isomorfa ao grafo de Heawood.

5.1 Lema do Grafo de Heawood nao Contido

O Lema seguinte foi enunciado anteriormente no Capitulo 4 com o nome de Lema do
Grafo de Heawood nao Contido, ou Lema 4.1.3.

LEMA 5.1.1
Seja G uma presilha simples Pfaffiana, e = xyyy uma aresta de GG. Entao, o grafo simples
subjacente de qualquer presilha de G — e nao é isomorfo ao grafo de Heawood.

Demonstracao:  Suponha, por absurdo, que H seja uma presilha de G — e cujo grafo
simples subjacente é isomorfo ao grafo de Heawood. Considere a enumeragao dos vértices
de H mostrada na Figura 5.1. Seja D(H) uma orientacao bipartida orientada de H. De
acordo com o Lema 2.5.1, D(H) é Pfaffiana. Além disso, todo vértice de H é ou uma fonte
ou um sorvedouro. Portanto, de acordo com o Lema 2.4.10, D(H) pode ser estendida a
uma orientacdo D(G — e) de G — e. Pelo Teorema 2.4.5, D(G — e) pode ser estendida a
uma orientacao Pfaffiana D(G) de G.

Como D(H) é bipartida orientada, todo circuito de tamanho n, com n =0 mod 4,
de H tem orientacao par em D(H). Em particular, @ := (1,2,3,4,5,6,10,11,1) tem
orientagao par em D(H). Caso () seja um circuito de G, sua orientagao em D(G) também

é par. Analisaremos varios casos e, em cada um deles, ou mostraremos que ) é conforme
em G, ou que ) é parte de um circuito conforme de G cuja orientacdo em D(G) é par,
em contradicao ao Teorema 1.2.3. Assim, provamos o lema.
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Figura 5.1: O grafo de Heawood.

Figura 5.2: O grafo de Heawood mais a aresta e, e em negrito (). Caso 1.
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Figura 5.3: Caso 2: grafo G, em negrito o circuito ) e o conjunto X.

De acordo com o Corolario 2.3.19, H tem no méaximo dois vértices de contragao. Sendo
assim, temos trés casos a analisar: H tem zero, um ou dois vértices de contracao.

CAsO 1 O grafo H nao tem vértice de contragao.

Como H nao tem vértice de contracao, entao G = H + e. Pelo Corolario 2.5.6, podemos
supor que e = (0,7). Nesse caso, {(0,7),(8,9),(12,13)} é emparelhamento perfeito de
G — V(Q). Sendo assim, ) é circuito conforme em G, cuja orientagdo em D(G) é par.
Portanto, pelo Teorema 1.2.3, D(G) nao é Pfaffiana, uma contradigao.

CAso 2 O grafo H tem precisamente um vértice de contragao.

Nesse caso, tanto o vértice de contragao como o outro extremo da aresta e estao na mesma
parte da biparticao de H, de acordo com o Corolario 2.3.19. Lembremos que e = zyyp.
Ajuste a notagao de forma que H = (G —¢e){X — z}, e que 2y € X. Pelo Corolario 2.5.8,
podemos supor que x = 8, e que Yo = 0, como visto na Figura 5.3. Seja M a extensao de
{e,(12,13)} a um emparelhamento perfeito de G. Pelo Corolario 2.3.17, M tem precisa-
mente trés arestas em 9(X). E facil ver que Ng(X)—X = {0,7,9,13}, conforme ilustrado
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Figura 5.4: Caso 3.1: grafo G, em negrito o circuito ) e os conjuntos X e Y.

na Figura 5.3. O vértice 13 estd emparelhado por M com o vértice 12, fora de X. Por-
tanto, os vértices 0, 7 e 9 sao precisamente os vértices de V(G) — X emparelhados por M
com vértices de X. Dessa forma, M restrito a G[X U {0,7,9,12,13}] é emparelhamento
perfeito deste grafo. Por outro lado, V(Q) = V(G) — X —{0,7,9,12,13}. Sendo assim, @
é circuito conforme em G, cuja orientagao em D(G) é par. Portanto, pelo Teorema 1.2.3,
D(G) nao é Pfaffiana, uma contradigao.

CAso 3 O grafo H tem precisamente dois vértices de contracao.

Dividiremos este caso em dois subcasos: (i) os vértices de contragao sao adjacentes em H
(ii) os vértices de contragao nao sao adjacentes em H.

CAsO 3.1 Os dois vértices de contragao de H sao adjacentes.

Lembremos que e = zpyp. Ajuste a notagao tal que H = (G —e){X — z}{Y — y},
9 € X, e yp € Y. Por hipotese, x e y sao adjacentes em H. Portanto, pelo Co-
rolario 2.5.6, podemos supor que x = 8 e y = 13, conforme ilustrado na Figura 5.4. Sejam
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C:=0(XUY), C:=CN0g(X) eCy:=CnNIg(Y). Ambos X e Y tém pelo menos
trés vértices. Portanto, | X UY | > 6. A presilha H é isomorfa ao grafo de Heawood
(a menos de arestas multiplas), logo possui quatorze vértices. Assim, G — X — Y tem
doze vértices. Sendo assim, pelo Lema 2.3.22, C' tem um emparelhamento de tamanho
trées. Como C' = C% UC}, um dentre C% e (% tem um emparelhamento de tamanho
dois. Ajuste a notagao de forma que C tenha um emparelhamento My de tamanho dois.
Seja M uma extensao de My a um emparelhamento perfeito de GG. Os vértices 7 e 9 sao
os Unicos extremos de arestas de C' fora de X, pois as demais arestas de 0z (X) possuem
um extremo em Y. Portanto, tanto 7 como 9 sao incidentes em arestas de M N C’% . Por
outro lado, 9(X) — e é justo em G — e. Entdo, pelo Corolario 2.3.17, a aresta e estd em
M e é a unica aresta de M N O(X) além das arestas com extremos em 7 e 9. Além disso,
como e € M, M NO(Y) tem precisamente trés arestas. Destas, somente e tem extremo
em X. Portanto, tanto 0 como 12 estao emparelhados por M com vértices de Y. Dessa
forma, M restrito a G| X UY U{0,7,9,12}] é emparelhamento perfeito deste grafo. Por
outro lado, V(Q) = V(G) — X =Y —{0,7,9,12}. Sendo assim, ) é circuito conforme em
G, cuja orientacao em D(G) é par. Portanto, pelo Teorema 1.2.3, D(G) nao é Pfaffiana,
uma contradigao.

CAsO 3.2 Os dois vértices de contragao de H nao sao adjacentes.

Lembremos que e = zyy. Ajuste a notagao de forma que H = (G —e){X — z}{Y — y},
9 € X, e yo € Y. Pelo Corolario 2.3.19, os vértices de contracao estao em partes
distintas da biparticao de H. Por hipdtese, x e y nao sao adjacentes. Portanto, pelo
Corolario 2.5.7, podemos ajustar a notagao de forma que z = 6 e y = 13, conforme
ilustrado na Figura 5.5. Seja M uma extensao de {e, (10,11)} a um emparelhamento
perfeito de G. Pelo Corolério 2.3.17, M tem precisamente trés arestas em (X ). Por outro
lado, é facil ver que N(X) — X = {yo,5,7,11}. No entanto, 11 estd emparelhado por M
com o vértice 10, fora de X. Entao, yo, 5 e 7 sdo precisamente os vértices de V(G) — X
emparelhados por M com vértices de X. Sendo assim, M' := M N E(G[X UN(X) — 11])
¢ emparelhamento perfeito de G[X U N(X) — 11]. Analogamente, seja N uma extensao
de {e, (4,5)} a um emparelhamento perfeito de G. Pelo mesmo argumento anterior, temos
que N := NN E(G[X UN(X) —5]) é emparelhamento perfeito de G| X U N(X) — 5].
Portanto, M’ @& N’ é subgrafo de G| X U N(X)]|. Além disso, 5 ¢ 11 s@o os tnicos vértices
de grau um em M’'@N’. Dessa forma, G[ X U N(X)] tem um caminho M’, N'-alternado P
cujos extremos sao 5 e 11. Note que M restrito a G[X U N(X)]—V(P) é emparelhamento
perfeito deste grafo.

Mostraremos agora que o circuito @1 := P - (11,10,9,4,5) é conforme em G. Vide
Figura 5.5. Ja vimos que G[ X U N(X)] — V(P) tem emparelhamento perfeito. Portanto,
para provarmos que ()7 é conforme em G, basta mostrar que G — V(@) — X — N(X)
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Figura 5.5: Caso 3.2: grafo (G, em negrito os conjuntos X e Y e o circuito ().
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Figura 5.6: Caso 3.2: grafo G, em negrito os conjuntos X e Y e o circuito )s.

tem emparelhamento perfeito. No entanto, G — V(Q1) — X — N(X) é igual ao grafo
G[(Y —yo) U{0,1,2,3,8,12}], como ilustrado na Figura 5.5. Definiremos agora um em-
parelhamento perfeito deste grafo. Seja M; uma extensao de {e, (0,1)} a um emparelha-
mento perfeito de G. Pelo Corolédrio 2.3.17, M; tem precisamente trés arestas em O(Y).
Por outro lado, é facil ver que N(Y) —Y = {x,0,8,12}. No entanto, 0 esta emparelhado
por M; com o vértice 1, fora de Y. Entao, zy, 8 e 12 sao precisamente os vértices de
V(G) — Y emparelhados por M com vértices de Y. Além disso, z( estd emparelhado por
M com yy. Sendo assim, M restrito a G[(Y — yo) U {0,1,2,3,8,12}] é emparelhamento
perfeito deste grafo. De fato, (); é conforme em G.

Mostraremos agora que o circuito Q2 := P-(11,10,1,2,3,4,5) é conforme em G. Vide
Figura 5.6. Ja vimos que G[X U N(X)] — V(P) tem emparelhamento perfeito. Portanto,
para provarmos que () é conforme em G, basta mostrar que G — V(Q2) — X — N(X)
tem emparelhamento perfeito. No entanto, G — V(@) — X — N(X) é igual ao grafo
G[(Y —1y0) U{0,8,9,12}], como ilustrado na Figura 5.6. Seja M; uma extensao de
{e,(8,9)} a um emparelhamento perfeito de GG. Pelo Corolario 2.3.17, M, tem preci-
samente trés arestas em J(Y'). Por outro lado, é facil ver que N(Y) =Y = {x,0,8, 12}.
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No entanto, 8 estd emparelhado por M, com o vértice 9, fora de Y. Entao, xg, 0 e 12 sao
precisamente os vértices de V(G)—Y emparelhados por M com vértices de Y. Além disso,
xo estd emparelhado por M com yy. Sendo assim, M, restrito a G[(Y — yo) U {0, 8,9, 12}]
é emparelhamento perfeito deste grafo. De fato, ()o é conforme em G.

Veremos agora que um dentre () e Q2 tem orientacao par em D(G). A restricao de
D(G) a H é bipartida orientada. Sendo assim, o caminho (5,4,9,10,11) tem orientacao
par. Como @1 = (5,4,9,10,11) - P, temos que a orientagao de @1 em D(G) é igual
a orientagdo de P. Analogamente, o caminho (5,4,3,2,1,10,11) tem orientacao impar.
Como @y = (5,4,3,2,1,10,11) - P, temos que a orientagao de Q3 em D(G) é diferente da
orientagao de P. Em resumo, a orientacao de () é distinta da orientagao de Q2 em D(G).
Sendo assim, um dentre ()7 e ()5 tem orientagao par. No entanto, vimos anteriormente
que tanto ()3 como )y sdo conformes em G. Entao, pelo Teorema 1.2.3, D(G) nao é
Pfaffiana, uma contradicao. De fato, o lema é valido. O



Capitulo 6

Heranca da Redutibilidade

Neste capitulo, mostraremos que se uma presilha H de G —e é redutivel, onde G é presilha
e e é uma aresta removivel de GG, entdo se (i) H tem no maximo um vértice de contragao,
ou se (ii) e é uma aresta magra, entdo G é redutivel se o Teorema Principal vale para todo
grafo com menos vértices do que G. Como conseqiiéncia disto, temos que, dado um spin
(G, e uma aresta magra e, toda presilha de G — e é irredutivel, sob a hipdtese de inducao
do Teorema Principal. O Lema da Heranca da Redutibilidade, que sera provado na secao
seguinte, foi enunciado anteriormente como Lema 4.1.4

6.1 Lema da Heranca da Redutibilidade

Relembremos a definicao de reducao. Seja G um grafo coberto por emparelhamentos com
biparticao {U, W}. Uma quadrupla Z de vértices de G reduz G se:

e 7 contém dois vértices em U e dois vértices em W, e
e (G — Z consiste de trés ou mais componentes conexas.

Uma presilha G é redutivel se alguma quadrupla de vértices de G reduz G, e é irredutivel
caso contrario. O seguinte lema foi enunciado no Capitulo 4.

LEMA 6.1.1 (LEMA DA HERANGA DA REDUTIBILIDADE)

Seja G um spin, e uma aresta de GG, e H uma presilha de G — e. Se o Teorema Principal
vale para todo grafo menor que G, e se (i) o grafo H tem no maximo um vértice de
contragao, ou se (ii) a aresta e é magra, entao H é irredutivel.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que o enunciado do lema é falso. Entao, po-

demos supor que o Teorema Principal vale para grafos menores do que G, e que uma
quadrupla Z de vértices de H reduz H. Logo, temos que H é uma (@, R)-soma de
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parcelas Hy, Hs, ..., H,, com n > 3, onde Q = (qo,q1,92,¢3:%), ¢ V(Q) = Z. Seja

Jp = H, —V(Q), para k = 1,2,...,n. Se necessario, uma parcela pode ser trocada por
duas ou mais de forma que J, seja conexo, para k = 1,2, ..., n. Portanto, podemos supor
que J é conexo, para k = 1,2,...,n. De acordo com o Teorema 3.2.1, H; é presilha

Pfaffiana, para i =1,2,... n.
A prova deste lema sera dividida em trés lemas. Cada um destes lemas contempla um
caso do Lema da Heranca da Redutibilidade. Os enunciados dos lemas sao os seguintes:

LEMA 6.1.2

Sejam G um spin, e uma aresta de GG, H uma presilha de G — e, e Z uma quadrupla de
vértices de H. Se Z nao contém vértices de contracao de H, e se o Teorema Principal
vale para presilhas menores do que G, entao Z nao reduz H.

COROLARIO 6.1.3

Sejam G um spin, e uma aresta GG, H uma presilha de G — e, e Z uma quadrupla de
vértices de H. Se Z contém precisamente um vértice de contracao de H, entao Z nao
reduz H.

LEMA 6.1.4

Sejam G um spin, e uma aresta de G, H uma presilha de G — e, e Z uma quadrupla
de vértices de H. Se Z contém dois vértices de contragao de H, a aresta e é magra, e o
Teorema Principal vale para todo grafo com menos vértices que GG, entao Z nao reduz H.

6.1.1 Z nao contém vértice de contracao de H
Analisaremos agora o caso em que Z nao contém vértice de contracao de H.

LEMA 6.1.5

Sejam G um spin, e uma aresta de GG, H uma presilha de G — e, e Z uma quadrupla de
vértices de H. Se Z nao contém vértices de contracao de H, e se o Teorema Principal
vale para presilhas menores do que G, entao Z nao reduz H.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que Z reduza H. Lembremos que, nesse caso, H é

uma (@, R)-soma de n > 3 presilhas Pfaffianas Hy, Hy, ..., H,, onde Q = (qo, 41, G2, 43, 90)
e V(Q) = Z. Além disso, J = H,, — V(Q) é conexo, para k = 1,2,...,n. Por hipétese,
o conjunto Z nao contém vértice de contragao.

Sejam xy e yo os extremos de e. A presilha H tem zero, um ou dois vértices de
contracao. Defina os conjuntos X e Y de vértices de G, e os vértices x e y de H, de modo
que H=(G—e){X —mzHY -y}, z0 e X, o €Y e
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e se H tem dois vértices de contracao entao tanto X quanto Y tem pelo menos trés
vértices;

e se H tem apenas um vértice de contracao, entao X tem pelo menos trés vértices,
Y ={yo} ey = vo;

e se H nao tem vértice de contracao, entao X = {xo}, v =29, Y = {y0} e ¥y = vo.

Para k = 1,2,...,n, podemos expandir de volta o(s) vértice(s) de contragao de H
pertencentes a J,, se houver, obtendo assim um grafo que denotaremos [;. Entao,
I, 15, ..., I, sdo as componentes conexas de G —e— Z. Os extremos de e nao estao ambos
em um mesmo [, sendo G — V(@) teria pelo menos trés componentes conexas. Sendo as-
sim, ajuste a notagao de forma que z esteja em I e yy em 3. Nesse caso, Jo = [,{X — =}
e J3 = I3{Y — y}. Seja H* a (Q,()-soma de Hy, Hs,..., H,. De acordo com o Teo-
rema 3.2.1, H* é Pfaffiano. Seja G* := G + R. Entao, H* = (G* —e){X — z}{Y — y}.
Pelo Corolario 2.3.19, se tanto x como y forem vértices de contragao, entao eles estao em
partes opostas da biparticao de H*. Portanto, pelo Lema 2.4.6, H* tem uma orientagao
Pfaffiana D(H*) na qual: (i)  é uma fonte se = for vértice de contragao, e (ii) y é um
sorvedouro se y for um vértice de contracao. Por outro lado, nenhuma aresta de R tem
extremo em X UY . Sendo assim, tanto (G* — e){X — T} = (G — ¢){X — T} como
(G*—e){Y =7} = (G —e){Y — 7}. Além disso, sabemos que G — e é Pfaffiano. Entdo,
(G* — €){X — 7} tem orientagao Pfaffiana Dz na qual 7 é sorvedouro. Analogamente,
(G*—e){Y — 7} tem orientacio Pfaffiana Dy na qual 7 é fonte. Seja D(G*—e) a extensio
de D(H*) unido com D; se z for vértice de contracao de H* e com Dy se y for vértice de
contracao de H* a uma orientagdo de G* —e. Pelo Teorema 2.4.7, D(G* — e) é orientagao
Pfaffiana de G* —e. Pelo Lema 2.4.9, D(G* — e) pode ser estendida a uma orientacao
D(G*) de G* cuja restrigao a G é Pfaffiana.

LEMA 6.1.6
A orientagao D(G*) é Pfaffiana.

Demonstracao: Seja My um emparelhamento perfeito de G — e, e s o sinal de My em

D(G*). Seja M um emparelhamento perfeito de G*. Provaremos que o sinal de M é
igual a s. Caso e nao pertenca a M, temos que M é emparelhamento perfeito de G* — e.
Nesse caso, como D(G*) restrita a G* — e é Pfaffiana, temos que o sinal de M é igual
a s. Portanto, podemos supor que e € M. Se M nao tem aresta em R, entao M é
emparelhamento perfeito de G. Nesse caso, como D(G*) restrita a G é Pfaffiana, o sinal
de M é igual a s.

Dessa forma, podemos supor que e € M e que MNR # (). Parak =1,2,...,n, 0
grafo I tem o mesmo nimero de vértices em cada parte de sua biparticao. Além disso, a
aresta e tem um extremo em [, e outro extremo em [3. Portanto, um vértice vy € V (I3)
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Figura 6.1: O emparelhamento M de G*, e o circuito C.

e um vértice v3 € V(I3) estdao emparelhados por M com vértices de @, e vy e v3 estao em
partes distintas da biparticao de G. Vide Figura 6.1. Ajuste a notacao de qg, q1, ¢2 € g3,
de forma que gav5 € q3v3 estejam em M. Como M tem aresta em R, temos que ¢oq; estd
em M. Seja N := M N E(H;) + g2g3 um emparelhamento perfeito de H; contendo ¢oq;
e ¢2q3. Seja N’ um emparelhamento perfeito de H; contendo ¢2q3 € ey, onde ¢y tem um
extremo em ¢q e outro em I;. Seja C' o circuito N, N'-alternado contendo ey. Como ¢aq3
estd em N N N’ temos que C nao tem aresta com extremo nem em ¢ nem em ¢z. Além
disso, M N E(H;y) + g2qg3 = N. Sendo assim, C' é M-alternado.

O conjunto M’ := M & E(C') é emparelhamento perfeito de G* que nao contém arestas
em R. Vejamos agora a orientagao de C' em D(G*). O circuito C' é um circuito conforme
em H;. Como H; é conforme em H*, temos que C' é conforme em H*. Além disso, D(H*)
é Pfaffiana. Portanto, C' tem orientagdo impar em D(H*). Por outro lado, D(H*) é a
restricao de D(G*) as arestas de H*, e C' também ¢ circuito de G*. Portanto, a orientacao
de C'em D(G*) é impar. Sendo assim, o sinal de M" em D(G*) é igual ao sinal de M. No
entanto, M’ nao tem aresta em R. Portanto, o sinal de M’ em D(G*) é igual a s. Dessa
forma, o sinal de M em D(G*) ¢é igual a s. Logo, D(G*) é orientagao Pfaffiana de G*. O

O grafo G* — V(Q) tem pelo menos duas componentes conexas: [; e a compo-
nente conexa contendo os vértices de Iy e I3. Sendo assim, G* é uma (Q,0)-soma de
Hy, Gy, Hy, ..., H,, onde Gy ¢é a restricao G*[V(I2) UV (I3) UV(Q)]. De acordo com o
Teorema 3.2.1, G35 é uma presilha Pfaffiana. Vide Figura 6.2.



6.1. Lema da Heranca da Redutibilidade 79

Q
X

q1

q2

\

q3

Figura 6.2: O grafo Gas.

Primeiramente, mostraremos que Go3 nao é planar. Suponha, por absurdo, que Gag
seja planar. Seja Gaz uma imersdo planar de Goz. Consideremos as pontes do circuito
@ em Goz —e. De acordo com o Corolario 2.3.15, Hp — qiv1 — ¢ir2 — Qir3 € conexo,
para k = 2,3 e i = 0,1,2,3. Portanto, existem arestas em (g3 de cada um dentre g,
q1 € @2 para vértices em I, e para vértices em I3. Vimos anteriormente que I, e I3 sao
conexos. Portanto, I, faz parte de uma ponte de ) em Ga3 — e que contém qy, ¢ € @o.
Analogamente, I3 faz parte de uma ponte de Q em Go3 — e que contém qg, ¢; € ¢go. Entao,
a ponte contendo [y cruza com a ponte contendo I3. Sendo assim, I em I3 estao em
regioes distintas de Go3 — e delimitadas por Q. No entanto, a aresta e tem um extremo
em I, e outro em I3. Portanto, e cruza com Q em Gas, uma contradicdo. De fato, G
nao é planar.

O grafo Ga3 contém o quadrilatero (). Portanto, Gz nao é isomorfo ao grafo de
Heawood, de acordo com o Lema 2.5.5. Pela definicao de (a3, este grafo tem menos
vértices do que G. Pela hipdtese deste lema que estamos a provar, o Teorema Principal
vale para (G3. Portanto, como Ga3 nao é o grafo de Heawood, (Go3 nao é um spin. Em
resumo, (o3 é uma presilha Pfaffiana nao planar e distinta do Heawood que nao é um
spin. Portanto, Gs3 é redutivel. Seja S uma quadrupla de vértices de Goz que reduz Gos.
Entao, Gy3 — S tem pelo menos trés componentes conexas.

Mostraremos agora que os vértices de () — S pertencem a uma mesma componente
conexa de Ga3 — S. Suponha, por absurdo, que um vértice v e um vértice v’ de QQ — S
estejam em componentes conexas distintas de Gaz — S. Sendo assim, () — S tem pelo
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Figura 6.3: O grafo (Go3, mostrado junto a componente conexa [y, e os vértice de S.

menos duas componentes conexas. Como () é um quadrilatero, temos que S contém
precisamente dois vértices em (), ambos na mesma parte da biparticao de Gaz. Ajuste
a notacao de forma que SNV (Q) = {q,q3}. Sendo assim, nossa tarefa se resume a
mostrar que existe caminho de gy a g em Ga3 — 5. Sabemos que ¢y e g2 tém vizinho em I,
eem [3. Além disso, I, e I3 sao conexos. Portanto, S contém vértice em I, senao existiria
um caminho de gy a ¢go em Ga3 — S passando por I,. Analogamente, I3 tem vértice em
S. Vide Figura 6.3. Temos dois casos a analisar: um dentre J, e J3 nao tem vértice de
contracao, ou ambos tém vértice de contragao.

CAsO 4 Um dentre Jy e J3 nao tem vértice de contragao.

Ajustando a notacao, suponha que J; nao tem vértice de contracao. Entao, S contém
precisamente trés vértices em Hs. Portanto, pelo Corolario 2.3.15, H3 — S é conexo.
Sendo assim, existe caminho de ¢y a ¢ em H3z — S. Por outro lado, J3 nao tem vértice
de contracao, ou seja Hy — S é subgrafo de Gy3 — S. Dessa forma, os vértices de Q — 5
estao numa mesma componente conexa de Goz — S.

CAso 5 Tanto Jo quanto Js tem vértice de contragao.

Seja {U, W} a biparticao de Gas, tal que ¢; € U. Seja {U’, W'} a biparticao de H* tal
que ¢; € U'. Ajuste a notacdo trocando Jy e J3 se necessario de forma que o vértice de
contracao y de J3 esteja em W'. Seja s3 o vértice de S em [I3. Suponha, inicialmente, que
s3 nao esteja em Y. Entao, H3— S é conexo, de acordo com o Corolario 2.3.15. De acordo
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Figura 6.4: O grafo Gz, mostrado junto a componente conexa [, os vértice de S e o
conjunto Y.

com o Corolério 2.2.3, I3[Y] é conexo. Portanto, ¢y e g2 sdo ligados em Gaz — S. Sendo
assim, podemos supor que o vértice de S em I3 esta em Y. Nesse caso, H3 — ¢ — g3 — y
é conexo, de acordo com o Corolério 2.3.15. Portanto, G's3 — S tem caminho de ¢ a go.
De fato, em todos os casos analisados chegamos a conclusao de que os vértices de Q — S
pertencem a uma mesma componente conexa de Gaz — S.

Sejam L; e L, duas componentes conexas de Go3 — S que nao contém vértices em
Q—S. O grafo G* — S tem pelo menos trés componentes conexas: Ly, Lo e a componente
contendo os vértice de I;. Nesse caso, tanto G* como G sao redutiveis, uma contradi¢ao.
De fato, o lema é vélido. O

6.1.2 7 contém precisamente um vértice de contracao de H

Provaremos a seguir um lema que implica o caso em que Z contém precisamente um
vértice de contracao em H. Faremos isto pois este resultado mais forte serd usado na
prova do Lema da Nao Planaridade das Contracoes.

LEMA 6.1.7

Sejam G uma presilha Pfaffiana irredutivel, e = xyy, uma aresta de G, e C' := Jg(X) um
corte nao trivial de G, com C —e justo em G —e, e xg € X. Sejam H := (G — e){X — T},
e {U, W} a biparticao de H. Seja Z C V(H), talqueT € Z, e |ZNU|=2=|ZNW|.
Seja H* o grafo bipartido obtido de H pela adi¢ao de arestas com ambos os extremos em
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Z, de forma que H*[Z] seja um quadrilatero. Suponha que H* é Pfaffiano e H — Z tenha
emparelhamento perfeito. Seja ¢ o nimero de componentes conexas de H — Z. Entao,
¢ < 2, com igualdade somente se e nao incide em vértice de Z.

COROLARIO 6.1.8
Sejam G um spin, e uma aresta GG, H uma presilha de G — e, e Z uma quadrupla de

vértices de H. Se Z contém precisamente um vértice de contracao de H, entao Z nao
reduz H.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que Z reduza H. Lembremos que, nesse caso, H é
uma (@), R)-soma de n > 3 presilhas Pfaffianas Hy, Hy, ..., H,, onde Q = (qo, ¢1, G2, g3, Qo)
e V(Q) = Z. Além disso, J, = H, — V(Q) é conexo, para k = 1,2,...,n. Seja H*
a (Q,0)-soma de Jy,Js,...,J,. De acordo com o Teorema 3.2.1, H* é uma presilha
Pfaffiana.

Tenha H um ou dois vértices de contragao, G tem um corte D := 9(Y") (possivelmente
trivial), com Y C X, tal que D —e é justoem G—e¢, e H = (G—e){X — T}HY — y}. Por
hipotese, T é o inico vértice de contracao de H em Z. Portanto, se y é vértice de contracao,

y nao pertence a Z. Se y nao é vértice de contragao (Y é trivial), podemos ajustar a
notacio de forma que y nio pertenca a Z. A (D — e)-contragao J := (G — e){Y — 7}
de G — e é Pfaffiana e coberta por emparelhamentos, pois D — e é justo em G — e. Seja
L := (G —e){X — T}. Note que H e .J sao as duas (D — e)-contracoes de L. Como
y nao pertence a Z, temos que Z é um subconjunto dos vértices de L. Seja L* o grafo
bipartido obtido de L pela adi¢ao de arestas com ambos os extremos em 7, de forma que
L*[Z] seja um quadrildtero. As duas (D — e)-contracoes de L* sao H* e J. Portanto,
L* é Pfaffiano, de acordo com o Teorema 2.4.7. Como H ¢é presilha, o grafo H — Z tem
emparelhamento perfeito, de acordo com o Teorema 2.3.8. Seja M um emparelhamento
perfeito de H — Z. Seja f a aresta de M incidente em y. Seja N um emparelhamento
perfeito de J contendo f. Entao, M U N é um emparelhamento perfeito de L — Z. Em
resumo, L = (G—e){X — T}, L* é Pfaffiano e L—Z tem emparelhamento perfeito. Sendo
assim, de acordo com o Lema 6.1.7, L — Z tem no maximo duas componentes conexas.
O grafo H — Z pode ser obtido de L — Z pela contracao de Y a um vértice. Portanto,
H — 7 tem no maximo tantas componentes conexas quanto L — Z. Sendo assim, H — 7
tem no maximo duas componentes conexas, em contradi¢ao a hipdtese de absurdo de que
Z reduz H. De fato, Z nao reduz H no caso em que Z tem precisamente um vértice de
contracao de H. O

Demonstracao do Lema 6.1.7: Suponha, por absurdo, que Z contenha precisamente um
vértice de contragao de H e que ou (i) Z reduza H, ou (ii) e incida em vértice de Z e H—Z7
seja desconexo. Sejam Ji, s, ..., J,, com n > 2, as componentes conexas de H — Z. Se
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xo pertence a J;, para algum i € {1,2,...,n}, entdo n > 3. Sendo assim, ajuste a notagao
de forma que zy nao pertenca a .J; nem a Jo. A seguir, provaremos a Proposicao 6.1.9
que mostra que precisamente um vértice de X ¢é adjacente a vértices de V (Jy) UV (Jy),
e que este vértice estd em X ,. Seja v este vértice, e seja {qi, ¢, @3} = Z — 7. Entao,
G — {v,q1,q2,q3} tem pelo menos trés componentes conexas: Ji, Jo e a componente
contendo X — v. Sendo assim, G é redutivel, uma contradicao. De fato, o Lema 6.1.7 é
valido.

Figura 6.5: Grafo G no caso em que T é o inico vértice de contracao da quadrupla redutora
V(Q) de H.

PROPOSICAO 6.1.9
O conjunto X tem somente um vértice adjacente a vértices em V(J) UV (Jy), e este
vértice estda em X ...

Demonstracdo: Seja f uma aresta que liga X a V(J1)UV(Jy). Como V(J;)UV(Jy)
esta em X, temos que f estd em C. Pelo ajuste de notacao anterior, xo nao pertence a
V(J1) UV (Jy). Portanto, f estd em C' —e. Como C — e é justo em G — e, o extremo de
fem X estd em X . Este argumento vale para toda aresta que liga X a V (J;) UV (Jy).
Suponha, por absurdo, que X tenha pelo menos dois vértices adjacentes a vértices de
V(J1) UV (Jy). Chegaremos a uma contradigdo a hipétese de que G ¢é Pfaffiano. Seja
{t1,92,q3} = Z — 7. Pelo Corolario 2.3.13, G — {q1, q2, g3} é conexo. Portanto, existe
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vértice v; de X adjacente a vértice de .J;, para i = 1,2 (possivelmente v; = v;). Se
U1 = U9, entdo, pela hipdtese de absurdo adotada, existe vértice v’ distinto de vy = vy
adjacente a vértice de V(J;) UV (J2). Nesse caso, ajuste a notacao de forma que v’ seja
adjacente a vértice de Jy, e defina v' como o novo vy. Em resumo, podemos ajustar a
notacao de forma que v # vq, € que v; seja adjacente a vértice de J;, para i = 1, 2.

Sejam G’ := G+ v1q1 +v1q3 +v2q1 + V273, € C' = 0 (X). Seja H' := (G’ —e){X — T}
uma das (C’'—e)-contracoes de G'—e. Seja Q) := (T, q1, G2, g3, T) quadrilatero formado pelos
vértices de Z tal que H+ E(Q) = H* seja bipartido. Cada aresta de {v1q1, v1q3, U2¢1, U2q3 }
tem em H' os extremos T e ¢;, para algum i € {1,3}. Ou seja, as arestas adicionadas
sao multiplas de arestas de F(Q). Por hipdtese, H* = H + E(Q) é Pfaffiano. Portanto,
H'+ E(Q) e H' sdo Pfaffianos. Seja (G'—e){X — z} a outra (C’' —e)-contragao de G’ —e.
Cada aresta de {v1q1, v1¢3, V2q1, v2q3} tem em (G' — e){X — z} os extremos z e v;, para
algum i € {1,2}. O vértice v; é adjacente a vértice de J;, parai = 1,2. Como V (J;) C X,
temos que v e vax estao em (G — e){X — x}. Portanto, (G’ —e){X — z} ¢ igual a
(G — e){X — =z}, a menos de arestas multiplas. Como (G — e){X — x} é Pfaffiano,
(G" — e){X — =z} é Pfaffiano. Sendo assim, ambas as (C’" — e)-contragoes de G’ — e sao
Pfaffianas.

Sendo assim, pelo Lema 2.4.6, H' tem uma orientagao Pfaffiana D(H’) na qual T é um
sorvedouro. Analogamente, (G’ — e¢){X — x} tem uma orientacao Pfaffiana na qual z é
uma fonte. Entao, pelo Teorema 2.4.7, a extensao D(G' — e) dessas orientagoes a G’ — e
é Pfaffiana. Pelo Lema 2.4.9, D(G’ — e) pode ser estendida a uma orientacdo D(G’) de
G’ cuja restricao a G é Pfaffiana. Pelo Teorema 2.4.3, D(H') pode ser estendida a uma
orientagao D(H*) Pfaffiana de H* = H' + E(Q). Seja s o sinal de todo emparelhamento
perfeito de G — e em D(G’). A seguir, mostraremos um emparelhamento perfeito de G
que tem sinal —s em D(G), em contradi¢do a conclusao de que D(G) é Pfaffiana.

Seja M a extensao de {v1qi,v2q3} a um emparelhamento perfeito de G'. Sejam
Q' = (v1,q1,v2,q3,v1), € M' := M @& E(Q"). O circuito ' tem quatro arestas e estéd
inteiramente contido no corte ¢’ —e. Como C" — e ¢ orientado em D(G'), a orientacao
de @' é par em D(G'). Portanto, um dentre M e M’ tem sinal —s em D(G’). Ajuste a
notacao de ¢; e g3 de forma que M tenha sinal —s em D(G’).

Mostraremos a seguir que M nao tem aresta em Jg/(V(.J;)), para i = 1,2. Pelo
Corolario 2.3.17, as arestas e, v1q; € v3q3 sao as tUnicas arestas de C’ em M. Portanto,
T, q1 € @3 Sao os tnicos vértices de X emparelhados por M com vértices de X. Seja
T := (V(Q) —7T)UX. Note que H—Z éigual a G—T. Se 1y = qo, entdo nenhuma aresta
de M estd em Og(J;), para i = 1,2, pois os vértices de T' somente estdo emparelhados
entre si em M. Sendo assim, podemos supor que xy é distinto de ¢s. Entao, temos que
xo estd em uma componente conexa K de G — T'. Por hipdtese, toda componente conexa
de G — T = H — Z tem emparelhamento perfeito. Seja {U’, W’} a biparticao de G tal



6.1. Lema da Heranca da Redutibilidade 85

que g € U'. Entao, K tem o mesmo numero de vértices em U’ e em W’'. Sendo assim,
como xg € U’, um vértice w em W’ de K esta emparelhado por M com vértice de fora
de K. Entao, w esta emparelhado por M com vértice de T'. No entanto, w nao é um dos
trés vértices (o, q1 e q3) emparelhados por M com vértice de X. Além disso, qi, g3 e w
estao na mesma parte da biparticao de GG. Portanto, gsw; esta em M. Sendo assim, os
vértices T estao emparelhados por M somente com vértices de T'U V(K. Pelo ajuste de
notacao anterior, J; e J; sao distintos de K. Portanto, temos que nenhuma aresta de M
estd em Og/(J;), para i = 1,2.

Encontraremos agora um circuito M-alternado ()7 contendo v;¢; inteiramente contido
em G'[V(J;) +v1 + q1], cuja orientagdo em D(G') é fmpar. Seja w; um vértice de J;
adjacente a vy. Seja M; uma extensao de {viwy, gzv2} a um emparelhamento perfeito de
G'. Como M, tem duas arestas em C’ — ¢, a aresta e estd em M,;. Pelo Corolério 2.3.17,
xo, Wy € 3 sdo os Unicos vértices de X emparelhados por M; com vértices de X. Pelo
ajuste de notacao inicial, temos que zy nao esta em .J;. No entanto, sabemos que J; tem
o mesmo numero de vértices em U’ e em W' Portanto, existe um vértice u; em U’ de J;
emparelhado por M; a um vértice de T — X em W', ou seja a um dentre ¢; e ¢g5. Como
q3vo estd em My, temos que qiuq estd em M. Entao, ¢; é o tnico vértice em W fora
de J; emparelhado por M; com vértice de J;. Sendo assim, {vywq,ui1q;} é o conjunto de
arestas de My em Og (V (Jy).

Por hipdtese, cada componente conexa .J; de H — Z tem emparelhamento perfeito.
Seja M (J;) um emparelhamento perfeito de uma componente J;. Defina N; como sendo
MiNE(G V(L) + v+ a)) + g + Uy M(J;), um emparelhamento perfeito do grafo
H'+ E(Q). Defina N como sendo M N E(G'[V(J1) +v1 + a1]) + 205 + Uy M(J;), um
emparelhamento perfeito de H' + E(Q). Seja ()1 o circuito Ny, N-alternado que contém
v1q1. Sendo assim, (); é conforme em H' + F(Q). Lembremos que D(H*) foi definido
como uma orientacao Pfaffiana de H' + E(Q) que estende D(H'). Portanto, a orientagao
de Q1 em D(H*) é impar. Além disso, ()1 nao contém aresta do conjunto {q¢z, ¢2qs},
que é o conjunto de arestas que estdo em F(()), mas nao necessariamente estao em
E(H'"). Portanto, a orientagao de ()7 é impar em D(H’), orientacao Pfaffiana de H'. No
entanto, D(H') é uma restrigao de D(G’). Assim, a orientagao de Q1 em D(G’) é impar,
e os unicos vértices de )1 fora de J; sao vy e ¢;. Entao, como )y é N-alternado, e N
contém a restricao de M as arestas de G'[V (J;) +v1 + ¢1], temos que )1 é M-alternado.
Portanto, )1 é conforme em G’ e sua orientagao é impar em D(G"). Dessa forma, o sinal
de M" := M & E(Q1) em D(G") é igual ao sinal de M, que é igual a —s. Analogamente,
existe um circuito M-alternado ()5 cujos vértices fora de Jy sao vy e g3, e cuja orientagao
em D(G") é fmpar. Como V(Q1) C V(J1) +v1 + qi, e V(Q2) € V(J2) + v2 + g3, temos
que V(Q1) NV (Qq) = 0. Portanto, M" := M’ ® E(Q,) é emparelhamento perfeito de G’
cujo sinal é —s em D(G'). No entanto, nenhuma aresta de {viq;, v1q3, V2q3, U2q1 } estd em



6.1. Lema da Heranca da Redutibilidade 86

M". Portanto, M" é um emparelhamento perfeito de G, cujo sinal em D(G’), e portanto
em D(G), é —s. Mas, G — e tem emparelhamento perfeito com sinal s em D(G). Isto é
uma contradi¢io & conclusao anterior de que D(G) é Pfaffiana. De fato, X tem somente
um vértice adjacente a vértices de J; e Jy, e este vértice estd em X . O

O

6.1.3 Z contém dois vértices de contracao de H

A afirmacao do Lema a seguir é vélida mesmo quando é relaxada a restricao da aresta
e ser magra. No entanto, este resultado foi omitido pois a prova do Teorema Principal
é possivel somente com esta versao restrita do Lema, e a prova para esta versao € mais
simples.

LEMA 6.1.10

Seja G' um spin, e uma aresta magra de GG, H uma presilha de G — e, e Z uma quadrupla
de vértices de H contendo dois vértices de contracao de H. Se o Teorema Principal vale
para todo grafo menor que GG, entao Z nao reduz H.

Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que Z reduza H. Lembremos que, nesse caso,
H é uma (Q, R)-soma de n > 3 presilhas Pfaffianas Hy, Ho, ..., H,, onde @ é o circuito
(G0, q1,92,93,q0) € V(Q) = Z. Além disso, J, = Hy — V(Q) é conexo, para k =1,2,... n.
Por hipétese, o conjunto Z tem dois vértices de contracao, digamos x e y. De acordo com

o Corolario 2.3.19, x e y estao em partes distintas da biparticao de H. Ajuste a notacao
de forma que x = ¢1 e y = qo. Assim, Q = (qo,,¥,q3,q). Parai=0,1,2,3, seja

Q) = {q:}, se ¢ ndo é vértice de contragao de H (i =0, 3)
"7 | o conjunto de vértices de GG contraidos no vértice ¢; em H, c. c. (i = 1,2).

DEFINIGAO 6.1.11
Sejam v; € Q;, e v;v1 € Q;11, onde os indices sao tomados médulo quatro, e k um inteiro,
1 < k <n tais que:

e v; é ligado por uma aresta e; de G a um vértice w; de Jy;
e v, € ligado por uma aresta e; 1 de G' a um vértice w; 1 de Jy.

Vide Figura 6.6. Se H; tem um emparelhamento perfeito que contém e;, e;11, € a
aresta @;12q;+3 de ), entao diz-se que v; e v;y, sao Hy-conexos. Representa-se por
V; 5 v;i11.Estendemos esta definicao para o caso em que v; e v;11 sao adjacentes em
G. Nesse caso, dizemos que v; e v;;1 sao Hy-conexos para todo k.
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Figura 6.6: O grafo G' e em negrito as arestas de um emparelhamento perfeito de H; que
define que v; e vy sao Hj-conexos.

Como a aresta e é magra em G, temos que ()1 consiste de trés vértices, digamos x,
Ty e xa, e (Jo consiste de trés vértices, digamos 1y, Y1 € Yo, onde xy € Yo sao os extremos
de e. Além disso, Qg e ()3 sao unitarios.

NOTAGAO 6.1.12
Chamaremos de T' o conjunto | Q;.

DEFINIGAO 6.1.13
Seja G* a presilha obtida de G pela adigao das arestas em

A= {uw : Elj,urzdw;u,wEUQi}—E(G).

DEFINIGAO 6.1.14
Dizemos que uma aresta f = v;v;11 de E(G*) tem cor k se v; L Vig1.

Definiremos a seguir uma orientagao para G* que restrita tanto a G como a G* — ¢ é
Pfaffiana. Para tanto, mostraremos que (G* —e){Q; — 2}{Qs — y}, (G*—e){Q, — T} e
(G* —e){Q2 — ¥} sao Pfaffianos. O conjunto {7} é a parte minoritdria de Q1, e {yo} é a
parte minoritaria de (3. Os vértices xg e yg nao tém vizinhos em Ji, para k =1,2,... n.
Portanto, nenhuma aresta de A incide nem em xy nem em y,. Entao, como tanto ()
como () sao praias de cortes justos de G — e, tanto )7 como ()5 sao praias de cortes
justos de G* — e. Sendo assim, a aresta e também é magra em G* — e, e de indice 2.
Além disso, a presilha interna de G* — e é isomorfa, a menos de arestas multiplas, a
H+ R. Seja H* a (Q,())-soma de Hy, Hs, ..., H,. De acordo com o Teorema 3.2.1, H*



6.1. Lema da Heranca da Redutibilidade 88

é presilha Pfaffiana. Note que H* = H + R, e que H* = (G* — e){Q1 — z}{Q2 — y}.
Além disso, (G* —e){Q; — T} e (G* — €){Q2 — ¥} também sdo Pfaffianos. Entdo, pelo
Lema 2.4.6, H* tem uma orientacao Pfaffiana D(H*) na qual x é fonte e y é sorvedouro.
Por este mesmo lema, (G* — ¢){Q; — T} tem uma orientacio Pfaffiana na qual T é
sorvedouro. Analogamente, (G* — €){Q, — 7} tem uma orientacio Pfaffiana na qual 7 ¢
fonte. Portanto, pelo Teorema 2.4.7, G* — e tem uma orientagao Pfaffiana D(G* — e) tal
que @ ¢ uma fonte de 9(Q1) e Q2 um sorvedouro de J(Q)2). Pelo Lema 2.4.9, D(G* — e)
pode ser estendida a uma orientagdo D(G*) de G* cuja restricado D(G) a G é Pfaffiana.
Além disso, x ¢ fonte e y é sorvedouro na restrigao de D(G*) a H*.

A restrigdo de D(G*) a G* — e é Pfaffiana. Seja s* o sinal em D(G*) dos emparelha-
mentos perfeitos de G* — e. A restricdo de D(G*) a G também é Pfaffiana. Seja s o sinal
em D(G*) dos emparelhamentos perfeitos de G. Todo emparelhamento perfeito de G — e
é um emparelhamento perfeito tanto de G* — e quanto de G. Portanto, s* = s.

LEMA 6.1.15
Seja v; € Q; um vértice adjacente a vértice de Jy,. Entao, existe um vértice v;y 1 € Qiy1,
adjacente a vértice de Jy, tal que v; e v;;1 sao Hy-conexos.

Demonstracao: Como, por hipdtese, v; é adjacente a vértice de .Ji, existe uma aresta e;

com um extremo v; e outro extremo em J,,. Em Hy, a aresta e; incide em ¢;. Como Hj, é
uma presilha, todo par de arestas nao adjacentes de Hj pertence a um emparelhamento
perfeito. Seja M, um emparelhamento perfeito de Hj contendo as arestas e; e ¢;12Giss3-
Seja e; 11 a aresta de M incidente em ¢;11. Uma simples contagem nos mostra que e;1

liga v;11 a um vértice de Ji. Entao, v; e v;11 sao Hy-conexos. O
LEMA 6.1.16
Para 1 = 0,1,2,3 e para k = 1,2,...,n, o conjunto (); contém um vértice adjacente a

vértice de Jy,.

Demonstracao: O grafo Hy é uma presilha, em que ) é um quadrilatero. Entao, pelo

Corolario 2.3.15, Hy, — (V(Q) — ¢;) é conexo, para i = 0, 1,2,3. Logo, ¢; é adjacente em
Hy, a vértice em J,. Entao, algum vértice de @); é adjacente em G a vértice em .Jj. a

LEMA 6.1.17
Para i = 0,1,2,3, todo vértice de Qi é adjacente em G* a algum vértice de Q;_, e a
algum vértice de Q;11.

Demonstragio: Seja v um vértice de ;. Suponhamos, inicialmente, que v seja adjacente
em G a vértices em V(G) —T. Seja k, 1 < k < n tal que v é adjacente a vértice de Jj.

Entao, pelo Lema 6.1.15, v é Hi-conexo a algum vértice w de Q;11. Logo, em G*, v e w
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sao adjacentes. Analogamente, pode-se mostrar que se v é adjacente em G a vértices de
em V(G) — T, entao v é adjacente em G* a vértice de @Q;_;.

Vamos considerar agora o caso em que v nao é adjacente em G a nenhum vértice
em V(G) —T. Como @y e @3 sdo unitérios, entdao ¢ = 1 ou ¢ = 2, pelo Lema 6.1.16.
O grafo G* é presilha. Portanto, o vértice v tem trés ou mais vizinhos em G*. Por
outro lado, dado que N(v) C T, temos que N(v) C {xo,qo,y1,y2}. Sendo assim, v é
necessariamente adjacente a um vértice de Q5. Por outro lado, G* —y; — yo — x5 € conexo,
pelo Corolario 2.3.15. Portanto, z; é adjacente a qo, caso contrario G*[{z1, xo, yo}| seria

uma das duas ou mais componentes conexas de G* — y; — yo — x5, contradigao. O
LEMA 6.1.18
Parai=0,1,2,3, v um vértice de Q, w um vértice de Q;,, e para k =1,2,...,n, pelo

menos um dentre v e w é adjacente a vértice de V(G) —T — V(Jy).

Demonstracao: Por absurdo. Suponha que nem v nem w é adjacente a vértices de
V(G) =T —V(Jg). Ajuste a notacao de forma que k£ = 3. Entdo, nenhum vértice de
Ji, nem de Jp, é adjacente a v nem a w. Assim, o conjunto Z’ := (|JQ;) —v — w consiste

de quatro vértices, e G— 7' tem trés ou mais componentes conexas: Ji, Jy € a componente
conexa que contém v. Ademais, seja {U, W} a biparticao de G. Metade dos vértices de
U@ estao em U, a outra metade em W. Os vértices v e w pertencem a partes distintas
de {U,W}. Assim, Z’' contém dois vértices em U e dois vértices em W. Logo, Z’ reduz
G, contradigao. O

LEMA 6.1.19 (LEMA DA DESCARGA)
Seja f uma aresta de A de cor k. Seja M um emparelhamento perfeito de G* contendo
f, tal que M NIV (Jy)) = 0. Entao, G* tem um emparelhamento perfeito M' tal que:

e M'NA=(MnNA)—f;
o M'No(V(Jy)) = MnoV(Jy)), para todo ¢ distinto de k;
e o sinal de M' é igual ao sinal de M em D(G*).

Demonstracao: Sejam v; e v;11 os extremos de f. Ajuste a notagao de forma que v; € Q; e
Vir1 € Qip1. Por hipdtese, M NA(V(Jx)) = 0, e portanto M N E(Jy) é emparelhamento
perfeito de Jy. Assim, N := M N E(Jy) + ¢i¢iv1 + Gir2qirs é emparelhamento perfeito de

Hj.. Como f tem cor k e pertence a A, entao existem arestas e; e e;11, que em G ligam,
respectivamente, v; e v;11 a vértice em Ji, e que pertencem, juntamente com @;y2¢q; 13, a
um emparelhamento perfeito N’ de Hjy. Entao, (e;, qi¢iy1,€i+1) é parte de um circuito
N, N'-alternado @'. Como ¢;12¢G;+3 pertence a N N N’ temos que @' tem seus vértices
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em V(Jx) + ¢ + gir1. Além disso, e; e e;41 incidem em G* em v; e v;,1, respectivamente.
Portanto, Q* := Q" — ¢;qix1 + f é circuito M-alternado de G*, inteiramente contido em
G*[V (Jk) + v; + via].

Seja M’ := M @ E(Q*). A validade das duas primeiras propriedades no enunciado
do lema seguem imediatamente. Para completar a demonstragao, resta mostrar que a
orientagao de @* em D(G*) é impar. O grafo Hy é conforme em H*. Dado que D(H*) é
Pfaffiana, segue que sua restricao D(Hy) a Hj, é Pfaffiana. Assim, a orientagao do circuito
Q' em D(Hj) é impar. Logo, sua orientagao em D(H*) também é impar. Por outro lado,
D(H*) é restricao de D(G*) a H*. Além disso, a aresta f em D(G*) sai de v; e entra
em v;41 se e somente se a aresta ¢;q;.1 em D(H*) sai de ¢; e entra em ¢;1. Assim, a
orientagao de @* em D(G*) é igual a orientagao de )" em D(H*). De fato, a orientagao
de Q* ¢é impar em D(G*). O

LEMA 6.1.20 (LEMA DA CARGA)
Seja M um emparelhamento perfeito de G* tal que |M NO(V(Jy))| = 2. Entao, G* tem
um emparelhamento perfeito M’ tal que:

o M'NI(V(Jy)) =0;
o M'NI(V(J;)) = MNI(V(J;)), para todo j # k;
e o sinal de M’ é igual ao sinal de M em D(G”).

Demonstragao: Sejam e; e e; as arestas de M em O(V (Jy)), v; € Q; e v; € Q;, respectiva-

mente, seus extremos fora de V' (J;). Entao, j =i+ 1 ou j =i — 1. Ajuste a notacao de
forma que j = i + 1. No grafo Hy, o conjunto N := (M N E(Jy)) U{e;, i1, Giragirs} €
um emparelhamento perfeito. Logo, v; e v;11 sao Hi-conexos. Seja f a aresta de G* cujos
extremos sao v; e v;11. Em Hy, a aresta f tem os extremos ¢; e gi11. Seja N’ a extensao
de {f, ¢i12qi+3} a um emparelhamento perfeito de Hy. Entao, f pertence a um circuito
N, N'-alternado @’. Como ¢;,2q;+3 pertence a N NN’ temos que )’ tem seus vértices
em V(Jy)+ ¢ + ¢ir1. Sendo assim, as arestas de ()’ induzem um circuito M-alternado Q*
em G*, cujos vértices estao em V(Ji) + v; + vi41.

Seja M' := M @& E(Q*). A validade das duas primeiras propriedades no enunciado
do lema seguem imediatamente. Para completar a demonstragao, resta mostrar que a
orientagao de Q* em D(G*) é impar. O grafo Hy é conforme em H*. Dado que D(H*) é
Pfaffiana, segue que sua restricao D(Hy) a Hj, é Pfaffiana. Assim, a orientagao do circuito
Q' em D(Hj) é impar. Logo, sua orientagdo em D(H*) também é impar. Por outro lado,
D(H™*) é restricao de D(G*) a H*. Além disso, a aresta f em D(G*) sai de v; e entra em
vip1 se e somente se f em D(H*) sai de ¢; e entra em ¢;,1. Assim, a orientacao de Q*
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em D(G*) é igual a orientacao de " em D(H*). De fato, a orientagao de Q* em D(G*)
¢é fmpar. O

A seguir, provaremos um resultado que tem importancia fundamental para a prova
deste caso do Lema da Heranca da Redutibilidade.

LEMA 6.1.21
Em G* nao existem duas arestas adjacentes que ligam vértice de ()1 a vértice de ()5.

Demonstracao: Por absurdo. Suponhamos que existam tais arestas. Ajuste a notagao

de forma que x; seja adjacente em G* tanto a y; quanto a y,. Vide Figura 6.7. Pelo
Lema 6.1.17, y; e yo sao ambos adjacentes a ¢3. Para &k = 1,2,...,n, seja My um
emparelhamento perfeito de Ji,. O conjunto (|J, My) U {e, gox2} pode ser estendido a um
emparelhamento perfeito de G* de duas maneiras: ou acrescentamos as arestas Ty, € y2qs3
ou acrescentamos as arestas x1ys € y1q3, obtendo, respectivamente, M e M’. Por definicao
de D(G™), o corte O(Q)2) é orientado. Portanto, o quadrilatero gerado por x1, y1, y2 € g3
tem orientacao par. Os emparelhamentos M e M’ tém sinais distintos. Ajuste a notagao
de forma que M tenha sinal —s, onde s é o sinal comum em D(G*) dos emparelhamentos
perfeitos tanto de G quanto de G* — e.

qo
Q
xy
M
Y1 Q 5
qs3

Figura 6.7: ITlustragao da demonstragao do Lema 6.1.21. As arestas duplas sao de M.

Vamos obter uma contradigao mostrando que o sinal de M é s. Para tanto, vamos
mostrar que é possivel atribuir trés cores distintas, dentre suas cores, para as trés arestas
o2, T1y1 € y2q3. De fato, suponhamos que seja possivel atribuir as trés cores. Pelo
Lema da Descarga 6.1.19 aplicado as arestas dentre qoxo, £1Y1 € y2q3 que pertencerem a
A, o sinal de M em D(G*) é igual ao sinal de um emparelhamento M’ de G* que nao
tem aresta em A. Nesse caso, M’ é emparelhamento de G. Entao, o sinal de M’ em
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D(G*) é igual a s, o sinal de todo emparelhamento perfeito de G em D(G*). Logo, M
também tem sinal s em D(G*), uma contradi¢ao. A demonstragao do lema se reduz assim
a demonstracao da possibilidade de atribuicao de trés cores distintas, dentre suas cores,
as arestas qora, T1Y1 € Yaqs.

Vamos inicialmente mostrar que a aresta gors tem uma cor ¢y e a aresta x;y; tem
uma cor ¢; tais que ¢g # ¢1. Esta afirmagao é certamente verdadeira se uma das arestas
tem mais de uma cor. Em particular, isto ocorre se uma das arestas pertence a G.
Suponhamos portanto que goro tenha apenas uma cor ¢y. Pelo Lema 6.1.15, y, nao é
adjacente a nenhum vértice em Jy, para todo k # ¢q. Pelo Lema 6.1.18 aplicado a x5 e a
Y1, existe um k distinto de ¢q tal que y; é adjacente a vértice em J. Pelo Lema 6.1.15, 1,
é Hjp-conexo a x1 ou a xs e este vértice deve ser adjacente a vértice em J,. Mas x5 nao é
adjacente a vértice de Ji. Logo, z1 i y1, com k distinto de ¢y. De fato, a afirmacao vale
com ¢; = k. Analogamente, a aresta x;y; tem uma cor c’1 e a aresta y.¢s tem uma cor 0’2
tais que ¢| # d.

Ajuste a notagao de forma que ¢; =1 e ¢, = 2. Se qoz5 tiver cor fora de {1, 2}, entao
a atribuicao das trés cores pode ser feita. Podemos entao supor que ¢pxs nao tem cor
fora de {1,2}. A seguir, analisaremos dois casos. Em ambos mostraremos que é possivel
atribuir as trés cores distintas para qors, £1y1 € Y2q3, provando assim o lema.

CASO 1 A aresta qors tem cor 2, a mesma cor de ysqs.

Se um dentre goxs € yoq3 tiver cor fora de {1,2}, entao a atribuigao das trés cores pode
ser feita. Podemos entdo supor que nem ¢oro nem ysq3 tem cor fora de {1,2}. Pelo
Lema 6.1.15, nem xo nem ys é adjacente a vértice de Ji, para k fora de {1,2}. Portanto,
pelo Lema 6.1.16, x; é adjacente a vértice de J3. Entao, pelo Lema 6.1.15, x; A e
y1 € adjacente a vértice de J3. Mas, pelo Lema 6.1.18, pelo menos um dentre x5 e s
é adjacente a vértice de Jj, para algum k # 2. Concluimos que um desses vértices é
adjacente a J;. Portanto, pelo Lema 6.1.15, uma das arestas gpxs € 12q3 tem também a
cor 1. Novamente, as trés cores distintas podem ser atribuidas, pois zyy; tem cor 3, um
dentre gors € y2q3 tem cor 1, e o outro cor 2.

CASO 2 A aresta qyrs tem cor 1.

Sabemos que ¢pzy nao tem cor fora de {1,2}. Além disso, o caso anterior nao se aplica.
Portanto, podemos supor que ggrs tem apenas a cor 1. Pelo Lema 6.1.15, o vértice xs
nao ¢é adjacente a nenhum vértice de Jy, para k # 1. Pelo Lema 6.1.18 aplicado a x5
e 1, existe ¢ distinto de 1 tal que y; é adjacente a vértice em J.. Pelo Lema 6.1.15,
a aresta x1y; tem cor ¢, e x1 é adjacente a vértice de J.. Se ¢ for distinto de 2, entao
pode-se atribuir as trés cores distintas. Portanto, podemos assumir que ¢ = 2. Assim, y;
é adjacente apenas a vértices de J; e de J,. Pelo Lema 6.1.16, y, é adjacente a vértice



6.1. Lema da Heranca da Redutibilidade 93

de J3. Pelo Lema 6.1.15, y2¢3 tem a cor 3. Assim, a aresta ¢oxs tem a cor 1, a aresta
r1y; tem a cor 2 e a aresta ysq3 tem a cor 3, e novamente € possivel atribuis as trés cores
distintas. De fato, o lema é vélido. O

LEMA 6.1.22
O grafo G*[T] é o cubo.

Demonstracao: As arestas xox1, ToTa2, Tolo, YoUY1 € Yoy estao presentes em G e em G*,

pois e é uma aresta magra de indice 2. As arestas qox1, qoT2, Y193 € y2q3 pertencem a G*
pelo Lema 6.1.17. Também pelo Lema 6.1.17, qoq3 esta em G*. Vide Figura 6.8. Para
completar a demonstragao, resta mostrar que G* tem, além da aresta e, precisamente
duas arestas que ligam ()1 a ()2, e que essas arestas nao sao adjacentes. De acordo
com o Lema 6.1.17, x; tem em G* um vizinho em Q5. Ajuste a notacao de forma que
r1y1 seja aresta de G*. Novamente pelo Lema 6.1.17, x5 tem em G* um vizinho em Q).
Pelo Lema 6.1.21, z5 e y; nao sao adjacentes. Logo, x é adjacente a y,. Finalmente,
pelo Lema 6.1.21, estas sao as tnicas duas arestas de G* que ligam vértice de Q] a
vértice de Q5 . O

Figura 6.8: Algumas arestas de G*[T.
NOTAGAO 6.1.23
Ajustamos a notacao de forma que w1y, e xays Sejam arestas de G*.

NOTAGAO 6.1.24
Denotamos por © o grafo G*[T — xo —yo], um hexdagono com uma corda. Vide Figura 6.9.
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LEMA 6.1.25
A aresta w1y, tem uma cor ¢, e a aresta Ty, tem uma cor co tal que ¢ # co.

Demonstracao: Pelo Lema 6.1.18 aplicado a x1 e y;, deduzimos que um dentre z; e y;

é adjacente a vértice de J,,, para algum ¢; € {1,2,...,n}. Sabemos que nem x;y, nem
T2y sao arestas de G*. Portanto, x1y; tem cor ¢;. De acordo com o Lema 6.1.18 aplicado
a Ty € Yo, temos que um dentre x5 e y, tem um vizinho em um J.,, para cp # c¢;. Entao,
analogamente a x1y;, temos que xsys tem a cor cs. O

NOTAGAO 6.1.26
Ajustamos a notacao de forma que w1y, tenha cor 1 e x9ys tenha cor 2.

LEMA 6.1.27
O grafo G* é Pfaffiano.

Demonstragao: Lembremos que s foi definido como o sinal comum em D(G*) dos em-
parelhamentos perfeitos de G e de G* — e. Seja M um emparelhamento perfeito de G*.

Mostraremos que o sinal de M em D(G*) é igual a s. Se M é emparelhamento perfeito
de G ou se M é emparelhamento perfeito de G* — e, entao o sinal de M é igual a s. Sendo
assim, podemos supor que M contém e, e contém aresta em A.

Para k =1,2,...,n, Jp tem o mesmo numero de vértices em cada parte da biparticao
de G*. Assim, M NI(V(J)) tem um nimero par de elementos. As arestas de 9(T) sao
todas incidentes a vértice de ©. Assim, |M N 9O(T)| < 6. Ademais, as arestas de A per-
tencem a ©. Assim, dado que M contém aresta em A, deduzimos que |M NO(T)| < 4. A
seguir, analisaremos varios casos que dependem do niimero de arestas em M NO(V (Jy)),
chegando em todos eles a conclusao de que o sinal de M em D(G*) é igual a s, provando
desta forma o lema.

Caso 1 M NIV (J)) =0, parak =1,2,...,n.

Nesse caso, todos os vértices de T estao emparelhados por M entre si. Além disso,
sabemos que e é aresta de M. Portanto, M restrito a © é emparelhamento perfeito de
O. De acordo com o Lema 6.1.22, © é um hexdgono com uma corda, como mostrado na
Figura 6.9. Note que A é um subconjunto de F(O).

Suponha inicialmente que gogs esteja em M. Nesse caso, M N E(O) éigual ao conjunto
{qoqs, x1y1, z2y2}. No entanto, pelo Lema 6.1.25, z1y; tem cor 1, e x5y, tem cor 2. Pelos
Lemas 6.1.16 e 6.1.15, temos que ¢pg3 tem cor 3. Além disso, M nao tem aresta em
O(V(Jg)), para k = 1,2,...,n. Sendo assim, aplicando-se o Lema da Descarga 6.1.19
sobre as arestas qoqs, T1y; € Tays que pertencerem a A, temos que o sinal de M em D(G*)
é igual a s.
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qo0
o
T
1,2,3
Y19 O
q3

Figura 6.9: O grafo © e algumas das cores de suas arestas.

Sendo assim, podemos supor que ¢ypgz nao esta em M. Nesse caso, ou gyr; ou
qoxr2 estd em M. Ajuste a notacao, trocando x; com z9 e y; com ¥y se necessario, de
forma que gox; esteja em M. Nesse caso, M N E(O©) é igual a {qor1,x2y2,v1g3}. Seja
C = (qo, 1, Y1, 43, qo) quadrildtero de G*. Mostraremos agora que a orientacao de C' em
D(G*) é impar. A restrigao de C' a H* é igual a ). Além disso, sabemos que D(H*) é
uma restricao de D(G*). Portanto, a orientacao de C' em D(G*) ¢ igual a orientagao de
@ em D(H*). Por outro lado, H* é uma presilha. Além disso, todo quadrildtero de uma
presilha é conforme. Portanto, ) é conforme em D(H*). Também sabemos que D(H*) é
orientagao Pfaffiana de H*. Sendo assim, a orientacao de () em D(H*) é impar. Dessa
forma, a orientacao de C' em D(G*) é impar. Entao, M’ := M @& E(C) tem sinal em D(G*)
igual ao sinal de M. No entanto, M’ contém ¢pg3 e nao tem aresta em 9(7"). Portanto,
conforme visto no paragrafo anterior, o sinal de M’ é igual a s em D(G*). Assim, o sinal
de M também é igual a s.

CAasO 2 [MNO(V(Jy))| <2, parak=1,2,...,n.

Suponha que o caso anterior nao acontece. Assim, existe k tal que | M NIV (Jx))| = 2.
Dessa forma, pelo Lema 6.1.20 aplicado a cada indice k tal que | M No(V(Jy))| = 2,
G* tem um emparelhamento perfeito M’ que nao contém aresta em (V' (Jy)), para k =
1,2,...,n, e cujo sinal em D(G*) é igual ao sinal de M. Entao, pelo caso anterior, o sinal
de M’ em D(G*) é igual a s. Assim, o sinal de M em D(G*) é igual a s.

CAsO 3 Nenhum dos anteriores.
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Suponha que os casos anteriores nao acontecem. Portanto, existe um indice k£ tal que
| M NOo(V(Jx))| > 4. Por outro lado, vimos anteriormente que | M NI(T)| < 4. Sendo
assim, | M NO(V(Jy))| =4 e MNO(V(J,)) = 0 para todo indice ¢ distinto de k.
Mostraremos, inicialmente, que toda aresta de © tem pelo menos duas cores. Pelo
Lema 6.1.18 aplicado a x; e y1, temos que um dentre x; e y; tem um vizinho em .J,, para
¢ # 1. Ajuste a notagao de forma que x; seja um tal vértice. Entao, pelo Lema 6.1.15,
x1 é Hy-conexo a y; ou y3. No entanto, pelo Lema 6.1.22, x1y, nao é aresta de G*. Sendo
assim, zy; tem cor £. Dessa forma, tanto z; como y; tem vizinho em .J, e em J;. Entao,
tanto gor; como y1q3 tem as cores 1 e £. Em resumo, qor1, 1y € y1g3 tem duas cores
distintas. Analogamente, o2, T2Y2 € Y2q3 tem duas cores distintas. Pelos Lemas 6.1.16

e 6.1.15, qogs tem cor j, para j = 1,2,...,n. De fato, toda aresta de © tem pelo menos
duas cores.
Como | M NO(T)| = 4, temos que M tem precisamente uma aresta em 6. Seja vw

esta aresta. Como |M NO(V (Jg))| = 4, temos que vw tem uma cor ¢ distinta de k. Sendo
assim, M nao tem aresta em O(V'(J;)). Portanto, pelo Lema da Descarga 6.1.19, M tem
sinal s em D(G*). De fato, o lema ¢é valido. O

Para k=1,2,...,n, seja
Ny := NV (Jp))NV(O) .

LEMA 6.1.28
Se Nk 7£ V(@) entao Nk - {q07$17y1aq3} ou Nk = {QO7$2ay2aq3}'

Demonstragao: Suponhamos que Ny # V(0). Entao, V(0) — Ny contém um dos vértices

x1, Y1, T € Yo. Ajuste a notagao de forma que xy ¢ Ni. Mostraremos agora que y; ¢ Ny.
Suponha o contrario. Pelo Lema 6.1.15, existe x;, com ¢ = 1 ou 7 = 2, tal que y; L ;e
x; € Ng. Como 1 ¢ Ny, deduzimos que i = 2 e y; 5 To. Assim x5 e y; sdo adjacentes
em G*, em contradicao ao Lema 6.1.22. De fato, nem x; nem y; pertencem a N;. Logo,
Ny € {qo, 71,v1,q3}. Pelo Lema 6.1.16, vale a igualdade. A demonstragao do lema esté
completa. O

COROLARIO 6.1.29
Existe uma componente conexa J, de H — V(Q) tal que todo vértice de © é adjacente a
vértice de Jy,.

Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que |Ny| < 6, para k = 1,2,3. Entao, pelo

Lema 6.1.28, podemos ajustar a notacao, tal que

Ny, = {C_Io,ffl,yh%} = Ns.
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Nesse caso, o grafo G — N; tem pelo menos trés componentes conexas: Ji, Jy e a compo-
nente conexa contendo e. Entao N; reduz GG, uma contradicao. De fato, existe indice k
tal que Ny = V(0O). O

Seja ¢ um indice tal que N, = V(0©). Seja L := G* — [, V(Jr). Sendo assim,
L =G*TUV(Jy)]. Vide Figura 6.10.

Figura 6.10: O grafo L.

LEMA 6.1.30
O grafo L é uma presilha redutivel Pfaffiana e nao planar.

Demonstracao: Mostraremos que L é presilha, mostrando que L pode ser obtido de H, por

uma operacao de geracao de presilhas, de acordo com o Lema 2.3.29, mediante a expansao
de ¢; e de go. Para tanto, basta mostrar que, em L, cada um dos quatro vértices xy, xo,
Y1 e Yo tem grau trés ou mais, com pelo menos um adjacente fora de {xg, x1, 22, Yo, Y1, Y2}
Para i = 1,2, o vértice x; é adjacente a ¢y, a xy e a algum vértice de J,. Portanto, em
L, x; tem grau trés ou mais, e é adjacente a um vértice de fora de T'. Afirmacao andloga
vale para y;, © = 1,2. Sendo assim, pelo Lema 2.3.29, L é uma presilha.

Mostraremos, a seguir, que L é redutivel e Pfaffiana. Para &k = 1,2,... n, seja
M(Jy) emparelhamento perfeito de J,. Sabemos que D(G*) é Pfaffiana. Além disso,
Usze M(Jy) deixa L conforme em G*. Portanto, D(G*) restrita a L ¢ Pfaffiana. Seja
C = (qo, 1, Y1, 43, Y2, T2, Go) 0 hexdgono de O. Vide Figura 6.10. Uma das pontes de C' é
a aresta gogs. Outra ponte contém o caminho (x1, zg, Yo, y2). Por definigdo, J, é conexo.
Os vértices x5 e y; sao ambos adjacentes a vértices em .J,. Portanto, J, faz parte de uma
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ponte de C contendo x5 e y;. Sendo assim, C' tem trés pontes que se cruzam duas a
duas. Dessa forma, L nao é planar. Além disso, L tem o quadrildtero (qo, 1, Y1, q3,q0)-
Portanto, L nao é isomorfo ao grafo de Heawood. Em resumo, L é presilha Pfaffiana,
nao planar e distinta do grafo de Heawood. Além disso, L tem menos vértices do que G.
Pela hipdtese do Lema da Heranca da Redutibilidade (que estamos a provar), o Teorema
Principal vale para L. Portanto, L é redutivel. O

LEMA 6.1.31
Todo conjunto que reduz L reduz também G.

Demonstracao: Suponhamos que existe um conjunto S de quatro vértices de L, dois em

cada parte da biparticao de L, tal que L — S tem trés ou mais componentes conexas.
Mostraremos que G — S também tem trés ou mais componentes conexas.

Vamos inicialmente mostrar que S —71" nao é vazio. Para tanto, suponha o contrario. O
grafo L[T'], igual a G*[T'], é o cubo, uma presilha. Assim, L|T]—S tem um emparelhamento
perfeito. Logo, L|T] — S, um grafo com quatro vértices, tem uma ou duas componentes
conexas. Uma de suas componentes conexas tem vértices em O. Todo vértice de © é
adjacente a vértices de Jy,. Por definicao, J, é conexa. Assim, L — S tem uma ou duas
componentes conexas, contradi¢ao. De fato, S — T" nao ¢é vazio.

Assim, |S — T'| < 3. Pelo Corolario 2.3.15, G*[T] — S é conexo. Logo, todos os vértices
de T'— S pertencem a uma mesma componente conexa de L —.S. Portanto, L — S tem duas
componentes conexas, L; e Lo, que nao contém vértices de T. Assim, G* — S tem pelo
menos trés componentes conexas; L1, Lo e a componente conexa que contém os vértices
de T'— S. Entao, S reduz G* e portanto reduz G. O

Pelo Lema 6.1.30, o grafo L é redutivel. Seja S uma quadrupla que reduz L. Pelo
Lema 6.1.31, S reduz G, uma contradicao. Em resumo, se G é um spin, e uma aresta
magra de G, H é uma presilha de GG — e com dois vértices de contracao em uma quadrupla
7, e o Teorema Principal vale para grafos menores do que GG, entao Z nao reduz H. 0O

Dividimos o Lema da Heranca da Redutibilidade em trés outros lemas. Estes trées
lemas acabam de ser provados. Temos assim que o Lema da Heranca da Redutibilidade é
verdadeiro. O



Capitulo 7

Lema da Nao Planaridade das
Contracoes

Provaremos neste Capitulo o Lema da Nao Planaridade das Contracoes, como prometido
no Capitulo 4.

7.1 Lema da Nao Planaridade das Contracoes

LEMA 7.1.1 (LEMA DA NAO PLANARIDADE DAS CONTRAGOES)

Seja G uma presilha Pfaffiana, irredutivel. Seja C' := 0g(X) um corte (possivelmente
trivial) de G tal que C' — e é justo em G — e. Se G — e nao é planar, e }7} < 5, entao a
contragao (G — e){X — T} nao é planar.

Demonstracao do Lema da Nao Planaridade das Contracoes: Por hipdtese, G — e nao é
planar. Entao, se }7} = 1 a afirmacao é vélida. Portanto, podemos supor que }Y} > 1.

Ajuste a notacao de forma que e = xgyg, € que o € X. Sejam
H=(G-e){X -7} e H :=(G-e){X —x}

as duas (C' — e)-contragoes de G — e. A tnica presilha simples com quatro vértices é o
C4, que é planar. A tunica presilha simples com seis vértices ¢ o K33, que nao é Pfaffiana.
Como G é Pfaffiana e nao planar, G tem pelo menos oito vértices. No entanto, de acordo
com o Lema 2.6.7, a tnica presilha simples Pfaffiana com precisamente oito vértices é o
cubo, que é planar. Portanto, G tem pelo menos dez vértices. Por hipotese, 7‘ < 5.
Como |[V(G)| = |X| + |X|, temos que |X| > 5. Sendo assim, H tem pelo menos seis
vértices.

Como G é presilha Pfaffiana, temos que tanto H como H' sdo Pfaffianos. Pelo

Lema 2.4.6, H tem uma orientagao Pfaffiana D(H) na qual T é um sorvedouro. Ana-
logamente, H' tem uma orientagao Pfaffiana D(H’) na qual z é uma fonte. Entao, pelo

99
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Teorema 2.4.7, D(H) e D(H') podem ser estendidos a uma orientagao Pfaffiana D(G) de
G.

Na Secao 7.1.1, vamos demonstrar lemas auxiliares e, posteriormente, na Segao 7.1.2,
obter contradicoes numa analise de casos, deduzindo que H nao é planar. Esta deducao
serd feita por absurdo, supondo que H é planar. E importante ressaltar que alguns dos
lemas da Se¢ao 7.1.1 adotam a hipdtese de absurdo.

7.1.1 Os Lemas Auxiliares
LEMA 7.1.2
O grafo H — xq é 2-conexo.

Demonstracao: O grafo H é coberto por emparelhamentos, portanto, pelo Lema 2.2.1, H

é 2-conexo. Suponha, por absurdo, que H — xy tenha um vértice v tal que H —xy — v seja
desconexo. Entao, Z := {xg,v} é uma 2-separagao de H. Se v e T sao distintos, entdo Z
é uma 2-separacao de GG, uma contradicao ao Corolario 2.3.14. Podemos portanto supor
que v = T. Seja {U, W} a biparticao de H, tal que =y € U. Entao, pelo Corolario 2.3.19,
Z CU.

Sejam K1, Ko, ..., K,, com n > 2, as componentes conexas de H — Z. Seja F; um
emparelhamento méximo do subgrafo de H gerado por 0y (V(K;)). Como |Z| = 2, temos
que |F;| < 2. Vamos agora definir emparelhamento perfeito N;, para i = 1,2,...,n, de
H tais que F; C N;. Se |F;| = 1, entdao basta tomar para N; qualquer emparelhamento
perfeito de H que contém a aresta de F;. Podemos entao supor que |F;| = 2. Seja M;
um emparelhamento perfeito de G que contém ambas as arestas de F;. Uma das arestas
de F; incide em zg, logo e ¢ M;. Assim, M; é emparelhamento perfeito de G — e. Entao,
N; := M; N E(H) é emparelhamento perfeito de H, tal que F; C N;.

Sabemos que Z C U. Portanto, para ¢ = 1,2,...,n, uma simples contagem mostra
que |V(K;)NW| = |V(K;)NU|+ |N; N0 (V(K;))|. Pela otimalidade de F; temos que
|N; N0y (V(K;))| = |Fi|. Assim,

VE)NW] = [V(K)NU |+ R, (7.1)
Wl = > VKW, (7.2)
Ul = 1Z1+ IV Ul (7.3)

Do fato que |W| = |U|, deduzimos que > ., |F;| = |Z|. Como n > 2, e |F;| > 1, temos
que n =2e |F;| =1, parai = 1,2. No entanto, o emparelhamento maximo de um corte é
igual a cobertura minima de arestas por vértices. Portanto, um vértice v; de H incide em



7.1. Lema da Nao Planaridade das Contragoes 101

todas as arestas de dy (V (K;)). Sendo assim, ou H — v; é desconexo, ou K; — v; é vazio.
Como H é 2-conexo, temos que K; — v; é vazio, e portanto |V (K;)| = 1. Este argumento
vale para ¢ = 1,2. Sendo assim, H — Z tem duas componentes com um vértice cada
uma. Sendo assim, H tem apenas quatro vértices. Vimos anteriormente que |V (H)| > 6.
Entao, temos uma contradi¢ao. De fato, H — xy é 2-conexo. O

Suponha, por absurdo, que H seja planar. Seja H uma imersao planar de H. Seja F
a face de H — x que contém xo em H. Vimos anteriormente que H tem pelo menos seis
vértices. Sendo assim, pelo Lema 7.1.2, H — x( é 2-conexo. Portanto, pelo Lema 2.6.2, F
¢é delimitado por um circuito F'. Esta situacao esta ilustrada na Figura 7.1.

>
S
Q

|
)

:

X N

Zo Lo

Figura 7.1: Grafos G, H e H', e algumas definicdes feitas: X, C' —e e F.

Seja F o subgrafo de GG induzido pelas arestas de F. E possivel que F' contenha arestas
que sao paralelas (em C'). Diferentes escolhas de imersoes planares H de H podem gerar
F’s diferentes, e portanto F’s diferentes (mas iguais a menos de arestas multiplas). A
escolha de H deverd ser feita de acordo com o seguinte critério:

e se possivel, fazer F; ser um circuito;

e se nao for possivel que Fy seja um circuito, fazer, se possivel, com que os extremos
de Fg sejam adjacentes a .

Em todos os casos, Fz é uma trilha de comprimento par. Portanto, a paridade de sua
orientagao em D(G) estd bem definida.
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LEMA 7.1.3
Se H é planar, entao a orientagao de Fg é par em D(G).

Demonstracao: Suponha que H seja planar. Seja H uma imersio planar de H. A

orientacao D(H) é orientagao Pfaffiana de H, e F isola precisamente um vértice (o vértice
z0) em H. Portanto, a orientacio de F é par em D(H), de acordo com o Corolario 2.6.5.
Como D(H) é a restrigao de D(G) a E(H), o nimero de arestas de F que concorda em
D(G) com um dado sentido de percurso de Fg é par. O

Seja v um vértice em X —V (F)—xq adjacente a vértice em X, e seja H (v) := H—xq—v.
Dizemos que um emparelhamento perfeito M(v) de H(v) é bom se sua restricao a F' é
emparelhamento perfeito de F'. Denotamos por M(v) o conjunto dos emparelhamentos
perfeitos bons de H(v).

LEMA 7.1.4

Suponha que H seja planar. Entao, H(v) tem um emparelhamento bom M. Além disso,
se I for um circuito, e se f denotar a aresta de M N C', entao o extremo em G de f em
X 6 o tinico vértice de X adjacente a v em G.

Demonstracao: Lembremos que, pela Notacao 2.3.4, X, é definido como a parte majo-

ritaria de X, e X_ é definido como a parte minoritéria de X. O corte C' nao é justo em
G, mas C' — e é um corte justo de G — e. Portanto, pelo Lema 2.3.5, e incide em vértice
da parte minoritaria de X. Entao, xo € X_. Por definicao, v é adjacente a T. Portanto, v
incide em aresta de C' — e, e assim pertence a X, . Assim, zy e v estao em partes distintas
da biparticao de G. Logo, o grafo G' := G — xy — v é coberto por emparelhamentos,
de acordo com o Coroldrio 2.3.9. Seja €' := 9g/(X). Como C — e é justo em G — e,
temos que toda aresta de C' — e incide em vértice de X,. Além disso, C’ é subconjunto
de C' — e, pois G’ ndao contém o extremo xy de e. Portanto, toda aresta de C” tem um
extremo em X . O conjunto X é um subconjunto de V(G’), pois nem x5 nem v estdo
em X. Entdo, de acordo com o Lema 2.3.5, X é praia de corte justo de G, e portanto
C’" é justo em G’. Sendo assim, pelo Lema 2.2.2, H(v), uma das C'-contragoes de G’, é
coberto por emparelhamentos. Portanto, pelo Lema 2.6.3, F', um circuito que delimita
uma face de H — 29 — v, é conforme em H — 29 —v = H (v). Portanto, existe emparelha-
mento perfeito M de H(v), cuja restricao a F' é emparelhamento perfeito de F. Ou seja,
o emparelhamento perfeito M é bom em H (v).

Para completar a prova do lema, mostraremos que o extremo em G de f em X é o
tinico vértice de X adjacente a v em (. Para tanto, suponha o contrrio. Entdo, v é
adjacente a algum vértice w de X que nao é incidente em f. Mostraremos agora que
M + vw + e pode ser estendido a um emparelhamento perfeito de G. Seja M’ a extensao
de {f,vw} a um emparelhamento perfeito de G. Seja N o emparelhamento perfeito de G
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obtido pela uniao de M, M' N E(G[X]) e {vw, e}. Sendo assim, N é um emparelhamento
perfeito de G que é uma extensao de M +vw +e. Como M ¢é bom em H(v), temos que a
restricao de NV a F' é emparelhamento perfeito de F'. Por hipétese, Fz é um circuito. Logo
N restrito a Fg é emparelhamento perfeito de F;. Portanto, o circuito Fz é conforme
em G. Por outro lado, a orientacao de Fg é par em D(G), de acordo com o Lema 7.1.3.
Logo, D(G) nao é Pfaffiana, uma contradigao. De fato, o lema é valido. O

LEMA 7.1.5
Se H for planar, entao |(V(F)) N Ng(T)| < 2, com igualdade se e somente se T estd em
V(F).

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que o enunciado do Lema é falso. Vamos definir

dois vértices, v; e vy de V(F'), ambos adjacentes a T, e que definem em F' dois segmentos,
F) e F5, ambos contendo vértices internos distintos de T. Se T nao estd em V(F'), como
o enunciado ¢ falso, T tem dois ou mais vizinhos em V(F'). Sejam vy e vy dois vizinhos
de T em V(F). Se T estd em V(F), T tem pelo menos dois vizinhos em V' (F'). Como o
enunciado ¢ falso, T tem trés ou mais vizinhos em V' (F'). Dois destes vizinhos s&o vizinhos
de T em F. Seja vy um vizinho de T em G que nao é vizinho de T em F. Seja v; outro
vizinho qualquer de T em F. Em ambos os casos, tanto F; quanto F3, os segmentos de F'
definidos por v; e v9, contém vértice interno distinto de Z, como mostrado na Figura 7.2.
Seja Z = {T,v1,vs,x0}. No grafo H — Z, os conjuntos V (F}) — Z e V(Fy) — Z sdo ambos
nao vazios, pois tanto F; quanto F5 contém vértice interno distinto de z. Além disso, vy
e vy incidem em F', um circuito que delimita uma face de H — xy. Portanto, V(F}) — Z e
V(Fy) — Z nao sao conexos em H — Z. Logo, H — Z é desconexo.

Como vy e v compartilham circuito facial com x, temos que H* := H + xqv; + 2ovo é
planar, e portanto Pfaffiano. Além disso, H* contém o quadrilatero @ := (T, vy, xg, Vo, T).
Portanto, H + E(Q)) ¢ Pfaffiano. Note que Z = V(Q). Mostraremos agora que H — V (Q)
tem emparelhamento perfeito. Sejam w; e w, dois vértices de X . Pelo Corolario 2.3.11,
G' := G 4 wiv; + wavy é presilha. Seja M um emparelhamento perfeito de G’ contendo
wiv; € Wavy. Como M tem duas arestas em C' (as arestas wyiv; e wgvg), temos que wivy,
wyg € € sao todas as arestas de M em C, de acordo com o Corolario 2.3.17. Entao, xq, v1 e
vy 530 0s tnicos vértices de X emparelhados por M com vértices de X. Entdo, a restricio
de M a E(G — X — 19— v, — vp) é emparelhamento perfeito de G — X — xg — vy — v3. No
entanto, H—V(Q) éigual a G—X —xy—v; —vy, e portanto H —V (Q) tem emparelhamento
perfeito. Em resumo, H —V(Q) é desconexo, e tem emparelhamento perfeito. Além disso,
H + E(Q) é Pfaffiano, e incide em vértice de @, e T estd em . Isto é uma contradicao
ao Lema 6.1.7. De fato, o vértice T tem em H um ntmero de vizinhos em V(F') menor
do que ou igual a dois, com igualdade se e somente se T esta em V(F)). a



7.1. Lema da Nao Planaridade das Contragoes 104

Figura 7.2: Em destaque os vértices zq, T, v; € vs.

Analisaremos, agora, as adjacéncias dos vértices de X.

LEMA 7.1.6
E possivel ajustar a notacao de forma que:

e Se ‘Y‘ =3, entdao X = {yo,y1,¥2} € {yoy1,Yoy2} é o conjunto de arestas de G[X]|;
além disso, tanto y; quanto ys tem pelo menos dois vizinhos em X.

e Se |X| =5, eﬂtégy = {Y0, Y1, Y2, 50, 51} € {YoY1, Yo, So¥1, S0¥2, Sos1} € 0 conjunto
de arestas de G[X]; além disso, tanto y; como ys tem pelo menos um vizinho em
X, e 51 tem pelo menos dois vizinhos em X.

Demonstracao: No caso em que }Y} = 3, a validade da afirmacao é imediata. Suponha,

agora, que ‘7‘ = 5. Sendo assim, X _ tem dois vértices, e X, tem trés vértices. O vértice
Yo estd em X _. Seja sy o outro vértice de X_. Sejam yy, yo e s, os vértices de X,. O
vértice so somente ¢ adjacente em G — e a vértices de X . Mas sy tem grau trés ou mais
em G, e ndo incide em e. Logo, sy é adjacente aos trés vértices de X,. Analogamente,
o vértice o é adjacente a pelo menos dois vértices de X,. Ajuste a notacdao de forma
que yo seja adjacente a y; e yo. Os vértices de X, tem pelo menos trés vizinhos em G.
Como X _ tem somente dois vértices, temos que cada vértice de X, tem pelo menos um
vizinho em X. Entdo, os vértices sy e z sao adjacentes a todos os vértices de X, em
(G —e){X — z}. O grafo (G —e){X — =z} é Pfaffiano e portanto nao pode ser o K3 3.
Sendo assim, yy e s; nao sao adjacentes. De fato, o Lema é valido. O
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Figura 7.3: Grafo G nas duas possibilidades de tamanho de X, com as nomenclaturas
definidas dos vértices de X.

7.1.2 Andlise de Casos do Lema da Nao Planaridade das Con-
tracoes

Demonstrados os lemas na se¢ao anterior, vamos agora completar a demonstracao do
Lema da Nao Planaridade das Contragoes, adotando como hipétese de absurdo que H
é planar. Analisaremos trés casos. Em todos os casos chegaremos a uma contradicao,
demonstrando assim o Lema.

CAso 1 O grafo Fg é um circuito.

Nesse caso, temos trés alternativas. Uma delas é que I seja um circuito de G[X]. Caso
isto ndo ocorra, temos que T estd em F, e portanto um vértice de X, digamos z, esté,
em Fg. Nesse caso, temos duas possibilidades. Ou z € {y, 42}, ou }7} =D5,ez=s.

CAso 1.1 O vértice T nao esta em F'.

Nesse caso, I é circuito de G[X]. Seja Z o conjunto de vértices de X adjacentes em G —e
a vértices de X — V(F'). Mostraremos que |Z| > 2. Suponha, por absurdo, que |Z| < 2.
Pelo Lema 7.1.5, no maximo um vértice de F' é adjacente a ¥ em H. Vamos remover de
G no méaximo trés vértices: (i) o vértice yp, (ii) o vértice de Z, se existir, e (iii) o vértice
de F' adjacente a T em H, se existir. E fcil ver que a remocao desses vértices desconecta
G, em contradigao ao Corolario 2.3.15. De fato, |Z] > 2.

Seja Z = {z1,22,...,2m}, com m > 2. Para i = 1,2, seja u; um vizinho em G — e de
zi em X — V(F). Esta situagao estd ilustrada na Figura 7.4. Pelo Lema 7.1.4, existe um
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Figura 7.4: G com os emparelhamentos M; e My, e os vértices definidos na prova.

emparelhamento perfeito bom M; de H(u;). A restrigao de M; a F' é um emparelhamento
perfeito de F. Seja f; a aresta de M; em C. De acordo com o Lema 7.1.4, z; incide em f;.
Seja u, o extremo de f; em X. Ainda de acordo com o Lema 7.1.4, Ng(z;) N X —V(F) e
Ne(z2) N X —V(F) sao disjuntos. Portanto, uy, u), us e ul, sdo quatro vértices distintos.
Para ¢ = 1,2, u; é o Unico vértice de H — xy nao coberto por M;. Portanto, existe um
caminho M, Ms-alternado P em H que vai de u; a us. Seja P; o segmento maximal de
P em H — 7 que contém wu;. Seja wy o extremo de P; diferente de u;. Por paridade,
wy # uy. Portanto, ou wy = uy ou we é incidente na aresta fy, sendo nesse caso igual a
uh. Sendo assim, wq ¢ igual a ug ou a uh. Seja M := M; & E(P;). O emparelhamento M
estd em M (ws), e a aresta f; de M N C ndo é incidente no vizinho 2z, de wy; em X no
grafo G, em contradi¢ao ao Lema 7.1.4. De fato, o Caso 1.1, em que T nao estd em V (F),
nao acontece.

CASO 1.2 O vértice T esta em F'.

Nesse caso, F; tem precisamente um vértice. Adotemos a notacao do Lema 7.1.6. Sejam
v1 € vy 0s dois vizinhos de T em F'. Vide Figura 7.5.

LEMA 7.1.7
O vértice de Iz em X é o tinico vértice de X adjacente a mais de um vértice de X. Além
disso, os demais vértices de X ; nao sao adjacentes a vértices de X — vy — vy.
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Figura 7.5: As duas possibilidades para o grafo G no Caso 1.2.

Demonstracao: O vértice w; de X em Fg é adjacente a vy e a vq, pois Fz € um circuito,

pela hipdtese do caso. Mostraremos, inicialmente, que nenhum outro vértice de X é
adjacente a ambos v; e vy. Suponha, por absurdo, que um vértice wy de X, com wy # wy,
é adjacente tanto a v; como a ve. Nesse caso, @) := (vy, wy, Ve, wo, v1) é um quadrildtero
de G inteiramente contido em C' —e. Por definigao de D(G), o corte C' — e é orientado em
D(G). Como @ estd inteiramente contido em C' — e, sua orientagdo é par em D(G). Por
outro lado, todo quadrilatero de uma presilha é conforme. Em particular, ) é conforme
em (. Portanto, D(G) nao é orientacao Pfaffiana de GG, uma contradi¢gao. De fato,
precisamente um vértice de X é adjacente a ambos v; e vs.

Sendo assim, se um vértice w, de X — w; néo tem vizinho fora de X — v; — vq, entdo
wy tem no méximo um vizinho em X. O vértice 1y é o tnico vértice de X_ adjacente
a vértice de X, e yg tem somente um vizinho em X. Portanto, a prova deste lema pode
ser reduzida a se mostrar que nenhum vértice de X, — w; tem vizinho em X — v; — vs.
Suponha, por absurdo, que w, seja um vértice de X, — w; adjacente a um vértice v em
X —v; —vy. De acordo com o Lema 7.1.5, v ndo estd em F. Como ws, estd em X, temos
que v € X,. Portanto, v é distinto de xy. Sendo assim, v estd em X — V(F') — z. De
acordo com o Lema 7.1.4, H(v) tem um emparelhamento bom M. Como M restrito a F
é emparelhamento perfeito de F', temos que a aresta f de M em C' incide em wy, o vértice
de Fz em X. Entdo, novamente de acordo com o Lema 7.1.4, o tnico vizinho de v em X
é wy, uma contradicdo. De fato, o vértice de F; em X é o tnico vértice de X com mais
de um vizinho em X, e é o tinico vértice de X, adjacente a vértice de X — vy —v,. O
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CAs0O 1.2.1 Um vizinho de yy em X estd em Fp.

Como a notagao do Lema 7.1.6 foi adotada, um dentre y; e yo estd em Fg. Ajuste a
notacao de forma que 7, esteja em Fg. Entdo, pelo Lema 7.1.7, y; é o tnico vértice de X
adjacente a mais de um vértice de X. Se ‘Y‘ = 3, pelo Lema 7.1.6, y5 tem dois vizinhos
em X. Entao, podemos supor que ‘Y‘ = 5. Nesse caso, pelo Lema 7.1.6, s; tem dois
vizinhos em X. Isto é uma contradicao. De fato, o Caso 1.2.1 nao acontece.

CAsO 1.2.2 O caso anterior nao acontece.

Figura 7.6: A extensao de H a uma imersao planar de G — e, no Caso 1.2.2.

Pela hipétese do Caso 1.2, T estda em F, e Fz é um circuito. Como o Caso 1.2.1 nao
7‘ =5 e s estd em

acontece, um vértice de X, — y; — v, pertence a F. Sendo assim,
F. De acordo com o Lema 7.1.7, cada um dentre y; e y» tem pelo menos um vizinho
em X. Além disso, pelo Lema 7.1.4, y; e y» tem no maximo um vizinho em X cada, e
estes vizinhos estao em {vy,v2}. Ajuste a notagao de forma que y; seja adjacente a v;.
Mostraremos, agora, que ¥y, é adjacente a vo. Suponha, por absurdo, que ¥, seja adjacente
a v;. Nesse caso, v; é o tUnico vértice de X adjacente a vértice em {y,y2}. Entao,
{v1, 81,20} é uma cobertura das arestas de C'. Portanto, G — {v1, 1,z } é desconexo. No
entanto, v, e s; estao em partes distintas da biparticao de G. Isto é uma contradicao ao
Corolario 2.3.15. De fato, vy é o tnico vizinho de y, em X e v; é o Unico vizinho de y;
em X. Sendo assim, a imersao planar Hde H pode ser estendida a uma imersao planar
de G — e, em contradicao a hipdtese do lema, como visto na Figura 7.6.

CAso 2 O grafo Fg nao é circuito.
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CASO 2.1 O caminho Fy tem um extremo nao adjacente a .

Como Fg nao é circuito, T estd em V(F'). Como Fg tem um extremo nao adjacente a yo,
temos que }7} = 5, e que Fy incide em sy. Sejam vy e vy os vizinhos de T em F'. Pela
hipétese do caso, s; é adjacente a um dentre v; e vo. Ajuste a notacao de forma que s;
seja adjacente a v,.

LEMA 7.1.8
O corte C'— e de G — e inclui um emparelhamento M de G — e com trés arestas, que cobre
v1 e contém a aresta Sivs.

Demonstracao: Vamos inicialmente mostrar que C'— e inclui um emparelhamento M de G

com treés arestas. Suponha, por absurdo, que este nao é o caso. Entao, existe um conjunto
Z de vértices, com |Z| < 2, que cobre as arestas de C' —e. Assim, G — e — Z é desconexo.
Logo, G — Z —xy e G — Z — y, sao ambos desconexos, pois tanto X como X tem pelo
menos cinco vértices. Isto é uma contradicao ao Corolédrio 2.3.15. De fato, C' — e inclui
um emparelhamento com M trés arestas. Mas X tem apenas trés vértices incidentes em
arestas de C' — e: 1, ¥ e s;. Portanto, M cobre X .

Vamos agora mostrar que podemos escolher M contendo sjvs. Pelo critério utilizado
na escolha de F'; e dado que Fz nao é um circuito, s; nao é adjacente a v;. Entao, vy é
adjacente a um vértice de X, —s;. Seja w um tal vértice. E claro que w € {y;,y2}. Como
Fg nao é um circuito, w nao é adjacente a v,. Suponha que o vértice w’ de X | — s, — w
seja adjacente a ve. Neste caso, vjw e vow' sdo arestas de G, e poderfamos escolher H e
F de forma que s; nao fosse extremo de Fi;, em contradicdo & escolha de Fg. De fato, s;
é o tnico vértice de X adjacente a vy. Suponha que s,y ¢ M. Entao, vy nao é coberto
por M. Sendo assim, podemos trocar a aresta de M incidente em s; pela aresta sjvs.

Sendo assim, podemos supor que sjvy estda em M. Mostraremos agora que, além
disso, podemos escolher M que cubra v;. Suponha que M nao cubra v;. Como Fg nao
é um circuito, v; nao é adjacente a s;. Logo, v; é adjacente a y; ou ¥, digamos ;.
Entao, podemos substituir a aresta de M incidente em y; por y;v;. De fato, M é um
emparelhamento de tamanho trés de J contendo s;vy que cobre v;. O

Seja M emparelhamento como enunciado no lema anterior. Ajuste a notacao de forma
que 7, seja o vértice de X . emparelhado por M com v;. Seja v o vértice de X — v, — vy
emparelhado por M com y,. Sem perda de generalidade, y; e s; sao os extremos de
Fgo. Entao, pelo Lema 7.1.5, v estd em X — V(F). Como 7 estd na mesma parte
da biparticao de xg, temos que v estd em X — V(F) — xy. Entao, de acordo com o
Lema 7.1.4, H(v) = H — xo — v tem um emparelhamento perfeito N cuja restricao a
F é emparelhamento perfeito de F'. Ajuste a notagao, trocando N com N @& E(F) se
necessario, de forma que y,v; seja aresta de N. Entao, M := N + zgyo + vys + Sos1 €
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emparelhamento perfeito de G. Vide Figura 7.7. Seja Q) := Fg + (s1, S0, y1). Note que @
é um circuito de G. A restricao de M a @ é um emparelhamento perfeito de (). Portanto,
@ é conforme em G. Entao, a orientagao de @) em D(G) é impar, pois D(G) é Pfaffiana.
De acordo com o Lema 7.1.3, a orientagao de Fg é par em D(G). Entao, temos que a
orientagao de (sy, So,y1) é impar em D(G). Seja Q' := (s1, S0, Y1, T, s1) quadrilatero de
(G —e){X — x}. Vide Figura 7.7. Por definigdo de D(H’), o vértice x é fonte em D(H’).
A orientacao Pfaffiana D(H') de H' é uma restricdo de D(G). Portanto, a orientacao de
Q' é par em D(H'). Por outro lado, {yoy2} é emparelhamento perfeito de H' — V(Q’).
Entao, @' é conforme em H'. Isto é uma contradi¢ao a escolha de D(H') como orientagao
Pfaffiana de H’. De fato, o Caso 2.1 nao se aplica.

Figura 7.7: Os grafos G e H = (G — e){X — z}, no Caso 2.1. Em destaque, os circuitos
Q@ e Q" e o emparelhamento perfeito de H' — V (Q').

CASO 2.2 Os extremos de Fg sao os vértices y, € ys.

Ajuste a notacao de forma que y; seja adjacente a vy e yo adjacente a vo. Sejam e; = vy,
e €5 = Uoys. Lembremos que H é uma imersao planar de H. Para i = 1,2, os vértices
To e v; sao ambos incidentes em F. Entao, H* := H + xov; + xove é planar. Seja
G* := G+zov; +vy. Nenhuma das arestas de E(G*) — E(G) estd em Og« (X ). Portanto,
C — e é um corte justo de G* — e. Entao, H* e H' sao as (C' — e)-contracoes de G* — e.
Mostraremos a seguir que G* é Pfaffiano.

LEMA 7.1.9
A presilha G* é Pfaffiana.
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Demonstracao: O grafo H* é planar, e portanto Pfaffiano. Pelo Lema 2.4.6, H* tem uma

orientacao Pfaffiana na qual T é um sorvedouro. Analogamente, H' tem uma orientacao
Pfaffiana na qual z é uma fonte. Portanto, pelo Teorema 2.4.7, a extensao D(G* — e)
dessas orientagoes a uma orientacdo de G* — e é Pfaffiana. Pelo Lema 2.4.9, D(G* — e)
pode ser estendida a uma orientagdo D(G*) de G*, cuja restricao a G é Pfaffiana. Além
disso, x é uma fonte na restrigdo de D(G*) a H'. Mostraremos que D(G*) é Pfaffiana.
Seja N um emparelhamento perfeito de G — e. Seja s o sinal de N em D(G*). Vamos
mostrar que todo emparelhamento M de G* tem sinal s. As arestas xgvy, Tgvy € a aresta
e sao adjacentes. Portanto, M tem no maximo uma dessas trés arestas. Se M contém a
aresta e, entao M é um emparelhamento perfeito de G. Sendo assim, como D(G*) restrita
a (G é Pfaffiana, temos que o sinal de M em D(G*) é s. Portanto, podemos supor que M
nao contenha e. Entao, M é emparelhamento perfeito de G* — e. Como D(G*) restrita a
G* — e é Pfaffiana, temos que o sinal de M é s. Portanto, todo emparelhamento perfeito
M tem sinal s em D(G*), e D(G*) é Pfaffiana. De fato, G* ¢ Pfaffiano. O

Uma ordem ciclica (g1, go, - - ., gn) de um subconjunto das arestas de um corte C’ de
um grafo G é uma ordem ciclica planar se existe uma imersao planar de G na qual a
ordem ciclica (g1, g2, - - -, gn) acontece em C".

LEMA 7.1.10
O corte C'— e — e — ey contém duas arestas f e fo, tais que f e fo nao sao adjacentes em

G, a ordem ciclica (ey, s, fo, f1) € planar em H*, e a ordem ciclica (ey, e, f1, f2) € planar
em H'.

Demonstragao: Vamos considerar o conjunto v* das ordens ciclicas planares (ef, €5, ..., e})

»er

de 0(T) em H*, tais que e = e; e e = ey. Analogamente, seja 7/ o conjunto das
R T Vi / / 12 : /A !
ordens ciclicas planares (e],€,,...,¢e.) de O(x) em H', tais que €] = e; e e), = es.
Vamos escolher uma ordem ¢* de v* e uma ordem ¢ de 7 tais que o prefixo comum
(ef =¢€,eb =€, ... ex =€) seja o maior possivel. E claro que u > 2, pois (e, ey) é
" 12 7 7 /. R
prefixo de ambas ¢* e ¢. Também é verdade que u < r, caso contrario as ordens ciclicas
c¢* e ¢ coincidiriam e GG — e seria planar, uma contradicao. Seja f; a aresta que segue
e, em ¢ e fy a aresta que segue e em ¢*. Por hipétese, f; e fy sdo distintas. Suponha
que f1 e fo sejam adjacentes em (. Nesse caso, fi e fy sdo multiplas em um dentre H' e
H*. Portanto, suas posi¢oes em um dentre ¢ e ¢* podem ser trocadas, fazendo com que
/ _ _ — % 3 * * * _ 4 * /
ey = f1 = fa=e; 1. Sendo assim, (e}, e3,... e, fi = f2) é um prefixo comum a c* e ¢

maior do que (e7, e}, ..., er), em contradi¢ao a escolha de ¢* e ¢. De fato, f; e fo nao sdo

’ U
adjacentes, nao pertencem a {e;, es} e aparecem na ordem ciclica (eq, es, fo, f1) em C' —e
ao redor de T na imersao H*, e na ordem ciclica (eq, es, f1, f2) em C' — e ao redor de x na

imersao H'. Entao, o Lema é vélido. O
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Sejam f1 e fo como definidos no Lema 7.1.10. As arestas ey, e, fi e fo incidem todas
em vértices de X ;. No entanto, X, tem precisamente trés vértices. Portanto, pelo menos
duas arestas dentre ey, s, f1 e fo sdo incidentes em um mesmo vértice de X . Sabemos
que e; e e; nao sao adjacentes. Pelo Lema 7.1.10, as arestas f; e fo também nao sao
adjacentes. Além disso, a ordem ciclica (eq, ey, f1, f2) é planar em H'. Logo, e; e fi nao
sao incidentes em um mesmo vértice de X, nem ey e fy sdo incidentes em um mesmo
vértice de X. Podemos entdo concluir que ou e; e fa, ou ey e f1 sao incidentes em um
mesmo vértice de X. Ajustemos a notacdo, trocando e; com e, e f; com f5 se necessario,
de forma que e, e f; sejam incidentes em um mesmo vértice de X. Vide Figura 7.8.

Yo
e
U1
Y2 1 f
C . C
€1 2
U1 U2 V3 Uy vy V2 Vs V4

Figura 7.8: O grafo G* e as duas possibilidades de incidéncia da aresta fi: em y; ou em
S1.

Seja M um emparelhamento perfeito de G contendo e; e e;. Seja N um emparelha-
mento perfeito de G contendo f; e fy. Sejam w; o extremo de f; em X, para i = 1,2.
Seja L := G[M & N][X]. Os vértices de L tem grau 0, 1 ou 2. Os vértices de grau menor
do que dois em L sao precisamente os vértices de {vy, vo, w1, we}. Assim, L se decompde
em circuitos e caminhos, sendo que {vy, vy, wy, we} é 0 conjunto dos vértices de L que sdo
extremos de caminhos na decomposicao de L. Para ¢ = 1,2, seja P, o caminho em L cuja
origem ¢ v;.

Vamos agora mostrar que P; e P, sao disjuntos. O vértice vy nao ¢é interno em Pj,
pois seu grau em L é menor do que dois. O vértice vy nao é origem de P;, pois vy e vy
sao distintos. O vértice vy nao é término de Py, pois vy e vy pertencem a mesma parte da
biparti¢ao de GG, e qualquer caminho M, N-alternado que ligasse v, a vy teria comprimento
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impar (ja que nem v; nem v, incidem em aresta de M em L). Assim, P; nao é o caminho
da decomposicao de L que contém vy, e portanto P, e P, sao disjuntos.

Vamos agora mostrar que P; liga v; a w;, para i = 1,2. O caminho P; nao contém vs.
Logo seu término é w; ou wy. Suponha, por absurdo, que seu término é w,. Entao P,
que é disjunto de Pj, liga vy a wy. Mas, a ordem ciclica (eq, ey, fa, f1) é planar em H*.
Como vy nao pertence a Pj, entao concluimos que w; pertence a P;. O vértice wy nao é
o término wy de Pj, pois wy # wsy. O vértice wy nao é interno em Py, pois seu grau em L
é menor do que 2. Finalmente, se w; = v; entao o grau de w; em L é zero, o que forga
wy = v = wi, 0 que é uma contradicao. De fato, P; liga v; a w;, parai =1,2, e P e Py
sao disjuntos.

Figura 7.9: O grafo G* e os emparelhamentos M;, em negrito, e M, em tracejado.

Seja () o circuito M, N-alternado de GG que contém e;. Entao, () contém v; e portanto
Py é um caminho em Q. Logo, fi € E(Q). Mas, f; incide em ys, portanto e; também
pertence a F(Q). Assim, as quatro arestas ej, e, f1 e fo pertencem a F((Q) e os caminhos
P, e P, sao ambos caminhos em (). Dessa forma, e; + P+ fi +es+ P+ fo € um segmento
de . Além disso, como e € M N N, temos que {ey, s, f1, f2} é precisamente o conjunto
de arestas de () em C'. Sendo assim, o segmento de () que vai de y; a fo sem passar por
e; estd inteiramente contido em G[X]. Seja K o subgrafo de G* induzido pelos vértices
de V(Q)U{zo,yo}. A restricao de M a K é emparelhamento perfeito de K, portanto M
restrito a G* — V(K') é emparelhamento perfeito de G* — V(K). Entao, K é conforme em
G*. Além disso, K é uma bissubdivisao de K33, onde o conjunto de vértices de grau tres
de K é {xo, yo, v1, V2, Y1, Y2} Isto pode ser observado na Figura 7.9. Portanto, G* tem uma
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bissubdivisao conforme de Kj33. No entanto, bissubdivisoes de K33 nao sao Pfaffianas.
Sendo assim, pelo Corolario 1.2.4, G* nao é Pfaffiano. Isto é uma contradi¢ao a conclusao
anterior. A hipdtese de que H é planar nos levou em todos os casos a contradi¢oes. De
fato, H nao é planar. O



Capitulo 8

Conclusao

O algoritmo de reconhecimento de grafos bipartidos foi descoberto e provado independen-
temente por McCuaig [13] e por Robertson, Seymour e Thomas [14]. As duas provas sao
bastante diferentes. Nesta dissertacao, apresentamos uma prova alternativa para o algo-
ritmo. Esta prova utiliza métodos distintos dos utilizados nas duas provas anteriormente
conhecidas.
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Lista de Assercoes

Notagao 1.2.0 ... 3

Vamos denotar a operagao de diferenca simétrica por @.

Lema 1.2.2 {lem:parity:circuit} ........ooiuiuiii i 3

Seja D uma orientacao de um grafo G, fixe uma enumeracao arbitraria dos vértices de D.
Sejam M; e M, dois emparelhamentos perfeitos de G. Seja k o nimero de circuitos de
M, & M, cuja orientacao em D é par. Entao,

sgn(M,) - sgn(My) = (—1)F.

Teorema 1.2.3 {thm:define-pfaffian} ............. oo, 3

Seja G um grafo, M um emparelhamento perfeito de G e D uma orientacao de G. Entao,
as seguintes propriedades sao equivalentes:

e D ¢ Pfaffiana;

e todo emparelhamento perfeito de G' tem o mesmo sinal de M em D,
e todo circuito conforme em G tem orientacao impar em D;

e todo circuito M-alternado tem orientacao impar em D.

Corolario 1.2.4 {cor:conformalPfaffian} ............oooiiiiiiiiiiiiiiiinnan.., 3

Seja D uma orientacao Pfaffiana de um grafo GG. Seja H um subgrafo conforme de G.
Entao, a restricao de D a H ¢é Pfaffiana.

eorema 1.0, 5

(Teorema Principal) Seja G uma presilha simples Pfaffiana irredutivel e nao planar.
Entao, G é o grafo de Heawood.

120
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Notagao 2.1.0 .. 9
Sejam G um grafo, e X um subconjunto dos vértices de G. Entao, G{X — z} é o grafo
obtido de G pela contracao de todos os vértices em X ao vértice x.

Notagao 2.1.2 .. 9

Sejam G um grafo, e x um vértice de G. Entao, H := G{x — X} é o grafo obtido de G
pela substituicao de = pelos vértices de X, onde as arestas de GG incidentes em x incidem
em H em um vértice de X. Chamamos esta operacao de expansao.

Notagao 2.1.3 ... 9

Seja G um grafo, e X um subconjunto dos vértices de G. Entao, dg(X) é o conjunto
das arestas de G com precisamente um extremo em X. Entdo, X e X sdo as praias de

e (X).
Lema 2.2.1 {lem:mc-2-connected} ...........ooiiuiiiuiiiuiniiiiiiiiaaeann.. 10

Todo grafo coberto por emparelhamentos com quatro ou mais vértices é 2-conexo.

Lema 2.2.2 {1em:mc—CUt—mMC} ......ooiii e 10
Seja G um grafo, C' := 9(X) um corte justo de G. Entao, G é coberto por emparelha-
mentos se e somente se cada C-contragao de GG é coberta por emparelhamentos.
Coroldrio 2.2.3 {cor:mc-cut-connected} ..............oiiiiiiiiiiiiiiiiiia, 10
Toda praia de corte justo de um grafo coberto por emparelhamentos gera um grafo conexo.
O

Lema 2. 2.4 10
Seja G um grafo coberto por emparelhamentos. Seja Cg := Jg(Xg) um corte justo nao
trivial de G. Seja H := G{Xs — zg} uma das Cg-contragoes de GG. Suponha que
Cy = 0y (Xy) seja um corte justo de H. Entao, Cy é corte justo de G. O
Teorema 2.2.5 {thm:lovasz-tight-cut} ......... .. .. ... i, 10

(Teorema de Lovasz) Seja GG um grafo coberto por emparelhamentos. O conjunto
de grafos resultantes de uma decomposicao em cortes justos de G é tinico a menos de
isomorfismos e arestas multiplas.

Teorema 2.3.1 {thm:bipartite:mc:char, item:Gmc, item:NX>=X+1,
item:G-u-v:pm, item:A1-A2-B1-B2} ... ... ... 11

Seja G um grafo com biparticao {U,W}. Se |U| = |W| e G tem pelo menos quatro
vértices, entao as seguintes afirmacoes sao equivalente:

(i) O grafo G é coberto por emparelhamentos

(ii) Para cada subconjunto nao vazio X de U, se | X| < |U|—1 entao |[N(X)| > | X|+ 1.
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(iii) Para todo uw € U, w € W, o grafo G — u — w tem emparelhamento perfeito

(iv) O grafo G tem emparelhamento perfeito, e para toda particao {U’, U"} de U e toda
particao {W’', W"} de W, tal que |U’| = |W’|, o grafo G tem pelo menos uma aresta
que liga U" a W”.

Definicao 2.3.2 ... . 12

Uma aresta e de um grafo coberto por emparelhamentos G é removivel se o grafo G — e
é coberto por emparelhamentos.

Corolario 2.3.3 {cor:removable:bipartite} ..............coiiiiiiiiiiiiiii... 12

Seja GG um grafo coberto por emparelhamentos com pelo menos quatro vértices e biparticao
{U,W}. Uma aresta e de G nao ¢é removivel se e somente se existe uma particao {U’, U"}

de U e existe uma partigao {W',W”} de W, com |U’| = |W’| e e é a tinica aresta que liga
vértice de U’ a vértice de W”. O
Notagao 2.3.4 {not:X+=F . .o 13

Sejam G um grafo bipartido com biparticao {U, W}, e X um subconjunto dos vértices
de G, tal que | X NU| e | X NW| sejam distintos. Entao, definimos como X, ou X* o
conjunto dentre X NU e X NW que contém mais vértices. Analogamente, X_ ou X~ é
definido como o conjunto dentre X NU e X N W que contém menos vértices. Dizemos
que X é a parte majoritaria de X e que X_ é a parte minoritaria de X.

Lema 2.3.5 {lem:tight:bipartite} ....... ..ot 13

Seja G um grafo coberto por emparelhamentos com biparticao {U, W}. Um corte C' com
praia X de G é justo se e somente se: (i) | X NU| e |X NW| diferem de exatamente um,
e (ii) toda aresta de C' é incidente em um vértice da parte majoritaria de X.

Lema 2.3.6 ... .. 13

Os grafos resultantes da decomposi¢ao em cortes justos de um grafo bipartido coberto
por emparelhamentos sao todos bipartidos.

Definicao 2.3.7 ... o 13

As presilhas de um grafo bipartido G coberto por emparelhamentos sao as presilhas re-
sultantes de uma decomposicao em cortes justos de G.

Teorema 2.3.8 {thm:brace:char, item:Gbrace, item:NX>=X+2,
1tem:Gul-ul-Wi-W2IPIM} ..ottt e 13

Seja G um grafo com biparti¢ao {U, W}. Se |U| = |W| e G tem pelo menos seis vértices,
entao as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) O grafo G é uma presilha.
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(ii) Para cada subconjunto nao vazio X de U, se | X| < |U|—2 entao |N(X)| > | X|+2.

(iii) Para quaisquer dois vértices u; e uy em U e quaisquer dois vértice wy e wy em W,
o grafo G — u; — us — wy; — wy tem um emparelhamento perfeito.

Coroldrio 2.3.9 {cor:brace=x=y=mC} .......oouiuimitii i 13
Sejam G uma presilha com seis ou mais vértices e x e y vértices em particoes diferentes
de G. O grafo G — x — y é coberto por emparelhamentos. O
Corolario 2.3.10 {cor:brace-2-extensivel} ..............ciiiiiiiiiiiiiiin... 14

Sejam G uma presilha e e; e eo duas arestas nao adjacentes de GG. O grafo G tem um
emparelhamento perfeito contendo e; e es. O
Coroldrio 2.3.11 {cor:brace+e=brace} .............ccoiuiiiiiiiiirniiaiann.. 14
Sejam G uma presilha com bipartigao {U, W}, u um vértice de U e w um vértice de WW.
Entao, o grafo G + uw é uma presilha. O
Coroldrio 2.3.12 {cor:brace>=6=>edge-removable} .................c..coiiiu.... 14

Toda aresta de uma presilha com seis ou mais vértices é removivel.

Coroldrio 2.3.13 {cor:brace=3} ... ... .ottt 14
Sejam G uma presilha com biparticao {U, W} e X um conjunto de trés vértices de G. Se
X nao é subconjunto de U, nem de W, entao G — X é conexo.

Coroldrio 2.3.14 {cor:brace-3-connected} ..............ooiiiiiiririiiianiin.. 14

Toda presilha com seis ou mais vértices é 3-conexa.

Corolario 2.3.15 {cor:brace=-321} ... ...ttt 14

Seja G uma presilha com seis ou mais vértices. Seja Z um subconjunto de V(G) com
no maximo trés vértices, sendo que Z tem no maximo dois vértices em cada parte da
biparticao de G. Entao, G — Z é conexo.

Corolario 2.3.16 {cor:g-presilha-C-e-separa-x0-y0} ......................... 15

Sejam GG uma presilha e e = gy uma aresta de G. Seja C' := Jg(X) um corte nao trivial
de G, tal que C' — e é justo em G — e. Entao, um dentre x4 e 3o estd em X_, o outro em
X_.

Corolario 2.3.17 {cor:brace-e-match-e-tight-cut} ............................ 15

Seja G uma presilha, e uma aresta de GG, C' := 9(X) um corte nao trivial de G, tal que
C — e é justo em G — e. Entao todo emparelhamento perfeito de G contendo e tem
precisamente trés arestas em C.
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Lema 2.3.18 {lem:ordem-total-G-e} .........c.ouiiiuiiiriiiiiiiiiiiianann.n. 15

Sejam G uma presilha, e = xoyy uma aresta de G, e C := {C1,Cs,...,C.}, comr > 1, 0
conjunto de cortes justos de uma decomposicao em cortes justos de G —e. Seja X; subcon-
junto de V(G), tal que C; = 05(X;) —e. Entao, é possivel ajustar a notagao, complemen-
tando algumas praias de cortes de C se necessério, tal que X; C Xy C ... C X, C V(G).
Além disso, o conjunto das presilhas de G — e é J,,., G, onde:

o Goi= (G- (X — 77}
i Gz = (G - 6){Xz - xi}{Xi-‘rl - T—l—l}> para L= 1a2> e T 17

o G, :=(G—-e){X, =z}

Coroldrio 2.3.19 {cor:3Case} ... ..ottt 16

Sejam G uma presilha, e uma aresta removivel de G' e H uma presilha de G — e. Entao
H tem no méximo dois vértices de contragao. Além disso, (i) se H tiver precisamente
um vértice de contracao, entdao o (inico) extremo de e em V' (H) estd na mesma parte da
biparti¢ao do vértice de contracao, (ii) se H tiver dois vértices de contracao, estes vértices
estao em partes distintas de sua biparticao.

Notagao 2.3.20 ... ... 16
Considerando a notacao utilizada no Lema 2.3.18, dizemos que G; e G, sao presilhas
consecutivas de G — e, para i = 0,1,...,r — 1. Além disso, dizemos que Gy e G, sao
presilhas externas, e que G;, para i =1,2,...,r — 1, sao presilhas internas de G — e.

Lema 2.3, 21 17

Sejam GG uma presilha, e uma aresta removivel de G e H uma presilha de G — e. Entao,
uma das seguintes afirmagoes acontece:

e H=G—e.

e Seja Cx := 0g(X) um corte nao trivial de G, tal que o corte Cxy — e é justo em
G —eeografo H é a (Cx —e)-contragao (G —e){X — 2} de G —e. Entao, e € Cy
e o extremo de e nao contraido estd na mesma parte de x da biparticao de H.

e Sejam Cy := 0g(X) e Cy := 0g(Y) cortes nao triviais de G, tais que os cortes
Cx —eeCy —esao justos em G —e, e o grafo H é a (Cx — e), (Cy — e) contragao
(G—e){X - 2H{Y — y} de G—e. Entao, e € (Cx NCy), ez ey estdo em partes
distintas da biparticao de H.
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Lema 2.3.22 {lem:brace-3-match} ...........oiiiiiiiiiiiiiiiiin., 17
Seja G’ uma presilha, X C V(G) e C := 0(X) um corte de G, tal que | X| >3 e |X| > 3.
Entao, H := G[C] tem um emparelhamento de tamanho trés.

Definicao 2.3.23 ... ... 18

Uma bicontracao é uma operacao aplicada sobre um grafo onde se contrai um vértice de
grau dois e seus dois vizinhos a um tnico vértice.

Definicao 2.3.24 ... . 18
O indice de uma aresta e é o nimero de extremos de e que tém grau tres.
Definicao 2.3.25 ... . . 18

Seja e uma aresta de uma presilha G com mais de quatro vértices. A aresta e é dita
magra se uma presilha pode ser obtida de G — e por k bicontracoes, onde k é o indice de
e.

Definicao 2.3.26 ......... .. . 18

Uma aresta magra e é dita verdadeiramente magra se a presilha obtida de G — e através
de k bicontracoes for simples.

Teorema 2.3.27 {thm:truly-thin} ........ . ... . i, 19

Toda presilha simples com pelo menos seis vértices distinta de roda dupla B, (n > 4);
distinta de prisma bipartido Ly, (n > 2); e distinta de escada de M&bius bipartida My, o
(n > 1), tem uma aresta verdadeiramente magra.

Teorema 2.3.28 .. 19

Toda presilha com seis ou mais vértices tem uma aresta magra.

Lema 2.3.29 {lem:brace-gen} ............ooiiuiiiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiaann.. 20

(Geragao de Presilhas) Seja H uma presilha com biparticao {A, B}. As seguintes
operagoes resultam em uma presilha G-

e Sejam x e y vértices de H tais que x € A ey € B. A presilha G é obtida de H pela
adicao da aresta xy.

e Sejam x e y vértices de H tais que x,y € A, e o grau de z seja pelo menos quatro.
Seja H' := H{x — {x1,22}} tal que tanto x; como x5 tenham dois vizinhos em H'.
A presilha G é obtida de H' pela adicao de um vértice xg e das arestas xox1, Too

€ Toy.

e Sejam x e y vértices de H, tais que © € A, y € B e cujos graus sao pelo menos
quatro. Seja H" := H{x — {x1,x2}}{y — {v1,y2}}, tal que cada um dentre z;, xs,
Y1 e Y2 tenham dois vizinhos, e pelo menos um vizinho em V(H)—{z,y}. A presilha
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G é obtida de H” pela adicao de dois vértices g e yo, e das arestas xox1, £oZ2, Yol1,

YolY2 € ToYo-

Lema 2.3.30 {lem:roda-prisma-planar} ..............oeoeueuiriininananninannnn. 20

Toda roda dupla e todo prisma é planar.

Lema 2.3.3 ] ... 20
Toda escada de Mobius bipartida é coberta por emparelhamentos. O
Lema 2.3.32 {lem:escada-mobius-nao-pfaffian} ..................oiiiii.. 20

Toda escada de Mobius bipartida é nao Pfaffiana.

Teorema 2.4.1 {thm:caracteriza-pfaffian} .............. ... .. 21
Um grafo bipartido GG é Pfaffiano se e somente se nao existe um subgrafo H conforme de
G que ¢ uma bissubdivisao de Kj 3.

Lema 2.4.2 {lem:similarPfaffian} ............o oo, 21
Sejam Dq e Dy duas orientagao similares de GG. Entao, D; é Pfaffiana se e somente se Dy
for Pfaffiana.

Teorema 2.4.3 {thm:unique-extension} ................ooiiriiiiiiiiniiniin... 21

Seja G um grafo coberto por emparelhamentos, e uma aresta removivel de G, e D’ uma
orientacao Pfaffiana de G — e. Se G é Pfaffiano, entao existe precisamente uma extensao
de D’ a uma orientacao Pfaffiana D de G.

Lema 2.4.4 {lem:similar-bipartido} .............ciiiiiiiiiiiiiiiiiinian.. 21
Sejam D; e Dy duas orientagoes Pfaffianas de um grafo bipartido G. Entao, Dy é simi-
lar a Ds.

Teorema 2.4.5 {thm:existence-extension-conformal} ......................... 21

Seja G um grafo bipartido coberto por emparelhamentos, H um subgrafo conforme de G
coberto por emparelhamentos, e D’ uma orientacao Pfaffiana de H. Existe uma extensao
de D’ a uma orientagao Pfaffiana de G se e somente se G é Pfaffiano.

Lema 2.4.6 {lem:similar-source=sink} ............ooiuiriiiiniiininiiaan.. 22

Seja D uma orientagao Pfaffiana de um grafo bipartido G. Sejam u e w dois vértices de
G em partes distintas da biparticdo de G. Existe uma orientacao Pfaffiana D’ similar a
D tal que u é fonte e w é sorvedouro.

Teorema 2.4.7 {thm:1little-cut-extension} ..................coiiiiiiiiian.., 22

Sejam G um grafo coberto por emparelhamentos, C' um corte justo de G e Gy e Gy as
duas C-contracoes de GG. Entao, G é Pfaffiano se e somente se GG; e G5 sao Pfaffianos.
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Além disso, se Dy e D, sao orientagoes Pfaffianas de G1 e G5, respectivamente, e Dy e Do
sao orientadas em C' e concordam em C', entao a extensao de D; e Dy a uma orientacao
de G é Pfaffiana.

Coroldrio 2.4.8 {cor:1little-cut} .........ooiuiiiiiii i, 22
Sejam G um grafo bipartido coberto por emparelhamentos Pfaffiano e e uma aresta re-
movivel de G. Entao, todos os grafos de uma decomposigao em cortes justos de G — e sao
Pfaffianos. Em particular, todas as presilhas de G — e sao Pfaffianas. O
Lema 2.4.9 {lem:orientacao-canonica-Gstar} .............ccooviiiininaniin.... 23

Seja GG um grafo bipartido coberto por emparelhamentos Pfaffiano, seja R um conjunto de
arestas adicionadas a G tal que G* := G + R é bipartido e coberto por emparelhamentos.
Seja e uma aresta removivel de G. Toda orientacao Pfaffiana de G* — e tem uma extensao
a uma orientacao D* de G* cuja restricao a GG é Pfaffiana.

Lema 2.4.10 {lem:estende—contracan} ............o.ouuuiiuiiaraunininanaenen... 23

Seja G um grafo coberto por emparelhamentos Pfaffiano. Seja H um grafo obtido a partir
de G por contragao de praias de cortes justos de G. Seja D(H) uma orientacao Pfaffiana
de H na qual todo vértice de contracao de H é ou uma fonte ou um sorvedouro. Entao
G tem uma orientagao Pfaffiana cuja restrigao a H é igual a D(H).

Lema 2.5.1 {lem:hea-vert—trans} .............oiuiuiriiininaniiiaananan.. 24

O grafo de Heawood ¢é transitivo nos vértices.

Definicao 2.5.2 ... . . 24
Um grafo G é P,-transitivo se, para todo par de caminhos P := (pg,p1,...,Pn_1) €
Q = (9,91, --,qn-1), existe um automorfismo ¢ de G tal que p(p;) = ¢, para i =
0,1,...,n—1.

Lema 2.5.3 {lem:hea-p2-trans} .........c.ooiunininiririiiiiiiieann, 24
O grafo de Heawood é P,-transitivo.

Lema 2.5.4 {lem:hea-p5-trans} .........c.ooiunininiriiiiiiii e, 25
O grafo de Heawood é Ps-transitivo.

Lema 2.5.5 {lem:H14properties} .........uuiiiuiuiiiiiiiii i 25
O grafo de Heawood é Ps-transitivo, nao planar, tem diametro trés e cintura seis.
Corolario 2.5.6 {cor:hea-sym-e} ....... ...ttt 26

Sejam vy e vy dois vértices adjacentes de Hyy. Sejam v e v] dois vértices adjacentes de

Hi4 (possivelmente {vg, v1} N {0}, v]} nao é vazio). Existe um automorfismo que leva v,
) 0r“1

a v, e v auv.
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Corolario 2.5.7 {cor:hea-sym+e} .........c.ioiiiiiiiiiiiiiiii i 26

Sejam vy e v, dois vértices nao adjacentes de Hy4 em partes distintas da biparticao de
Hyy. Sejam v e v} dois vértices nao adjacentes de Hy4 em partes distintas da bipartigao
de Hyy. (possivelmente {vg,v;} N {v, v]} nao é vazio). Existe um automorfismo que leva
Vg & V) € U1 a V.

Coroldrio 2.5.8 {cor:hea-sym—uu} .............ooiiiiiiiiiiiii . 26
Sejam vy e vy dois vértices de Hy4 em uma mesma parte da biparticao de Hy4. Sejam
v, e vy dois vértices de Hyy, em uma mesma parte da biparticdo de Hyy. (possivelmente
{vo, v1} N{vy, v} ndo é vazio). Existe um automorfismo que leva vy a vj e vy a v}.

Definicao 2.5.9 ... 26

Uma orientacdo D de um grafo com biparticao {U, W} é bipartida orientada se ou (i)
toda aresta de D tem sua origem em U, ou (ii) toda aresta de D tem sua origem em .

Lema 2.5.10 {lem:hea-dir=Dip} ....ouiuiriii it 27
Toda orientacao bipartida orientada do grafo de Heawood é Pfaffiana.
Lema 2.5.11 {lem:H14Pfaffian} ........ooioiiiieii i 27

O grafo de Heawood ¢é uma presilha Pfaffiana.

Lema 2.6.1 {lem:planar-Pfaffiano} ............cc.iuiiiiiiriiiiiiiiaiaann.. 28
Todo grafo planar é Pfaffiano.

Lema 2.6.2 {lem:2-conexo-face-circuito} ............cooiuiriiiiiiinneiinan.. 28

Seja G um grafo planar simples 2-conexo. Entao toda face de G é delimitada por um
circuito.

Lema 2.6.3 {lem:mc-face-conforme} ............c.ooiuiiuiiiriiiiuinnnaianann.. 29

Toda face de um grafo bipartido planar coberto por emparelhamentos é delimitada por
um circuito conforme.

Lema 2.6.4 {lem:paridade-Q-v-1interno} ...............cc.iviiiiiiiiiiiianannnn.. 29

Se D é uma orientacao das arestas de um grafo planar conexo tal que todo circuito facial
de D (exceto possivelmente o circuito que delimita a face infinita) tem um nimero fmpar
de arestas no sentido horario, entao em cada circuito, o niimero de arestas orientadas no
sentido horario tem paridade oposta a paridade do ntmero de vértices de D dentro do
circuito. Dessa forma, D é Pfaffiano.

Corolario 2.6.5 {cor:plan—par} ...........ouiuiinininiii i 29

A paridade da orientacao de um circuito em uma orientagao Pfaffiana de um grafo bipar-
tido planar coberto por emparelhamentos é o oposto da paridade do niimero de vértices
internos ao circuito numa imersao planar.
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Teorema 2.6.6 {thm:planar-3-Conexo} ............c.uuiiuiiiriiiiiiinnninian.n, 29

Um grafo simples planar 3-conexo tem uma tUnica imersao planar.

Lema 2.6.7 {lem:cubo-unico-planar-pfaffian-8} ....................coiii... 30
O cubo é a tnica presilha simples planar com oito vértices, e a unica presilha simples
Pfaffiana com oito vértices.

Teorema 3.1.1 {thm:braces-4-sum-braces, item:brace-down, item:brace-up} 32

Seja G um grafo bipartido coberto por emparelhamentos que é uma 4-soma de n > 2
grafos bipartidos. Entao,

(i) se G é uma presilha, entao cada parcela é uma presilha;

(ii) se G nao é uma presilha mas cada parcela é uma presilha, entdo n < 3 e a soma
nao é completa. Se, além disso, n = 3, entao a soma ¢ fina e G = Hq.

Corolario 3.1.2 {cor:summand-conformal} .............ccoviiiiiiiiiiiiinnnnnn... 35
Seja G uma presilha que é uma (@, R)-soma dos grafos de uma cole¢ao G de grafos bipar-
tidos. Para cada sub-colecao G’ de G e para cada superconjunto R’ de R, a (@), R')-soma
G’ dos grafos em G’ é um subgrafo conforme de G.

Teorema 3.2.1 {thm:pfaffian-braces-sum} ..............ccooiiiiiiiieiiinn... 36

Seja G uma (@, R)-soma de n > 2 grafos bipartidos. Se a 4-soma é completa ou se n > 3,
entao GG é uma presilha Pfaffiana se e somente se cada parcela é uma presilha Pfaffiana.

Lema 4. 0.0 41

O grafo de Heawood é irredutivel.

Teorema 4.1.2 .. 42

(Teorema Principal) Seja G uma presilha simples Pfaffiana irredutivel e nao planar.
Entao, G é o grafo de Heawood.

Lema 4.1.3 {lem:G-e:has-heawood} ............co.iiiiiiuiiiiiiiiiiiiiiiann.. 42

(Lema do Grafo de Heawood Nao Contido) Seja G uma presilha simples Pfaffiana,
e uma aresta de G. Entao, nenhuma presilha de G — e é isomorfa ao grafo de Heawood,
mesmo desconsiderando-se arestas miiltiplas.

Lema 4.1.4 {lem:heranca-redutibilidade} ............. ... ..., 42

(Lema da Heranca da Redutibilidade) Seja G um spin, e uma aresta de G, e H
uma presilha de G — e. Se o Teorema Principal vale para todo grafo menor que G, e se (i)
o grafo H tem no méximo um vértice de contragao, ou se (ii) a aresta e é magra, entao
H ¢ irredutivel.
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Lema 4.1.5 {lem: j-e-contracao—nao-planar} ................c.coeeeiinerenaen... 42

(Lema da Nao Planaridade das Contragées) Seja G uma presilha Pfaffiana e
irredutivel e e uma aresta de G. Seja C' := 0g(X) um corte de G tal que C' — e é justo
em G —e. Se G — e nao ¢ planar, e | X| <5, entdo a contragdo (G — ¢){X — T} ndo é
planar.

Coroldrio 4.1.6 {Cor:InpC} ...ttt 42

Seja G um spin, e e uma aresta de G. Entao, G — e nao é planar.

Lema 4.1.7 {lem:g-e-nao—planar} .............oiueuouininanarniinananannanan.. 43

Seja J uma presilha simples Pfaffiana nao planar, e = xqy uma aresta de J. Entao J —e
nao é planar.

Lema 4.1.8 {lem:g-e-presilha-planar} ..............ooeieiiiraranananenenennnn, 43

Seja e uma aresta de GG, e H uma presilha de G —e. Se H tem no méaximo um vértice de
contragao, ou se e é magra, entao H é planar.

Lema 4.1.9 {lem:e-magra-tipo-2-planar—s0} .............oouririraranenaenen., 43

Toda aresta magra e de GG tem indice igual a 2, e a presilha interna de G — e é planar.

Notagao 4.1.10 {not :H+Xy} ..o 45
o X :={zg,x1,25} e C(X) :=0g(X);

o Y = {yo,y1,42} e C(Y) := da(Y);

o« H:=(G-){X —a}{Y - y};
o H(T):=(G—-e){X -7} e H@) := (G —e){Y = 7};
o H(z):= (G —e){X -} e Hy) = (G - e)]{Y — y}.

Lema 4.1.11 {Tem:G-14V} ... 45
O grafo H tem dez ou mais vértices, e portanto G tem pelo menos quatorze vértices.

Lema 4.1.12 {lem:quadrupla-nobre} .............oeiiuiririiiiiianiniiaanan. 46
As arestas de Og(x1) — x179 nao sdo contiguas na ordem ciclica de dy(x) ao redor de x
em H. Vide Figura 4.3.

Lema 4.1.13 {lem:e-fora-quadrilatero} ..............ccoiiiiiiiiiiiiiian... 48

A aresta e nao pertence a quadrildtero de G que tenha vértice de grau trés nao incidente
em e.
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Lema 4.1.14 {lem:f-incide-quad-g3} .......c.iuiiiiiiiiiiiiiiiiiiinn, 48
Se f for uma aresta verdadeiramente magra de H e se um extremo v de f tem grau trés
em (7, entao v nao pertence a quadrilatero de G — f.

Lema 4.1.15 {lem:2-c4-Tuim} ........o.ioiuiiiiii i 50
Suponha que f seja uma aresta verdadeiramente magra de H, e que GG tenha precisamente
quatro vértices. Entao, G; tem mais de quatro vértices.

Teorema 4.1.16 {thm:f-magra-H-magra-G-2cond} ................cocivuiiinn... 51
Seja f uma aresta magra de H, tal que ou (i) f é verdadeiramente magra em H, ou (ii)
o indice de f em G é menor do que 2. Entao, f é uma aresta magra de G.

Lema 4. 0. 07 52
O numero de presilhas com mais de quatro vértices obtidas na decomposi¢ao em cortes
justos de G — f é precisamente um.

Teorema 4.1.18 {thm:h-sem-vm-g-h14} ... .. .. .. .. ... . i i 54

Se a presilha H nao tem aresta verdadeiramente magra, entao G é o grafo de Heawood.

Lema 4.1.19 {lem:h-sem-vm-b10} ... ... i 55

Se a presilha H nao tem aresta verdadeiramente magra, entao H é a roda dupla Byg.

Lema 4.1.20 {lem:h-b10-g-h14} ... ... . .. 55

Se H é igual ao grafo Bjg, entao GG é igual ao grafo de Heawood.

Teorema 4.1.21 {thm:f-nao-vm-H} .......... .. .. . i, 56

A presilha H nao tem aresta verdadeiramente magra.

Lema 4.1.22 {lem:x-rs-disjuntos} ......... ..ot 57

Se f nao incide nem em x nem em adjacente de z, entdao X N (RUS) = (.

Lema 4.1.23 {lem:x-r-1-xr-ys=-0} .. ... it 58

Se f nao incide em z, mas incide em adjacente de x, entao podemos ajustar a notagao
de forma que x; = r; seja o unico vértice de X U R que pertenca a mais de um conjunto
dentre X, Y, Re S. Além disso, x1 = r; nao pertence a Y U S.

Lema 4.1.24 {lem:contiguo-H-L} ... ... . it 63
Seja L = (H — f){{x, 70,72} — p}{{y, 50, 52} — ¢} uma imersao de L obtida de H — f
pela contracao dos caminhos (z, g, 72) € (Y, So, S2) aos vértice p e ¢, respectivamente. Seja
F um subconjunto das arestas de dy(z) — xrg. Entao, as arestas de F' sdo contiguas em
Oy () ao redor de 2 em H se e somente se as arestas de F sdo contiguas em 9 (p) ao
redor de p em L.
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Lemma 5. 0.0 67

Seja G uma presilha simples Pfaffiana, e = xqyy uma aresta de GG. Entao, o grafo simples
subjacente de qualquer presilha de G — e nao é isomorfo ao grafo de Heawood.

Lema 6. 0.0 . 75

(Lema da Heranga da Redutibilidade) Seja G um spin, e uma aresta de G, e H
uma presilha de G —e. Se o Teorema Principal vale para todo grafo menor que G, e se (i)
o grafo H tem no méaximo um vértice de contragao, ou se (ii) a aresta e é magra, entao
H é irredutivel.

Lema 6.0.2 76

Sejam (G um spin, e uma aresta de G, H uma presilha de G — e, e Z uma quadrupla de
vértices de H. Se Z nao contém vértices de contracao de H, e se o Teorema Principal
vale para presilhas menores do que G, entao Z nao reduz H.

Corolario 6.1.3 ... 76

Sejam G um spin, e uma aresta G, H uma presilha de G — e, e Z uma quadrupla de
vértices de H. Se Z contém precisamente um vértice de contracao de H, entao Z nao
reduz H.

Lema 6.0.4 .. 76

Sejam G um spin, e uma aresta de G, H uma presilha de G — e, e Z uma quadrupla
de vértices de H. Se Z contém dois vértices de contragao de H, a aresta e é magra, e

o Teorema Principal vale para todo grafo com menos vértices que G, entao Z nao reduz
H.

Lema 6.1.5 {lem:heranca-redutibilidade-b} ........ ..., .. 76
Sejam G um spin, e uma aresta de G, H uma presilha de G — e, e Z uma quadrupla de
vértices de H. Se Z nao contém vértices de contracao de H, e se o Teorema Principal
vale para presilhas menores do que G, entao Z nao reduz H.

Lema 6.1.6 ... ... 77
A orientacao D(G*) é Pfaffiana.
Lema 6.1.7 {lem:heranca-redutibilidade-a-unido} ...............coooiinn... 82

Sejam GG uma presilha Pfaffiana irredutivel, e = x¢yy uma aresta de G, e C' := Jg(X) um
corte nao trivial de G, com C'—e justo em G —e, e 9 € X. Sejam H := (G — e){X — T},
e {U,W} a biparticao de H. Seja Z CV(H), talqueT € Z, e | ZNU|=2=|ZNW|.
Seja H* o grafo bipartido obtido de H pela adi¢ao de arestas com ambos os extremos em
Z, de forma que H*[Z] seja um quadrilatero. Suponha que H* é Pfaffiano e H — Z tenha
emparelhamento perfeito. Seja ¢ o nimero de componentes conexas de H — Z. Entao,
¢ < 2, com igualdade somente se e nao incide em vértice de Z.
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Corolario 6.1.8 ... ... 82
Sejam GG um spin, e uma aresta G, H uma presilha de G — e, e Z uma quadrupla de
vértices de H. Se Z contém precisamente um vértice de contracao de H, entao Z nao
reduz H.

Proposicao 6.1.9 {prp:1lhr-a-unido} ............cooiiiiiiiiiiiii 83
O conjunto X tem somente um vértice adjacente a vértices em V(J;) UV (Jy), e este
vértice estd em X .

Lema 6.1.10 {lem:heranca-redutibilidade-c} ...............ccoiiiiiiin... 86

Seja G um spin, e uma aresta magra de G, H uma presilha de G — ¢, e Z uma quadrupla
de vértices de H contendo dois vértices de contracao de H. Se o Teorema Principal vale
para todo grafo menor que G, entao Z nao reduz H.

Definicao 6.1. 10 ... . 87
Sejam v; € Q);, e v;41 € Q;11, onde os indices sao tomados médulo quatro, e k um inteiro,
1 <k <n tais que:

e v; é ligado por uma aresta e; de G a um vértice w; de Ji;

e v,y ¢ ligado por uma aresta e;;; de G a um vértice w;, de Ji.

Vide Figura 6.6. Se Hj tem um emparelhamento perfeito que contém e;, e;11, € a
aresta ¢;i0¢;13 de @, entao diz-se que v; e v;;, sao Hjy-conexos. Representa-se por
V; 5 v;11.Estendemos esta definicao para o caso em que v; e v;11 sao adjacentes em
G. Nesse caso, dizemos que v; e v;11 sao Hg-conexos para todo k.

Notagao 6.1.02 ... 87
Chamaremos de 7" o conjunto |J Q;.
Definicao 6.1.13 ... ... 87

Seja G* a presilha obtida de G pela adicao das arestas em

A= {uw: Hj,uiw;u,wGUQi}—E(G).

Definicao 6.1.14 ... .. 87

. k
Dizemos que uma aresta f = v;v;41 de E(G*) tem cor k se v; ~ vi41.

Lema 6.1.15 {1em:vi-vil-CONeX0} .......o.iuiuiiiiiiii i, 88

Seja v; € ; um vértice adjacente a vértice de J. Entao, existe um vértice v;;1 € Qi41,
adjacente a vértice de Ji, tal que v; e v;,1 sao Hi-conexos.
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Lema 6.1.16 {lem:Qi-adj=TR} ......o.iuiriuiinititi i 88
Para i = 0,1,2,3 e para k = 1,2,...,n, o conjunto (); contém um vértice adjacente a
vértice de Jg.

Lema 6.1.17 {lem:Qi+-adj-Qi-1} .. .o 88

Para i = 0,1,2,3, todo vértice de Q; é adjacente em G* a algum vértice de Q;_; e a
algum vértice de ;1.

menos um dentre v e w é adjacente a vértice de V(G) — T — V (Jy).

Lema 6.1.19 {lem:descargal} ..........ooiuiiiiii i 89

(Lema da Descarga) Seja f uma aresta de A de cor k. Seja M um emparelhamento
perfeito de G* contendo f, tal que M N I(V (Jx)) = 0. Entao, G* tem um emparelhamento
perfeito M’ tal que:

e M'NA=(MnNA)-f;
o M'No(V(Jy)) = MnoV(Jy)), para todo ¢ distinto de k;

e o sinal de M’ é igual ao sinal de M em D(G*).

Lema 6.1.20 {1lem:carga) .......o.ouiuiii 90

(Lema da Carga) Seja M um emparelhamento perfeito de G* tal que | M NIV (Jx))| =
2. Entao, G* tem um emparelhamento perfeito M’ tal que:

o M'NI(V(Jy)) =0
o M'NI(V(J;)) = MNo(V(J;)), para todo j # k;

e o sinal de M’ é igual ao sinal de M em D(G”).

Lema 6.1.21 {lem:H-1ed-X1y2-NA0} ... ...ttt 91
Em G* nao existem duas arestas adjacentes que ligam vértice de 1 a vértice de ()s.
Lema 6.1.22 {lem:H-1ed=cubo} ........c.iuiuiiiiii e 93
O grafo G*[T] é o cubo.

Notagao 6.1.23 ... ... 93
Ajustamos a notacao de forma que x1y; e zoys sejam arestas de G*.

Notagao 6.1.24 ... .. 93

Denotamos por © o grafo G*[T — o —yo|, um hexdgono com uma corda. Vide Figura 6.9.
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Lema 6.1.25 {lem:H-red-xiyi-cor—i} .......c.ooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiin.. 94
A aresta x1y; tem uma cor ¢; e a aresta sy, tem uma cor o tal que ¢; # cs.

NoOtagao 6.1.26 ... 94
Ajustamos a notacao de forma que x1y; tenha cor 1 e xoys tenha cor 2.

Lema 6.0, 27 94
O grafo G* é Pfaffiano.

Lema 6.1.28 {lem:H-red-q0xiyiq3} ... ...oviiiniii e 96
Se Ny # V(O) entao Ny = {qo, x1,y1,q3} ou Ny = {qo, 2, Y2, G3}-

Corolario 6.1.29 ... . 96

Existe uma componente conexa J, de H — V(Q) tal que todo vértice de © é adjacente a
vértice de Jj.

Lema 6.1.30 {lem:H-red-L-redutivel} ...........cooiuiiiiiiiiiiannnn .. 97
O grafo L é uma presilha redutivel Pfaffiana e nao planar.

Lema 6.1.31 {lem:H-red-L-red-G-red} .........c.oiiiiiiiiiiniiiiiaan... 98
Todo conjunto que reduz L reduz também G.

Lema 7. L. 99

(Lema da Nao Planaridade das Contragoes) Seja G uma presilha Pfaffiana, irre-
dutivel. Seja C' := 0g(X) um corte (possivelmente trivial) de G tal que C' — e é justo
em G —e. Se G — e nao é planar, e | X| < 5, entao a contragio (G — e){X — T} nao é

planar.

Lema 7.1.2 {1em:H-X0=2-COMEXO0} ...\ttt 100
O grafo H — xg é 2-conexo.

Lema 7.1.3 {lem:par-FG} ........ooiuiiiii e 102

Se H é planar, entao a orientacao de Fg é par em D(G).

Lema 7.1.4 {lem:Mv-F-conforme} ..............ciiiiiiiiiiiiiiiiiiianin... 102
Suponha que H seja planar. Entao, H(v) tem um emparelhamento bom M. Além disso,
se F¢ for um circuito, e se f denotar a aresta de M N C', entao o extremo em G de f em
X é o tinico vértice de X adjacente a v em G.

Lema 7.1.5 {1em:NH(y) <=2} .. . o 103
Se H for planar, entao |[(V(F')) N Ng(T)| < 2, com igualdade se e somente se T estd em
V(F).

Lema 7.1.6 {lem:adj-Xb-1em=1npc} .......ooiuiiiriiiiiii e, 104

E possivel ajustar a notacao de forma que:
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e Se ‘Y‘ =3, entdo X = {yo,y1,¥2} € {Yoy1, Yoy} é o conjunto de arestas de G[X];
além disso, tanto y; quanto y, tem pelo menos dois vizinhos em X.

e Se |X| =5, entao_y = {Y0, Y1, Y2, 50, 51} € {Yo¥y1, Yo¥2, So¥1, So¥2, Sos1} € 0 conjunto
de arestas de G[X]; além disso, tanto y; como ys tem pelo menos um vizinho em
X, e 51 tem pelo menos dois vizinhos em X.

Lema 7.1.7 {1em:FG-unico} .........ooiuiuiiiii e 107
O vértice de Fz em X é o tinico vértice de X adjacente a mais de um vértice de X. Além
disso, os demais vértices de X, nao sio adjacentes a vértices de X — vy — vs.

Lema 7. 0.8 109
O corte C'—e de GG — e inclui um emparelhamento M de GG — e com trés arestas, que cobre
v; e contém a aresta s;vs.

Lema 7.0, 111
A presilha G* é Pfaffiana.

Lema 7.1.10 {lem:cruzamento-no-corte} ..............cooieiiiiniiirniiinann.. 111

O corte C'— e —e; — ey contém duas arestas fi e fo, tais que f e fy nao sao adjacentes em
G, a ordem ciclica (eq, eq, fo, f1) é planar em H*, e a ordem ciclica (ey, eq, f1, f2) é planar
em H'.



