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Resumo

O assunto do qual se trata este trabalho se insere na area de teoria dos grafos,
e mais especificamente de grafos matching covered, que sao grafos conexos
em que toda aresta pertence a um emparelhamento perfeito.

L. Lovasz desenvolveu toda a base da teoria dos grafos matching covered
e, como conseqiiéncia, obteve uma caracterizacao para o matching lattice.
Desta caracterizacao foi possivel obter uma prova para uma relaxacao da
conjectura de Tutte que generaliza o problema das quatro cores.

Existem dois procedimentos de decomposicao de grafos matching covered
que sao fundamentais: um deles é a decomposicao em cortes justos e o outro
¢ a decomposicao em orelhas. Para uma decomposicao em orelhas podem ser
usadas orelhas simples ou duplas. Uma importante questao é determinar o
niumero minimo de orelhas duplas de uma decomposicao em orelhas de um
grafo matching covered.

Neste trabalho apresentamos uma resposta para esta questao. Apresenta-
mos também duas conseqiiéncias desta solucao: uma delas é que existe uma
base para o matching lattice formada apenas por emparelhamentos perfeitos,
e a outra é uma caracterizagao para o Lin(M,Zy). Esta dltima nos permite
obter uma prova para outra relaxacao da conjectura de Tutte.
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Abstract

Matching covered graphs are connected graphs in which every edge lies in
a perfect matching. The base of this theory was developed by L. Lovasz,
and as consequence, a characterization to the matching lattice was obtained.
Then it was possible to obtain a proof for a relaxation of a conjecture of
Tutte which is related to the four colour problem.

There are two main decomposition procedures of a matching covered
graph: tight cuts decomposition and ear decomposition. For an ear
decomposition one can use single or double ears. One important question
asks about the minimum number of double ears of any ear decomposition of
such graphs.

This work gives an answer to this question. It is also presented two
consequences: that there is a base for the matching lattice formed solely by
incidence vectors of perfect matchings, and a characterization to Lin(M, Zy)
which gives a proof to an other relaxation of the Tutte conjecture.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Primeiras consideracoes

Grafos matching covered sao grafos conexos em que toda aresta pertence a
um emparelhamento perfeito. Uma grande motivacao para estudarmos este
assunto se concentra em um resultado de Tait (1880) que estabelece uma
equivaléncia entre o problema das quatro cores e a 3-coloracao de grafos
cubicos planares, e na Conjectura de Tutte, que diz que “todo grafo cubico
sem aresta de corte que nao contém o grafo de Petersen como um minor é
3-aresta colorivel”.

Virios resultados significativos foram obtidos desde o fim da década de
70 e em toda década de 80. Os mais expressivos destes resultados sao os de
Seymour [19] e L. Lovész [10], que consideram uma relaxagao da Conjectura
de Tutte.

O grande mérito destes trabalhos é que pela primeira vez foi possivel
estabelecer a real importancia do grafo de Petersen em uma classe de grafos
que inclui aqueles considerados pela conjectura de Tutte. Dessa forma, estes
resultados dao um grande impulso a validade da Conjectura.

Esta Tese tem uma intima relacao com o trabalho de L. Lovasz. Foi ten-
tando entendé-lo que conseguimos estabelecer os resultados que a compoem.
E importante ressaltar que um grande aliado deste trabalho foi o relatério
técnico de U. S. R. Murty [13], onde a teoria dos grafos matching covered e
o Teorema de Lovész sao descritos de uma forma mais suave e didatica.
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1.2 Motivacao para o trabalho

O problema da quatro cores foi uma das principais motivagoes para o desen-
volvimento da teoria dos grafos. Interesses em emparelhamentos e coloracao
de arestas surgiram da seguinte observacao de Tait [21].

Teorema 1.1 [Tait, 1880] O problema das quatro cores é eqiivalente a
afirmacao de que todo grafo cubico planar sem aresta de corte é 3-aresta-
colorivel. O

Note que uma coloracao das arestas de um grafo é simplesmente uma
particao das arestas em emparelhamentos. Portanto, em vista do Teo-
rema 1.1, o Teorema das quatro cores afirma que que todo grafo cibico
planar sem aresta de corte possui trés emparelhamentos perfeitos disjuntos
nas arestas.

Um grafo cubico sem aresta de corte e que nao possui trés emparelha-
mentos perfeitos disjuntos é chamado de snark. O snark mais famoso que
se conhece é o grafo de Petersen. Devido ao Teorema 1.1, o problema das
quatro cores é equivalente a afirmacao de que nao existe snark planar.

Os snarks contém a chave de muitos problemas em aberto em teoria dos
grafos. Todas as construcoes conhecidas de snarks podem ser vistas como
modificagdes ou generalizagoes do grafo de Petersen. Tutte [23] conjecturou
que, em esséncia, o grafo de Petersen é a tnica obstrugao a 3-coloragao de
grafos cibicos sem aresta de corte. Um grafo H é um minor de um grafo
G se H pode ser obtido de GG através das operacoes de remocao de vértices,
remocao de arestas e contracao de arestas.

Conjectura 1.2 [Tutte, 1966] Se um grafo cibico sem aresta de corte ndo
contém o grafo de Petersen como um minor entao ele é 3-aresta-colorivel.0

Como nenhum grafo planar contém o grafo de Petersen como um minor, a
Conjectura acima inclui o problema das quatro cores como um caso especial.
Seymour [19] foi o primeiro a estudar sistematicamente a Conjectura
acima. Ele estudou o lattice (reticulado) gerado pelos vetores de incidéncia
de emparelhamentos perfeitos de um grafo cibico 2-conexo. Lovasz [10],
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construiu a teoria dos grafos matching covered e deu uma completa caracte-
rizagao do matching lattice (reticulado gerado pelos vetores de incidéncia de
emparelhamentos perfeitos de um grafo matching covered).

Considere o espaco das funcoes que associam a cada aresta de G um
ntimero real. Para um subconjunto A C E(G), o vetor de incidéncia x* de
A é definido por xy(e) =1se e € A e x*(e) = 0 caso contrario.

Noés estamos interessados em estudar os subconjuntos de Q¥ gerados pe-
los vetores de incidéncia de emparelhamentos perfeitos de um grafo GG. Se e é
uma aresta que nao pertence a nenhum emparelhamento perfeito de G entao
todos os vetores de interesse terao zero na coordenada correspondente a e.
Por esta razao nos restringiremos a grafos conexos em que toda aresta per-
tence a algum emparelhamento perfeito; tais grafos sao chamados de match-
ing covered. O conjunto de todos os emparelhamentos perfeitos de um grafo
G é denotado por M.

O cone inteiro gerado pelos vetores de incidéncia de emparelhamentos
perfeitos de um grafo GG, denotado por Cone(M), é o conjunto de todas as
combinacoes lineares inteiras nao negativas de x™, onde M € M. Em outras
palavras,

Cone(M) :={ze€z” :2=> aux™, an €z}
MeM

Nao ¢ dificil de ver que se G' é um grafo k-regular entao G é k-aresta-
colorivel se, e somente se, o vetor 1, contendo “1” em cada componente,
pertence ao cone inteiro. Por outro lado, é bem conhecido [7] que o pro-
blema de decidir se um grafo k-regular é k-aresta-colorivel é N P-completo.
Portanto, é muita pretensao tentar obter uma caracterizacao para o cone
inteiro.

Por esta razao, é importante considerarmos relaxagoes deste cone. Uma
possivel relaxacao é permitir coeficientes negativos e considerar o lattice. O
lattice gerado pelos vetores de incidéncia de emparelhamentos perfeitos de
G, chamado de matching lattice de G e denotado por Lat(M), é definido
como segue;

Lat M) :={zez” :x= Y aux™,au € z}.
MeM

Podemos ainda considerar o Frac(M), definido de forma andloga.
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Frac(M):={z €z’ :x =Y aux™, an €Q}.
MeM
Alguns resultados importantes sobre os conjuntos definidos acima estao
colocados a seguir, onde r-grafo é um grafo r-regular tal que |V (S)| > r para
todo subconjunto impar S de V(G).

Teorema 1.3 [Edmonds, 1965] 1 € Frac(M) para todo r-grafo. O

Teorema 1.4 [Seymour, 1979] 1 € Lat(M) para todo 3-grafo que nao possui
o grafo de Petersen como um minor. O

Teorema 1.5 [Lovdsz, 1987] 1 € Lat(M) para todo r-grafo que ndo possui
o grafo de Petersen como um minor. O

Em [10], Lovédsz nao apenas prova o Teorema acima, mas também carac-
teriza o matching lattice, isto é, ele fornece condi¢oes necessarias e suficientes
para que um vetor w € Z¥ pertenga ao Lat(M). Para isso ele desenvolveu
toda a base da teoria dos grafos matching covered.

Neste trabalho fazemos inicialmente uma breve revisao da teoria dos gra-
fos matching covered e, a seguir, apresentamos os resultados que obtivemos.

1.3 Organizacao do trabalho

No Capitulo 2, apresentamos os principais conceitos e resultados que se re-
ferem a emparelhamento em grafos. A maioria destes resultados sao simples
e podem ser encontrados em qualquer livro béasico em teoria dos grafos. Por
esse motivo, evitamos estendé-lo com algumas demonstracoes que seriam
meramente repetitivas. Para essas demonstracoes sao indicadas referéncias
adequadas.

Na ultima secao deste Capitulo, introduzimos grafos matching covered
que sao grafos conexos para os quais toda aresta pertence a algum empare-
lhamento perfeito e apresentamos seus resultados mais basicos.

No Capitulo 3, introduzimos o conceito de cortes justos, que ¢ um dos mais
importantes elementos no estudo de grafos matching covered, e apresentamos
suas mais importantes propriedades.
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Neste Capitulo também veremos um procedimento que decompde um
grafo matching covered em grafos matching covered menores chamados de
bricks e braces. Os bricks e braces possuem propriedades muito importan-
tes que, quase sempre, podem ser generalizadas para todo grafo matching
covered. Através desta decomposicao, podemos considerar bricks e braces
como blocos bésicos a partir dos quais todos os grafos matching covered
podem ser construidos.

Assim, quando temos um problema qualquer sobre grafos matching
covered, se conseguirmos resolvé-lo para os bricks e braces entao, em ge-
ral, é possivel extender a solucao, utilizando esta decomposicao, para todo
grafo matching covered. Por exemplo, o Teorema de L. Lovasz, que carac-
teriza o matching lattice de um grafo matching covered, segue esta linha.
Outro exemplo é a Conjectura de Tutte; é suficiente demonstra-la para os
bricks e braces. Veremos mais exemplos ao longo deste trabalho.

No Capitulo 4, apresentamos outra decomposi¢ao para grafos matching
covered chamada de decomposicao em orelhas. Esta decomposicao é indu-
tiva e muito simples e nos permite descrever a classe dos grafos matching
covered. A partir desta propriedade, conseqiiéncias muito importantes sao
estabelecidas.

Neste Capitulo também definimos uma familia infinita de grafos matching
covered obtida por uma colagem seqiiencial de K,. Esta familia pode ser
construida iterativamente a partir do K4 de tal forma que cada elemento, a
partir do segundo, ¢ obtido através de uma colagem adequada do elemento
anterior a um K,;. A seguir mostramos que todo grafo matching covered
possui um subgrafo que, a menos de subdivisao de arestas, ¢ um elemento
desta familia.

Também mostramos que todo elemento desta familia possui, a menos
de subdivisao de arestas, o K, ou Cg como subgrafo. Uma conseqiiéncia
imediata deste resultado é que todo brick diferente do K, e Cg possui uma
aresta cuja remocao produz um grafo matching covered. Este resultado,
demonstrado por L. Lovéasz [10], é classico na teoria dos grafos matching
covered.

Existe uma demonstracao direta e também simples para este Teorema [3].
No entanto, esta familia infinita possui elementos que desempenham um pa-
pel importante na teoria dos grafos matching covered. Por exemplo, seu
terceiro elemento ¢ o unico brick que possui uma tunica aresta cuja remocao
produz um grafo matching covered, e conjecturamos que o quarto elemento é
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0 unico que possui duas arestas. Os demais bricks possuem pelo menos trés
arestas com esta propriedade.

No Capitulo 5, apresentamos uma relacao entre o numero de orelhas
duplas de uma decomposicao em orelhas de um grafo matching covered e o
nimero de bricks de uma decomposi¢ao em cortes justos do mesmo grafo.
Assim estabeleceremos um limite inferior para o nimero de orelhas duplas
de uma decomposic¢ao em orelhas de um grafo matching covered.

Este limite inferior nos sugere uma conjectura que estabelece um nimero
minimo de orelhas duplas de uma decomposicao em orelhas de um grafo
matching covered. Nos Capitulos 8 e 9, mostramos que esta conjectura é
verdadeira.

Ainda neste Capitulo, mostramos que, a partir de uma decomposicao em
orelhas qualquer, podemos obter uma decomposicao em orelhas particular
que chamaremos de canoénica, de tal forma que o numero de orelhas du-
plas utilizados é o mesmo da decomposicao inicial. Veremos, no Capitulo 9,
importantes aplicacoes desta decomposicao.

Os trés proximos Capitulos tém o objetivo de demonstrar um dos prin-
cipais resultados deste trabalho, que mostra que a Conjectura do Capitulo 5
¢ valida para os bricks. Um dos pilares desta demonstracao é um Teorema
demonstrado recentemente por L. Lovasz e S. Vempala. Para demonstrar-
mos este Teorema precisamos de alguns conceitos que sao introduzidos no
Capitulo 6.

No Capitulo 6, introduzimos o conceito de cortes bons para bricks. Um
corte impar em um brick é bom se ele satisfaz duas condicoes; uma delas
diz que as duas contragoes deste corte devem ser matching covered. Este
conceito nos permite provar neste Capitulo um teorema que é uma relaxacao
do Teorema de Lovasz-Vempala.

Mostramos também que os bricks em geral possuem cortes bons tais que
cada uma das suas contracoes, além de ser matching covered, ainda possui
a propriedade de que sua decomposicao em cortes justos fornece um tunico
brick. Estes cortes recebem o nome de robustos.

Os cortes robustos que possuem uma margem de tamanho minimo tém
propriedades importantes, e foi investigando-as que pudemos, no Capitulo 7,
demonstrar o Teorema de Lovasz-Vempala.

No Capitulo 8, mostramos a validade da Conjectura do Capitulo 5 para
bricks e apresentamos um resultado que é uma generalizagao do Teorema de
Lovasz-Vempala.
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No Capitulo 9, o ultimo desta Tese, mostramos que a Conjectura do
Capitulo 5 ¢ verdadeira para todo grafo matching covered e apresentamos
uma caracterizacao para Lin(M, Z,).

E importante ressaltar que, com rarissimas excessoes, todas as demons-
tragoes desta Tese (incluindo as de resultados ja conhecidos) sao originais.

1.4 Convencoes e notacao

Teoria dos conjuntos:

:=: igual por definicao.

x € A: x é elemento do conjunto A.

AU B: uniao dos conjuntos A e B.

AN B: interseccao dos conjuntos A e B.

A\ B: conjunto dos elementos de A que ndo estao em B.

A @ B: diferenga simétrica de A e B, ou seja, (A\ B) U (B\ A).
A C B: A é subconjunto de B.

|X|: nimero de elementos do conjunto X.

Teoria dos grafos
adj(v): conjunto dos vértices adjacentes ao vértice v.
V(X): conjunto das arestas com exatamente um extremo em X.
Z(H): conjunto das componentes impares do grafo H.
A(G): grau maximo de um vértice no grafo G.
G[X]: subgrafo de G induzido pelo conjunto de vértices X, ou seja, é o
subgrafo de GG cujo conjunto de vértices é X e o conjunto de arestas é formado
pelas arestas de GG que possui ambos os extremos em X.
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Emparelhamento em Grafos

2.1 Introducao

Neste Capitulo apresentaremos os principais conceitos e resultados que se
referem a emparelhamento em grafos. A maioria destes resultados sao in-
trodutoérios e podem ser encontrados em qualquer livro basico em teoria dos
grafos. Por esse motivo, evitaremos estendé-lo com algumas demonstragoes
que seriam meramente repetitivas. Para essas demonstragoes serao indicadas
bibliografias adequadas.

2.2 Os Teoremas de Hall, Tutte e Berge

Seja G := (V(G), E(G)) um grafo simples, isto é, um grafo finito sem ares-
tas paralelas e sem lacos. Um emparelhamento em G é um subconjunto de
arestas nao adjacentes duas a duas. Um vertice u € V(G) é coberto por um
emparelhamento M se alguma aresta de M incide em u; caso contrario, u é
dito ser descoberto por M. Se todos os vértices de V(G) sao cobertos pelo
emparelhamento M entao M é um emparelhamento perfeito.

Denotaremos o nimero de vértices descobertos por um emparelhamento
M em um grafo G por desc(M). E claro que se M é um emparelhamento
entao

| M| = (V(G)| - desc(M))/2, (2.1)

8



Emparelhamento em Grafos 9

e M é um emparelhamento perfeito de G se, e somente se, |M| = |V(G)]|/2.

Um dos problemas bésicos sobre emparelhamento em grafos ¢ determinar
condicoes necessarias e suficientes para que um grafo tenha emparelhamento
perfeito. Trataremos este problema primeiramente para a classe dos grafos
bipartidos, que constitui uma importante classe em teoria dos grafos. Em
seguida consideraremos a classe de grafos em geral.

No caso de grafos bipartidos, o seguinte Teorema estabelece condigoes
necessarias e suficientes para a existéncia de emparelhamento que cobre todos
os vértices de uma biparticao.

Teorema 2.1 (Hall) Seja G um grafo bipartido com biparticio (X,Y).
Entao G contém um emparelhamento que cobre todos os vértices de X se,
e somente se,

|adj(A)] = |A]
para todo A C X.

Dem. veja [2, pag. 72], [11, pag. 5], [13, pag. 12]. O

Portanto, a partir do Teorema de Hall podemos obter condicoes necessé-
rias e suficientes para a existéncia de emparelhamento perfeito em um grafo
bipartido.

Para um grafo qualquer (ndo necessariamente bipartido) também existe
um Teorema, de autoria de Tutte [22], que fornece condigdes necessarias e su-
ficientes para a existéncia de emparelhamento perfeito. Uma motivacao para
este Teorema pode ser baseada no seguinte fato: seja G' um grafo e M um
emparelhamento em G. Se V(G) é impar entdo claramente G nao possui em-
parelhamento perfeito. Pelo mesmo raciocinio, se U é um subconjunto impar
de V(@) entao U contém um vértice descoberto por M ou [M NV(U)| > 1,
onde V(U) representa o conjunto das arestas que ligam U a V(G)\ U. Como
consequéncia, se M é um emparelhamento em G e S C V(G) entao

desc(M) > |Z(G — S)| — |5, (2.2)

onde Z(H) denota o conjunto das componentes impares do grafo H. Por
2.2 acima, podemos concluir que se um grafo G' possui um subconjunto S
de vértices tal que |Z(G — S)| > |S| entdo G ndo possui emparelhamento
perfeito. O Teorema de Tutte afirma que a reciproca também é verdadeira.
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Teorema 2.2 (Tutte) Um grafo G tem emparelhamento perfeito se, e so-
mente se,

IZ(G = S)| < |5]
para todo S C V(G).

Dem. veja [2, pag. 76], [11, pag. 84], [13, pag. 13]. a

Sob o aspecto algoritmico, o problema de encontrar um emparelhamento
maximo em um grafo é polinomial. Existem algoritmos eficientes que deter-
minam e exibem um emparelhamento maximo. Estes algoritmos comumente
utilizam o conceito de caminhos alternados com relacao a um emparelha-
mento, que é um conceito tradicional para este tipo de problema. A seguir
daremos uma idéia de como isso é feito.

Seja M um emparelhamento em um grafo G. Um caminho em G cujas
arestas estao alternadamente em M e E(G) — M ¢é chamado de caminho
M -alternado. Um caminho M-alternado cuja origem ¢é término sao desco-
bertos por M é chamado de caminho M -aumentante. Se P é um caminho
M-aumentante entao M AFE(P) é um emparelhamento maior do que M, onde
A denota a operacao de diferenca simétrica. Portanto, se M é um empare-
lhamento méaximo entao nao existe caminho M-aumentante. O Teorema a
seguir, demonstrado por C. Berge [1] e independentemente por R. Z. Norman
e M. O. Rabin [15], mostra que a reciproca também ¢é verdadeira.

Teorema 2.3 Um emparelhamento M é mdzimo se, e somente se, nao existe
caminho M -aumentante.

Dem. veja |2, pag. 70]. O

Este Teorema sugere a seguinte idéia para determinar um emparelha-
mento maximo em um grafo. Comece com um emparelhamento inicial (por
exemplo, M = (). Faca uma busca na tentativa de encontrar um caminho P
que seja M-aumentante. Se existir tal caminho P entdo faga M := MAE(P),
e repita o procedimento. Caso contrario, o proprio M é um emparelhamento
maximo.

A idéia deste algoritmo é muito simples. O que nao é tao simples ¢é sa-
ber como implementa-la de forma eficiente. Mais precisamente, como fazer
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uma busca de um caminho M-aumentante? ou entao, como garantir a nao
existéncia de um tal caminho de forma eficiente? uma idéia natural é fazer
uma busca construindo uma arvore de caminhos M-alternados tendo como
raiz um vértice r que seja descoberto por M. No caso de grafos bipartidos
pode-se demonstrar que esta idéia esta correta, ou seja, ou encontramos um
caminho M-aumentante ou podemos concluir que nao existe tal caminho com
origem em r. Esta é a base do algoritmo conhecido como método hingaro.
Mas para grafos nao bipartidos este algoritmo pode nao ser correto. A ge-
neralizacao deste método para grafos nao bipartidos foi pela primeira vez
demonstrada por Edmonds [4] cujo artigo constitui um marco na histéria,
quando se trata de emparelhamento em grafos ou de complexidade de algo-
ritmos. O algoritmo de Edmonds, apesar de ser relativamente simples, nao
serd apresentado aqui, mas pode ser encontrado no artigo acima citado e
também em [11, pag. 358] e [13, pag. 16].

2.3 Barreiras

Seja G um grafo e S um subconjunto de V(G). Definimos a deficiéncia de S,
que denotaremos por def(S), o valor |Z(G — S)| — |S|. A deficiéncia de um
grafo G, def(G), é definida como o méaximo de def(S), tomado sobre todos
os subconjuntos S de V(G). Uma barreira em um grafo G' é um subconjunto
B de V(G) tal que def(B) = def(G).

Seja M um emparelhamento em G. Pela equagao 2.1 e pela desigualdade
2.2, podemos concluir que

|M] < ([V(G)] = def(5))/2. (2.3)

Portanto, se denotarmos o numero de arestas de um emparelhamento
méximo em um grafo G por v(G) e considerarmos um conjunto S cuja de-
ficiéncia é maxima, a equacao 2.3 nos diz que

v(G) < (V(G)] - def(G))/2. (2.4)
O seguinte Teorema garante que a igualdade sempre ocorre.

Teorema 2.4 (Férmula de Tutte-Berge) Para todo grafo G tem-se

v(G) = (IV(G)| — def(G))/2.
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Dem. veja [11, pag. 90]. O

Pela Férmula de Tutte-Berge podemos concluir que def(G) > 0, com
igualdade se, e somente se, G tem emparelhamento perfeito.

Uma barreira B é mazimal se nao existe barreira B’ # B tal que B C B'.
Se o grafo possui uma barreira, em muitos casos é indiferente tomarmos uma
barreira maximal, e esta técnica tem se mostrado muito eficiente na simpli-
ficacao de demonstracoes. Veja por exemplo a demonstracao do Teorema de
Tutte em [13]. Ao longo deste trabalho veremos mais exemplos. Isto acon-
tece porque barreiras maximais possuem propriedades interessantes, que as
barreiras em geral nao possuem. Falaremos sobre duas delas a seguir.

Proposicao 2.5 Se B € uma barreira mazimal em um grafo G entdo G — B
nao possut componente par.

Dem. Veja [13, pag. 13]. O

Um grafo H é critico se, para todo vértice v € V(H), H — {v} pos-
sui emparelhamento perfeito. A seguir apresentamos uma propriedade que
relaciona barreiras maximais e grafos criticos.

Proposicao 2.6 Se B ¢ uma barreira mazrimal em um grafo G entao toda
componente de G— B € critica. Além disso, nenhuma componente nao trivial
¢ bipartida.

Dem. Veja [13, pag. 18|. O

Suponha agora que G é um grafo que possui emparelhamento perfeito.
Dizemos que uma aresta de G é admissivel se ela pertence a algum empare-
lhamento perfeito. Para grafos que possuem emparelhamento perfeito uma
questao que surge naturalmente é a seguinte: quais arestas sao admissiveis?
o Lema a seguir, que também decorre do Teorema de Tutte, e o préximo Co-
roldrio, respondem a esta questao e, como veremos nos proximos capitulos,
se mostram muito importantes no desenvolvimento desta teoria.

Lema 2.7 Seja G um grafo que possui emparelhamento perfeito, u e v dois
vértices de G. O grafo G — {u,v} ndo tem emparelhamento perfeito se, e
somente se, existe uma barreira que contém u e v.
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Dem. Aplicagao direta do Teorema de Tutte. O

Corolario 2.8 Se G ¢ um grafo que possui emparelhamento perfeito entao
uma aresta é admissivel se, e somente se, nenhuma barreira contém seus dois
extremos. |

2.4 Grafos matching covered

Nesta secao daremos apenas defini¢oes e conceitos basicos. Apresentaremos
também uma relacao que permite estabelecer uma particao para o conjunto
de vértices de um grafo matching covered. As demais propriedades sobre
grafos matching covered serao apresentadas ao longo do trabalho.

Um grafo G = (V(G), E(G)) é matching covered se é conexo e todas as
suas arestas sao admissiveis. Neste trabalho consideraremos apenas grafos
matching covered que sao simples, isto é, sem arestas multiplas e sem lacos.

Uma conseqiiéncia imediata da defini¢ao é que um grafo matching covered
nao possui vértice de corte. Portanto, todo grafo matching covered com mais
de dois vértices é 2-conexo.

Como um grafo matching covered GG possui emparelhamento perfeito, uma
barreira em G é um subconjunto B de V(G) tal que def(B) = 0, ou seja,
|Z(G — B)| = |B|. O conjunto vazio e o conjunto formado por um vértice
qualquer de GG sao exemplos de barreiras. Estas sao chamadas de barreiras
triviats. Em um grafo bipartido matching covered cada biparticao ¢ uma
barreira.

Um exemplo importante de grafos matching covered é uma subclasse
dos grafos regulares chamada de r-grafos. Grafos regulares, em particular
grafos cibicos, desempenham um papel importante na teoria dos grafos. Por
exemplo, como mencionamos no capitulo anterior, o Teorema das quatro
cores é equivalente ao problema da 3-coloragao de grafos cibicos planares
sem aresta de corte.

Mais formalmente, um grafo r-regular tal que |V(S)| > r, para todo
subconjunto impar S de V(G), é chamado de r-grafo.

Proposicao 2.9 Todo r-grafo é matching covered.

Dem. Veja [13, pag. 15]. O
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As seguintes propriedades de grafos matching covered podem ser deduzi-
das diretamente das propriedades e resultados da secao anterior.

Propriedade 2.10 Seja G um grafo conexo que possui emparelhamento per-
feito. Entao G ¢ matching covered se, e somente se, cada barreira é um
conjunto independente. O

Propriedade 2.11 Se B ¢ uma barreira em um grafo matching covered G
entdo G — B nao possui componente par. Além disso, se B é maximal entdo
cada componente de G — B € critica. O

O Teorema a seguir é uma caracterizacao para grafos bipartidos matching
covered.

Teorema 2.12 Seja G um grafo bipartido com biparticao (U, W). As se-
guintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) G € matching covered;

(ii) ||U| |: |W| e para todo subconjunto préprio nio vazio X de U, |adj(X)| >
X|+1;

(iii) G = K, ou |V(G)| > 4 e para quaisquer dois vérticesu € U e w € W,
G —u — w tem emparelhamento perfeito;

Dem. Veja [11, pag. 122]. O

Apresentaremos agora uma relagdo que nos permite estabelecer uma
particao do conjunto de vértices de um grafo matching covered. Sejam x
e y dois vértices de um grafo matching covered G. O Lema 2.7 nos sugere
definir a seguinte relagao bindria sobre V(G): = ~ y se G — {z,y} nao tem
emparelhamento perfeito. Como conseqiiéncia desta definicao temos os se-
guintes resultados.

Lema 2.13 A relacio ~ € uma relagao de equivaléncia.

Dem. Veja [13, pag. 23|. O
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Teorema 2.14 As classes de equivaléncia de ~ sdo precisamente as barrei-
ras mazimais de G.

Dem. Seja C' uma classe de equivaléncia da relacao ~ e seja v um de seus
vértices. O conjunto {v} é uma barreira de G. Seja B uma barreira maximal
de G’ que contém v. Vamos mostrar que B = C.

Quaisquer dois vértices de B sao claramente equivalentes. Portanto, B C
C. Seja K uma componente conexa de G — B e w um de seus vértices.
Pela maximalidade de B, a componente K ¢é critica. Portanto, K — w tem
emparelhamento perfeito.

Considere o grafo bipartido H obtido pela contragao de cada componente
de G — B a um unico vértice. Vamos denotar por k o vértice de H que é
resultante da contracao da componente K.

Claramente, H é matching covered pois, todo emparelhamento perfeito
de G’ quando restrito a H também é perfeito neste grafo. Pelo Teorema 2.12,
H — {v, k} tem emparelhamento perfeito.

Como as componentes de G — B sao criticas, este emparelhamento pode
ser estendido facilmente a um emparelhamento perfeito de G — {v, w}. Por-
tanto, v ¢ w. Como esta conclusao vale para todo v € B e para todo
w € V(G) — B, podemos concluir que B = C. O

Portanto, as barreiras maximais de um grafo matching covered G cons-
tituem uma particao de V(G), a qual chamaremos de particio candnica. As
propriedades a seguir nos mostram o que acontece com a barreiras maximais
quando inserimos arestas em um grafo matching covered e quando subdivi-
dimos uma aresta.

Propriedade 2.15 Seja G um grafo matching covered e S um conjunto de
arestas que nao pertencem a E(G) tal que o grafo G+ S é matching covered.
Entao as barreiras mazimais de G + S sao um refinamento das barreiras
mazimais de G.

Dem. Considere uma barreira maximal B em G + S. Entao |Z((G + S) —
B)| = |B|. As arestas de S (bem como todas as de G) ou ligam B a uma
componente impar ou possuem seus dois extremos em um mesma compo-
nente. Logo, |Z(G — B)| > |B|. Mas G tem emparelhamento perfeito pois, é
matching covered. Portanto, |Z(G — B)| = |B|. Ou seja, B é barreira em G.
O
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Propriedade 2.16 Sejam G um grafo matching covered, e := (x,y) uma
aresta de G e G’ o grafo obtido de G subdividindo e pela inser¢io de dois
novos vértices u e v de tal forma que o caminho obtido de e é xuvy. Entdo as
barreiras maximais de G' sao as mesmas de G exceto que v se une a barreira
mazximal que contém x e u Se une a que contém y. O

Finalizaremos este capitulo apresentando dois conceitos que, como vere-
mos no préximo capitulos, estao intimamente relacionados com a teoria dos
grafos matching covered.

Um grafo G é chamado bicritico se, para quaisquer dois vértices u e v de
V(G), o grafo G — {u,v} possui um emparelhamento perfeito. Claramente,
grafos bicriticos sao matching covered. Nao é dificil de ver que um grafo com
emparelhamento perfeito é bicritico se, e somente se, suas barreiras sao todas
unitarias.

Um grafo bicritico 3-conexo é chamado de brick. Como exemplos de
bricks temos o grafo completo K,, o prisma triangular Cg, e o grafo de
Petersen. Veremos mais tarde que bricks, juntamente com uma classe de
grafos bipartidos chamada de braces, constituem blocos bésicos a partir dos
quais todos os grafos matching covered podem ser construidos.



Capitulo 3

Cortes Justos

3.1 Introducao

Neste Capitulo introduziremos o conceito de cortes justos e apresentaremos
suas mais importantes propriedades. O conceito de cortes justos é um dos
mais importantes no estudo de grafos matching covered. Veremos isto ao
longo de todo este trabalho.

Na secao 3.2, apresentaremos uma caracterizacao de grafos matching
covered que nao possuem corte justo nao trivial, e na secao 3.3, apresen-
taremos uma decomposicao de grafos matching covered em cortes justos.

Na secao 3.5, apresentaremos alguns resultados importantes sobre o
numero de bricks de uma decomposicao em cortes justo de um grafo matching
covered. Estes resultados, juntamente com os da secao 3.6, serao utilizados
nos Capitulos posteriores e com mais freqiiéncia no Capitulo 7 para demons-
trarmos o Teorema de Lovasz-Vempala.

3.2 Cortes justos em grafos matching

covered
Seja G um grafo e seja S C V(G). Lembre-se que V(S) denota o conjunto de
arestas que possui exatamente um extremo em S, e chamamos este conjunto

de corte determinado por S. Os conjuntos S e S sdo as margens de V(S).
Note que S e S determinam o mesmo corte. Um corte é 9mpar se ambas

17
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as margens sao impares. A seguinte propriedade é imediata, porém muito
importante.

Propriedade 3.1 Se M é um emparelhamento perfeito em um grafo G entao
IV(S)Nn M| =S| (mod 2)
para todo S C V(G). O

Em particular, todo emparelhamento perfeito contém pelo menos uma
aresta em cada corte impar.

Seja G um grafo matching covered. Um corte em G é justo se cada
emparelhamento perfeito de G contém exatamente uma aresta do corte. Pela
propriedade 3.1, todo corte justo é impar. Por exemplo, se v é um vértice
qualquer de G entao o corte V(v) é justo; tais cortes serao chamados de
cortes justos triviais. Uma observacao importante sobre cortes justos é a
seguinte:

Proposicao 3.2 Se G ¢ um grafo matching covered e C := V(S) é um corte
justo em G entao G[S] € conexo.

Dem. Trivial. O

Apresentaremos agora dois tipos de cortes justos nao triviais. Seja B
uma barreira nao trivial em um grafo matching covered G, e suponha que
H ¢é uma componente nao trivial de G — B (Figura 3.1(a)). Por simples
argumentos de contagem podemos concluir que V(V(H)) é um corte justo.
Tais cortes sao chamados de cortes provenientes de barreira.

Suponha agora que {u,v} C V(G) seja tal que G — {u,v} é desconexo e
que cada componente de G — {u, v} seja par. Um par de vértices deste tipo
é chamado de 2-separa¢do. Seja H uma componente de G — {u,v}. Entao,
usando novamente argumentos de contagem, podemos concluir que o corte
V(V(H)U{u}) é justo (Figura 3.1(b)). Um corte deste tipo é chamado de
corte proveniente de uma 2-separa¢ao.

Um grafo matching covered pode ainda possuir cortes justos que nao
sejam nem de barreira nem provenientes de uma 2-separacao. Veja o exemplo
da Figura 3.1(c).
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Figura 3.1: Exemplo de corte justo (a) proveniente de barreira; (b) proveni-
ente de uma 2-separacao e (¢) que nao é proveniente de barreira e nem de
2-separagao.
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Uma questao que surge naturalmente neste instante é a seguinte: Quais
grafos matching covered sao livres de cortes justos nao triviais? Vamos res-
ponder a esta questao considerando inicialmente grafos bipartidos.

Um grafo bipartido matching covered com biparticdo (U, W) é chamado
de brace se, para todo subconjunto X de U (ou de W), 0 < |X| < |U| -1,
tem-se |adj(X)| > | X| + 2.

Proposicao 3.3 Um grafo bipartido matching covered é livre de cortes justos
nao triviais se, e somente se, € um brace.

Dem. Veja [13, pag. 27]. O

Para um grafo matching covered nao bipartido, pelo que vimos até agora
podemos concluir que uma condicao necessaria para ser livre de cortes justos
nao triviais é que o grafo nao possua barreiras nao triviais. Isto significa
que deve ser bicritico. Vimos também que sendo bicritico mas nao 3-conexo,
também possui cortes justos nao triviais provenientes de 2-separacoes. Pode-
mos concluir entao que uma condi¢ao necessaria para que um grafo matching
covered nao bipartido seja livre de cortes justos nao triviais é que ele deve
ser bicritico e 3-conexo, ou seja, um brick. Serd esta condicao suficiente? A
resposta é sim.

Teorema 3.4 Um grafo ndao bipartido matching covered € livre de cortes
justos nao triviais se, e somente se, é um brick.

Dem.Veja [13, pag. 37]. O

A tnica prova que conhecemos para este fato é de autoria de Edmonds et
alii [6], e usa dualidade de programacao linear. Seria muito util obter uma
prova que usa somente argumentos combinatoriais.

Portanto, tudo que fizemos até agora é suficiente para caracterizarmos
grafos matching covered que sao livres de cortes justos nao triviais.

Teorema 3.5 Um grafo matching covered é livre de cortes justos nao triviais
se, e somente se, ¢ um brick ou um brace.

Dem. Veja [10], [13, pag. 28|. O
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3.3 Decomposicao em cortes justos

Seja G um grafo matching covered e C' := V(S) um corte em G. O grafo
obtido de G pela contracao de S a um tunico vértice é chamado de uma C'-
contracdo. A seguinte proposicao, apesar de simples, é fundamental para os
N0SS0S pPropositos.

Proposicao 3.6 Se G ¢ matching covered e C' é um corte justo em G entao
ambas as C-contracoes sao matching covered. Ademais, o conjunto dos cortes
gustos da C'-contracdo coincide com o conjunto de cortes da C-contra¢ao que
sao justos em G.

Dem. Trivial. O

Esta proposicao nos sugere a seguinte decomposi¢ao: Sejam G um grafo
matching covered e C' := V(S) um corte justo ndo trivial em G. Considere
as duas C-contragoes GGy e GG,. Pela proposicao 3.6, G; e (G5 sao matching
covered. Se (G; ou GGy por sua vez possuirem corte justo nao trivial, pode-
mos tomar novamente as contracoes deste corte. Portanto, dado um grafo
matching covered, podemos aplicar repetidamente contragoes em ambas as
margens de um corte justo nao trivial e obter grafos matching covered com
niumero de vértices cada vez menor. Pelo Teorema 3.5, o resultado final sera
uma lista de bricks e braces. Este procedimento recebe o nome de decom-
posicao em cortes justos. Veja um exemplo desta decomposicao na Figura
3.2.

E importante notar que, em geral, nao existe uma unica maneira de apli-
car este precedimento. Por exemplo, o grafo pode ter mais de um elemento
gerador de cortes justos nao triviais (entre barreiras e 2-separacoes). O inte-
ressante é que, apesar da possibilidade de podermos fazer escolhas arbitrarias,
a lista final de bricks e braces obtidos é essencialmente a mesma. Este Teo-
rema, de autoria de L. Lovasz, é um dos mais importantes da teoria de grafos
matching covered.

Teorema 3.7 Quaisquer duas aplicacoes do procedimento de decomposicao
em corte justos de um grafo matching covered produzem, a menos de mul-
tiplicidade de arestas, a mesma lista de bricks e braces. (Em particular, as
duas listas tém o mesmo nimero de elementos).
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Figura 3.2: Decomposicao em cortes justos.
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Dem.Veja [10], [13, pag. 31]. O

Portanto, o nimero de bricks de uma decomposi¢ao em cortes justos de
um grafo matching covered G é bem definido. Vamos denotar este nimero
por b(G).

Uma observacao importante é que apesar de estarmos trabalhando com
grafos simples, uma contragao de um conjunto de vértices, feita durante uma
decomposicao em cortes justos, pode gerar grafos com arestas multiplas.
Assim, para evitar confusao e simplificar a escrita, quando dizemos que um
grafo H é um brick de um grafo GG, queremos dizer que a decomposicao em
corte justos de G produz H possivelmente acrescido de arestas paralelas.

Uma ferramenta importante para provar o Teorema 3.7, e que também
serd utilizada nos Capitulos posteriores, é a técnica amplamente conhecida
como “descruzamento de cortes”. Dois cortes V(S) e V(1) se cruzam se
cada um dos conjuntos SNT, SNT, SNT e SNT é nao vazio.

Uma colecao de cortes que nao se cruzam dois a dois é chamada de la-
minar. Observe que dada uma decomposi¢ao em cortes justos, a colecao de
cortes justos a ela associada é laminar. Se C e (5 sao dois cortes justos que
se cruzam entao podemos escolher uma margem S de C; e uma margem 7'
de Oy tais que |SNT| é impar. O Lema a seguir é trivial a partir da definigao
de cortes justos.

Lema 3.8 Sejam G um grafo matching covered, V(S) e V(T) dois cortes
justos de G tais que |SNT| é impar. Entio V(SNT) e V(SNT) também
sdo justos. Além disso, nenhuma aresta liga SNT a SNT. O

Terminaremos esta secao apresentando algumas propriedades de cortes
justos que sao muito simples e que serao utilizadas posteriormente.

Lema 3.9 Seja G um grafo e C' um corte impar tal que as duas C-contracoes
em G sao matching covered. Entao G € matching covered.

Dem. Imediato da definicao de grafo matching covered. O

Lema 3.10 Seja G um grafo matching covered e C um corte impar tal que
as duas C-contragoes sao bicriticas. Entao G € bicritico.

Dem. Imediato da definicao de grafo bicritico. O
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Lema 3.11 Seja G um grafo bicritico e C' um corte justo associado & uma
2-separacao de G. Entao as duas C-contracoes sao bicriticas.

Dem. Veja [11, pag. 158]. O

Lema 3.12 Sejam G um grafo matching covered, B uma barreira nao tri-
vial mazimal em G e H uma componente de G — B. Seja G' o grafo
obtido de G contraindo V(G) — V(H) a um dnico vértice u. Entio as
barreiras mazimais de G' sao {u} e os conjuntos da forma {T NV (H) :
T € barreira mazimal em G}.

Dem. Veja [11, pag. 153]. O

Um subgrafo H de G é nice (relativo a G) se G — V(H) possui empare-
lhamento perfeito.

Lema 3.13 Seja G um grafo matching covered, H um subgrafo nice match-
ing covered de G, e C' um corte justo em G. Se CNE(H) # () entao CNE(H)
¢ um corte justo em H.

Dem. Como H é nice, G — V(H) possui um emparelhamento perfeito M'.
Portanto, para todo emparelhamento perfeito M de H, M U M’ é um empa-
relhamento perfeito de G. Dado que C é justo em G, concluimos que M tem
no maximo uma aresta em C' N E(H). Observe que esta conclusao vale para
todo emparelhamento perfeito M de H.

Por hipétese, C'N E(H) contém uma aresta e. Tomando um emparelha-
mento perfeito M, de H que contém e, podemos concluir, pelo raciocinio do
pardgrafo anterior, que esta é a unica aresta de M, em C N E(H). Con-
seqiientemente, C'N E(H) é um corte impar em H. Novamente, usando o
mesmo raciocinio do pardgrafo anterior, concluimos que C'N E(H) é justo.O

3.4 Remocao de arestas em grafos biparti-
dos matching covered
Nesta secao apresentaremos dois casos em que podemos remover arestas de

um grafo bipartido matching covered e o grafo resultante ainda permanece
matching covered.
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Lema 3.14 Seja H um brace com pelo menos seis vértices. Entdo H — e é
matching covered para toda aresta e € E(H).

Dem. Seja H := (U,W) um brace com pelo menos seis vértices, ou seja,
|U| = |W| > 3. Por defini¢ao de brace temos que para todo subconjunto X
de U (oude W), 0 < |X| < |U|] — 1, tem-se |adj(X)| > |X]| + 2.

Seja e € E(H). Entao |adjy—e)(X)| > |X|+ 1, para todo subconjunto X
de U (oude W), 0 < |X| < |U|—1. Suponha agora que existe um subconjunto
X de U (ou de W), |X| = |U] =1, tal que |adjig_e(X)| < |X]. Como
H —e tem emparelhamento perfeito, devemos ter, na verdade, |adjig—)(X)| =
|X|. Entdo existe w € W tal que |adjy—)(w)] = 1 Conseqiientemente,
ladjy (w)| < 2, 0 que é uma contradi¢ao a definicao de brace.

Portanto, |adjig—e)(X)| > |X|+ 1, para todo subconjunto préprio nao
vazio X de U. Pelo Teorema 2.12, H — e é matching covered. O

Seja G um brick e e uma aresta de G tal que G' — e é matching covered.
Seja B uma barreira nao trivial em GG —e. Vamos considerar o grafo bipartido
H obtido de G — e contraindo cada componente de G — ¢ — B a um unico
vértice.

Vamos denotar por Y os vértices de H que sao resultantes da contracao
de componentes nao triviais de G — e — B. Uma das biparticoes de H é a
barreira B, e a outra vamos denotar por A.

Suponha que H possui um corte justo D := V(S) que nao separa os
vértices de Y, ou seja, os vértices de Y pertencem todos a uma mesma
margem de D. Fixe a notacao para que tenhamos os vértices de Y na margem
S. Observe que no caso em que o conjunto Y possui um unico elemento, o
corte D pode até ser trivial.

Seja H' o grafo obtido de H contraindo a margem S a um tnico vértice
s. Como D é justo, H' é matching covered. Observe que os vértices de H’,
exceto s sao todos vértices originais de G.

Lema 3.15 H' —f ¢ matching covered para toda aresta f de H' que incide
em s.

Dem. Seja f uma aresta de H' que incide em s. Se f é paralela em H' entao
nao ha nada a fazer. Suponha que f nao é paralela em H’. Vamos denotar a
biparticao de H' por B’ e A’, onde B’ contém os vértices de B e A’ contém
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os de A. Entao, s € A’, caso contrario, A’ seria uma barreira nao trivial em
G.

Se H' — f nao é matching covered entao pelo Teorema 2.12, existe um
subconjunto A; C A’ tal que |adjp_;(A1)| < |Ay|. Claramente, H' — f
tem emparelhamento perfeito. Pelo Teorema de Hall, |adjpr_r(A1)| > |A4].
Portanto, |adjg— (A1) = |A1].

Entao A" e B’ podem ser particionados nos conjuntos A; e Ay := A'— Ay,
By :=adj(A;) e By := B'— By, respectivamente, de tal forma que |A;| = | By|,
|Ay| = |Bs|. Desta forma, f é a tinica aresta de H' com extremos em A; e
B,. Entao s € A;.

Seja b o outro extremo de f, ou seja, b € B,. Como G ¢ brick, b tem pelo
menos trés vizinhos em G. Portanto, b tem pelo menos dois vizinhos em A,.
Entao A, é uma barreira nao trivial em G. Isto é uma contradicao, pois G é
brick. Portanto, H' — f é matching covered. a

3.5 Propriedades da funcao b(G)

Nesta secao apresentaremos alguns resultados importantes sobre o niumero de
bricks de uma decomposicao em cortes justo de um grafo matching covered.
Estes resultados serao utilizados no Capitulo 7, para demonstrarmos o Teo-
rema de Lovasz-Vempala.

Teorema 3.16 [Subaditividade] Sejam G um grafo matching covered e C
um corte impar em G tal que as duas C-contracoes, Gy e Go, sao matching
covered. Entao b(G) < b(G1) + b(G2), com igualdade se, e somente se, C' €
Justo em G.

Dem. Se C ¢ justo em G entao claramente, b(G) = b(G1) + b(G2). Suponha
agora que C' nao é justo em G e vamos mostrar, por indugao em |V (G)|, que
b(G) < b(G) + b(Gy).

Como C' nao é justo, existe um emparelhamento perfeito My em G tal
que [MyNC| > 1. Se um de G| e Gy é bipartido entdo o corte C' ¢ justo
(proveniente de barreira) em G, o que contradiz a hip6tese. Podemos supor
entao que G e G sao ambos nao bipartidos. Logo, b(G1) > 1 e b(G2) > 1.

Se G nao possui corte justo nao trivial entao G é um brick, ou seja,
b(G) =1 e, neste caso, o Teorema ¢é provado facilmente. Suponha entao que
G possua um corte justo nao trivial D.
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Vamos supor que C' := V(X) e que G; é obtido de G pela contragio de
X a um unico vértice T. Analogamente, G5 é obtido de GG pela contracao de
X a um unico vértice x.

Caso 1 C e D nao se cruzam.

Vamos supor, sem perda de generalidade, que D pertence a G;. Entao D
é um corte justo nao trivial em G;. Sejam G, e G2 as duas D-contracoes
em (1. Entao Gy e G5 sao matching covered. Além disso, b(G) = b(G11) +
b(G12).

Fixe a notacao de tal forma que T pertenca a G15. Observe que, como T
pertence a Gy, o grafo G;; também é uma das D-contragoes em G. Vamos
denotar a outra D-contracao em G por H. Entao C' é um corte impar nao
justo em H. Observe que uma das C-contracoes em H é G5 e a outra é Gys.
Assim as duas C-contragoes em H sao matching covered.

Por hipétese de inducao, b(H) < b(G12) + b(G2). Mas b(G) = b(G11) +
b(H), pois D é justo em G. Portanto, b(G) < b(G11) + b(G12) + b(G2) =
b(G1) + b(Gy).

Caso 2 C e D se cruzam.

Vamos denotar as margens de D por Y e Y. Fixe a notacao para que
tenhamos | X NY'| impar. Para simplificar a notagao vamos fazer I := V(X N
Y)eU:=V(XNY) (Figura 3.3).

Como G, e Gy sao matching covered, toda aresta de G pertence a um
emparelhamento perfeito que intercepta C' em uma tnica aresta.

A partir deste fato, podemos concluir que nao existe aresta ligando X NY
a XNY. Pois suponha que existe uma aresta e ligando estes dois conjuntos, e
seja M um emparelhamento perfeito em G contendo e e que intercepta C' em
uma tnica aresta. Como I e U sao impares, M deve interceptar cada um de
I ¢ U em pelo menos uma aresta. Por contagem, devemos ter |M N D| > 3,
o que é uma contradicao pois D ¢é justo em G.

Portanto, nao existe aresta ligando X NY a X NY. Assim, para todo
emparelhamento perfeito M de G,

IMNI|+|MnU|=|MnC|+|MnD|. (3.1)

Mas como D ¢é justo, temos que



Cortes Justos 28

_."U

Figura 3.3: O caso em que C' e D se cruzam.

IMNI|+|MnU|=|MnC|+1. (3.2)

Em particular, I é justo em Gy e U é justo em GG5. Tomando o empare-
lhamento My temos, pela equacao 3.2, que |MyNI|e |MyNU| nao sao ambos
unitarios. Digamos que |MyNI| > 1. Entdo I é um corte impar nao trivial
em G.

Sejam G e G2 as duas [-contragoes em (G,. Como G é matching
covered e [ é justo em Gy, temos que GGy e G2 sao ambos matching covered.
Como [ é justo em Gy, b(G1) = b(G11) + b(G12).

Da mesma forma, sejam G e Goy as duas U-contracoes em Gy. Como
G, é matching covered e U é justo em Gy, temos que Gy e Gyy sao ambos
matching covered. Como U é justo em Gy, b(Gs) = b(G21) + b(Gas).

Sejam H, e Hy as duas D-contragoes em G. Vamos supor que H; é obtido
de G contraindo-se a margem Y de D, e H, é obtido contraindo-se a margem
Y de D. Para i = 1,2, seja M; := MyN E(H;). Como D ¢é justo em G, M; é
emparelhamento perfeito em H;.

O corte I em H; é tal que as duas [-contracoes sao matching covered,
pois uma delas é, a menos de multiplicidade de arestas, GG;; ou G153 e a outra
é G91 ou Gyy. Vamos supor, sem perda de generalidade, que as I-contragoes
em H; sdo G e Goy. O emparelhamento M, é perfeito em Hy e |[M;NI| > 1.
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Por hipétese de indugao, b(H;) < b(G11) + b(Ga2).

Da mesma forma, o corte U em H, (que pode até ser trivial) é tal que as
duas U-contracoes sao matching covered, pois uma delas é G5 e a outra é
Go.

Se U é justo em Hy entdo b(Hy) = b(G1a) + b(Ga1). Sendo, podemos
aplicar hipétese de inducao e concluir que b(Hz) < b(G1z) + b(Ga1). Em
qualquer caso, temos que b(Hy) < b(G12) + b(Gay).

Mas b(G) = b(Hy) + b(H3), pois D é justo em G. Portanto, b(G) <
b(G11) + b(Ga2) + b(G2) + b(Ga1) = b(G1) + b(Ga). O

Lema 3.17 Seja G um grafo matching covered tal que b(G) = 1. Se G ¢
bicritico entao G é brick.

Dem. Por contradi¢ao, suponha que G nao é brick. Por hipétese, G é
bicritico. Logo, G possui uma 2-separacao. Considere um corte justo C' em
G associado a esta 2-separacao. Pelo Lema 3.11, as duas C-contragoes em
G sao bicriticas, e portanto, nao bipartidas. Conseqiientemente, cada uma
delas fornece pelo menos um brick para G. Logo, b(G) > 2, o que é uma
contradicao a hipdtese. O

Lema 3.18 Seja G um grafo bicritico tal que b(G) = 2. Entao G contém
wma unica 2-separacao.

Dem. Como G ¢é bicritico e b(G) = 2, concluimos que G tem uma 2-
separacao. Seja {u,v} uma 2-separacao de G. Considere um corte justo
C de G associado a 2-separagao {u,v}.

Pelo Lema 3.11, as duas C-contracoes em G sao bicriticas, e portanto,
matching covered e ndo bipartidas. Como b(G) = 2, cada C-contragao deve
fornecer exatamente um brick. Pelo Lema 3.17, concluimos que cada C-
contracao em G é brick. Isto significa que {u, v} é a unica 2-separagao de G.
(Il

Portanto, se G é um grafo nas hipéteses do Lema 3.18 entao os unicos
cortes justos de G sao aqueles associados a unica 2-separacao deste grafo.

Lema 3.19 Sejam G um brick e C' um corte impar nao trivial em G. Seja
G4 o grafo obtido de G contraindo uma margem de C a um dnico vértice u.
Suponha que Gy € matching covered, b(G,) = 1 e que B seja uma barreira
maximal nao trivial em G,. Entao:
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1. O vértice u pertence a B;

2. Gy — B possui uma unica componente nao trivial H;

3. O grafo G' obtido de Gy pela contragao de V(Gy) — V(H) a um dnico
vértice b é brick.

Dem. Se u ¢ B entao B seria uma barreira nao trivial em G. Portanto,
u € B. Além disso, é imediato que G;— B possui pelo menos uma componente
nao trivial, caso contrario, Gy seria bipartido.

Seja H umaa componente nao trivial de G; —B. Como B é maximal, con-
cluimos pela Propriedade 2.11 que H é critica. Portanto, para todo vértice
v de V(H), o grafo G' — {v,b} tem emparelhamento perfeito. Isto significa
que b nao pertence a nenhuma barreira nao trivial maximal de G’. Con-
seqiientemente, toda barreira nao trivial maximal de G’ também é barreira
nao trivial em G. Mas G nao possui barreira nao trivial. Portanto, G' nao
contém barreira nao trivial. Ou seja, G’ é bicritico. Além disso, G' tem mais
de dois vértices e, portanto, b(G') > 1.

Por outro lado, V(V(H)) ¢ justo em G;. Além disso, b(G,) = 1 e G’
¢ uma V(H)-contragao de G;. Logo, b(G') = 1. Como esta conclusao vale
para toda componente nao trivial H de G; — B, concluimos que H ¢ tunica.

Finalmente, G é bicritico e b(G') = 1. Pelo Lema 3.17, G’ é um brick. O

Lema 3.20 Seja G um grafo matching covered e, e uma aresta tal que G+e
também € matching covered. Entio b(G +e) < b(G).

Dem. Por indugdo em |[V(G)|. Se G é bipartido entao, como G + e é
matching covered, G +e deve ser bipartido e, neste caso, o Lema é claramente
verdadeiro. Vamos supor entdo que G é nao bipartido, ou seja, b(G) > 1.
Entao, b(G +¢) > 1.

Se GG + e nao possui corte justo nao trivial entao G + e é brick e a de-
sigualdade b(G + ¢) < b(G) também ¢é satisfeita. Podemos supor entao que
G + e possui um corte justo ndo trivial C' := V(X).

Seja C" := V(X) o corte correspondente a X em G. Claramente, C' é
justo em G pois, todo emparelhamento perfeito de G também ¢é perfeito em
G +e.

Sejam G e G as duas C'-contracoes em G, onde (G é obtido pela con-
tracio de X. Da mesma forma, sejam H; e H, as duas C-contracoes em
G + e, onde H; é obtido pela contracio de X.
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Observe que se e tem pelo menos um extremo em X entao H; = G + ¢;
por outro lado, se e tem ambos os extremos em X entdo H; = G;. Em ambos
os casos, b(H;) < b(G4), sendo que no primeiro caso é utilizada a hipdtese
de indugdo. Analogamente, b(Hy) < b(G).

Portanto, b(G + e) = b(H;) + b(H2) < b(G1) + b(G2) = b(G). O

Corolario 3.21 Se G € tal que b(G) =1 e a adi¢do de uma aresta e preserva
a propriedade matching covered entio b(G + €) = 1. O

3.6 Um Teorema de estrutura para grafos
bicriticos

Nesta secao apresentando um Teorema que estabelece uma estrutura para
certos tipos de grafos bicriticos. Este resultado serda muito 1til a partir do
Capitulo 7.

Uma barreira B em um grafo matching covered G é especial se G — B
possui um tdnica componente nao trivial. Denotaremos por A(B) o conjunto
dos vértices isolados de G — B.

Teorema 3.22 Seja G um grafo bicritico, e uma aresta de G tal que G — e
¢ matching covered. Se toda barreira nao trivial mazimal de G — e € especial
entao

1. Se B ¢é uma barreira maximal de G — e entao em G a aresta e incide
em A(B).

2. 0 grafo G — e tem no mazimo duas barreiras maximais nao triviais.

3. Se G—e tem duas barreiras maximais nao triviais By e By entdao By e By
sao disjuntas, A(By) e A(Bz) sao disjuntos, a aresta e liga A(By) \ Ba
a A(B2)\ By, e B\ A(B2) e By\ A(By) também sao barreiras em G —e.

4. Ainda sob a hipotese de que G — e tem duas barreiras mazrimais nao
triviais By e By, seja G o grafo obtido de G—e contraindo BiUA(B)) a
um unico vértice by. Entio B' := By \ A(By) € especial e unica barreira
nao trivial mazimal em G'. Além disso, by & (B"U A(B')).
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Figura 3.4: Grafos G —e e G'.

Dem. Seja B uma barreira nao trivial maximal de G —e. Pela maximalidade
de B, toda componente nao trivial de G—e— B é critica. Além disso, como GG
é bicritico, os extremos de e pertencem a componentes distintas de G—e— B.
Por hipétese, G — ¢ — B tem uma unica componente nao trivial. Entao um
extremo de e pertence a A(B).

Observe que B é uma barreira maximal qualquer de G — e. Podemos
concluir entao que toda barreira nao trivial maximal de G — e contém todos
os vizinhos, em G —e, de um dos extremos de e. Como vimos na se¢ao 2.4, as
barreiras maximais particionam V(G — e). Portanto, G — e tem no maximo
duas barreiras maximais nao triviais.

Suponha que GG — e tem duas barreiras maximais nao triviais B; e Bs.
Claramente, By e By sao disjuntas. Além disso, B; contém todos os vizi-
nhos, em G — e, de qualquer vértice de A(B;). Como as barreiras maximais
particionam V(G — e), concluimos que A(B;) e A(B3) sdo disjuntos.

Como vimos no primeiro paragrafo desta demonstracao, e tem um ex-
tremo em A(B), para toda barreira maximal B de G —e. Como A(B;) e
A(By) sao disjuntos, concluimos que e liga A(B;) a A(By). Claramente, e nao
tem extremo em nenhuma barreira maximal nao trivial de G — e. Portanto,
(& hga A(Bl) \ B2 a A(BQ) \ Bl.

Seja H; a componente nao trivial de G — e — By e seja G’ o grafo obtido
de G — e pela contragao de By U A(B;) a um tnico vertice b; (Figura 3.4).
Pelo Lema 3.12, o grafo G’ tem no maximo uma barreira maximal nao trivial.
Além disso, se By NV (H;) tem pelo menos dois elementos entao B’ := By N
V(H,) é a unica barreira ndo trivial maximal de G".

Como e tem um extremo em A(By), que é disjunto de A(B;), e como e
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AH ) Bl

Figura 3.5: Grafo G —e.

nao tem extremo em Bj, concluimos que e tem um extremo x em H,;. Logo,
|A(B2) NV (Hy)| > 1. Mas os vizinhos de x em G — e estao todos em Bs, que
¢ disjunto de B;. Entao by & adj(A(Bs)) em G'. Logo, |Bo NV (Hy)| > 2.
Portanto, B’ := By N V(H;) ¢ a tinica barreira nao trivial maximal em G'.

Como a componente H; de G — e — By ¢ critica, concluimos que b; ¢ B’
em G'. Portanto, B’ é barreira em G — e. Entao By \ A(B,) = B' é barreira
em G — e. Analogamente, By \ A(B;) também é barreira em G — e.

Resta-nos mostrar que B’ é especial em G’ e que by ¢ A(B'). Suponha
que G' — B’ possui duas componentes nao triviais, digamos X; e X,. Entao
X; e X, sao criticas. Se by € V(X;)UV (X3) entao X; e X, sao componentes
de G —e— By, o que contradiz a hipétese. Suponha que b; € X;. Entao X, é
componente nao trivial de G —e— By. Por hipotese, Xy é a iinica componente
nao trivial de G — e — Bs.

Considere agora o grafo L obtido de G — e contraindo X5 a um tunico
vértice. Entao L é bipartido. Isto significa que a componente X; é bipartida.
Mas isto contradiz o fato de que X é critica. Portanto, G' — B’ possui uma
unica componente nao trivial.

Vamos agora mostrar que by ¢ A(B'). Se by € A(B') entdo B, U A(By) é
uma barreira em G — e (Figura 3.5). Como sabemos, um extremo da aresta
e pertence a A(By). Logo, B, U A(B;) é uma barreira nao trivial em G, o
que é uma contradigao. Portanto, by ¢ A(B'). O

A partir deste resultado podemos enunciar o seguinte.

Teorema 3.23 Seja G um grafo bicritico, e uma aresta de G tal que G — e
¢ matching covered. Se toda barreira ndao trivial mazrimal de G — e € especial
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entao

1. Ou o grafo G — e nao contém barreiras nao triviais e, neste caso, €
bicritico;

2. Ou G — e contém uma unica barreira maximal ndao trivial By e, neste
caso, o grafo G' obtido de G — e pela contracio de By U A(By) a um
unico vértice é bicritico;

3. Ou G—e contém duas barreiras mazximais By e By e, neste caso, fazendo
B':= By\ A(By), o grafo obtido de G — e pela contrag¢io de By U A(By)
a um unico vértice e pela contragio de B'UA(B') a um tnico vértice é
bicritico. Além disso, em G, a aresta e possui extremos em A(By)\ Bs

e A(B'). O

Note que fazendo B’ := By \ A(B)), o item 3 é eqiiivalente a dizer que
“G — e possui uma barreira maximal B; e barreira nao trivial B’, nao neces-
sariamente maximal, tais que By U A(By) ¢ disjunto de B' U A(B’) e o grafo
obtido de G — e pela contracao de B; U A(B;) a um tnico vértice b; e pela
contracao de B’ U A(B') a um unico vértice b’ é bicritico. Além disso, em
G, a aresta e possui um extremo em A(B;) e o outro em A(B’). Esta forma
sera mais conveniente para as aplicagoes.



Capitulo 4

Decomposicao em Orelhas

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos outra decomposicao para grafos matching
covered chamada de decomposicao em orelhas. Esta decomposicao é uma
propriedade indutiva e muito simples que nos permite descrever a classe dos
grafos matching covered. A partir desta propriedade, conseqiiéncias muito
importantes serao estabelecidas.

Na Secao 4.2, definiremos uma relagao de eqiiivaléncia entre arestas de
um grafo matching covered e apresentaremos algumas de suas propriedades.
Veremos vérias aplicacoes desta relacao ao longo do trabalho. Por exemplo,
na Secao 4.3 ela serd usada para mostrar que todo grafo matching covered
possui uma decomposicao em orelhas.

Na secao 4.4 definiremos uma familia infinita de grafos matching covered
que podem ser construidos indutivamente a partir do K, de tal forma que a
partir do segundo, cada elemento é obtido através de uma colagem adequada
do elemento anterior a um K. Nesta mesma secao, mostraremos que todo
grafo matching covered possui um subgrafo que, a menos de subdivisao de
arestas, é um elemento desta familia. Em seguida, mostraremos que todo
elemento desta familia possui, a menos de subdivisio de arestas, o K4 ou Cy
como subgrafo.

Uma conseqiiéncia imediata deste resultado, e que serd mostrado na
secao 4.5, é que todo brick diferente do K4 e Cs possui uma aresta cuja
remocgao produz um grafo matching covered. Este é um resultado classico

35
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nesta teoria.

4.2 Relacao de dependéncia

Dado um grafo matching covered G, definimos a rela¢do de dependéncia =
em FE(G) dizendo que a aresta a depende da aresta b (e denotaremos por
a = b) se todo emparelhamento perfeito de G que contém a também contém
b. De forma equivalente, a = b se a = b ou a nao é admissivel em G — b.
Usaremos também o termo “a implica 0” para dizer que a = b.

Lema 4.1 Sejam G um grafo matching covered, e e f duas arestas distintas
de G. Entao e =t se, e somente se, G —f contém uma barreira B tal que
(i) B contém ambos os extremos de e, (ii) a aresta { possui seus extremos
em componentes distintas de G —f — B.

Dem. Se G — f contém uma barreira satisfazendo os dois itens acima entao
claramente e = f.

Suponha agora que e = f, ou seja, e nao é admissivel em G — f. Cla-
ramente, G — f possui emparelhamento perfeito. Pelo Corolério 2.8, o grafo
G — f possui uma barreira B que contém ambos os extremos de e. Como e é
admissivel em G, a aresta f deve possuir (por contagem) seus extremos em
componentes distintas de G — f — B. O

A relagao de dependéncia é reflexiva e transitiva. Duas arestas e e f tém
dependéncia mitua (e < f) se todo emparelhamento perfeito que contém
uma delas também contém a outra. Esta relacao é de equivaléncia.

Se GG é um grafo matching covered entao uma classe de equivaléncia ) da
relacao < é minimal se nenhuma aresta de G — () implica uma aresta de Q).
O seguinte resultado segue imediatamente:

Proposicao 4.2 Se G ¢ um grafo matching covered e ) ¢ uma classe mini-
mal entdo toda aresta de G — Q) € admissivel em G — Q). O

Uma classe minimal de um grafo matching covered G pode ser obtida da
seguinte forma: Considere o grafo orientado L obtido a partir de G onde o
conjunto de vértices de L ¢é formado pelas arestas de G e existe uma aresta
orientada (e, f) em L se e = f em G. Por exemplo, a Figura 4.1 ilustra
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Figura 4.1: Relacao de dependéncia para o grafo Rg.

a relacao de dependéncia para o grafo Rg e também apresenta o grafo L
definido acima. Uma classe minimal de G ¢é formada pelo conjunto de arestas
que formam uma fonte em L.

Podemos definir também uma classe minimal induzida por uma aresta e
como uma classe minimal () tal que ¢ = e para todo g € Q.

Os resultados a seguir visam estabelecer o numero de arestas de uma
classe minimal da relacao de dependéncia. Como veremos, estas classes
contém, em geral, um nimero pequeno de arestas. Vamos inicialmente ana-
lisar os bricks.

Lema 4.3 Seja G um brick, {e, f} C E(G) tal que e & f. Entao G —e — f
¢ bipartido. Além disso, a aresta e possui seus dois extremos em uma destas
biparticoes e a aresta f possui seus dois extremos na outra biparticao.

Dem. Pelo Lema 4.1, o grafo G — f possui uma barreira B contendo ambos
os extremos de e e a aresta f tem seus extremos em componentes distintas
de G — f — B.

Suponha que exista uma outra aresta e’ distinta de e com ambos os ex-
tremos em B. Seja M um emparelhamento perfeito em G contendo e’. Por
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contagem, f € M e e & M, o que contradiz a hipétese. Portanto, e é a tnica
aresta de G — [ contendo ambos os extremos em B.

Suponha que G — e — f nao é bipartido. Entao alguma componente H
de G — f — B é nao trivial. Como G ¢ brick, pelo Teorema 3.4 o corte impar
nao trivial V(H) nao é justo. Logo, existe um emparelhamento perfeito M
tal que [M NV (H)| > 3.

Por um argumento simples de contagem podemos concluir que |[M N
V(H)| =3, f € Mee¢g M. Novamente temos uma contradi¢ao ao fato
de que e < f. Portanto, G — e — f é bipartido. A outra parte do Lema é
conseqiiéncia direta. O

A partir deste Lema podemos mostrar que, para bricks, toda classe possui
no maximo dois elementos.

Teorema 4.4 Seja G um brick e QQ uma classe de equivaléncia de G deter-

minada pela relagio <. Entdo |Q| < 2. Ademais, se |Q] = 2 entdo G — Q €
bipartido.

Dem. Sejam e e f duas arestas de (). Pelo Lema 4.3, G — e — f é bipartido.
Além disso, a aresta e possui seus dois extremos em uma destas biparticoes
e a aresta f possui seus dois extremos na outra biparticao. Isto vale para
quaisquer duas arestas de Q).

Suponha que @) tenha trés elementos, digamos ¢, g2 € ¢3. Seja By (Bs)
a biparticao de G — ¢; — ¢2 (G — ¢1 — ¢3) que contém os dois extremos de
g2 (g3). Entao V(Bs) = E(G) — {q1,¢2} e V(B3) = E(G) — {q1,¢3}. Logo,
V(By @ B3) = V(By) ® V(Bs) = {¢2, ¢}, ou seja, V(By @ B3) é um corte
em (G composto por apenas duas arestas. Mas isto é uma contradi¢do, pois
G, sendo brick, é 3-conexo. O

Como bricks sao 3-conexos, podemos concluir pelo Teorema 4.4 que:

Corolario 4.5 Se G ¢ um brick e QQ € uma classe minimal entao G — @) €
matching covered. O

Veremos a seguir que, usando argumentos parecidos com os acima, po-
demos mostrar que para uma grande parte dos grafos matching covered, o
numero de arestas de uma classe minimal também ¢é dois. Um 2-corte em
um grafo é um conjunto formado por duas arestas cuja remocao desconecta
o grafo.
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Lema 4.6 Seja G um grafo matching covered e () uma classe minimal da
relagdo de dependéncia. Se @ nao inclui um 2-corte entio |Q| < 2.

Dem. Por indugao em |V (G)|. Para quaisquer duas arestas e e f de @, temos
que e & f. Pelo Lema 4.1, o grafo G — f tem uma barreira B contendo ambos
os extremos de e, e a aresta f possui seus extremos em componentes distintas
de G — f — B.

Seja M um emparelhamento perfeito de G. Se f ¢ M entao nenhuma
aresta de G[B] pertence a M e [M NV (V(K))| = 1 para toda componente
K de G- f—B. Se f € M entao e € M e, novamente, nenhuma arestas
de G[B] \ {e} pertence a M e |[M NV (V(K))| = 1 para toda componente
K de G — f — B. Concluimos entao que V(V(K)) é justo em G, para toda
componente K de G — f — B. Além disso, e é a unica aresta de G|[B|.

Assuma que |@Q] > 3. Sejam ey, ey e ez arestas de ().

Proposicao 4.6.1 Pelo menos um de G—{ey,es} e G—{ey,e3} € bipartido.

Dem. Seja By uma barreira maximal de G — e; contendo os extremos de e;.
Se cada componente de G — ey — By é trivial entdo G — {e1, e2} é bipartido.
Suponha entao que G — e; — By possua uma componente nao trivial K.
Seja H o grafo obtido de GG contraindo a componente K a um unico vértice.
Como V(V(K)) é justo em G, a classe Qp := Q@ N E(H) é minimal em H.

Se (Qy inclui um 2-corte em H entao () inclui um 2-corte em G, o que
contradiz a hipétese. Logo, (Qy nao inclui um 2-corte em H. Por hipo6tese de
indugdo, |Qg| < 2. Mas e; e e, sdo arestas de Q. Portanto, Qg = {e1, e2}.

Analogamente, seja L o grafo obtido de G contraindo V(G) \ V(K) a um
tnico vértice h. A classe Qr := QN E(L) é minimal em L e, por hipdtese de
inducao, contém no maximo duas arestas, uma das quais € e3.

Para qualquer emparelhamento perfeito M3 de G contendo e3, a aresta
de M3 N V(V(K)) implica e; em H. Portanto, esta aresta é e;. Podemos
concluir entao que |Q =3 e Q, = {ea, €3}

Seja B a barreira de L — e3 contendo os dois extremos de e;. Nao é
dificil de ver que By := By U (B \ {h}) é uma barreira de G — e3 contendo
as dois extremos de e;. Entao toda componente de G — e3 — B3 é trivial,
sendo podemos concluir, por hipétese de indugdo, que |Q| < 2. Portanto,
G — {ey, e3} é bipartido. O
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Aplicando a Proposicao 4.6.1 duas vezes, concluimos que existe uma per-
mutacao (i, 7, k) de (1,2,3) tal que ambos G — {e;,e;} e G — {e;, e} sao
bipartidos. Sejam B; e By, uma das biparticoes de G — {e;, ¢,} e G —{e;, ex },
respectivamente.

Entdao V(B;) = E(G) —{e;,¢e;} e V(By) = E(G) —{e;, e }. Logo, V(B; @
By) = V(Bj) @ V(Bi) = {ej,ex}, ou seja, V(B; @ By) é um corte em G
composto pelas arestas {ej,ey}. Isto contradiz a hipétese de que ) nao
inclui um 2-corte. O

4.3 Decomposicao em orelhas e grafos
matching covered

Seja H um subgrafo de um grafo G. Um caminho impar P em G — E(H) é
uma orelha de H se (i) ambos os extremos de P sao vértices de H e (ii) P é
internamente disjunto de H.

Uma decomposi¢cio em orelhas de um grafo matching covered G é uma
sequéncia

KQZG[)CGlC"'CGr,l:G

de subgrafos matching covered, cada um dos quais exceto Gy é obtido do
anterior pelo acréscimo de uma ou duas orelhas disjuntas. No caso da adigao
ser de apenas uma orelha, dizemos que esta orelha é simples; no outro caso,
dizemos que a orelha é dupla. Durante todo este trabalho usaremos sempre
o termo orelha para nos referir a uma orelha simples ou dupla. O inteiro r é
o numero de orelhas da decomposicao.

Nesta secao vamos mostrar que todo grafo matching covered possui uma
decomposicao em orelhas. Este Teorema foi demonstrado por Lovasz e
Plummer [11]. Existem provas mais simples deste Teorema; veja por exemplo
a de Little e Rendl [13, pdg. 56]. Recentemente, ficamos sabendo de uma
outra prova bem simples, de autoria de Z. Szigeti [20].

Apresentaremos aqui duas provas para este resultado que também sao
muito simples. Uma delas é bem parecida a de Z. Szigeti e a outra usa os
resultados da secao anterior e é bem diferente. Decidimos apresentar estas
duas demonstragoes devido a simplicidade e originalidade de cada uma delas.
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Seja G um grafo matching covered diferente de K,. Se trocarmos uma
aresta e de G por um caminho de comprimento impar, ou eqiiivalentemente,
se e é subdividida pela insercao de um nimero par de vértices entao o grafo
resultante também é matching covered.

Reciprocamente, se trocarmos em G um caminho de comprimento impar,
cujos vértices internos tém grau dois, por uma aresta que tem como extremos
os mesmos extremos do caminho, entao o grafo obtido também é matching
covered. Definiremos assim uma subdivisio impar de um grafo como uma
operacao em que uma aresta é trocada por um caminho de comprimento
impar.

Teorema 4.7 Todo grafo matching covered possui uma decomposicao em
orelhas.

Dem. Seja G um grafo matching covered. Vamos obter uma decomposi¢cao
em orelhas de G. Seja ey uma aresta qualquer de G. Como G é matching
covered, existe um emparelhamento perfeito My que contém ey. Faca Gy :=
Gleg]. Se G = K, entao o Teorema esta provado. Suponha entao que G # K.
Observe que o subgrafo GGy é matching covered e nice com relacao a G.

Considere agora um subgrafo préoprio H que é matching covered e nice
com relacdo a G e seja M um emparelhamento perfeito de G tal que a
restricao de M a H é um emparelhamento perfeito em H. Como H é préprio
e G é conexo, F(G) — E(H) contém uma aresta e que possui um extremo em
H. Seja M, um emparelhamento perfeito em G contendo e.

O grafo G[M U M.] é formado por uma colecao de circuitos M-alternados.
Vamos denotar por D o circuito M-alternado de G[M U M,| que contém a
aresta e. Podemos ver claramente que o circuito D contém vdarias orelhas
de H e que H U D é um subgrafo matching covered e nice com relagao a G.
Escolha e e M, de tal forma que o circuito D contenha um nimero minimo
de orelhas de H. Vamos mostrar, por indugao em |V (H)|, que D contém no
maximo duas orelhas de H.

Suponha que D contém s orelhas P, P,,..., P, de H. Se s < 2 nao
ha nada a provar. Suponha entao que s > 2. Vamos supor, sem perda
de generalidade, que as s orelhas de D sao arestas ey, es,...,es de GG, pois
H+{Py, P,,..., P} é uma subdivisdo impar de H 4+ {ey1, es,..., €5}, ou seja,
se algum destes grafos é matching covered entao o outro também é.

Vamos denotar por S o conjunto e, es, ..., e,. Observe que, pela hipotese
que fizemos de que o circuito D deve conter um nimero minimo de orelhas
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de H, concluimos que todo emparelhamento perfeito em H 4.5 contém todas
as arestas de S ou nao contém nenhuma delas.

Sejam e e f duas arestas distintas quaisquer de S e considere o grafo
H + S — e. Pela escolha que fizemos do circuito D temos que f nao é
admissivel em H + S — e. Note que um emparelhamento perfeito de H
também é perfeito em H 4+ S — e. Portanto, H + S — e tem emparelhamento
perfeito. Pelo Lema 2.8, existe uma barreira maximal B, em H + S — e,
contendo os extremos de f.

Por um argumento de contagem podemos ver que, para que f seja ad-
missivel em H + S, a aresta e deve possuir seus extremos em componentes
distintas de H + S — e — B. Novamente por um argumento de contagem,
podemos concluir que f é a tunica aresta de S com ambos os extremos em
B. Escolha e e f de tal forma que a barreira B, contendo f, seja a maior
possivel.

Se todas as componentes de H+ S —e— B sao triviais entao H+S—{e, f}
é bipartido onde B corresponde a uma classe da biparticao. Vamos denotar
a outra classe por A. Como H ¢ subgrafo de H + S — {e, f}, temos que H
é bipartido, e (B, A) é uma biparticdo de H. Seja g uma outra aresta de S
distinta de e e f. Entao g possui um extremo em A e o outro em B. Pelo
Teorema 2.12, o grafo H + g é matching covered e o Teorema estd provado.

Podemos supor entao que alguma componente de H + S — e — B é nao
trivial. Seja Y uma tal componente. Entao V(Y") é um corte justo nao trivial
em H+S.

Proposicao 4.7.1 Se H + S contém um corte justo nao trivial C entdo (i)
|S| =3 e (ii) C contém exatamente uma aresta de S e separa as outras duas,
ou seja, as outras duas arestas pertencem, cada uma delas, a uma margem
distinta de C.

Dem. Seja C' um corte justo nao trivial em H + S. Pelo Lema 3.13, C é
justo em H. Sejam H' e H" as duas C-contragoes em H. Pelo Lema 3.6, H'
e H" sao ambos matching covered. Seja S’ (S”) o conjunto das arestas de S
que pertencem a E(H') (E(H")).

Por hipétese de inducao, H' (H") acrescido de no maximo duas arestas,
digamos {¢', f'} ({€”, f"}), de S" (S”) é matching covered.

Se Cn{e, f'} = 0 entdo H + {€, f'} é matching covered. Podemos
considerar, entao, que C' N {e', f'} # 0. Analogamente, C' N {e", "} # 0.



Decomposicao em Orelhas 43

Conforme ja foi observado anteriormente, todo emparelhamento perfeito
em H + .S contém todas as arestas de S ou nao contém nenhuma delas. Por-
tanto, C' sendo justo, contém precisamente uma aresta de {e’, f'}, digamos
e/, e uma de {€", f"}, digamos €”. Como €’ e " sao arestas de S, concluimos
que ¢ = €. a

Como V(Y') é um corte justo nao trivial em H+ S, podemos concluir pela
Proposigao 4.7.1 que |S| = 3, a aresta e possui um extremo na componente
Y e a outra aresta de S, digamos g, que ¢é distinta de e e f, possui seus dois
extremos em Y.

Seja L o grafo obtido de H+S pela contragao de V(H+S)—Y a um tnico
vértice. Como V(Y') é justo em H+S, temos que L é matching covered. Pelo
Lema 3.13, o corte V(Y) também ¢ justo em H. Logo, o grafo L — {e, g},
que é obtido por uma contragao de um corte justo de H, é matching covered.

Vamos mostrar que existe um emparelhamento perfeito em L que contém
e mas nao ¢g. Suponha por absurdo que todo emparelhamento perfeito em L
que contém e também contém g¢. Logo, e nao ¢ admissivel em L — g. Mas
L — g possui emparelhamento perfeito. Pelo Lema 2.8, existe uma barreira
maximal By, em L — g, contendo os dois extremos de e.

Observe que um extremo de e é o vértice resultante da contracao de
V(H+S)—Y. Como e ¢é admisssivel em L, a aresta g deve possuir seus
extremos em componentes distintas de L—g—B;. Como L—{e, g} é matching
covered, e é a unica aresta de L com ambos os extremos em B;. Entao BUB;
é uma barreira em H + S — g que contém f e inclui propriamente B, o que
¢ uma contradicao a escolha de e e f. Portanto, L tem um emparelhamento
perfeito M’ que contém e mas nao g.

Seja F' um emparelhamento perfeito de H + S que contém f. Logo,
F contém e. Além disso, FNV(Y) = {e}. Seja M a restricao de F a
V(H+S)—Y. Entao M U M’ é um emparelhamento perfeito de H + S que
contém e, f mas ndo g, ou seja, H + {e, f} é matching covered. Isto prova o
Teorema. O

Apresentaremos agora o outro Teorema. Uma 2-aresta é uma aresta cujos
vértices extremos tém grau dois. Denotaremos por A(G) o grau maximo de
um vértice no grafo G. Quando o grafo estiver subentendido, escreveremos
apenas A.



Decomposicao em Orelhas 44

Teorema 4.8 Todo grafo matching covered distinto de Ky e Cy,, contém pelo
menos A orelhas, disjuntas duas a duas, cuja remocdao de qualquer uma delas
resulta em um grafo que também ¢é matching covered.

Dem. Por indu¢ao em |V(G)|. Suponha inicialmente que G possui uma
2-aresta, digamos e. Seja G' o grafo obtido de G trocando o caminho de
comprimento trés, que contém e como a aresta central, por uma aresta e'.
Claramente, G' é matching covered e A(G') = A(G). Além disso, G’ é
distinto de K5 e Cy,.

Por hipétese de inducao, G’ contém pelo menos A orelhas, disjuntas duas
a duas, cuja remoc¢ao de qualquer uma delas resulta em um grafo que também
¢ matching covered. Cada uma destas orelhas de G’ pode ser extendida
trivialmente para uma de G que também satisfaz esta propriedade.

Suponha agora que G contém uma classe minimal ) da relagao de de-
pendéncia que inclui um 2-corte. Sejam e e f duas arestas de ) que for-
mam um 2-corte em G. Como G é 2-conexo, G — {e, f} possui exatamente
duas componentes Hy e Hy. Vamos fazer e := (uy,us) e f := (v1,v3), onde
{uy,v1} C Hy e {ug,v2} C H,. Considere agora os grafos Gy := H; + (uy, v1)
e Gy := Hy + (ug, v).

Claramente, GG; e G5 sao matching covered. Se G} é K5 ou (s, entao G
conteria uma 2-aresta. Mas este caso ja foi tratado. Portanto, G ¢ distinto
de K5 e Cy,. Analogamente, GG, também ¢é distinto destes dois grafos.

Por hipétese de indugao, para (i = 1,2), G; contém pelo menos A(G;)
orelhas, disjuntas duas a duas, cuja remocao de qualquer uma delas resulta
em um grafo que também é matching covered. Note que A(G) = A(G))
ou A(G) = A(G2). Vamos supor, sem perda de generalidade, que A(G) =
A(Gh).

Como as orelhas de G; sao disjuntas, no maximo uma delas contém a
aresta (u;,v;). Além disso, cada orelha de G; que nao contém esta aresta,
também é orelha em G cuja remocao resulta em um grafo matching covered.

Logo, G possui pelo menos A(Gy) — 1+ A(Gy) — 1 orelhas satisfazendo a
asser¢ao do Teorema. Mas A(G1) = A(G) e A(G3) > 2. Portanto, existem
pelo menos A(G) orelhas em G satisfazendo a assercao do Teorema.

Suponha agora que nenhuma classe minimal da relacao de dependéncia
inclui um 2-corte. Pelo Lema 4.6, cada classe minimal contém no maximo
dois elementos. Portanto, G — @) é conexo e, conseqiientemente matching
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covered, para cada classe minimal (). Resta-nos mostrar que temos pelo
menos A(G) classes disjuntas duas a duas.

Seja v € V(G) tal que |V(v)| = A(G). Vamos denotar as arestas que
incidem em v por ey, ey, ..., e, onde k = |V(v)|. Parai =1,2,... k, Seja
(Q; uma classe minimal de G induzida pela aresta e;. Cada aresta de @);
implica e; em G e, portanto, nao implica e;, onde j # . Logo, as classes ();
sao disjuntas duas a duas. O

Corolario 4.9 Todo grafo matching covered possui uma decomposicdo em
orelhas. O

Vimos portanto, que durante uma decomposicao em orelhas de um grafo
matching covered, a adicao de uma orelha simples ou dupla é suficiente em
cada iteracao. E importante observar que, para o caso em que temos um
grafo bipartido, a adi¢do de uma orelha simples é suficiente [13, pag. 53].
Portanto, uma decomposicao em orelhas para grafos bipartidos requer apenas
orelhas simples.

Na préatica, para fazermos uma decomposicao em orelhas, precisamos de
um emparelhamento perfeito fixo, que chamaremos de emparelhamento as-
sociado a esta decomposicao. Este emparelhamento possui a seguinte pro-
priedade: se Ky = Gy C G; C --- C G,_1 = G é uma decomposicao em
orelhas de GG entao o emparelhamento M associado a decomposicao ¢ tal que
M N G; é emparelhamento perfeito de GG, para todo 0 <7 < r — 1, e todas
as orelhas da decomposicao sao caminhos M-alternados.

Outra observacao importante é que a todo instante estamos considerando
apenas decomposigbes em orelhas que sao finas, ou seja, se {P', P"} é uma
orelha dupla de G; entdo nenhum de G; + P’ e G; + P" é matching covered.

4.4 Colagem seqiiencial de K,

Um importante Teorema a ser provado nesta secao é que se G é um grafo
matching covered nao bipartido entao existe uma decomposicao em orelhas
Ky=GyCG C---CG,_1 =Gde G em que Gy ou GG3 é nao bipartido.
Este Teorema foi provado por Lovédsz e Plummer [11]. Existe uma prova bem
mais simples, de autoria de Carvalho e Lucchesi [3].

A prova apresentada aqui é diferente das duas anteriores e também é
muito simples. O motivo pelo qual a apresentamos é que ela introduz uma
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Figura 4.2: Exemplos de colagens.

familia infinita de grafos matching covered que desempenha um papel im-
portante na teoria.
Sejam G, e (G5 dois grafos tais que:

o V(G1) NV (Gy) = {v},

e adj, (v) = {x1, 22, ... 2%} € adja,(v) = {y1,y2, ... Yr }-

A operagao de colagem de G a G5 em v consiste em obter um grafo G a partir
de G e G5 por primeiro deletar v em ambos os grafos, e a seguir inserir as
arestas (x1,y1), (2, y2),..., (g, yg). Por exemplo, a figura 4.2 mostra uma
colagem de dois K, e uma colagem de um Cs a um K.

Um grafo G é uma colagem seqiiencial de K, se G é cubico e satisfaz um
dos itens abaixo:

(Z) G = K4, ou

(17) G é uma colagem de G} a Ky num vértice de G| que pertence a um
triangulo, onde GG; é colagem seqiiencial de K.

Por exemplo, os dois grafos da figura 4.2 sao colagens seqiienciais de Kj.
O exemplo da figura 4.3(a) é uma colagem do grafo da figura 4.2(b) a um
K, no vértice v indicado na figura, porém esta colagem nao é seqiiencial de
K4, pois o vértice usado nao pertence a um triangulo. Para ser seqiiencial,
a colagem correta deve ser feita em um dos vértices u, w ou z, como ocorre
no exemplo da figura 4.3(b), onde a colagem é feita no vértice u.

Se G é uma colagem seqiiencial de K, definimos o grau de G como o
numero de operacoes de colagem de K4 que foram feitas para obter G. Por
exemplo, se G = K, entao G tem grau 1. Os grafos da figura 4.2 tém grau 2
e 3, respectivamente. Note que C tem grau 2.
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Figura 4.3: Colagem (a) nao seqiiencial e (b) seqiiencial de Kj.

A seguir apresentaremos propriedades adicionais sobre colagem seqiiencial
de K4.

Propriedade 4.10 Toda colagem seqiencial de K, de grau maior ou iqual
a dois possui precisamente dois triangulos e um subgrafo gerador que é uma
subdivisdo (ndio necessariamente impar) do Cs. Além disso, a subdivisdo
ocorre nas trés arestas paralelas, ou seja, as arestas dos dois triangulos nao
sao subdivididas. O

Propriedade 4.11 Sejam G e Gy duas colagens sequenciais de K, e seja
G o grafo obtido pela colagem de G a Gy em um vértice que pertence a um
triangulo nestes dois grafos. Entao G € uma colagem sequencial de Ky. O

Proposicao 4.12 Toda colagem sequencial de K4 € um brick.

Dem. Seja G uma colagem seqiiencial de K. Vamos fazer indugao no grau
de G. Se o grau de G é 1 ou 2, ou seja, se G = K4 ou Cy entdo claramente
G ¢ brick.
Suponha que o grau de G é maior do que dois. Como G possui um
subgrafo gerador que é uma subdivisdo do Cg, temos que G é 3-conexo.
Vamos mostrar agora que G é bicritico. Mas G é uma colagem de um
grafo G; a um K, onde G; é uma colagem seqiiencial de K4 cujo grau é um
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a menos do que o grau de GG. Por hipétese de indugao, GGy é bicritico. Como
K, é bicritico podemos concluir, pelo Lema 3.10, que G ¢é bicritico. Portanto,
G é brick. O

O seguinte Teorema, provado por C. H. C. Little, desempenha um papel
importante na demonstracao que faremos.

Teorema 4.13 Quaisquer duas arestas de um grafo matching covered per-
tencem a um circuito nice.

Dem. Veja [8], [11, pag. 177]. O

Teorema 4.14 Todo grafo nao bipartido matching covered contém um sub-
grafo nice que € uma subdivisio impar de uma colagem sequencial de Ky.

Dem. Por inducio em |V(G)| + |E(G)|.

Caso 1 G contém um subgrafo proprio H que ¢ nao bipartido, matching
covered e nice.

Por hipdtese de indugao, H contém um subgrafo nice K que é uma sub-
divisao impar de uma colagem de sequencial de K. Como K é subgrafo nice
de H e H é um subgrafo nice de G, K é um subgrafo nice de G.

Caso 2 G contém um vértice u de grau 2.

Sejam v e w os vértices adjacentes a u ao longo das arestas a, e ay,
respectivamente. Seja H o grafo obtido de G pela contragdo de {u,v,w}
a um unico vértice x. Claramente, H é nao bipartido. Para cada empare-
lhamento perfeito M de G, exatamente uma de «, e «, pertence a M, e
assim, M\{«,, @y} é emparelhamento perfeito de H. Portanto, H é match-
ing covered. Por hipétese de inducao, H contém um subgrafo nice H' que é
uma subdivisao impar de uma colagem sequencial de Kj.

Considere G’ := G[E(H")], o subgrafo de G induzido pelas arestas de H'.
Se no maximo um de v e w é vértice de G' entdo G’ ¢é nice (com relagao a
G) e isomorfo a H'. Podemos entao assumir que v e w sao ambos vértices
de G'. Como H' é uma subdivisao impar de uma colagem sequencial de K},
nenhum vértice de H' tem grau maior do que trés. Portanto, pelo menos um
de v e w tem grau um em G'. Neste caso, a adi¢dao de «, e a,, a G' fornece
uma subdivisao impar de H' que é nice com relagao a G.
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Caso 3 Nenhum dos casos anteriores se aplicam.

Vamos mostrar entao que G é uma colagem seqiiencial de K4. O grafo
(G, sendo matching covered, tem uma decomposicao em orelhas Gy = Ky C
G, C --- C Gp. Como G nao é bipartido, n > 0. O grafo G,,_; é matching
covered e nice, e como o caso 1 ndo se aplica, G, é bipartido. Seja (A, B)
uma biparticao de G,,_;.

Como G, = G nao é bipartido, a ultima orelha é dupla, sendo que uma
delas tem ambos os extremos em A e a outra tem ambos 0s extremos em
B. Mas o caso 2 nao se aplica, e portanto, esta orelha dupla é composta
simplesmente por duas arestas. Vamos denotéd-las por a := (a1, as) e 3 1=
(b1, by) tais que {aj, a2} C Ae {b,by} C B.

Como G,_; é matching covered, pelo Teorema 4.13 quaisquer duas de
suas arestas pertencem a um circuito nice. Em particular, se tomarmos duas
arestas de (G,,_; com extremos em a; e as, respectivamente, GG,_; possui um
circuito nice C' que tem a aresta o como corda. Seja M; um emparelhamento
perfeito de G,,_; tal que C' é M;-alternado.

Seja M um emparelhamento perfeito de G que contém « (e 3). Seja D
o circuito M;-alternado de M @ M, contendo a. Como |D| é par, D contém
(. O subgrafo G' := G[C'U D] de G, gerado por C'U D, é certamente:

e nice e matching covered, pois C' e D sao ambos circuitos M;-alternados.

e nao bipartido, pois C'U«a é um subgrafo de G' que contém um circuito
impar.

Como o caso 1 nao se aplica, G = G[C' U D). Portanto, todos os vértices
de G tém grau 2 ou 3. Mas como o caso 2 nao se aplica, podemos concluir
que G é cibico. Entao C' é um circuito hamiltoniano em G.

Lema 4.14.1 Seja G um grafo cubico nao bipartido e C um circuito hamil-
toniano de G. Sejam « e [ duas cordas de C e {A, B} uma biparticio de
G —{«, B} tal que o tem ambos os extremos ay e ay em A e 3 tem ambos os
extremos by e by em B. Se para toda corda e de C distinta de « e 8 o grafo
G — e nao € matching covered entao G é uma colagem sequencial de K.

Dem. Vamos considerar dois casos, dependendo se as cordas « e 3 se cruzam
ou nao. Considere primeiro o caso em que « e [ se cruzam, ou seja, 0S
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vértices ay, by, as, by estao em C nesta ordem ciclica. Neste caso, o grafo
L = G[C U {«a, #}] é uma subdivisao impar de K,, um grafo matching
covered.

Para todas as cordas f de C distintas de « e 3, o grafo C'+ f é matching
covered. Portanto, a e [ sdo as tnicas cordas de C, caso contrario, G — e
seria matching covered para todas as demais cordas e. Assim, G é K.

Vamos agora considerar o caso em que « e (3 nao se cruzam. Entao
G[C U {«, 8}] ndo é matching covered. Portanto, existe alguma outra corda
e diferente de v e 3. O grafo G — e por hipétese nao é matching covered.

Cada corda f, distinta de «, (3 e e, possui um extremo em A e outro em
B, e C' é um circuito par. Logo f é admissivel em C' + f. Portanto, cada
aresta de G — {a, (3, e} é admissivel em G — e.

Entao a nao é admissivel em G — e. Mas G — e possui emparelhamento
perfeito. Pelo Lema 2.8, existe uma barreira A,, em G — e, contendo ambos
os extremos de a. Como G é matching covered, a é admissivel em G, e
portanto e deve ter seus extremos em componentes distintas de G — A, — e.

O grafo G—e—{«, 8} é bipartido, e portanto, as tnicas barreiras maximais
sao as duas biparticoes. Como vimos na Propriedade 2.15, a adicao de arestas
em um grafo matching covered apenas refina as barreiras. Logo, cada barreira
de G — e, em particular A,, esta contida em uma biparticado. Como A,
contém os extremos de «, temos que A, C A. Podemos entao escolher A,
como sendo uma barreira maximal em GG — e que contém os extremos de «.
Como 3 possui ambos os extremos em B, 3 deve ter seus dois extremos em
uma componente H de G — A, —e.

Pela maximalidade de A, toda componente de G— A, —e é nao bipartida.
Mas G — {«, #} é bipartido e @ tem ambos os extremos em A,. Logo, H,
a componente que contém ambos os extremos de (3, é a tnica nao trivial.
Vamos denotar o conjunto das componentes triviais de G — A, — e por S.
Logo, S C B. Entédo e deve possuir um extremo em S e outro em V(H) N A.

Por um simples argumento de contagem das arestas de V(A,), temos que
|IV(V(H))| = 3. Finalmente, seja T :=V(H)NAe Bg:=V(H)NB.

De todos estes fatos podemos concluir que G' tem as seguintes proprieda-
des:

1. A pode ser particionado nos conjuntos A, e T

2. B pode ser particionado nos conjuntos Bg e S;
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Figura 4.4: Grafo G.

3. A, (Bg) contém ambos os extremos de « (3);
4. e é a unica aresta que liga S a T’

5. Existem exatamente duas arestas que ligam A, e Bg (Figura 4.4).

Seja C' := V(V(H)) e considere as duas C-contragoes
G' =G contr(V(H)) e G":=G contr(V(G)—V(H)).

Vamos denotar por v' (v") o vértice de G' (G") resultante da contragio
de V(H) (V(G) — V(H)). Como |C| = 3 e G é ciibico, temos que G' e G”
sao cubicos. Além disso, C' passa pelas duas arestas que unem A, e Bj.
Portanto, os circuitos C' := CNV(G’") e C" ;== CNV(G") sao hamiltonianos
em G’ e em G”, respectivamente.

Os grafos G' e G” satisfazem as hipdteses do Lema, com C', a, e, A,,
S+{v'}eC" e, B, T+{v"}, Bsnolugar de C, a, 3, A, B, respectivamente.
Podemos entao aplicar hip6tese de inducao a ambos.

Note que e pertence a um triangulo em G’ e em G". Portanto, G é obtido
pela colagem de G’ a G"” em um vértice que pertence a um triangulo nestes
dois grafos. Pela Propriedade 4.11, G é uma colagem seqiiencial de K,. O

Lema 4.15 Seja G uma colagem sequencial de K,. Entdo G contém um
subgrafo nice que € uma subdivisao impar do K4 ou Cg.

Dem. Se G tem grau 1 entdo G = Ky, e se G tem grau 2 entdo G = Cg.
Vamos supor entao que o grau de GG é maior do que dois.

Considere o subgrafo gerador (e portanto nice) H, de G, que é uma sub-
divisdo do Cs. Vamos denotar os vértices dos dois tridngulos de H por a, b,
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Figura 4.5: Subgrafo gerador H.

ced,l, d, respectivamente, de tal forma que P,, P, e P, sejam caminhos
disjuntos em H que ligam os vértices a a a/, b a b’ e ¢ a ¢/, respectivamente
(Figura 4.5). Como |V (H)| é par, devemos ter |V (P,)| + |V (P)| + |V (P.)]
também par.

Se H é uma subdivisao impar do Cj entdo o Lema estd provado. Sendo,
¢ porque um dos caminhos P,, P, ou P, deve ser uma subdivisao par das
arestas (a,a’), (b,b') ou (¢, ), respectivamente. Vamos supor, sem perda de
generalidade, que P, é subdivisao par da aresta (a, a'), ou seja, que |V (P,)] é
impar. Como |V (B,)|+ |V (P)|+ |V (P.)| é par, exatamente um de |V (P,)] e
|V(P.)| é impar e o outro par. Vamos supor, sem perda de generalidade que
|V(Py)| é impar e que |V(P.)| é par. Entao H menos a aresta (a,b) ¢ uma
subdivisao impar do K, que é nice com relacao a G. O

Teorema 4.16 Todo grafo nao bipartido matching covered contém um sub-
grafo nice que € uma subdivisao impar de K4 ou Cy.

Dem. Seja G um grafo nao bipartido matching covered. Pelo Teorema 4.14,
G contém um subgrafo nice H que é uma subdivisao impar de uma colagem
de sequencial de K. Pelo Lema 4.15, H contém um subgrafo nice K que é
uma subdivisao impar do K4 ou Cs. Como K é subgrafo nice de H e H é
um subgrafo nice de GG, temos que K é um subgrafo nice de G. O

4.5 Bricks distintos de K, e Cy

Nesta se¢do provaremos que se G é um brick diferente do K4 e Cs entdo
existe uma aresta e tal que G — e é matching covered. Este resultado, que é
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fundamental no contexto da teoria dos grafos matching covered, foi provado
por Lovész [10].

Apresentaremos duas provas para este Teorema. A primeira delas é obtida,
utilizando os resultados da se¢ao anterior. A outra ¢é obtida utilizando apenas
os resultados da segao 4.2.

Teorema 4.17 Seja G um brick diferente de K, e Cs. Entdo G contém uma
aresta e tal que G — e € matching covered.

Dem. Pelo Teorema 4.16, G tem uma decomposi¢ao em orelhas Ky = Gy C
G, C -+ C Gy = G tal que o primeiro grafo nao bipartido é uma subdivisao
impar do K, ou Cg.

Como G é 3-conexo, a ultima orelha desta decomposicao é formada por
uma (se for simples) ou duas (se for dupla) arestas. Como G é diferente de
K4 e Cg, o grafo Gj,_; nao é bipartido. Pelo Lema 4.3, G, é obtido de G},_;
pela adicao de uma orelha simples que vamos denotar por e. Portanto, G —e
¢ matching covered. O

Apresentaremos agora a outra demonstracao deste Teorema.

Teorema 4.18 Todo brick distinto de K4 e Cg contém pelo menos A—2 ares-
tas cuja remocao de uma delas resulta em um grafo que € matching covered.

Dem. Seja V(vg) := {f1, f2,.--, fa}, onde vy denota um vértice de grau
maximo em (. Para cada i tal que 1 <i < A.

e Seja (); uma classe de eqiiivaléncia minimal da relacao < induzida por

fi-

e Seja M; um emparelhamento perfeito de G que contém as arestas de

Q-

Por defini¢ao de Q;, o emparelhamento M; contém f;, e portanto, nao
contém f;, para j # ¢. Assim, as classes ); sao duas a duas disjuntas.

Pelo Teorema 4.4, cada (); consiste de uma ou duas arestas. Pelo Co-
rolario 4.5, G — (); é matching covered. Portanto, o Teorema estara provado
se mostrarmos que no maximo duas classes contém duas arestas.

Suponha que trés classes contém duas arestas. Mostraremos entao que G
é o K4 ou o Cy e, conseqiientemente, que A = 3.
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Ajuste a notagao, reindexando as arestas de V(vg) se necessario, para que
tenhamos @1, ()2 e QY3 contendo duas arestas. Para cada @);, sejam e; e €;
suas duas arestas. Pelo Teorema 4.4, G — ; tem uma biparticao {B;, B;}
tal que e; possui seus dois extremos em B; e €; possui seus dois extremos em
B;.

Temos entao 8 blocos, cada um da forma C;NCyNC5, onde cada C; denota
um de B; ou B; e C; denota o outro. Se B denota o bloco C; NCy N Cy entdo
B denota seu bloco antipodal C; N Cy, N Cs. Um bloco B é par ou impar
dependendo da paridade de |{i: 1 <i < 3 e C; = B;}|. Vamos estender esta
nocao de paridade para os vértices de GG, dando a cada vértice a paridade do
bloco ao qual ele pertence. Chamaremos as arestas {e;, € : 1 < i < 3} de
especiais e as demais serao chamadas de normais.

Proposicao 4.19 Toda aresta normal de G liga vértices que pertencem a
blocos antipodais e de paridades distintas. Toda aresta especial de G liga
vértices de mesma paridade.

Dem. Considere dois indices distintos ¢ e j, ambos no conjunto {1, 2, 3}.
Qualquer aresta normal tem um extremo em B; e outro em B;. Portanto,
seus extremos tém paridades distintas e pertencem a blocos antipodais.

Uma aresta especial e; tem um extremo em B; N Bj, o outro em BN B;.
Da mesma forma, a aresta especial g; tem um extremo em B; N Fj, 0 outro
em B; N B;. Portanto, uma aresta especial liga vértices de mesma paridade.
(I

Ajuste a notagao, trocando By com By (e conseqiientemente e; com €3)
se necessario, de tal forma que ambos os extremos de e; sejam pares. Assim,
e; liga um vértice em By := By N By N B3 com um vértice em By N By, N Bs.

Caso 1 Ambos os extremos de €1 também sao pares.

Neste caso, provaremos que G é o K,. Por hipdtese, nenhum extremo
de ey pertence a By. Se considerarmos o emparelhamento M, cujas arestas
especiais sao e; e €1, concluimos que

1Bo| =1+ |Bol.

Portanto, se considerarmos agora os emparelhamentos My e M3, podemos
concluir que cada uma de ey e ez possui um tnico extremo em By e & e €3
nao possuem extremo em By. Temos entao que
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e 0s extremos das 6 arestas especiais sao pares;

e cada bloco par tem trés arestas especiais incidentes a ele, nenhuma das
quais implica outra;

e as arestas especiais possuem extremos em blocos pares;

e cada bloco par tem um vértice a mais do que seu antipodal impar;
e cada bloco par é uma barreira em G,

e cada bloco par é trivial;

e cada bloco impar é vazio.

Portanto, G é formado por quatro vértices, cada um deles constitui um
bloco par, que é adjacente a cada um dos outros trés vértices por trés arestas
especiais, nenhuma das quais implica outra. Finalmente, nao existe aresta
normal. Entao G = K, e A = 3. A andlise do caso 1 esta completa.

Caso 2 Ambos os extremos de €1 sao impares.

Neste caso, provaremos que G é o Cg. Por hipdtese, um extremo de
e; pertence a By. Se considerarmos o emparelhamento M, cujas arestas
especiais sao e; e €;, concluimos que

|Bo| = |Bol-

Vamos considerar agora os emparelhamentos M, e Msz; ambos |{ey, €3} N
V(By U By)| e [{es, 85} N V(By U By)| sdo pares. Como G é 3-conexo, pelo
menos um deles é nao nulo, sendao V(By U By) = {e1, 1}

Ajuste a notacao, trocando os indices 2 e 3 se necessario, para que te-
nhamos e, incidente em By e & incidente em B,. Portanto, se fizermos
B, := By N By N Bs, segue que V(B UB;) C {e3,e3}. Podemos concluir
entao que os blocos By juntamente com seu antipodal sao nulos. Além disso,
e3 possui seus extremos em B; N By N By e By N By, N By e & possui seus
extremos nos blocos antipodais destes dois (Figura 4.6).

O préximo passo é mostrar que cada um dos seis blocos nao nulos de G
é trivial. Para isto, observe inicialmente que cada bloco e seu antipodal tém
o mesmo numero de vértices. Provaremos que By é trivial. Um argumento
similar pode ser usado para os demais blocos.
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€3
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B.NB,NBs| > [BinByNnBs| = |BinB,N Bs
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Figura 4.6: Os seis blocos nao nulos de G.

Proposicao 4.20 Os extremos vy e vy de e; e es em By, respectivamente,
coincidem.

Dem. Sejam 77 e 73 os extremos de &7 e &; em By, respectivamente. Suponha
que vy e vy sao distintos.

Como G é bicritico, G — {v1,v2} tem emparelhamento perfeito. Necessa-
riamente, este emparelhamento perfeito contém ambos €] e €;. Portanto, o
subgrafo H de G induzido por By U By \ {v1, vo, U1, U3} tem um emparelha-
mento perfeito, digamos N.

Sejam By := B1N By N B3 e B := B, N By N Bs. Seja Hy o subgrafo de G
induzido por By U B, e Hj o subgrafo de G induzido por B; UBs. O conjunto

(M2 N E(HQ)) U (Ml N E(Hg)) UNU {61, 62,6_1, 6_2}

¢ um emparelhamento perfeito de G que contém @), e ()2, uma contradicao.
Portanto, v; = vs. O

Concluimos entdo que By é uma barreira em G, e portanto, é trivial.
Logo, By também é trivial.

Cada par de blocos antipodais tém pelo menos uma aresta normal que os
ligam. Resta-nos mostrar que existe uma unica aresta ligando cada par de
blocos antipodais. Se fizermos isso, podemos concluir que G = Cg e A = 3.

Suponha o contrario. Sem perda de generalidade, suponha que By := {vg}
e que A > 3. As arestas especiais que incidem em vy a0 €1 € e3. As A — 2
arestas normais que incidem em vy sao arestas multiplas. Portanto, cada
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uma das classes Q3,Qy,...,Qa sao formadas por uma tnica aresta, cada
uma delas sendo uma das arestas normais multiplas que incidem em vy, o
que contradiz nossa hipétese de que pelo menos trés classes (); sao duplas.
Assim, A =3 e G = Cs. O



Capitulo 5

Decomposicao em Orelhas e
Cortes Justos

5.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos uma relacao entre o nimero de orelhas du-
plas de uma decomposicao em orelhas de um grafo matching covered e o
numero de bricks de uma decomposi¢ao em cortes justos do mesmo grafo.
Apresentaremos também uma decomposicao em orelhas especial, denominada
decomposicao canonica, que serd utilizada no Capitulo 9.

Na secao 5.2 apresentamos uma relagao entre decomposicao em orelhas e
cortes justos. Esta relacao serd usada na secao 5.3 para estabelecermos um
limite inferior para o nimero de orelhas duplas de uma uma decomposicao
em orelhas de um grafo matching covered. Nesta mesma secao apresentamos
uma conjectura que estabelece um limite inferior para o nimero de orelhas
duplas de uma decomposi¢ao em orelhas de um grafo matching covered. Mos-
tramos ainda que uma pequena classe de grafos matching covered satisfaz a
conjectura acima. Vale ressaltar que no Capitulo 8 mostraremos que a con-
jectura é valida para os bricks, e no Capitulo 9 mostraremos a sua validade
para grafos matching covered em geral.

Na secao 5.4 mostraremos que, a partir de uma decomposi¢ao em ore-
lhas qualquer, podemos obter uma decomposicao em orelhas particular que
chamaremos de canonica, de tal forma que o nimero de orelhas duplas utiliza-
dos é o mesmo da decomposicao inicial. Veremos, no Capitulo 9, importantes
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Figura 5.1: O corte C' é justo em G.

aplicacoes desta decomposicao.

5.2 Decomposicao em orelhas e cortes justos

Sejam G um grafo matching covered e C' := V(S) um corte justo em G.

Sejam G' := G contr(S) e G” := G contr(S) (Figura 5.1). Vamos denotar
por d.(G) o nimero minimo de orelhas duplas de uma decomposi¢ao em
orelhas de G.

Teorema 5.1 d.(G) > d.(G") + d.(G").
Dem. Por indugao em |E(G)|. Seja
D::GOZKQCGIC"'CGTZG

uma decomposi¢do em orelhas de G que usa o nimero minimo d.(G) de
orelhas duplas.
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Seja X o conjunto das arestas da tultima orelha, que adicionada a G,_;
fornece G. Para cada caminho desta ultima orelha, podemos enumerar suas
arestas a partir da origem com indices 1,2,...,2x + 1. As arestas sao entao
classificadas como impares ou pares, dependendo da paridade do indice.
Como o comprimento do caminho é impar, a classificacao é a mesma in-
dependentemente do extremo do caminho por onde se inicia a enumeragao.

Seja I o conjunto das arestas impares da orelha e P o conjunto das pares.
Entao PUI = X e PN 1 = (. Além disso, para todo emparelhamento
perfeito M de G, temos que PC M eINM =0oul CMePNM=F(.
Se M é um emparelhamento perfeito em G,_; entao M U P é perfeito em G.

Dado que C é justo em G, temos que [CNP| < 1e|CNI|<1. Suponha
que ambos os conjuntos sao unitarios. Entao todo emparelhamento perfeito
de G ou contém a aresta de C'N P ou contém a aresta de C'N 1. Nesse caso,
|C|=2eC C X. Mas G,_; é conexo. Portanto, ou G’ ou G”, digamos G’, é
um circuito par, cujas arestas pertencem todas a X . Nesse caso, trivialmente,

d.(G) = d,(G") e d.(G') =0,

Logo, vale a igualdade.

Podemos supor entdao que |C'N X| < 1. Vamos mostrar que C' N P = ).
De fato, G é 2-conexo e portanto C'\ X é ndo vazio. Sejam e € (C'\ X)
e M, um emparelhamento perfeito de G,_; que contém e. Entao M, U P é
emparelhamento perfeito em G. Mas C ¢ justo em (. Portanto, e é a unica
aresta de C' em M e, conseqiientemente, C' N P = ().

Assim, podemos concluir que se a orelha for dupla entao um de seus
caminhos esta totalmente contido em G’ ou em G”, digamos G”. Além disso,
se um dos caminhos da orelha intercepta C entao a parte do caminho em
cada G' (G") é uma orelha de G' (G").

Note que G,_; é matching covered e pelo Lema 3.13, o corte C' também
é justo neste grafo. Portanto, as duas C-contragoes, G|._, e G'_;, em G,_;
sao matching covered. Vamos definir ¢ := 1 se a orelha é dupla e t := 0 se é
simples.

Por definicao,

d(G) =t + d.(Gr ).

Por hipétese de inducao,
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d*(Grfl) Z d*(G;fl) + d*(G:fl)

Fazendo um ajuste de notagao temos

d.(G_y) = di(G)
t+d (Gl ) > d.(G").
Destas quatro desigualdades, obtemos a desigualdade enunciada. a

5.3 Decomposicao em orelhas 6tima

Nesta secao apresentaremos alguns resultados que visam responder a seguinte
questao: Qual é o nimero minimo de orelhas duplas em uma decomposicao
em orelhas de um grafo matching covered? Uma decomposicao em orelhas é
otima se usa o numero minimo de orelhas duplas.

Inicialmente usaremos o Teorema 5.1 para mostrar um limite inferior para
o numero de orelhas duplas. Lembre-se que b(G) denota o nimero de bricks
de uma decomposi¢ao de G em cortes justos. Dentre os b(G) bricks desta
decomposicao, vamos denotar por p(G) o nimero de bricks que sdo, a menos
de arestas paralelas, isomorfos ao grafo de Petersen.

Teorema 5.2 Para todo grafo matching covered, d.(G) > b(G) + p(G).

Dem. Por inducao em |V(G)|. Vamos considerar inicialmente o caso em que
G possui um corte justo nao trivial C'. Sejam G’ e G” as duas C-contragoes.
Pelo Teorema 5.1,

d.(G) > d.(G") + d.(G").
Por hipétese de inducao,

d.(G") = b(G)+p(G)
d*(G”) Z b(G”)-i-p(G”)
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Pelo Teorema Fundamental da decomposi¢do em cortes justos (Teo-
rema 3.7),

b(G) +b(G") = b(G)
p(G") +p(G") = p(G).

Portanto, vale a desigualdade.
Podemos entao supor que G' é um brace ou um brick. Se G for um brace,
b(G) 4+ p(G) = 0. Se G for um brick distinto do grafo de Petersen,

d.(G) =2 1 =0b(G) +p(G),

onde a desigualdade vem do fato de que G' nao é bipartido.

Resta considerar o caso em que G é o grafo P de Petersen. Para toda
aresta  de P, o grafo P — « é matching covered. Portanto, em qualquer
decomposicao em orelha de P, sua tltima orelha é uma aresta. Mas P é
transitivo nas arestas, portanto

d.(P) =d.(P — «), paratodo a € E(P).

Fazendo uma decomposicao de P—a em cortes justos obteremos, a menos
de arestas multiplas, dois K. De fato, d,(P) =2 = b(P) + p(P). O

O Teorema 5.2 sugere a seguinte conjectura:

Conjectura 5.3 Todo grafo matching covered admite uma decomposi¢ao em
orelhas que usa b+ p orelhas duplas. O

Terminaremos esta secao apresentando um Lema que sera utilizado no
Capitulo 8.

Lema 5.4 Sejam G um grafo matching covered e C um corte justo em G.
Sejam G e Gy as duas C-contracoes em G. Suponha que existe uma de-
composicao em orelhas de G que usa d orelhas duplas e que Gy € bipartido.
Entao existe uma decomposicao em orelhas de G que usa d orelhas duplas.
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Dem. Por indugdo em |E(G)|. Vamos supor que C' := V(X) e que G; é
obtido pela contracio de X ao vértice Z. Analogamente, G5 é obtido pela
contragao de X ao vértice .

Por hipétese, G5 é bipartido. Vamos mostrar inicialmente que é suficiente
analisar o caso em que G5 é um brace. Suponha que G5 nao é brace, ou
seja, G possui um corte justo nao trivial. Tome um corte justo nao trivial
D := V(S) em G tal que a margem que contém x seja maximal. Fixe a
notacao para que tenhamos z € S.

Entao D é justo em G. Seja G' e G" as duas D-contragoes em G onde G’
é obtido pela contraciao de S. Assim, o corte C' é justo em G’. Uma das C-
contragoes em G’ é o grafo GG; e a outra é um grafo bipartido. Por hipétese
de inducao, existe uma decomposicao em orelhas de G' que usa d orelhas
duplas. Note que pela escolha que fizemos do corte D, podemos concluir que
G" é brace. Portanto, podemos supor que G5 é brace.

Suponha que G5 tenha pelo menos trés vértices em cada biparticao. Pelo
Lema 3.14, G5 — e é matching covered para toda aresta e de G5. Tome
entdo uma aresta e € E(G3) que ndo incide em z. Assim, G — e também
¢ matching covered e todas as hipdteses do Lema continuam validas. Por
hipotese de inducao, existe uma decomposicao em orelhas de G — e que usa
d orelhas duplas. Agora acrescente e a esta decomposicao para obter uma
decomposi¢ao para G com a mesma propriedade.

Podemos supor entao que G5 tem dois vértices em cada biparticao. Entao
uma das biparticoes de G5 contém x e um outro vértice, digamos u, e os da
outra biparti¢do vamos denotar por vy e vy. Portanto, adj(u) = {vy,va}.

Por hipétese, existe uma decomposicao em orelhas D; de G que usa d
orelhas dupla. Seja () a ultima orelha de D;. Logo, G; — @ é matching
covered. Vamos fazer ¢ := 0 se () é simples e t := 1 se () é dupla.

Suponha que T € V(Q). Neste caso, G — () é matching covered e todas as
hip6teses do Lema continuam validas com d — ¢ no lugar de d. Por hipdtese
de indugao, existe uma decomposicao em orelhas de G — () que usa d — t
orelhas duplas. Agora acrescente () a esta decomposicao para obter uma
decomposicao para G com d orelhas duplas.

Entao T € V(Q). O caso em que T é vértice interno de um caminho de
() ¢ trivial. Podemos supor entao que T é um extremo de um caminho de Q).
Logo, em G, este caminho tem um extremo em v; ou vy, digamos vs.

Se v, tem dois vizinhos em X entao novamente G — () é matching covered
e podemos terminar por hipétese de indugao. Se vy tem um Unico vizinho em
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X entao G é uma subdivisao impar de ;. Neste caso, claramente o Lema é
verdadeiro. O

5.4 Decomposicao em orelhas canodnica

Uma decomposi¢ao em orelhas de um grafo matching covered nao bipartido
é canonica se o primeiro grafo nao bipartido obtido é uma subdivisao impar
do K, ou Cs. O Teorema 4.16 garante que todo grafo matching covered nao
bipartido tem uma decomposicao em orelhas canonica. No entanto, ele nao
diz nada sobre o nimero de orelhas duplas desta particular decomposicao.
Nesta secao mostraremos que podemos obter uma decomposicao canonica
sem aumentar o numero de orelhas duplas.

Seja G um grafo matching covered e u um vértice de grau dois em G.
Sejam v e w os vértices adjacentes a u e considere o corte justo C' := V(X),
onde X := {u,v,w}. Seja G o grafo obtido de G pela contragao de X a um
unico vértice x.

Lema 5.5 Se existe uma decomposicao em orelhas canonica de Gy que usa
d orelhas duplas entdo existe uma decomposi¢ao em orelhas canonica de G
que usa d orelhas duplas.

Dem. Se v ou w tem um tnico vizinho em X entdo G é uma subdivisdo
impar de GGy e, neste caso, o Lema é claramente verdadeiro. Podemos supor
entdo que v e w tém, cada um, pelo menos dois vizinhos em X. Neste caso,
o grau de x em (G é pelo menos quatro, e portanto, G; nao é subdivisao
impar de K4 e nem de Cj.

Por hipotese, existe uma decomposicao em orelhas canonica D de G que
usa d orelhas duplas. Seja @) a ultima orelha de D,. Logo, G; — @ ¢é matching
covered. Como G nao é subdivisao impar K, e nem Cg, podemos concluir
que G; — Q é nao bipartido. Vamos fazer ¢t := 0 se () é simplese ¢ :=1 se Q)
é dupla. Entao D; — ) é uma decomposicao em orelhas canonica de G; — Q)
que usa d — t orelhas duplas.

Se z ¢ V(Q) em G, entao claramente G — () é matching covered e se
x € V(Q) entdao como o grau de z em G; é pelo menos quatro e G é simples,
concluimos que x deve ser extremo de um caminho de (). Logo, em G, este
caminho tem um extremo em v ou w, digamos v. Como v tem dois vizinhos
em X temos novamente que G' — () é matching covered. Portanto, G — @ é
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matching covered em qualquer caso. Por hipdtese de indugao, existe uma de-
composicao em orelhas canonica de G — () que usa d—t orelhas duplas. Agora
acrescente () a esta decomposicao para obter uma decomposi¢ao canonica de
G com d orelhas duplas. O

Lema 5.6 Sejam G um grafo matching covered e C' um corte justo em G.
Sejam Gy e Gy as duas C-contracoes em G. Suponha que existe uma de-
composicao em orelhas canonica de Gy que usa d orelhas duplas e que G €
bipartido. Entdo existe uma decomposicao em orelhas canonica de G que usa
d orelhas duplas.

Dem. Por inducao em |E(G)|. Vamos supor que C' := V(X) e que G é
obtido pela contragao de X ao vértice x. Analogamente, G5 é obtido pela
contracao de X ao vértice 7.

Por hipétese, G5 é bipartido. Vamos mostrar inicialmente que é suficiente
analisar o caso em que G5 é um brace. Suponha que G5 nao é brace, ou
seja, G5 possui um corte justo nao trivial. Tome um corte justo nao trivial
D := V(S) em G tal que a margem que contém T seja maximal. Fixe a
notacao para que tenhamos T € S.

Claramente, D é justo em G. Sejam G’ e G" as duas D-contragoes em G
onde G’ é obtido pela contracao de S. Assim, o corte C' é justo em G'. Uma,
das C-contragoes em G' é o grafo G| e a outra é um grafo bipartido. Por
hipétese de inducao, o Lema é verdadeiro para G'. Note que pela escolha que
fizemos do corte D, podemos concluir que G” é brace. Portanto, podemos
supor que G5 é brace.

Suponha que G5 tenha pelo menos trés vértices em cada biparticao. Pelo
Lema 3.14, G5 — e é matching covered para toda aresta e de GG3. Tome entao
uma aresta e € E(G3) que nao incide em T. Assim, G —e também é matching
covered e todas as hipdéteses do Lema continuam validas. Por hipdtese de
inducao, existe uma decomposicao em orelhas canonica de G — e que usa
d orelhas duplas. Agora acrescente e a esta decomposicao para obter uma
decomposicao para GG com a mesma propriedade.

Podemos supor entao que G5 tem dois vértices em cada biparticao. Entao
uma das biparticoes de G contém T e um outro vértice, digamos u. Vamos
denotar os vértices da outra biparticao por v e w. Portanto, adj(u) = {v, w}.
Como G é simples, u tem grau dois em G. Podemos entao terminar pelo
Lema 5.5. O
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Agora, ja estamos em condig¢oes de provar o Teorema da Decomposicao
Canonica. Este Teorema ¢é composto pelos dois resultados seguintes que sao
de autoria de U. S. R. Murty. Um grafo nao bipartido matching covered
é quase-bipartido se ele é obtido pela adigao de duas arestas a um grafo
bipartido.

Teorema 5.7 Todo grafo quase-bipartido tem uma decomposicao em orelhas
canonica que usa uma unica orelha dupla.

Dem. Seja G um grafo quase-bipartido obtido pela adi¢ao das arestas e
e f a um grafo bipartido H. Suponha que G ¢é brick. Se G é K, ou Cg,
nao ha nada a provar. Se nao, G contém uma aresta h tal que G — h é
matching covered (Teor. Lovasz). Claramente, G — h é quase-bipartido. Por
hip6tese de inducao, G — h tem uma decomposicao em orelhas candnica que
usa uma unica orelha dupla. Adicione h a esta decomposicao para obter uma
decomposicao canonica de G que usa uma unica orelha dupla.

Se G nao é brick entao tome um corte justo C' em G. Uma das C-
contragoes é bipartida e a outra ¢ um grafo G; quase-bipartido. Por hip6tese
de inducao, G; tem uma decomposicao em orelhas canonica que usa uma
unica orelha dupla. Pelo Lema 5.6, G tem uma decomposi¢ao em orelhas
canodnica que usa uma unica orelha dupla. O

Teorema 5.8 Sejam G um grafo matching covered nao bipartido e D uma
decomposi¢cao em orelhas de G que usa d orelhas duplas. Entdo G tem uma
decomposi¢cao em orelhas canonica que usa no mdximo d orelhas duplas.

Dem. Por inducao em |E(G)|. Seja D =Ky, =Gy C G, C--- CG, =G
uma decomposicao em orelhas de G' que usa d orelhas duplas.

Se G,,_1 ¢ nao bipartido entao, por hipdtese de inducao, G,,_; tem uma
decomposicao em orelhas canonica, Dy, que usa d ou d — 1 orelhas duplas
dependendo se a ultima orelha de D é simples ou dupla, respectivamente.
Portanto, adicionando a D; a iltima orelha de D temos uma decomposicao
em orelhas canonica de G' que usa d orelhas duplas.

Podemos supor entao que G,_; é bipartido. Como G ¢é nao bipartido, a
ultima orelha de D é dupla e d = 1. Se G tem um vértice de grau dois entao
podemos resolver pelo Lema 5.5. Suponha entao que nenhum vértice de G
tem grau dois. Vamos denotar por (A, B) a biparti¢ao de G,, ;. Por hip6tese,
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G é nao bipartido. Entao a ultima orelha de D é dupla e composta por duas
arestas, sendo que uma delas tem ambos os extremos em A e a outra tem
ambos os extremos em B. Logo, G é quase-bipartido. Pelo Lema 5.7, G tem
uma decomposicao em orelhas canonica que usa uma unica orelha dupla. O



Capitulo 6

Cortes Robustos

6.1 Introducao

Neste Capitulo apresentaremos alguns cortes impares especiais que os bricks
em geral possuem. Apresentaremos também varias propriedades destes cor-
tes. Estas propriedades serao importantes para demonstrarmos, no proximo
Capitulo, o Teorema de Lovasz-Vempala.

Na secao 6.2 introduzimos o conceito de cortes bons para bricks. Para
se ter uma idéia, um corte impar em um brick é bom se ele satisfaz duas
condigoes; uma delas diz que as duas contracoes deste corte devem ser match-
ing covered. Este conceito nos permite provar nesta secao um Teorema que
¢ uma relaxagao do Teorema de Lovasz-Vempala.

Na secao 6.3 mostramos que os bricks em geral possuem cortes bons tais
que cada uma das contracoes deste corte, além de ser matching covered, ainda
possui a propriedade de que sua decomposicao em cortes justos fornece um
unico brick. Estes cortes recebem o nome de robustos.

Na secao 6.4 estudamos as propriedades dos cortes robustos que possuem
uma margem de tamanho minimo.

6.2 Cortes bons

Nesta secao introduziremos o conceito de cortes bons para bricks. Este con-
ceito nos permitira provar um Teorema que, na verdade, ¢ uma relaxacao do
Teorema de Lovasz-Vempala. Alguns Lemas sao necessarios.

68
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Lema 6.1 Sejam G um brick, C := V(X) um corte impar em G e G' o
grafo obtido de G contraindo X a um dnico vértice x. Entio G' € brick se,
e somente se, G — X € 2-conexo e critico.

Dem. Se G’ é brick entao claramente G — X é 2-conexo e critico. Suponha
que G — X é 2-conexo e critico, e vamos mostrar que G’ é brick.

Vamos mostrar inicialmente que G’ tem emparelhamento perfeito. Seja
u um vértice de G' que é adjacente a x. Como G — X é critico, G' — {u,x}
tem emparelhamento perfeito M'. Logo, M’ acrescido da aresta (u,x) é um
emparelhamento perfeito de G'. Portanto, G’ tem emparelhamento perfeito.

Vamos mostrar agora que G’ nao possui barreiras nao triviais. Seja B
uma, barreira nao trivial em G’. Como G’ tem emparelhamento perfeito,
temos que |Z(G' — B)| = |B|. Se z pertence a alguma componente impar
de G' — B entao B seria uma barreira nao trivial em G. Logo, x € B. Seja
y um vértice de B tal que y # z. Entdo (G — X) —y = G' — {x,y} ndo
tem emparelhamento perfeito. Mas isto é uma contradicao, pois G — X é
critico. Portanto, G' nao possui barreiras nao triviais. Além disso, G’ possui
emparelhamento perfeito. Portanto, G’ é bicritico.

Suponha que G’ ndo é 3-conexo. Entdo G’ contém um 2-separador {u,v}.
Se u e v sdo distintos de z entdo {u, v} é um 2-separador em G. Se u = x entdo
v é vértice de corte de G — X. Em ambos os casos temos uma contradicao.
Logo, G’ é 3-conexo.

Portanto, G é bicritico e 3-conexo, ou seja, é um brick. O

Lema 6.2 Seja G um grafo conexo e suponha que contraindo dois vértices uy
e uy de G obtemos um grafo critico. Entao G tem emparelhamento perfeito.

Dem. Veja [13, pag. 80]. O

Lema 6.3 Seja G um grafo conexo, ui, us, v1 € vy quatro vértices de G tais
que contraindo uy e us para formar u, vy e vy para formar v, e ligando u e
v por uma aresta obtemos um brick. Entdo um dos grafos G, G —uy — vy, e
G — uy — vy tem emparelhamento perfeito a nao ser que G seja o grafo “H”
da Figura 6.1.

Dem. Veja [13, pag. 80], [10]. O

Um corte C' em um brick G é bom se:
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Figura 6.1: Grafo H.

Figura 6.2: Um corte bom no grafo Cj.

e As duas C-contragoes em G sao matching covered;

e Existe um emparelhamento perfeito My em G tal que |My,NC| = 3.

Claramente, o segundo item desta definicao nos garante que um corte bom
é impar e nao trivial. A seguir apresentaremos alguns exemplos de cortes bons
em bricks. O grafo Cy claramente contém um corte bom (Figura 6.2). Os
Lemas a seguir apresentam alguns cortes bons mais interessantes e que serao
usados posteriormente.

Lema 6.4 Seja G um brick e e uma aresta de G. Sejam X eY partes de
V(G) tais que:
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1. O grafo G' := G — e € matching covered.

2. Os cortes C" ==V (X) e D' :=Va(Y), associados em G' a X ea Y,
respectivamente, sao ambos justos e nao triviais.

3. Para cada emparelhamento perfeito M de G, os cortes C :== V(X) e
D :=V(Y) em G satisfazem a desigualdade

IMNC|+|MnD|<A4.

Entao os cortes C' e D sao ambos bons em G.

Dem. Vamos inicialmente provar que ambas as C-contragoes em G sao
matching covered. Para isto, basta provar que para toda aresta f de G
existe um emparelhamento perfeito My de G que contém f e que contém
precisamente uma aresta de C'.

Dado que G' é matching covered e que C' é justo em G, esta propriedade
vale trivialmente para toda aresta f de G distinta de e. Para a aresta e,
observe que o corte D nao é trivial em G pois D’ nao é trivial em G'; dado
que G é um brick, D nao é justo em G. Assim, G tem um emparelhamento
perfeito M¢ tal que |[Mq N D] > 3.

Da terceira hipétese, segue que |[McND| =3 e |[McNC| = 1. Além disso,
D' é justo em G’ e portanto M nao é um emparelhamento perfeito em G';
assim, e € Mq. De fato, ambas as C-contracoes de G sao matching covered.

Mas vimos também que |Mq N D| = 3. Por simetria, existe um empare-
lhamento perfeito Mp de G tal que |Mp N C| = 3. De fato, C' é bom em G.
Por simetria, D também é. O

Lema 6.5 Seja G um brick e e uma aresta tal que G —e € matching covered
e contém uma 2-separacao. FEntdao todo corte justo associado a uma 2-
separacdao de G —e é bom em G.

Dem. Vamos fazer e := (vy,v2) e seja {u,v} uma 2-separacao em G — e.
Como G é 3-conexo, esta 2-separacao deve separar v; de vg; caso contrario,
{u,v} seria uma 2-separacao em G. Na verdade, G — e — {u,v} contém
exatamente duas componentes e estas sao pares. Além disso, uma delas
contém vy e a outra contém v,.
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Sejam C' e C" os cortes justos de G — e associados a 2-separagao {u,v}.
Claramente, estes cortes sao nao triviais. Além disso, para cada emparelha-
mento perfeito M de G, os cortes C' e C', considerados agora como cortes em
G, satisfazem a desigualdade

M NC|+ |MnD|<4.
Pelo Lema 6.4, C' e C' sao ambos bons em G. O

Suponha que G seja um brick e que e seja uma aresta tal que G' := G —e
é matching covered. Seja B uma barreira nao trivial em G’ e seja H uma
componente nao trivial de G' — B. Por um argumento de contagem ¢ facil
mostrar o seguinte resultado:

Lema 6.6 Para todo emparelhamento perfeito M de G tem-se |M N
V(V(H))| < 3, com igualdade para no mdzimo uma das componentes de
G' — B, e somente se e € M. O

Considere agora o grafo L obtido de G’ contraindo V' (G) — V(H) a um
unico vértice b.

Lema 6.7 Para toda 2-separacao de L, os cortes em G, correspondentes aos
cortes justos em L provenientes da 2-separagao, sao bons.

Dem. Seja {u,v} uma 2-separacao de L e sejam C' e C' os cortes justos de
G' associados a 2-separagao {u,v}.

Se b & {u,v} entdo C' e C' sdo cortes justos associados & uma 2-separacao
de G’ e, pelo Lema 6.5, eles sao bons em GG. Podemos supor entao que b = u
ou b = v, digamos b = v (Figura 6.3).

Pelo Lema 6.6, |[M N V(V(H))| < 3, para todo emparelhamento per-
feito M de G. Assim, os requisitos do Lema 6.4 estao satisfeitos, pois se
considerarmos C e C' como cortes em G temos que

IMNCl+|MnC'|=|MnV(V(H))|+1<4.
Portanto, C' e C" sao bons em G. O

Vamos apresentar um terceiro exemplo de corte bom em um brick. Su-
ponha que G seja um brick e que e seja uma aresta tal que G' := G — e é
matching covered. Seja B uma barreira nao trivial em G'.
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Figura 6.3: Exemplo de corte bom.

Lema 6.8 Suponha que G' — B tenha duas componentes nao triviais. Entdo
todo corte associado a uma componente nao trivial de G' — B € bom em G.

Dem. Sejam H, e H, duas componentes nao triviais de G' — B e seja M um
emparelhamento perfeito em G. Pelo Lema 6.6,

MOV (V(H))| +|MNV(V(Hy))| < 4.

Novamente, as condicoes do Lema 6.4 estao satisfeitas. Portanto, ambos
os cortes sao bons. O

Relembre que o nimero de bricks de uma decomposicao em cortes justos
de um grafo matching covered G é denotado por b(G). O Teorema 4.17 afirma
que se G é um brick diferente de K, e Cs entdo G contém uma aresta e tal
que G — e é matching covered. Porém, se tomarmos uma aresta e qualquer
de GG, o numero de bricks de G — e pode ser arbitrariamente grande. O que
gostarfamos ¢ de obter uma aresta uma aresta e tal que b(G — e) fosse o
menor possivel.

Motivados por este problema, introduzimos a seguinte defini¢ao: Dizemos
que uma arestas e em um brick G é disponivel se G — e é matching covered
eb(G—e)=1.

O Teorema de Lovész-Vempala afirma que todo brick diferente do Ky, Cg
e do grafo de Petersen contém uma aresta disponivel. O Teorema a seguir é
uma relaxacao deste.
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Figura 6.4: B é uma barreira nao trivial maximal em G — e.

Teorema 6.9 Seja G um brick e e uma aresta tal que G — e é matching
covered. Entao

(i) Ou a aresta e é disponivel em G.
(ii) Ou G contém um corte bom.

(iii) Ou G ¢ o grafo de Petersen.

Dem. Vamos fazer e := (v1,v9). Por hipdtese, G — e é matching covered. Se
G — e ¢ brick entao e é disponivel em G. Podemos assumir entao que G — e
nao é brick.

Se G — e é bicritico entao como G — e nao é brick, ele deve ter uma
2-separacao. Pelo Lema 6.5, G' possui um corte bom.

Portanto, G — e nao ¢é bicritico, ou seja, ele deve possuir uma barreira
nao trivial. Seja B uma barreira nao trivial maximal de G — e. Como G
nao contém barreira nao trivial, os extremos v; e vy de e devem pertencer a
componentes distintas de G — e — B. (Figura 6.4).

Se G — e — B possui mais de uma componente nao trivial entao pelo
Lema 6.8, G possui um corte bom. Podemos supor entao que G — e — B
possui exatamente uma componente nao trivial. Note que esta propriedade
vale para toda barreira maximal nao trivial de G —e. Podemos concluir entao
que G — e satisfaz o item 2 ou 3 do Teorema 3.23.

Suponha que G — e satisfaz o item 2 do Teorema 3.23, ou seja, G — ¢
possui uma barreira nao trivial B tal que se A é o conjunto das componentes
triviais de G —e — B entao o grafo L obtido de G —e pela contracao de BUA
a um unico vértice b é bicritico. Entao e possui um extremo, digamos vy, em

A.
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Figura 6.5: Os grafos G, L e G".

Se L é brick entao b(G —e) = 1, ou seja, e é disponivel em G. Supo-
nha entao que L nao é brick. Logo, L deve conter uma 2-separacao. Pelo
Lema 6.7, G possui um corte bom.

Portanto, G — e deve satisfazer o item 3 do Teorema 3.23. Ou seja, G —e
possui duas barreiras nao triviais By e B,, onde uma delas, digamos By, é
maximal em G —e, tais que G—e—B; (i = 1, 2) possui uma tnica componente
nao trivial e se A; (i = 1,2) representa o conjunto das componentes triviais
de G —e— B; entao B;UA; é disjunto de BoU A5 e o grafo G” obtido de G—e
pela contracao de By U A; a um unico vértice by e pela contracao de By U A,
a um unico vértice by é bicritico. Além disso, em G, a aresta e possui um
extremo em A; e o outro em A, (Figura 6.5). Observe que G" é resultado de
contragoes de cortes justos de G — e.

Lema 6.9.1 G" nao é brick.

Dem. Se G” é brick entao e é disponivel em G. |

Portanto, G" é bicritico mas nao é brick. Conseqlientemente, ele deve
conter uma 2-separagao.

Lema 6.9.2 A dnica 2-separagdo de G" é {by, bs}.
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Figura 6.6: Os grafos G, L; e J;.

Dem. Se {z,y} é uma 2-separagao de G” onde nem x nem y estd em {by, by }
ou se {z,b;} é uma 2-separacao de G" onde = ¢ {by,by} entao pelos Le-
mas 6.5 e 6.7, respectivamente, temos que G possui um corte bom. O

Sejam Hy, Hy, ..., H, as componentes conexas de G"—{by, bo}. Se alguma
destas componentes é impar entao, por paridade, pelo menos duas delas
devem ser impares e, neste caso, B; U By seria uma barreira nao trivial em
G — e. Mas isto contradiz a maximalidade de B;. Portanto, todas estas
componentes H; sao pares. Como {by, by} é uma 2-separagao de G”, devemos
ter r > 2 (Figura 6.6).

Parai=1,2,...,r, seja L; o grafo formado a partir de H; acrescentando
as arestas que ligam H; a By e H; a B,. E seja J; o grafo obtido de L;
contraindo-se os vértices de B; e também os de By e ligando-se os vértices
resultantes das contracoes por uma aresta (Figura 6.6).

Note que cada H; deve estar ligada a By por pelo menos uma aresta (caso
contrario, G — e — By teria uma componente par). Da mesma forma, H; deve
estar ligada a By por pelo menos uma aresta.

Vamos mostrar que cada H; estd ligada a B; (e a Bs) por pelo menos
duas arestas nao vizinhas. Se existe u € By tal que adj(H;) N By = {u} entao
considere o grafo G' obtido de G — e contraindo B, U Ay a um tnico vértice
by. Os vértices u e by formam uma 2-separagao neste grafo. Pelo Lema 6.7,
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G possui um corte bom.

Se existe u € H; tal que adj(By) N H; = {u} entdo {by,u} seria uma
barreira em G”, o que é uma contradi¢ao pois G” é bicritico. Portanto, cada
H; estd ligada a B; e a By por pelo menos duas arestas nao vizinhas.

Lema 6.9.3 Cada J; ¢ um brick.

Dem. Segue do fato de que G" é bicritico e do Lema 6.9.2. O

Para a parte restante desta demonstracao, precisamos construir empare-
lhamentos perfeitos especiais de GG. Eles podem ser obtidos combinando os
trés tipos de emparelhamentos descritos abaixo:

(i) Para cada i, existe um emparelhamento X; em L; que emparelha dois
vértices de H; com dois vértices de B; e os demais vértices de H; sao
emparelhados entre si. (Dem. O grafo J; — by é critico. Seja H} o
grafo obtido de J; — by quebrando b; em dois vértices. Pelo Lema 6.2,
H} tem emparelhamento perfeito.)

Da mesma forma, existe um emparelhamento Y; em L; que emparelha
dois vértices de H; com dois vértices de Bs e os demais vértices de H;
sao emparelhados entre si.

(ii) Para cada i, H; tem um emparelhamento perfeito @);. (Note que H; =
J; — {b1,b2}. Como J; é brick, segue que H; tem emparelhamento
perfeito.)

(iii) Dados quaisquer dois vértices p e ¢ de B; existe um emparelhamento
N; que emparelha v; com vy e os vértices de A; — {v;} com os de
By, — {p,q}. (Como G é brick, G — {p,q} tem emparelhamento per-
feito. Um emparelhamento perfeito de G — {p, ¢} obviamente contém
tal emparelhamento Ny.)

Da mesma forma, dados quaisquer dois vértices p e ¢ de By existe um
emparelhamento N, que emparelha v; com v, e os vértices de Ay — {vy}
com os de By — {p, q}.

Lema 6.9.4 Considere o corte C := V(A; U By U Hy). Ambas as C-
contracoes em G sao matching covered.
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Dem. O corte C é justo em G — e. Logo, ambas as C-contragdes em
G — e sao matching covered. Considere o emparelhamento perfeito F' =
XiUY2UNUNUQ3U---UQ, de G. Observe que e € Fe |[FNC| = 1.
Logo, ambas as C-contragoes em G também sao matching covered. O

Lema 6.9.5 O ndmeror de componentes pares de G—e—(AUB;)—(A2UBs)
¢ dois.

Dem. Suponha que r > 3. Considere o corte C' := V(A; U By U Hy).
Pelo Lema 6.9.4, ambas as C-contracoes em G sao matching covered. Seja
F=QUXoUYsUNUNUQ UQsU---UQ,. Entao [CNF| =3, e
portanto, C' é bom. O

Deste ponto até o final da demonstracao vamos fazer C':= V(A; U By U
H,). Vamos agora definir um emparelhamento em L; como sendo do tipo 1
se ele emparelha um vértice de H; com um vértice de By, outro vértice de H;
com um vértice de By e o restante dos vértices de H; sao emparelhados entre
si. Da mesma forma, defina um emparelhamento em L, como sendo do tipo
2 se ele emparelha um vértice de Hs com um vértice de By, outro vértice de
H, com um vértice de By e o restante dos vértices de H, sao emparelhados
entre si.

Lema 6.9.6 Se M, ¢ do tipo 1 e My € do tipo 2 entao My U My nao é
emparelhamento em G.

Dem. Se M; U M, é emparelhamento entao considere F' := M; U My U N; U
N,. Claramente, F' é emparelhamento perfeito de G e |[FFNC| = 3. Pelo
Lema 6.9.4, ambas as C-contragoes sao matching covered. Portanto, C' é
bom. O

Temos agora informacoes suficientes para deduzir que GG é, na verdade, o
grafo de Petersen. Vamos definir um grafo bipartido W que sera 2-aresta-
colorivel. A biparti¢ao de W sera (B, Bg). Um vértice p em By serd ligado a
um vértice p’ em By por uma aresta vermelha se existir um emparelhamento
do tipo 1 em L; que os satura. Analogamente, existird uma aresta azul entre
p e p' se existir um emparelhamento do tipo 2 em Ly que os satura.

Pelo Lema 6.9.6, nenhuma aresta vermelha é disjunta de uma aresta azul.
Como .J; é brick, e portanto matching covered, todo vértice de B; U By que é
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vermelhas: (py,pe) e (¢1,¢2)
azuis: (p1,q2) € (P2, q1)
P2 q2

Figura 6.7: Grafo bipartido W.

adjacente em G com um vértice em H; é saturado por um emparelhamento
do tipo 1 e, conseqiientemente, é incidente em W com uma aresta vermelha.
Portanto, existem pelo menos dois vértices em B; e pelo menos dois em By
que sao incidentes a uma aresta vermelha. O mesmo acontece com as arestas
azuis.

Como nenhuma aresta vermelha é disjunta de uma aresta azul, W deve
ser composto por um 4-ciclo py, pa, g1, ¢, onde {p;,¢;} C B; (i = 1,2), e
possivelmente alguns vértices isolados (Figura 6.7).

Vamos mostrar agora que, na verdade, B; = {p;,¢;} (¢ = 1,2). Suponha
que B; contenha um vértice x distinto de p; e q;. Se x é vizinho de algum
vértice y em By entao existe um emparelhamento M em G do tipo 1 ou
2 tal que M acrescido da aresta (z,y) também é emparelhamento em G.
Claramente, M U (z,y) pode ser estendido a um emparelhamento perfeito de
G que intercepta C em trés arestas.

Concluimos entao que nenhum vértice de By pode estar ligado a um de Bs.
Portanto, qualquer outro vértice de By — {p1, ¢1} deve somente ser adjacente
a vértices em A;. Isto implica que A; é uma barreira em G. Como G é brick,
devemos ter |A;| = 1. analogamente, |Ay| = 1.

Se L; ou L, tem emparelhamento perfeito, digamos M, entao M pode
ser estendido a um emparelhamento de G que intercepta C' em trés arestas.

Resumindo, temos as seguintes informacoes sobre L;: Identificando p;
com ¢y, € py com @9, € ligando os vértices resultantes por uma aresta, obtemos
o brick J;. Nenhum dos trés grafos Ly, L1 — {p1,¢} e Ly — {q1,p2} tém
emparelhamento perfeito. Pelo Lema 6.3, L, deve ser isomorfo ao grafo da
Figura 6.1. Analogamente, Ly deve ser isomorfo ao mesmo grafo (Figura 6.8).
Entdo G é o grafo de Petersen (Figura 6.9). O

Podemos agora enunciar o seguinte resultado:
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y41 q1 .pl .(h
L1 L2 .
D2 q2 .p2 .CI2

Figura 6.8: Grafos Ly e L.
U1

VAV
[

D2

(%) U1 V2

Figura 6.9: O grafo de Petersen.
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Teorema 6.10 Todo brick distinto do K4 e do grafo de Petersen contém
uma aresta disponivel ou um corte bom.

Dem. Seja G um brick distinto do K4 e do grafo de Petersen. Se G = Cy
entdo G tem um corte bom. Podemos supor entao que G nao é o Cg.

Pelo Teorema 4.17, G possui uma aresta e tal que G — e é matching
covered. Podemos agora usar o Teorema 6.9 para concluir que e é disponivel
ou GG possui um corte bom. O

6.3 Cortes robustos

Um corte bom C' em um brick G é robusto se cada uma das C-contracoes
possui um tunico brick.

Para um corte impar C', vamos denotar por My (C') o conjunto dos em-
parelhamentos perfeitos M de G que intercepta C' em exatamente k arestas,
ou seja, [IM NC| = k.

Seja G' um brick e seja C' um corte bom em G. Seja M, um emparelha-
mento perfeito de G tal que |MyNC| = 3. Entao M;(C) # 0 e My € M3(C).

Considere agora o conjunto C; de todos os cortes bons C' de G tais que:

1. My(C) € My (C).
2. My e M3(CH)
3. My(C") é maximal.

Para j = 3,5,..., seja C; o conjunto de todos os cortes C' de C;_, tais
que M;(C") é maximal. Seja k := maz{j : C; # 0}. O Teorema a seguir
mostra que os cortes do conjunto C; sao todos robustos.

Teorema 6.11 Se C € C, entdo C ¢ robusto.

Dem. Vamos denotar as margens de C' por X e X. Seja GG; o grafo obtido
de G contraindo-se a margem X a um tnico vértice T. Vamos mostrar que
b(G1) = 1 por inducao em |V (Gy)|.

Como C' € C; temos que:

e As duas C-contragoes em G sao matching covered;



Cortes Robustos 82

D Ds,

Figura 6.10: Grafo G.

e O emparelhamento perfeito M, de G é tal que |MyNC| = 3.

Entao GGy é matching covered. Se GGy ¢ brick, nao ha nada a fazer. Supo-
nha entao que G nao é brick. Se G é bicritico entdao, nao sendo brick, G
possui uma 2-separagao {u,v}. O grafo G; — {u,v} é composto por vérias
componentes pares. Claramente, devemos ter T = u ou T = v, senao {u, v}
seria uma 2-separacao em (. Vamos supor, sem perda de generalidade, que
T =uU.

Seja H uma das componentes pares de G; — {u, v} e considere os cortes

D, :=V(V(H)U{v}) e Dy:=V(V(H)UV(X)}) (Figura 6.10). Para todo
emparelhamento perfeito M de G tem-se:
IMNC|+|MNV()|=|MnDi|+ |Mn Dy. (6.1)

Mas |M NV (v)| = 1. Logo, reescrevendo a equagio temos:

IMNC|+1=|MnND;|+|Mn Dy. (6.2)

Desta equacao, podemos concluir que M;(C) C M;(D;) e M;(C) C
M (D,). Além disso, como |My N C| = 3, concluimos que M, intercepta
um de Dy e D,, digamos D, em exatamente treés aresta e o outro em uma.
Portanto, o corte D; é bom, My € M3(D;) e M(C) C M (D).



Cortes Robustos 83

Vamos mostrar que M;(C) € M;(D,), Vj = 1,3,5,...,k, por indugao
em k. J& vimos que My(C) € M;(D;). Suponha que M;(C) C M;(Dy),
Vi =1,35,...,i, e M;1o(C) € M;,2(D;). Logo, existe um emparelha-
mento perfeito F' em G tal que |[FNC| =i+ 2e |FNDy| #i+2. Pela
equagao 6.2, |[FNDy| =17 <i+2. Ouseja, F' € My (D;) mas F ¢ My (C).
Entdao M, (C) estd contido propriamente em My (D;). Mas isto contradiz
a escolha de C. Portanto, M,;(C) C M;(D,), Vj = 1,3,5,...,k. Podemos
concluir entao que Dy € C;, Vj = 1,3,5,...,k.

Vamos mostrar agora que M,;(C') esta contido propriamente em M;(D,),
para algum 1 < ¢ < k, o que também contradiz a escolha de C'. O corte
Dy nao é justo em G. Seja F' um emparelhamento perfeito de G tal que
|0 Dy| > 3. Pela equagao 6.2, devemos ter [F'NC| > |F N D| =1i. Logo,
F e M;(D;) mas F ¢ M;(C). Entao M,(C) esta contido propriamente em
M;(Dy). Novamente temos uma contradi¢do a escolha de C.

Podemos supor entao que GG; é matching covered e nao é bicritico. Por-
tanto, ele possui uma barreira nao trivial B. Conseqilientemente, o vértice T
pertence a B, pois caso contrario, B seria uma barreira nao trivial em G.

Seja K uma componente nao trivial de G; — B e seja C' := V(V(K)).
Ambas as C'-contragdes em G sdo claramente matching covered. Por conta-
gem temos que, para todo emparelhamento perfeito M de G,

IMNC|> M, (6.3)

com igualdade se, e somente se, |[M N V(V(J))| = 1 para qualquer outra
componente J de G; — B distinta de K. Da equacao 6.3, podemos concluir
que M;(C) C M,y(C").

Como |My N C| = 3 podemos concluir, por contagem, que existe uma
componente de G; — B, digamos H, tal que |My N V(V(H))| = 3. Seja
D := V(V(H)). Como as duas D-contracoes em G sao matching covered,
temos que D é bom em G.

Vamos mostrar que M

;(0) i(D), V5 = 1,3,5,...,k, por inducdo
em k. J& vimos que M;(C) C
)

cCM
M (D). Suponha que M;(C) C M;(D),
Vji=1,3,5,...,%, e Mi2(C) € M;,2(D). Logo, existe um emparelhamento
perfe1to Fem G tal que |[FNC| = +2 e |FFND|# i+ 2. Pela equacao 6.3,
|[FND| =14 <i+2. Ouseja, FF € My (D) mas F ¢ M;(C). Entao./\/ll/(C)
estd contido propriamente em ./\/l (D). Mas isto contradiz a escolha de C.
Portanto, M;(C') C M,(D),Vj =1,3,5,...,k. Podemos concluir entdao que
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DecC;,Vj=1,3,5,...,k.

Vamos mostrar agora que H é a unica componente nao trivial de Gy — B.
Suponha que Gy — B possua uma outra componente H' nao trivial. Seja
D' .=V (V(H")).

O corte D' é impar e nao trivial, e portanto, nao justo em G. Logo, existe
um emparelhamento perfeito F' em G tal que |[F'ND'| > 3. Entao |[FND| =
i <|FNC|. Ouseja, F € M;(D) e F ¢ M;(C). Conseqiientemente, M;(D)
contém propriamente M;(C'). Isto novamente contradiz a escolha de C'.

Portanto, H é a tnica componente nao trivial de G; — B. Uma das D-
contracoes em (; é bipartida, e a outra, que vamos denotar por G| é nao
bipartida. Por hipé6tese de indugao, b(G') = 1. Entao b(G;) = 1. De forma
andloga podemos mostrar que b(Gs) = 1. O

Chamaremos os elementos de C, de cortes robustos My-induzidos por C.

Corolario 6.12 Se um brick possui um corte bom entdo ele possui um corte
robusto. O

6.4 Cortes robustos especiais

Seja G um brick que possui um corte robusto. Vamos tomar um corte robusto
C :=V(X) em G tal que a margem X tenha tamanho minimo.

Seja G o grafo obtido de G' contraindo-se X a um unico vértice T, e Gy
o grafo obtido de G contraindo-se X a um tnico vértice . Por defini¢ao
de corte robusto, temos que b(G;) = b(Gy) = 1. Além disso, G' contém um
emparelhamento perfeito My tal que |[My N C| = 3. Vamos estudar algumas
propriedades interessantes que o grafo G, possui.

Lema 6.13 Se Gy (ou G1) possui um corte justo ndo trivial C" entio em G
temos que M;(C) = M,;(C"), V5 =1,3,5,.... Ou seja, C" também é robusto
em G.

Dem. Suponha, por exemplo, que (G5 possui um corte justo nao trivial C".
Sejam H; e H, as duas C'-contragoes em (5. Fixe a notagao de tal forma
que z € V(H;). Como C'" é justo em Gy e b(G2) = 1, um de Hy e Hy é
bipartido. Se H, ¢é bipartido entdo, como x € V(H;), uma das biparti¢oes
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de H, é barreira nao trivial em G. Mas G nao possui barreira deste tipo.
Portanto, H; é bipartido.

Observe que H; contém dois vértices que sao resultados de contracoes de
conjuntos impares nao triviais de vértices: um deles é z, e o outro, digamos
y, é o vértice resultante da contracdo de uma margem de C’.

Se x e y pertencem a uma mesma biparticao de H; entdao a outra bi-
particao é uma barreira nao trivial em G. Portanto, x e y devem perten-
cer a biparticoes distintas de H;. Neste caso, podemos ver facilmente que

M;(C) = M;(C"),Vj=1,3,5,...,em G. O
Corolario 6.14 G4 ¢ brick.

Dem. Pela minimalidade de X, temos que G; nao possui um corte que é
robusto em (. Portanto, pelo Lema 6.13, G; nao possui corte justo nao
trivial. O

Lema 6.15 G nao possui um corte impar D tal que:
(i) As duas D-contragoes em G sdo matching covered.

(ii) Eziste um emparelhamento perfeito M' de G tal que M' € M;3(D) e
M" ¢ M3(C).

(iii) Toda aresta de C pertence a um emparelhamento perfeito M, de G tal
que |[MyND| = 1.

Dem. Seja D um corte impar em G satisfazendo os itens acima. Observe
inicialmente que D é um corte nao trivial em G pois, suponha que D :=
V(v), onde v € V(G}). Se v # T entdao D é trivial em G, o que contradiz
o item (ii). No caso em que v = T, temos que D = C, o que contradiz
novamente o item (ii). Portanto, D ¢é nao trivial em G;.

Pelos itens (i) e (ii), concluimos que D é bom em G. Como M’ € M3(D),
podemos considerar o conjunto D dos cortes robustos M’-induzidos por D.
Seja D' € D. Portanto, cada uma das D'-contragoes em G possui um unico
brick e M;(D) € My(D'). Além disso, M' € M3(D') e M' ¢ M;(C).
Portanto, D" # C.

Caso 1 C e D' nao se cruzam.
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Neste caso, D' C E(G;) ou D' C E(G3). Vamos mostrar que D' C E(G)),
e obtermos uma contradi¢ao a minimalidade de | X]|.

Suponha que D' C E(G3). O corte D' pode ser justo ou nao em G.
Suponha que D' é justo em G. Pelo Lema 6.13, M;(C) = M;(D"), Vj =
1,3,5,...,em G. Isto é uma contradi¢ao pois, M’ € M3(D") e M' & M3(C).

Portanto, D' nao é justo em G5. Seja F, um emparelhamento perfeito
de G tal que |Fo, N D'| > 3. Por (iii), F» pode ser extendido a um empa-
relhamento perfeito F' de G tal que |[F'N D| = 1. Entao F' € M(D) mas
F & Mi(D'), o que é uma contradicao.

Portanto, D' C E(G}), como queriamos demonstrar.

Caso 2 C e D' se cruzam.

Vamos denotar as margens de D' em G por Y e Y. Se necessario, troque
Y com Y para que tenhamos |X N Y| impar. Para simplificar a notagao
vamos fazer [ :==V(X NY)e U :=V(XNY).

Vamos mostrar que nao existe aresta ligando X NY a X NY pois, seja
f uma tal aresta. Entao f € C. Por (iii), f pertence a um emparelhamento
perfeito Fy de Gy tal que |Fy N D| = 1. Seja F; um emparelhamento perfeito
de G5 que contém f. Considere o emparelhamento perfeito F' := F; U F; de
G. Como |FNC| =1, devemos ter |[FFND'| > 3. Logo, F' € M;(D) mas
F & Mi(D'), o que é uma contradicao.

Portanto, ndo existe aresta ligando X NY a X NY. Assim, para todo
emparelhamento perfeito M de G,

IMNI|+|MNnU|=|MnC|+|MnD'|. (6.4)

Vamos mostrar agora que o corte U é justo em G5. Suponha que U nao é
justo em Gy. Seja Fy um emparelhamento perfeito de G, tal que |[FoNU| > 3.
Observe que F, deve conter pelo menos duas arestas de D'. Por (iii), F, pode
ser extendido a um emparelhamento perfeito F' de G tal que |FF N D| = 1.
Entao F' € M (D) mas F ¢ M,(D'), o que é uma contradicao. Portanto, U
é justo em Gs.

O corte U é nao trivial pois, suponha o contrario. Como nao existe aresta
ligando X NY a X NY, o corte I deve ser nao trivial, caso contrario, G' nao
seria 3-conexo. Neste caso, uma margem de D' teria tamanho menor do que
| X|, 0 que é uma contradicdo a escolha de C. Portanto, U é nao trivial.
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Pelo Lema 6.13, M;(C) = M,(U), Vj = 1,3,5,..., em G. Portanto,
|M NC|=|MnU|, para todo emparelhamento perfeito M de G.

Pela Equacao 6.4, podemos concluir que |[MNI| = |[MND'|, para todo em-
parelhamento perfeito M de G. Ou seja, M;(D') = M;(I), Vj =1,3,5,...,
em G. Portanto, I é robusto em G. Como a margem X NY de [ estd
propriamente contida em X, temos uma contradicao a escolha de C. O

Corolario 6.16 G, ndo possui corte bom.

Dem. Se (G; possui um corte bom entao claramente temos os trés itens do
Lema 6.15 satisfeitos. O

Nos Lemas a seguir, usaremos este Corolario para mostrar que algumas
arestas de (G; sao disponiveis no proprio grafo GG;. Veremos depois que se
uma destas nao pertencem ao corte C' e nem ao emparelhamento M, entao
elas sao disponiveis também em G.

Lema 6.17 G; nao € o grafo de Petersen, e see € E(G1) e Gy—e € matching
covered entao e € disponivel em G.

Dem. Se (G for o grafo de Petersen entao V(Q), onde ) é o pentdgono de G
que nao contém o vértice T, é robusto em G, contradizendo a minimalidade
de | X]|.

Como G — e é matching covered, devemos ter um dos trés itens do Teo-
rema 6.9 satisfeitos. Mas G; nao ¢é o grafo de Petersen e pelo Corolério 6.16,
(G1 nao possui corte bom. Portanto, e é disponivel em G;. O

A seguir, usaremos os resultados desta se¢ao para mostrar que G'; contém
uma classe minimal da relacao “&” de tamanho dois ou uma de tamanho
um de tal forma que este elemento nao pertence a M.

Lema 6.18 Se f ¢ uma aresta de Gy em V(T) — My entdo existe uma classe
minimal Q de G induzida por f tal que |Q] =2 ou |Q| =1 e o elemento de
Q@ nao pertence a M.

Dem. Como G é brick temos, pelo Teorema 4.4, que toda classe minimal
de G, e em particular as induzidas por f, tem no maximo dois elementos.
Portanto, para provar este Lema podemos assumir que toda classe minimal
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induzida por f tem um tunico elemento e a nossa tarefa é provar que este
elemento nao pertence a M.

Seja () uma classe minimal de G induzida por f. Podemos supor entao
que @ := {h} e vamos mostrar que h ¢ M. Por definicao de @, temos que
h=f.

Pelo Lema 4.1, o grafo Gy — f possui uma barreira B que contém ambos
os extremos de h e a aresta f possui seus extremos em componentes distintas
de Gy — f — B. Mas um dos extremos de f é 7. Logo, T pertence a uma
componente de G; — f — B. Considere agora M, restrito F(G;). Podemos
entao concluir por contagem que h & M. O

Lema 6.19 Seja f uma aresta de Gy tal que f ¢ My e nenhuma aresta de
G1 que incide em T depende de f. Entdo existe uma classe minimal @) de G
induzida por f tal que |Q| =2 ou |Q| =1 e o elemento de Q) ndo pertence a
M.

Dem. Seja f’ uma aresta de F(G,) tal que f' & My, f' = f e nenhuma
aresta de E(G1) — My depende de f'. Pode até ser que f' = f. Seja () uma
classe minimal de G induzida por f'.

Podemos supor entao que @ := {h} e vamos mostrar que h ¢ My. Supo-
nha que h € My. Por definicao de @), temos que h = f'.

Pelo Lema 4.1, o grafo G; — f' possui uma barreira B que contém ambos
os extremos de h e a aresta f’ possui seus extremos em componentes distintas
de G, — f'— B.

Observe que toda aresta que possui os dois extremos em B depende de
f" em G;. Por definicdo de f’, podemos concluir que nenhuma aresta de
E(G1) — M, possui seus dois extremos em B.

Como h € My e f' & My, se considerarmos M, restrito a G; podemos
concluir por contagem que T € B. Como |MyNZT| = 3, concluimos novamente
por contagem que h é a Unica aresta de M, que possui ambos os extremos em
B. Portanto, h é a unica aresta de Gy que possui ambos os extremos em B.
Além disso, |[MyNV(V(K))| =1 para toda componente K de Gy — f' — B.

Como G — h é matching covered, existe um emparelhamento perfeito M,
neste grafo que contém f’. Isto sé é possivel se [M; NV(V(J))| = 3 para
alguma componente J de G; — f' — B. Seja D := V(V(J)). Vamos mostrar
que, no grafo G, o corte D satisfaz as hipoteses do Lema 6.15, o que é uma
contradicao.
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Vamos mostrar inicialmente que D é bom em G. Mostraremos primeiro
que as duas D-contracoes em G sao matching covered. Observe que para
mostrar esta propriedade é suficiente mostrar que para toda aresta h; €
E(G)) existe um emparelhamento perfeito de G que contém h; e intercepta
D em uma tnica aresta.

Se h; € My entao nao ha nada a fazer pois M, intercepta D em uma
unica aresta. Se hy € My e hy # f' entdao por definicao de f', temos que
hi # f' em G;. Logo, existe um emparelhamento perfeito F' em G; con-
tendo h; mas nao f’. Claramente, F' intercepta D em uma unica aresta.
Para a aresta f’ tome um emparelhamento perfeito em G contendo h. Este
emparelhamento contém f’ e intercepta D em uma unica aresta. Portanto,
as duas D-contragoes em G sao matching covered.

O emparelhamento M; definido acima é perfeito em Gy e tal que |M; N
D| = 3. Claramente, M; pode ser estendido a um emparelhamento perfeito
de G que pertence a M;(C'). Portanto, o item (ii) estd satisfeito.

Seja h' uma aresta de C, ou seja, h' é uma aresta de F(G) que incide em
T. Pela hipotese deste caso, h' & f' em G,. Logo, existe um emparelhamento
perfeito F' em G contendo h' mas nao f’. Entao, F' intercepta D em uma
unica aresta, ou seja, D satisfaz o item (iii) do Lema 6.15.

Logo, D satisfaz as hipdteses do Lema 6.15, o que é uma contradicao.
Portanto, h & M,. O

Lema 6.20 Se f ¢ uma aresta de Gy em V(T)NMy e G1— f nao é matching
covered entao existe uma classe minimal () de Gy induzida por f tal que
Q| =2 ou |Q| =1 e o elemento de Q nao pertence a M.

Dem. Se existe uma classe minimal de (G; induzida por f de tamanho
dois entao nao ha mais nada a fazer. Podemos supor entao que toda classe
minimal induzida por f tem tamanho um.

Suponha que exista uma aresta f’ de G; que nao esta em My e f' = f.
Pela transitividade da relagdo =, nenhuma aresta de de G, em V(T) depende
de f" em G;. Podemos entao terminar aplicando o Lema 6.19.

Podemos supor entao que nenhuma aresta de G; que esta fora de M,
depende de f. Seja () uma classe minimal de Gy induzida por f. Podemos
assumir que @) = {h} e vamos mostrar que h ¢ M. Suponha o contririo.
Como G| — f nao é matching covered, temos que h # f. Por definicao de @,
temos que h = f.
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Pelo Lema 4.1, o grafo G; — f possui uma barreira B que contém ambos
os extremos de h e a aresta f possui seus extremos em componentes distintas
de G — f — B. Mas um dos extremos de f é 7. Logo, T pertence a uma
componente de G; — f — B.

Por contagem, podemos concluir que A é a unica aresta de M, que possui
os dois extremos em B. Além disso, como nenhuma aresta em E(G;) — M,
depende de f, concluimos que h é a tnica aresta de E(G;) com ambos os
extremos em B. Podemos concluir agora que |MyNV(V(K))| = 1 para toda
componente K de G; — f — B.

O grafo G; — h é matching covered. Logo, existe um emparelhamento
perfeito M neste grafo contendo f. Isto s6 é possivel se existe uma compo-
nente J de G; — f — B tal que |[M;NV(V(J))| = 3. Seja D :=V(V(J)) e
vamos mostrar que, no grafo GG, o corte D satisfaz as hipdteses do Lema 6.15,
o que é uma contradicao.

Para mostrar que as duas D-contragoes em G sao matching covered é su-
ficiente mostrar que para toda aresta h; € F(G)) existe um emparelhamento
perfeito de G' que contém h; e intercepta D em uma unica aresta.

Se hy € My entao nao hé nada a fazer pois M, intercepta D em uma tnica
aresta. Se hy € My entao hy # f em G;. Logo, existe um emparelhamento
perfeito F' em G, contendo h; mas nao f. Claramente, F' intercepta D
em uma Unica aresta. Portanto, as duas D-contragoes em G sao matching
covered.

O emparelhamento M/ definido acima é perfeito em G e tal que |[M; N
D| = 3. Claramente, M; pode ser estendido a um emparelhamento perfeito
de G que pertence a M;(C'). Portanto, o item (ii) estd satisfeito.

Seja h' # f uma aresta de C, ou seja, h' é uma aresta de F(G)) que
incide em . Como f também incide em T, temos que h' % f em G.
Logo, existe um emparelhamento perfeito F' em G; contendo A’ mas nao
f. Entao, F' intercepta D em uma unica aresta. Para a aresta f tome um
emparelhamento perfeito em G, que contém h. Entao este emparelhamento
também contém f e intercepta D em uma unica aresta. Logo, D satisfaz o
item (iii) do Lema 6.15.

Logo, D satisfaz as hipéteses do Lema 6.15, o que é uma contradicao.
Portanto, h & M,. |



Capitulo 7

O Teorema de Lovasz-Vempala

7.1 Introducao

Em 1987, L. Lovasz conjecturou que “todo brick distinto do K, Cs e do
grafo de Petersen contém uma aresta tal que a sua remogao resulta em um
grafo matching covered cuja decomposi¢ao em cortes justos fornece um tinico
brick”. Esta conjectura apareceu em conexao com a caracterizacao do match-
ing lattice. Ele notou que a prova do seu teorema poderia ser simplificada se
a conjectura acima fosse verdadeira.

Em 1994, L. Lovasz e S. Vempala provaram esta conjectura. Mas, pelas
informagoes que temos, uma versao completa da prova deste Teorema ainda
nao foi submetida para publicacgao.

Neste Capitulo, apresentamos uma prova independente deste Teorema.
Ele é muito importante pois, os principais resultados que propomos nesta
Tese, e que estao descritos nos Capitulos seguintes, dependem diretamente
dele.

7.2 O Teorema de Lovasz-Vempala

O Teorema a seguir mostra que os bricks em geral possuem uma aresta dis-
ponivel.

Teorema 7.1 [Lovész-Vempala] Todo brick G distinto de Ky, Cs e do grafo
de Petersen possui uma aresta disponivel.

91
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Dem. Por indugao em |V(G)|. Seja G um brick distinto de K e do grafo de
Petersen. Pelo Teorema 6.10, G contém uma aresta disponivel ou um corte
bom. Se G contém uma aresta disponivel entao nao hé nada mais a fazer.

Suponha que G possui um corte bom. Pelo Corolario 6.12, G possui um
corte robusto. Escolha um corte robusto C':= V(X) em G tal que a margem
X tenha tamanho minimo. Seja G; o grafo obtido de G pela contracao de
X a um tnico vértice T. O grafo G é definido de forma analoga contraindo
X a um unico vértice x.

Como C' é robusto, temos que:

e Existe um emparelhamento My em G tal que |My N C| = 3;

Pelo Corolério 6.14, G; é brick. Vamos inicialmente tratar um caso muito
simples.

Lema 7.1.1 Se G contém uma aresta e € My tal que e é disponivel em G,
e em Gy entdo e é disponivel em G.

Dem. Por hipotese, e é disponivel em G e em Gy, ou seja, G;—e e Gy —e sao
matching covered. Logo, G — e é matching covered. Além disso, b(G; —e) =
b(G2 - 6) =1.

Como e ¢ My, o emparelhamento M, é perfeito em G — e. Além disso,
|MyN C| = 3. Pelo Teorema 3.16 da subaditividade, b(G — e) = 1, ou seja, e
é disponivel em G. O

Lema 7.1.2 Seja Q := {e,f} uma classe minimal em G tal que:
e (Ou nenhuma aresta de () incide em T;
o Ou uma aresta de @), digamos f, que incide em T € disponivel em G.

Entdao e é disponivel em G.

Dem. Como @ é minimal, G; — {e, f} é matching covered. Pelo Lema 4.3,
G1 — {e, f} é bipartido. Além disso, a aresta e possui seus dois extremos
em uma destas biparticoes e a aresta f possui seus dois extremos na outra
biparticao.
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Seja (A, B) uma biparticao de G| — {e, f}. Fixe a notagdo para que A
contenha T e os dois extremos de f, e B contenha os dois extremos de e. Se
considerarmos agora M, restrito a (G; podemos concluir, por contagem, que
f e Myeed& M.

Considere agora o grafo G' := G — {e, f}. Por hipdtese, G' é matching
covered. O corte C' é justo em G’. Além disso, uma das C-contracoes em G’
é bipartida e a outra é G5 ou Gy — f no caso em que f incide em 7.

Como b(G3) = b(Gy — f) = 1, temos que b(G') = 1. O emparelhamento
My nos garante que G' + f é matching covered. Pelo Corolério 3.21, b(G' +
f) = 1. Portanto, b(G — e) = 1, ou seja, e é disponivel em G. O

Lema 7.1.3 Se Gy contém uma aresta disponivel e ¢ My entdo G contém
uma aresta disponivel.

Dem. Se e nao incide em x entao pelo Lema 7.1.1, e é disponivel em G.
Suponha entao que e incide em x. Pelo Lema 6.18, existe uma classe minimal
() de G, induzida por e tal que |Q] =2 ou |Q| = {h} e h & M.

Se |Q| = 2 entdo podemos terminar pelo Lema 7.1.2. Se |Q| = {h} e
h & M, entao pelo Teorema 6.17, h é disponivel em G;. Claramente, h é
disponivel em G5. Pelo Lema 7.1.1, h é disponivel em G. O

Lema 7.1.4 Se Gy contém uma aresta disponivel £ € My N V(x) tal que
G1 — f nao é matching covered entao G contém uma aresta disponivel.

Dem. Pelo Teorema 6.20, existe uma classe minimal ) de G; induzida por
f tal que |Q] =2 ou |Q]| =1 e o elemento de () nao pertence a M.

Se |Q] = 2 entdo, pelo Lema 7.1.2, G contém uma aresta disponivel.
Podemos supor entao que @] = 1 e o elemento de ) nao pertence a My,
digamos que @ := {e}. Note que e = f em G;. Logo, e ¢ V(T). Assim, e
também é disponivel em (5. Pelo Lema 7.1.1, e é disponivel em G. O

Ja sabemos que (G ¢é brick. Suponha agora que G5 nao é brick. Pelos
Lemas 3.17 e 3.19, G5 possui uma barreira nao trivial B tal que (i) o vértice
x pertence a B, (ii) Gy — B possui uma tnica componente nao trivial Y, e
(iii) o grafo obtido de G pela contracao de V(G2) — Y a um tnico vértice é
brick.

Portanto, G é composto por um grafo bipartido matching covered H =
(U, W) de tal forma que:
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VT Nu-e .

Figura 7.1: O grafo G e o grafo bipartido H.

e Dois vértices x e y, onde x € U e y € W, de H sao substituidos pelas
(ou explodidos nas) componentes impares nao triviais X e Y

e O grafo obtido de G pela contragao de V(G) — X (V(G) —Y) a um
tinico vértice T () é brick;

e Existe um emparelhamento perfeito My em G tal que |[MyNV(X)| =
|MynNV(Y)| =3 (Figura 7.1).

Lema 7.1.5 Se |U| = |W| > 2 entdo G contém uma aresta disponivel.

Dem. Vamos analisar o caso em que |U| = |W| = 2, ou seja, U := {z,u}
e W = {w,y}. Como G ¢é brick e ndo possui arestas paralelas, o grafo H
contém pelo menos duas aresta ligando w a x. No grafo G, estas arestas
ligam w a vértices de X. Como M, é emparelhamento perfeito de GG, pelo
menos uma destas arestas nao estd em M,.

Seja e uma aresta que liga w a = e que nao pertence a My. Como e
é paralela em H e H ¢é matching covered, temos que H — e é matching
covered. Observe que e nao incide em Y. Portanto, o grafo G5 — e é também
matching covered. Além disso, Como b(G3y) = 1, temos que b(Gy —¢) = 1.
Pelo Lema 7.1.3, G' contém uma aresta disponivel.

Suponha agora que |U| = |W| > 2. Vamos tratar o caso em que H é livre
de corte justo nao trivial, ou seja, é brace. Seja w # y um vértice de W.
Entao |adjg(w)| > 3, ou seja, w possui pelo menos dois vizinhos distintos de
x. Portanto, H contém uma aresta e ¢ My que nao incide em x e nem em y.
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Pelo Lema 3.14, H — e é matching covered. Conseqiientemente, G — e
é matching covered. Podemos agora aplicar o Teorema 3.16 (da subaditivi-
dade) para concluir que b(G —e) = 1.

Suponha agora que H possui um corte justo nao trivial. Observe que
todo corte justo nao trivial de H deve separar x de y, ou seja, x e y devem
pertencer a margens distintas deste corte pois, caso contrario, teriamos uma
barreira nao trivial em G.

Seja D um corte justo nao trivial em H tal que a margem Z de D que
contém x seja minimal. Vamos denotar por H' o grafo bipartido obtido de
H pela contracio de Z a um tinico vértice Z.

Pela escolha de D podemos concluir que H' é brace. Além disso, H'
contém exatamente dois vértices provenientes de contracoes de conjuntos
nao triviais de vértices: um deles é x e o outro é Z. Os demais vértices de H'
sao todos vértices originais de G

Se x e Z pertencem a uma mesma biparticao de H' entao a outra biparticao
seria uma barreira nao trivial em G. Logo, x e Z devem pertence a biparticoes
distintas de H'. Como H’ é brace, podemos proceder de forma analoga ao
que fizemos no caso em que H é brace para mostrar que G contém uma aresta
disponivel. O

Podemos entao assumir, a partir de agora, que G também ¢é brick. Vamos
analisar os casos em que G5 é K4, Cg ou o grafo de Petersen.

Lema 7.1.6 Se Gy ¢ o grafo de Petersen entao G contém uma aresta dis-
ponivel.

Dem. Suponha que G5 seja o grafo de Petersen. Considere os vértices de
G numerados como na Figura 7.2(a). Entao My emparelha vy, ve € v3 com
vértices de X.

Seja G' := G—{(vy,v5), (v3,v4), (vg, v7)}. E facil de ver que G’ é matching
covered. Fazendo uma decomposi¢ao em cortes justos de G’, comecando com
aqueles associados aos vértices de grau dois unido aos seus vizinhos, vamos
obter o grafo G” da Figura 7.2(b).

A restricao de My a G” é um emparelhamento perfeito deste grafo. Além
disso, |[MyNC| =3 em G". O corte C' é impar em G”; uma das C-contracoes
em G" é G e aoutra é Ky. Pelo Teorema 3.16 (da subaditividade), b(G") = 1.
Portanto, b(G") = 1.
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(b) Grafo G".

(a) Grafo G.

Figura 7.2: O caso em que G5 é o grafo de Petersen.

96
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Figura 7.3: O caso em que G é o Cj.

Nao é dificil ver que G’ + (vg, v7) é matching covered. Pelo Corolério 3.21,
b(G" + (vs,v7)) = 1. Usando este mesmo Coroldrio podemos inserir qualquer
uma das duas arestas restantes sem aumentar o nimero de bricks do grafo
resultante. Portanto, (v1,vs) e (vs3,v4) sdo disponiveis em G. O

Lema 7.1.7 Se Gy = Cg entdo G contém uma aresta disponivel.

Dem. Suponha que Gy seja Cs. Considere os vértices de G5 numerados
como na Figura 7.3. O grafo Gy — {(v1,v9), (v4,v5)} é matching covered
e bipartido. Podemos agora proceder de modo andlogo ao que fizemos no
Lema 7.1.2, para mostrar que (v;,v2) é disponivel em G. O

Lema 7.1.8 Se Gy = K, entao G contém uma aresta disponivel.

Dem. Suponha que Gy é o K;. Entdo |X| = 3. Pela minimalidade de
| X|, devemos ter |X| = 3. Portanto, G; = K4, e conseqiientemente, G é o
Cs acrescido possivelmente de arestas extras. Mas o grafo Cy acrescido de
qualquer aresta contém uma aresta disponivel. Portanto, G = Cj. O

Podemos supor entdo que Gy ndo é Ky, Cgs e nem o grafo de Petersen.
Por hipdtese de inducao, Gy contém uma aresta e disponivel.

Suponha que e nao incide em x, ou seja, no grafo G a aresta e nao pertence
a C. Entao claramente G — e é matching covered. Umas das C-contragoes
em G —e é Gy e aoutra é Gy —e. Se C nao é justo em G — e entao, pelo
Teorema 3.16 da subaditividade, podemos concluir que b(G — e) = 1. Caso
contrario, b(G —e) = 2.
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Suponha agora que e incide em x, ou seja, no grafo GG a aresta e pertence
a C. Se e & My entao, pelo Lema 7.1.3, G contém uma aresta disponivel.
Logo, e € M.

Se G; — e nao ¢ matching covered entao, pelo Lema 7.1.4, G contém uma
aresta disponivel. Portanto, G; — e é matching covered. Pelo Lema 6.17,
b(G; —e) = 1. Entao G — e é matching covered. Umas das C-contrages em
G —eé G —eeaoutra é Gy —e. Se C nao é justo em G — e entao, pelo
Teorema 3.16 da subaditividade, concluimos novamente que b(G — e) = 1.
Caso contrario, b(G —e) = 2.

Pelos paragrafos anteriores, podemos supor, a partir de agora que G' — e
é matching covered, b(G —e) = 2 e o corte C' ¢ justo em G — e. Portanto,
e € My. Além disso, cada uma das C'-contracoes em G — e possui exatamente
um brick.

Note que os resultados que temos até agora sao provenientes das seguintes
hipéteses que temos sobre G e C: O grafo G' é um brick e C' é um corte robusto
em G que possui uma margem de tamanho minimo.

A partir de agora vamos introduzir uma nova hipdtese, que nao altera
as existentes, mas apenas orientam a escolha de e em G,. Se possivel, es-
colha a aresta e disponivel em G, de tal forma que e pertenca a C, ou
eqiliivalentemente, que e incide em z em Gs.

Neste instante da demonstragao ainda nao temos condic¢oes de exibir uma
aresta disponivel em (G, pois existem casos em que a aresta e satisfaz todas
as condigoes que obtivemos e ainda nao é disponivel em G. Por exemplo,
considere os grafos da Figura 7.4. Em cada um deles, a aresta e é disponivel
em (G, e também em G4, mas nao é disponivel em G.

Para continuarmos, precisamos conhecer um pouco mais sobre a estrutura
do grafo G. Para isso, o que vamos fazer a partir de agora é mostrar que
o corte C' nao pode ser um corte arbitrario no grafo G — e. Na verdade,
vamos mostrar que o corte C' é, em G — e, de um de dois tipos como veremos
a seguir. ApoOs isto veremos que em cada caso estaremos em condicoes de
mostrar que G tem uma aresta disponivel.

Seja H um grafo matching covered. Dizemos que um corte justo D em
H é essencialmente proveniente de uma 2-separagao se

e Ou D é proveniente de uma 2-separacao em H.

e Ou H possui uma barreira nao trivial B; tal que H — B; possui uma
unica componente nao trivial e se A; representa o conjunto das com-
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Figura 7.4: A aresta e é disponivel em G| e Gy mas nao em G.

ponentes triviais de H — By entao D é proveniente de uma 2-separagao
no grafo H' obtido de H pela contracao de B; U A; a um unico vértice
(Figura 7.5(a)).

e Ou H possui duas barreiras nao triviais By e By tais que H — B; (i =
1,2) possui uma tunica componente nao trivial e se A; representa o
conjunto das componentes triviais de H — B; entao B; U A; é disjunto
de By U Ay e D é proveniente de uma 2-separagao no grafo H” obtido
de H pela contracao de B; U A; a um tnico vértice e de By U Ay a um
unico vértice (Figura 7.5(b)).

Em outras palavras, um corte é essencialmente proveniente de uma 2-
separacao se ¢ proveniente de uma 2-separacao, a menos de contracoes de
no maximo duas margens bipartidas.

Vamos mostrar agora que o corte C' em G — e é proveniente de uma
barreira ou é essencialmente proveniente de uma 2-separacao.

Lema 7.1.9 Se G—e contém um corte justo D tal que as duas D-contracoes
em G — e sao nao bipartidas e D cruza C entao C' € essencialmente prove-
niente de uma 2-separacdio em G — e.

Dem. Vamos denotar as margens de D por Y e Y. Fixe a notacao para que
tenhamos | X NY'| impar. Para simplificar a notagdo vamos fazer I := X NY
elU:=XnNY. Como C e D sao justos em G — e, temos que V(I) e V(U)
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Figura 7.5: Corte essencialmente proveniente de uma 2-separacao.

também sao justos em G —e. Além disso, em G — e nao existe aresta ligando
XNnYaXny.

Observe que o corte V(I) é justo em G; —e. Como b(G; —e) = 1,
uma das V(I)-contragoes em G; — e é bipartida. Sejam G1; e G5 as duas
V(I)-contragbes em Gy — e. Fixe a notagdo para que tenhamos T € V(G)5)
(Figura 7.6).

Da mesma forma, o corte V(U) é justo em Gy — e. Sejam Go; e Gao
as duas V(U)-contracoes em Go — e. Fixe a notagdo para que tenhamos
x € V(Gy) (Figura 7.6).

Vamos mostrar inicialmente que G;; é bipartido. Suponha que G5 é
bipartido. Observe que G contém dois vértices resultantes de contracoes:
um deles é T, e o outro, digamos v, é o vértice resultante da contragao de
I. Os demais vértices sao todos vértices originais de G. Além disso, cada
biparticao de G5 tem pelo menos dois vértices pois, X NY # 0.

Claramente, em G — e existe aresta ligando I a X. Portanto, em G
existe aresta ligando T a v. Logo, T e v pertencem a biparticoes distintas de
Glg.

Em (G a aresta e tem um extremo em T pois, e é uma aresta proveniente
de G5. Entao a biparticao de G135 que contém T é barreira nao trivial em G.
Mas isto nao pode ocorrer pois Gy é brick. Portanto, Gy, nao é bipartido.
Conseqiientemente, G1; ¢ bipartido.

Sejam J; e Jy as duas D-contragoes em G — e, onde .J; é obtido pela
contracdo de Y a um tnico vértice 7 e .J, é obtido pela contracio de Y a um
unico vértice y. Por hipétese, J; e Jy sdo ndo bipartidos. Como b(G —e) = 2,
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Figura 7.6: O caso em que D cruza C.
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temos que b(.J;) = b(Jy) = 1.

O corte V(I) é justo em J;. Sejam Jy; e Jio as duas V(I)-contragoes em
Ji. Fixe a notagao para que tenhamos 7 € V(J12). Entao Ji; é, a menos de
arestas paralelas, o grafo GG1;, que como ja vimos, é bipartido. Portanto, Jy;
é bipartido e Ji5 é nao bipartido.

Da mesma forma, o corte V(U) é justo em .Jy, e se considerarmos as
duas V(U)-contragoes em Jo, uma delas (aquela que é, a menos de arestas
paralelas, o grafo G13) é nao bipartida e a outra é bipartida.

Assim, os subgrafos induzidos pelos conjuntos de vértices I e U sao bi-
partidos. Portanto, C' é essencialmente proveniente de uma 2-separacao. O

Podemos supor que C' nao cruza nenhum corte justo de GG —e satisfazendo
as hipdteses do Lema 7.1.9. Portanto, G — e nao é bicritico pois, suponha
o contrario. Como b(G — e) = 2 temos, pelo Lema 3.18, que G — e possui
uma unica 2-separacao. Entao os tnicos cortes justos de G'— e sao aqueles
associados a 2-separacao. Portanto, C' é um destes cortes.

Podemos supor entao que G — e contém uma barreira nao trivial. Seja B
uma barreira nao trivial maximal de G — e. Como G ¢é brick, e deve possuir
seus extremos em componentes distintas de G —e—B. Como b(G —e) = 2, no
maximo duas componente de G — e — B sao nao triviais. Como B ¢ maximal,
toda componente de G — e — B ¢ critica.

Suponha que G — e possua uma barreira nao trivial maximal B tal que
G — e — B contém duas componentes nao triviais. Sejam Y; e Y, as duas
componentes nao triviais de G — e — B.

Para i = 1,2, seja M; um emparelhamento perfeito de G tal que
IM; " V(V(Y)| = 3. Entao e € M; (1 = 1,2) e |[M; N V(V(Y3))| =
|My N V(V(Y1))| = 1. Vamos agora considerar o corte Dy := V(Y}) em
G.

Lema 7.1.10 D; € robusto em G.

Dem. Claramente, as duas D;-contracoes em G sao matching covered. Como
|M; N V(V(Y1))| = 3, concluimos que D; é bom em G.

Cada uma das D;-contracoes em G — e possui um unico brick. Pelo
Corolario 3.21, cada uma das D;-contracoes possui um tnico brick em G.
Portanto, Dy é robusto em G. O
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Analogamente, Dy := V(Y3) é robusto em G. Pela escolha de C, temos
que | X| < 1Y;| (i = 1,2). Por outro lado, C' nao cruza D, e nem D,. Portanto,
pela minimalidade de | X| podemos concluir que X C Y] ou X C Y5.

Observe que o raciocinio que fizemos é valido para qualquer barreira ma-
ximal nao trivial B tal que G —e — B contém duas componentes nao triviais.
Seja B; uma barreira nao trivial maximal de G —e tal que G —e— B; contém
duas componentes nao triviais e tal que a componente nao trivial que contém
X seja a menor possivel.

Vamos fixar a notacao para que Y] seja a componente de G — e — By que
contenha X e Y5 seja a outra componente. Os emparelhamentos M; e os
cortes D; (i = 1,2) continuam definidos da mesma forma que fizemos acima.
Devido a maximalidade de By, as componentes de G — e — B; sao criticas.

Lema 7.1.11 X =Y].

Dem. Sabemos que X C Yj. Seja J; o grafo obtido de G — e pela contracao
de V(G) — V(Y1) a um tnico vértice b;. Entao b(.J;) = 1. Observe que como
X C V), temos que V(G) — V(Y;) C X.

Como C' = V(X) é justo em G — e, temos que C ¢ justo em .J;.

Suponha que C' seja nao trivial em J;. Como b(J;) = 1, uma das C-
contracoes em .J; é bipartida. Entao uma destas biparticoes, digamos B’, é
barreira nao trivial em J;. Como b(.J;) = 1, temos que J; — B’ contém uma
tnica componente nao trivial, digamos Y’. Entdao C = V(Y'). Seja A’ o
conjunto das componentes triviais de J; — B’.

Como a componente Y; de G — e — B é critica, concluimos que by ¢ B'.
Conseqiientemente, B’ é barreira nao trivial em G — e.

Se b, pertence & componente nao trivial Y’ de J; — B’ entdo uma das
C-contracoes em G — e seria bipartida. Portanto, podemos assumir que b; é
uma componente trivial de J; — B'. Como V(G) — V(Y1) C X, concluimos
que a componente nao trivial de J; — B’ é X, ou seja, Y/ = X. Logo, C é
um corte proveniente da barreira B’ de G — e.

Suponha agora que C seja um corte justo trivial de J;. Digamos que
C :=V(v). Se v # b entdo C seria trivial em G. Portanto, v = by, ou seja,
C =V(Y1) em G — e. Conseqiientemente, X = Y]. O

Podemos supor entao que G — e — B tem uma unica componente nao
trivial, para toda barreira nao trivial maximal B de G — e. Para analisar
este caso necessitamos de alguns Lemas.
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Considere uma barreira B (que pode até ser trivial) de G — e tal que
G — e — B possui uma tunica componente nao trivial. Seja A o conjunto das
componentes triviais de G — e — B. Seja G' o grafo obtido de G contraindo
B U A a um tunico vértice b. Como b(G — e) = 2, temos que b(G') = 2.

Lema 7.1.12 Se G' contém uma 2-separagiao {u,v} tal que G'—{u, v} possui
duas componentes nao bipartidas e b € {u,v} entao C é proveniente de uma
barreira ou essencialmente proveniente de uma 2-separacao em G — e.

Dem. Por hipétese, b € {u,v}. Fixe a nota¢do para que tenhamos b = v.
Também por hipdtese, G' — {u,v} tem duas componentes nao bipartidas.
Vamos denotar uma delas por S e vamos fazer S' := G’ — S — {u, v}.

Sejam D := V(V(S)U {u}) e D" := V(V(S) U {v}) os dois cortes justos
de G’ associados a esta 2-separacao. Claramente, D e D' também sao justos
em (G — e e cada uma das D-contracoes em G — e é nao bipartida. O mesmo
ocorre com cada uma das D’'-contracoes em G — e.

Se C'= D ouC = D' ou C cruza um destes cortes entao podemos concluir,
pelo Lema 7.1.9, que C' ¢ essencialmente proveniente de uma 2-separacao em
G — e. Suponha entao que C nao cruza D nem D’ e é distinto dos dois.

Entao devemos ter X C V(5), X C V(S) ou X C (BUA). Se X C
(B U A) entao uma das C-contragoes em G — e seria bipartida, o que nao
ocorre. Portanto, X C V(S) ou X C V(5'), digamos que X C V(S). O caso
em que X C V(S') pode ser resolvido de forma andloga.

Seja .J; o grafo obtido de G' — e pela contragdo da margem de D que
contém S’. Assim, b(J;) = 1 e C' é um corte justo em .J;. Entdo uma das
C-contracoes em J; é bipartida. Portanto, uma destas biparticoes é uma
barreira nao trivial em J;. Vamos denotar por B; esta barreira e por A; as
componentes triviais de J; — Bj.

Vamos denotar por s’ o vértice de J; resultante da contracao da mar-
gem de D que contém S’. No grafo J;, o vértice s’ pertence a By U Aj,
caso contrario, uma das C-contracoes em G — e seria bipartida. Con-
seqiientemente, a componente nao trivial de J;, — B, é X.

Se s’ € A; entao By é uma barreira nao trivial em G — e e neste caso, C'
¢ um corte proveniente desta barreira.

Suponha entao que s’ € By (Figura 7.7(a)). Note que adjg_.(V(5)) =
{u}UB. Entao B' := (B; — {s'}) U{B} é uma barreira nao trivial em G — e.
O vértice u pertence a A; ou a X.
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Figura 7.7: O caso em que s’ pertence a B; e u pertence a X.

Se u € Ay entdao C é um corte proveniente da barreira B’. Se u € X
(Figura 7.7(b)) entao B’ é uma barreira nao trivial em G — e que possui uma

unica componente nao trivial e A’ := A; U A como suas componentes triviais.
Assim, C é proveniente de uma 2-separagao no grafo obtido de G — e pela
contracao de B'U A" a um tunico vértice (Figura 7.7(c)). O

Lema 7.1.13 Se G — e contém uma 2-separacao entao C € proveniente de
uma barreira ou essencialmente proveniente de uma 2-separacao em G — e.

Dem. Seja {u, v} uma 2-separagio de G —e. Como G é bicritico e 3-conexo,
G —e—{u,v} tem exatamente duas componentes e estas sao nao bipartidas.
Vamos denotd-las por S e S'.

Fazendo G' := G — e e B := {v}, temos que G' contém uma 2-separagao
{u,v} tal que G' — {u,v} possui duas componentes ndo bipartidas e b €
{u,v}. Pelo Lema 7.1.12, C' é proveniente de uma barreira ou essencialmente
proveniente de uma 2-separacao em G — e. O

Pela hipotese deste caso, temos que G —e— B tem uma unica componente
nao trivial, para toda barreira nao trivial maximal B de G —e. Entao G —e
satisfaz um dos trés itens do Teorema 3.23.
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O caso em que G — e satisfaz o item 1 do Teorema 3.23, ou seja, que G —e
é bicritico, ja foi tratado.

Suponha que G — e satisfaz o item 2 do Teorema 3.23, ou seja, G — ¢
contém uma barreira nao trivial maximal B; tal que G — e — By possui uma
unica componente nao trivial e se A; é o conjunto das componentes triviais
de G — e — B entao o grafo G' obtido de G — e pela contracao de By U A; a
um unico vértice by é bicritico.

Como b(G") = 2, concluimos, pelo Lema 3.18 que G’ possui uma tnica
2-separagao, digamos {u,v}. Entao G' — {u, v} possui exatamente duas com-
ponentes e estas sao nao bipartidas.

Se by & {u,v} entdo {u,v} é uma 2-separacdo em G — e entdo podemos
terminar usando o Lema 7.1.13, e se by € {u,v} entao podemos terminar
usando o Lema 7.1.12.

Suponha agora que G — e satisfaz o item 3, ou seja, Além da barreira
maximal By, G — e possui outra barreira nao trivial By tal que G — e — By
possui uma tunica componente nao trivial e se A, representa o conjunto das
componentes triviais de G — e — By entao By U A; é disjunto de B, U A3 e o
grafo G" obtido de G — e pela contracao de B; U A; a um unico vértice by e
pela contracao de B, U Ay a um tnico vértice by é bicritico.

Como b(G") = 2, concluimos pelo Lema 3.18 que G” possui uma tnica
2-separagao, digamos {u,v}. Entdo G — {u,v} possui exatamente duas
componentes e estas sao nao bipartidas.

Se {by, b2} Z {u,v} entdo podemos terminar pelos Lemas 7.1.13 ou 7.1.12.
Suponha entao que {by,bo} = {u,v}.

Sejam S e S’ as duas componentes de G" — {u,v} e sejam D e D' os
dois cortes justos de G” associados a esta 2-separagao. Entao as duas D-
contragoes em G” sao bricks, digamos J{' e JJ. Claramente, D e D' sao
justos em G — e.

Suponha que C nao cruza D nem D’ e é distinto dos dois. Entao devemos
ter X g S, X g SI, X g (BlL_JAl) ou X g (BQUAQ) Se X g (BIUAl) ou
X C (B, U Ay) entao uma das C-contragdes em G — e seria bipartida, o que
nao ocorre. Se X C S ou X C S’ entao C' seria um corte justo nao trivial no
brick J{" ou JJ, o que também nao pode ocorrer.

Portanto, C'= D ou C = D' ou C ou cruza um destes dois cortes. Pelo
Lema 7.1.9, C' é essencialmente proveniente de uma 2-separacao em G — e.
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Portanto, podemos supor a partir de agora que o corte C' em G — e é
essencialmente proveniente de uma 2-separacao ou é um corte proveniente de
uma barreira. Vamos entao analisar e mostrar que em cada um destes casos
G contém uma aresta disponivel. Antes de iniciarmos a analisar os casos,
vamos provar dois resultados que nos serao tuteis.

Lema 7.1.14 Se f é uma aresta de C' que é disponivel em Gy entio [ €
disponivel em G1. Além disso, G1 — [ nao possui uma barreira nao trivial B
tal que T é uma componente trivial de G, — f — B.

Dem. Se f ¢ My ouse f € My e Gy — f nao ¢ matching covered entao
pelos Lemas 7.1.3 e 7.1.4, respectivamente, G tem uma aresta disponivel.
Portanto, f € My e G; — f é matching covered. Pelo Teorema 6.17, f é
disponivel em G.

Seja B uma barreira nao trivial de G; — f tal que T é uma componente
trivial de Gy — f — B. Como f é disponivel em G;, o grafo G; — f tem
uma unica componente nao trivial e nao bipartida, digamos X', e f tem seus
extremos em componentes distintas de Gy — f — B. Agora, nao é dificil de
ver que o corte V(X') é robusto em G, contradizendo a minimalidade de |X|.
a

Lema 7.1.15 See € C entdo |C| > 4.

Dem. Suponha que e € C' e (C tenha exatamente trés arestas. Vamos
denotar as outras duas arestas de C' por f e g. Sejam u e v os extremos de
f e g que estao em X. Entdo, v e v formam uma barreira nao trivial em
G — e que contém T como uma componente trivial, o que é uma contradi¢ao
ao Lema 7.1.14. O

Suponha inicialmente que C' é proveniente de uma barreira B, de G — e.
Entao G' — e — By contém duas componentes nao triviais, uma delas é X e a
outra vamos denotar por Y,. Seja My um emparelhamento perfeito de G tal
que [MyNV(V(Ys))| = 3.

Seja Jo o grafo obtido de G — e pela contragao de V(G) — V(Y3) a um
unico vértice. Vamos considerar ainda o grafo bipartido H obtido de G' — e
contraindo cada componente de G — e — B;. Vamos denotar por x e ys 0s
vértices de H resultantes da contracao de X e Y;, respectivamente. Uma das
biparticoes de H é a barreira By, e a outra vamos denotar por Aj.
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Figura 7.8: Grafos (a) H e (b) H;.

Lema 7.1.16 Se H contém uma aresta f tal que H — f ¢ matching covered,
f & MyU My e f ndo incide em ys entao G contém uma aresta disponivel.

Dem. Como H — f é matching covered e f nao incide em ys, temos que
Go — e — f é matching covered. Além disso, b(Gy —e — f) = b(Jy) = 1.
Como e € My e f & M, temos que Gy — f é matching covered. Pelo
Corolario 3.21, b(Gy — f) = 1. Entdo f ¢é disponivel em Gy e f & M. Pelo
Lema 7.1.3, G contém uma aresta disponivel. O

Suponha inicialmente que H contém uma aresta f € V(x) tal que H — f
nao ¢ matching covered. Como H — f tem emparelhamento perfeito, podemos
concluir, pelo Teorema 2.12, que os conjuntos A; e B; podem ser particio-
nados nos conjuntos A’ e A" := Ay — A, B' := adj(A") e B" :== B, — B,
respectivamente, de tal forma que |A'| = |B’|, |A"| = |B"| e f é a tnica
aresta de H com extremos em A’ e B”. Assim, z € A'.

Portanto, B" e A” sao barreiras (talvez triviais) em H (Figura 7.8(a)).
Seja b o extremo de f em B”. Como f nao é paralela em H e o grau de b em
G é pelo menos 3, existe pelo menos duas arestas ligando b a A”.

Suponha que yo» ¢ A”. Se A” é nao trivial entao A” é uma barreira
nao trivial em G e se A” é trivial entao as arestas que ligam b a A" seriam
paralelas em H e também em G, e, neste caso, qualquer uma delas seriam
disponiveis em G. Portanto, y, € A”.

Sejam S = A" U (B" — {b}) e T := B'"U (A" — {z}). Seja H; o grafo
obtido de H pela contracao de S a um tnico vértice s e pela contracao
de T a um tnico vértice ¢t (Figura 7.8(b)). Assim, H; é obtido de H pela
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contragao de dois cortes justos. Portanto, H; é matching covered; umas das
suas biparticoes é composta pelos vértices x e s, e a outra pelos vértices ¢ e
b.

Note que o corte V(7T') ndo separa e yo em H. Portanto, pelo Lema 3.15,
se g ¢ uma aresta de H, que liga x e t e H; — g é matching covered entao
H — g também é matching covered.

Vamos mostrar agora que e € C'. Suponha o contrario. Como |My,NC| = 3
e f é a unica aresta de H; liga = a b, pelo menos duas aresta arestas de M,
liga © a t. Tome uma delas, digamos g tal que g ¢ M,. Entao H — g é
matching covered e, como g nao incide em y,, o grafo Gy — e — g também é
matching covered. Além disso, b(Gy —e —g) = 1. Como e € My e g & My,
podemos concluir que Gy — g é matching covered e pelo Corolario 3.21, que
b(Gy — g) = 1. Assim, G contém uma aresta disponivel que pertence a C,
contradizendo a escolha de e. Portanto, e € C.

Entdao My, N C = {e}. Pelo Lema 7.1.15, temos que |C| > 4. Con-
seqiientemente, |Vy(x)] > 3, e como uma unica aresta de H liga = a b,
existem pelo menos duas arestas de H; que liga x a t.

Se existe g em H; que liga z a t e que nao estd em M, entao, como g
também nao estd em M, podemos concluir pelo Lema 7.1.16, que G contém
uma aresta disponivel. Podemos supor entao que toda aresta de H; que liga
z até aresta de M,.

Isto significa que H; nao pode ter mais do que duas arestas ligando x a
t. Portanto, H; tem exatamente duas arestas, digamos ¢, e ¢, ligando x a
t e estas sao arestas de My, mas nao de M,. Logo, g, e go sao disponiveis
em (5. Conseqiientemente, |B'| > 2 e e tem um extremo, digamos y;, em
A —{x}.

Vamos agora construir um novo emparelhamento perfeito de G que inter-
cepta C' em trés arestas e que nao contém g; ou go. Dai, podemos concluir
pelo Lema 7.1.3, que G tem uma aresta disponivel.

Vamos denotar os extremos de e e f em X por x; e z9, respectivamente.
Como Gy é brick, G1 —x1 — x5 tem emparelhamento perfeito NV;. Claramente,
N; contém exatamente uma de g; e gy, digamos g;. Como sabemos, H — g, é
matching covered. Entao H — go — {b, y; } tem emparelhamento perfeito Ny.
Como ¢; é a unica aresta incidente em x neste grafo, temos que Ny contém
g1. Claramente, Ny pode ser extendido a um emparelhamento perfeito de
Gy — {b,y1}. Entao N; U Ny U {e, f} é um emparelhamento perfeito em G
que intercepta C' em trés arestas e nao contém g.
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Suponha agora que H — f é matching covered para toda aresta f de H
que incide em V(x). Entao Gy —e— f é matching covered e b(Gy—e— f) = 1.
Se tomarmos f € (M \ M») entao f ¢é disponivel em Go. Portanto, podemos
supor que e € C. Entdao MyNC = {e} e pelo Lema 7.1.15, temos que |C| > 4.
Logo, existe uma aresta g em H que incide em x e que nao esta em M, entao,
como g também nao esta em My, podemos concluir pelo Lema 7.1.16, que G
contém uma aresta disponivel. O

Suponha agora que C' é essencialmente proveniente de uma 2-separacao
em GG — e. Aqui temos trés casos a analisar. Cada Lema a seguir analisard
um deles.

Lema 7.1.17 Se o corte C € proveniente de uma 2-separacdo em G —e entao
G contém uma aresta disponivel.

Dem. Seja {u,v} a 2-separagdo de G — e associada a C. Como G é 3-
conexo, G —e —{u, v} tem exatamente duas componentes. Vamos denoté-las
por S e S’. Entao um dos extremos de e pertence a S e o outro a S’. Além
disso, S € X ou 8’ € X. Fixe a notacao para que tenhamos S C X e
C:=V(SU{u}).

Como |MyNC| =3, My deve conter a arestas e, deve emparelhar v com
um vértice de S e v com um vértice de S’

Se existe uma tnica aresta ligando v a S entao v unido ao vizinho de v em
S seria uma barreira nao trivial em G — e contendo T como uma componente
trivial, o que, pelo Lema 7.1.14, nao pode ocorrer. Portanto, existem pelo
menos duas arestas ligando v a S.

Seja f uma aresta que liga v a S e que nao pertence a M,. Note que f
é paralela em Gy, ou seja, b(Gy — f) = 1. Pelo Lema 7.1.3, G contém uma
aresta disponivel. O

Suponha agora que G — e possua uma barreira nao trivial B tal que
G — e — B possua uma tunica componente nao trivial. Seja A o conjunto
das componentes triviais de G — e — B. Entao e possui um extremo em A.
Considere agora o grafo G’ obtido de G contraindo BU A a um tnico vértice
b.

Lema 7.1.18 Se o corte C € proveniente de uma 2-separacao em G' entao
G contém uma aresta disponivel.



O Teorema de Lovasz-Vempala 111

Ql

N7

Figura 7.9: O corte C' é proveniente de uma 2-separacao em G'.

Dem. Seja {u,v} a 2-separagdo de G’ associada a C. Se b é distinto de u e
v entao C é proveniente de uma 2-separacao em G — e. Esta situacao ja foi
tratada no Lema 7.1.17. Podemos supor entao que b = v ou b = v. Fixe a
notagao para que tenhamos b = v (Figura 7.9).

O outro corte justo, digamos C', de G’ associado a 2-separacao {u,v}
também é robusto em G. Portanto, se b = v entdo devemos ter u € X e
BUA C X, sendo teremos uma contradi¢do & escolha de C (& minimalidade
de |X]). Vamos fazer S := X — {u} e S":=X — (BU A).

Vamos considerar o grafo bipartido H obtido de G — e contraindo a com-
ponente nao trivial de G —e — B a um unico vértice. Seja f uma aresta de G
que possui extremos em X e B. Pelo Lema 3.15, H — f é matching covered.
Portanto, se existe mais de uma aresta ligando X a B entdao Gy —e — f
também é matching covered. Além disso, b(Gy —e — f) = 1.

Seja My um emparelhamento perfeito de G5 que contém e. Portanto, no
caso em que existe mais de uma aresta ligando X a B, toda aresta f que
liga X a B e que nao estd em M, é tal que G5 — f é matching covered. Pelo
Corolario 3.21, b(Gs — f) = 1. Note que toda aresta que liga X a B é aresta
de C'. Logo, no maximo uma aresta que liga X a B ¢é aresta de M.

Vamos agora mostrar que e € C. Suponha que e ¢ C. Como |MyNC| = 3,
My contém pelo menos duas arestas que liga X a B. Pelo paragrafo anterior,
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podemos concluir que uma destas duas, digamos f, nao pertence a M,. Entao
Go— f é matching covered e b(Go— f) = 1. Lembre-se da hipdtese que fizemos
de que a aresta e deveria, se possivel, ser uma aresta de C'. Se e € C entao f
nos leva a uma contradi¢ao a escolha de e. Portanto, e € (', ou seja, e tem
um extremo em A e o outro em X.

Como |My N C| = 3, existe pelo menos duas arestas de M ligando S a
B. Se existe trés arestas ligando S a B entao uma delas é disponivel em G,
e nao pertence a My, e dai, pelo Lema 7.1.3, G’ tem uma aresta disponivel.
Podemos supor entao que existe exatamente duas arestas, digamos g; e gs,
ligando S a B e estas sao as arestas de My. Note que ¢, e go sao, cada uma,
disponivel em G.

Vamos mostrar entao que e nao pode incidir em u. Pois, suponha que e
incide em u. Seja x5 o extremo de g; em S. Entao g, é disponivel em G5, e
u e w9 formam uma barreira nao trivial em G| — ¢g; contendo T como uma
componente trivial, o que nao pode ocorrer pelo Lema 7.1.14. Portanto, e
nao incide em u.

Vamos agora construir um novo emparelhamento perfeito de G' que inter-
cepta C' em trés arestas e que nao contém uma das arestas que liga S a B.
Dai, podemos concluir pelo Lema 7.1.3, que G tem uma aresta disponivel.

Seja x; o extremo de e em X. Entao G; — u — x; tem emparelhamento
perfeito N;. Claramente, N; contém uma tdnica aresta, digamos ¢;, que liga
S a B. Seja b; o extremo de g; em B. Note que existe pelo menos duas
arestas independentes ligando B a S’, caso contrario, G5 nao seria 3-conexo.
Portanto, existe uma aresta ho que liga S’ a B, cujo extremo by, em B é
distinto de b;.

Seja N um emparelhamento perfeito de G — by — b,. Entao N contém e e
Ny := NN (E(H)U{e}) é emparelhamento perfeito em H —b; —by. Seja Ny
um emparelhamento perfeito em G5 — e contendo hy. Entao N, emparelha
u com S e Ny U Ny U Ny é emparelhamento perfeito em G que intercepta
C em trés arestas e nao contém uma das arestas que liga S a B. Como esta
aresta é disponivel em G5, podemos concluir pelo Lema 7.1.3, que G tem
uma aresta disponivel. O

Suponha agora que GG — e possua duas barreiras nao triviais By e B, tais
que G — e — B; possua uma unica componente nao trivial, digamos Y;. Seja
A; o conjunto das componentes triviais de G — e — B; e suponha que B; U A;
é disjunto de By U Ay. Entao e possui um extremo em A; e o outro em
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Figura 7.10: O corte C' é proveniente de uma 2-separagao em G”.

As. Considere agora o grafo G” obtido de G contraindo B; U A; a um tnico
vértice by e contraindo By U As a um unico vértice by.

Lema 7.1.19 Se o corte C ¢ proveniente de uma 2-separacio em G" entdo
G contém uma aresta disponivel.

Dem. Seja {u, v} a 2-separagao de G" associada a C. Se |{by, bo}N{u,v}| =0
entao C é proveniente de uma 2-separacao em G — e. Esta situacao ja foi
tratada no Lema 7.1.17. Se |{b1, b2} N {u,v}| = 1 entao esta situagao ja foi
tratada no Lema 7.1.18. Podemos supor entao que {by, by} = {u,v}.

Como C' é proveniente da 2-separacdo {u,v} de G" entdao em G devemos
ter By UA; C X ou B, U Ay, C X. Fixe a notacdo para que tenhamos
By UA; ¢ X. Como e possui um extremo em A; e o outro em A,, temos
que e € C' (Figura 7.10). Note que B; é uma barreira nao trivial em G — e.
Entao, podemos escolher B; como sendo maximal em G| —e. Analogamente,
podemos escolher B, maximal em Gy — e.

Vamos considerar o grafo bipartido 7; obtido de G' — e contraindo a com-
ponente Y; de G — e — B; a um unico vértice. Seja f uma aresta de G que
possui extremos em Y; e B;. Pelo Lema 3.15, 1; — f é matching covered.

Portanto, se f é uma aresta que liga X a By entao Hy — f é matching
covered. Conseqlientemente, se existe pelo menos duas arestas ligando X a
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B, entao Gy —e— f também é matching covered. Além disso, b(Gy—e— f) =
b(Ga—e) = 1. Como e # f em G3 (ja que as duas incidem no mesmo vértice
em (y), temos que b(Gy — f) =1, ou seja, [ é disponivel em GS.

Vamos fazer H; := X —(B;UA;) e Hy := X —(ByUA,). Parai = 1,2, seja
L; o grafo formado por H; acrescido das arestas que ligam H; a By e H; a By,
e seja .J; o grafo obtido de L; contraindo-se os vértices de B, contraindo-se
os vértices de By e ligando os dois vértices resultantes por uma aresta.

Vamos mostrar agora que cada H; estd, na verdade, ligado a B; (e a Bs)
por pelo menos duas arestas independentes (nao vizinhas). Se adj(B,) N H;
ou adj(H;) N By é um tdnico vértice w entdao {w,T} seria um corte de vértice
em (71, mas isto nao pode ocorrer porque G é 3-conexo. Assim, H; esta
ligado a By por duas arestas independentes. Analogamente, H, esta ligado a
B, por duas arestas independentes. Se H; tem um tnico vizinho em B, entao
C seria proveniente de uma 2-separacao no grafo obtido de G — e contraindo
B; U A} a um tnico vértice (situagdo andloga ocorre se Hy tem um tdnico
vizinho em Bj), e se By tem um unico vizinho w em H; entdo B; U {w}
seria uma barreira nao trivial em G| — e que possui T como uma componente
trivial, o que também nao pode ocorrer. Se B; tivesse um unico vizinho em
Hy entao By U {w} seria uma barreira nao trivial em G' — e e C seria um
corte associado a esta barreira. Mas este caso ja foi tratado. Portanto, cada
H; estd ligado a By (e a By) por pelo menos duas arestas independentes.

Logo, toda aresta que liga H; a By é disponivel em Gy. Como |MyNC| =
3, se existe uma aresta, digamos g, ligando H; a Bs, que nao esta em M,
entao pelo Lema 7.1.3, G’ contém uma aresta disponivel. Portanto, existem
exatamente duas arestas ligando H; a By e estas sao arestas de M,. Logo,
M, tem duas arestas ligando H; a B;, e conseqiientemente, H; tem pelo
menos quatro vértices.

Agora vamos mostrar que cada J; é um brick. Como e é disponivel em
(G e Gy, em vista do Teorema 3.23 e Lema 3.17, é suficiente mostrarmos que
B; é a unica barreira nao trivial maximal em G; —e. Se (G; — e tem duas
barreiras nao triviais maximais entao uma delas, digamos B’, é tal que T é
componente trivial de G; —e— B’, o que nao pode ocorrer. Assim, G —e tem
Bj; como sua unica barreira nao trivial maximal. Se GG, —e tem duas barreiras
nao triviais maximais entao C' é um corte justo de barreira em G —e. Mas
este caso ja foi considerado. Portanto, cada .J; é um brick.

Para a parte restante desta demonstracao, precisamos construir empare-
lhamentos perfeitos especiais de GG. Eles podem ser obtidos combinando os
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trés tipos de emparelhamentos descritos abaixo:

(i) Para cada i, existe um emparelhamento X; em L; que emparelha dois
vértices de H; com dois vértices de B; e os demais vértices de H; sao
emparelhados entre si. (Dem. O grafo J; — by é critico. Seja H! o
grafo obtido de J; — by quebrando b; em dois vértices. Pelo Lema 6.2,
H! tem emparelhamento perfeito.)

Da mesma forma, existe um emparelhamento Y; em L; que emparelha
dois vértices de H; com dois vértices de Bs e os demais vértices de H;
sao emparelhados entre si.

(ii) Para cada i, H; tem um emparelhamento perfeito @Q;. (Note que H; =
J; — {b1,b2}. Como J; é brick, segue que H; tem emparelhamento
perfeito. )

(iii) Dados quaisquer dois vértices p e ¢ de B existe um emparelhamento
N1 que emparelha v; com vy e os vértices de A; — {v;} com os de
By — {p,q}. (Como G é brick, G — {p,q} tem emparelhamento per-
feito. Um emparelhamento perfeito de G — {p, ¢} obviamente contém
tal emparelhamento Nj.)

Da mesma forma, dados quaisquer dois vértices p e ¢ de By existe um
emparelhamento Ny que emparelha v; com v, e 0s vértices de Ay — {vy}
com os de By — {p, q}.

Vamos agora definir um emparelhamento em L; como sendo do tipo 1 se
ele emparelha um vértice de H; com um vértice de Bj, outro vértice de H;
com um vértice de Bs e o restante dos vértices de H; sao emparelhados entre
si. Da mesma forma, defina um emparelhamento em L, como sendo do tipo
2 se ele emparelha um vértice de Hy com um vértice de By, outro vértice de
H, com um vértice de By e o restante dos vértices de H, sao emparelhados
entre si.

Lema 7.1.20 Se M, ¢ do tipo 1 e My € do tipo 2 entao My U My ndo é
emparelhamento em G.

Dem. Se M;UM,; é emparelhamento entao considere F' := M;UMy;UN;UNs.
Claramente, F' é emparelhamento perfeito de G' que intercepta C' em trés
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arestas e tem uma unica aresta ligando H; a Bs. Assim, a outra aresta que
liga H, a B é disponivel em (G5 e nao pertence a F'. Pelo Lema 7.1.3, G tem
uma aresta disponivel. O

Vamos definir um grafo bipartido W que serd 2-aresta-colorivel. A bi-
particdo de W serd (By, By). Um vértice p em B serd ligado a um vértice
p' em B, por uma aresta vermelha se existir um emparelhamento do tipo 1
em L; que os satura. Analogamente, existird uma aresta azul entre p e p' se
existir um emparelhamento do tipo 2 em L, que os satura.

Pelo Lema 7.1.20, nenhuma aresta vermelha é disjunta de uma aresta azul.
Como J; é brick, e portanto matching covered, todo vértice de B; U By que é
adjacente em G com um vértice em H; é saturado por um emparelhamento
do tipo 1 e, conseqiientemente, é incidente em W com uma aresta vermelha.
Portanto, existem pelo menos dois vértices em B; e pelo menos dois em By
que sao incidentes a uma aresta vermelha. O mesmo acontece com as arestas
azuis.

Como nenhuma aresta vermelha é disjunta de uma aresta azul, W deve
ser composto por um 4-ciclo py, pa, g1, ¢, onde {p;,¢;} C B; (i = 1,2), e
possivelmente alguns vértices isolados (Figura 6.7).

Vamos mostrar agora que, na verdade, B; = {p;,¢;} (i = 1,2). Suponha
que B; contenha um vértice x distinto de p; e q;. Se x é vizinho de algum
vértice y em By entao existe um emparelhamento M em G do tipo 1 ou
2 tal que M acrescido da aresta (z,y) também é emparelhamento em G.
Claramente, M U (z,y) pode ser estendido a um emparelhamento perfeito de
G que intercepta C em trés arestas.

Concluimos entao que nenhum vértice de By pode estar ligado a um de Bs.
Portanto, qualquer outro vértice de By — {p1, ¢1} deve somente ser adjacente
a vértices em A;. Isto implica que A; é uma barreira em G. Como G ¢ brick,
devemos ter |A;| = 1. analogamente, |Ay| = 1.

Note que o grafo L, nao pode ser o grafo H senao, como H; tem pelo
menos seis vértices, terfamos uma contradi¢ao a minimalidade de |X|. Por-
tanto, pelo Lema 6.3, um dos grafos Ly, Ly — {p1,p2} € Ly — {q1,¢2} tém
emparelhamento perfeito F'. Em qualquer caso, F”’ pode ser estendido a um
emparelhamento perfeito F' de G que intercepta C' em trés arestas e tem
uma tunica aresta ligando H; a B;. Assim, a outra aresta que liga H, a B,
¢ disponivel em G5 e nao pertence a F'. Pelo Lema 7.1.3, G tem uma aresta
disponivel. Isto prova o Teorema. O



Capitulo 8

Propriedades dos Bricks

8.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos algumas propriedades dos bricks. Na
Secao 8.2 mostraremos que os bricks satisfazem a Conjectura 5.3, ou seja,
que os bricks diferentes do grafo de Petersen admitem uma decomposi¢ao em
orelhas que usa uma unica orelha dupla.

Entre outras aplicacoes, este Teorema serd utilizado na Secao 8.3, junta-
mente com o Teorema 5.8, para apresentarmos uma propriedade que genera-
liza o Teorema de Lovasz-Vempala, e que sera fundamental para provarmos,
no Capitulo 9, a validade da Conjectura 5.3 para todos os grafos matching
covered.

8.2 Decomposicao em orelhas 6tima para
bricks

Nesta secao mostraremos que os bricks satisfazem a conjectura 5.3.

Teorema 8.1 Seja G um grafo matching covered cuja decomposi¢cdo em cor-
tes justos fornece um unico brick e este é diferente do grafo de Petersen.
Entio G admite uma decomposicao em orelhas que usa uma unica orelha
dupla.

Dem. Por inducao em |V(G)|+ |E(G)|. Seja G um grafo matching covered
satisfazendo as hipéteses do Teorema. Como a decomposicao em cortes justos
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de G fornece um unico brick, cada iteracao de uma decomposicao de G em
cortes justos fornece um grafo bipartido como resultado de uma contracao.

Se G tem um corte justo nao trivial C' entao uma das C-contragoes,
digamos G'1, é bipartido, e a outra, digamos G5, é um grafo matching covered
tal que b(Gy) = 1. Claramente, o brick de G é 0 mesmo brick de G que, por
hipotese, é diferente do grafo de Petersen. Por hipoétese de inducao, existe
uma decomposicao em orelhas D de GGy que usa uma unica orelha dupla. Pelo
Lema 5.6, D pode ser estendida a uma decomposicao em orelhas de G que
usa uma unica orelha dupla.

Podemos supor entao que G nao tem corte justo nao trivial. Portanto, G
¢ um brick. Se G é K, ou Cy entdao o Teorema é claramente verdadeiro. Su-
ponha que G é diferente do K, e Cs. Pelo Teorema 7.1 (de Lovész-Vempala),
G contém uma aresta e tal que G — e é matching covered e b(G,) = 1.

Se o brick de G — e ¢ diferente do grafo de Petersen entao por hipétese de
inducao, existe uma decomposicao em orelhas de G — e que usa uma unica
orelha dupla. Podemos entao adicionar e como uma orelha simples para obter
uma decomposicao em orelhas de G' que usa uma tnica orelha dupla.

Podemos supor entao que o brick de G — e é P, onde P é o grafo de
Petersen. Observe que G — e satisfaz as hipoteses do Teorema 3.23. Vamos
utilizar este Teorema para determinar a estrutura de G.

Consideremos inicialmente o caso em que GG — e é bicritico, ou seja, o caso
em que G — e satisfaz o item 1 do Teorema 3.23. Pelo Lema 3.17, G — e é
brick. Portanto, G — e = P. Entao G = P + e. Mas ¢ facil ver que P + ¢
possui uma decomposicao em orelhas que usa uma tunica orelha dupla.

Se G — e satisfaz o item 2 do Teorema 3.23 entao G tem a forma de um
dos grafos da Figura 8.1(a), (b) ou (c), possivelmente acrescido de arestas
adicionais com extemos em {uy, us, uz} e B.

Se G — e satisfaz o item 3 do Teorema 3.23 entao G tem a forma de
um dos grafos da Figura 8.2(d) ou (e), possivelmente acrescido de arestas
adicionais com extemos em {us, u3} e B, {ug,ug} e B', B e B', no caso (d),
e {uy,uz,u3} e B{uy,uy,us} e B', no caso (e).

O que nos resta fazer é mostrar que em cada um destes cinco casos,
G possui uma decomposicao em orelhas que usa uma tnica orelha dupla.
Vamos denotar por T (1”) o grafo bipartido (matching covered) obtido pela
contragao da componente nao trivial de G —e — B (G — e — B') a um tnico
vértice h (h'). Vamos denotar os extremos de e por x e y, onde y € A.
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Figura 8.1: Formas possiveis para o grafo G.
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Figura 8.2: Formas possiveis para o grafo G.

Suponha inicialmente que G' é da forma da figura 8.1 caso (a). Considere
Gy = G — {(ug, ur), (us, us), (u1,ug), e} (Figura 8.3).

Proposicao 8.1.1 G, € matching covered.

Dem. Considere o corte C' := V(B U A) neste grafo. Uma das C-contragoes
em (1 é o grafo bipartido 7" e a outra é uma subdivisao impar do K. Pelo
Lema 3.9, G; é matching covered. O

Agora que ja sabemos que (7 é matching covered, podemos ver que,
na demonstracao da Proposicao 8.1.1, o que fizemos na verdade foi uma
decomposicao em cortes justos para o grafo Gy, e vimos com isso que G
tem um unico brick e este é o K4. Por hipdtese de inducao, existe uma
decomposicao em orelhas de GG que usa uma tunica orelha dupla.

Seja M, um emparelhamento perfeito de G que contém a aresta e.
Por simples contagem, podemos ver que M, emparelha os vértices wuq,
uy e uz com vértices de B. Entao, podemos tomar M, contendo as
arestas {(uq4,ur), (ug, ug), (us,ug)}. Isto mostra que e é uma orelha sim-
ples de G;. Por outro lado, se tomarmos M, contendo as arestas
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Figura 8.3: Grafo G} no caso (a).

{(ug,uz), (us,ug), (ug,ug)}, podemos ver que (ug,u7) é orelha simples de
G1+e. Tomando emparelhamentos perfeitos adequados, podemos facilmente
incluir as outras duas arestas, uma por vez, como orelha simples para obter
uma decomposicao em orelhas de G' que usa uma tnica orelha dupla.

O caso (b) da figura 8.1 é similar. Vamos tratar o caso (¢). Considere um
emparelhamento perfeito M de G contendo a aresta e. Por simples contagem,
M emparelha exatamente dois vértices de {uy, ug, uz} com vértices de B. As
seguintes proposigoes serao uteis para tratarmos este e outros casos futuros:

Proposigao 8.1.2 Seja S C {uy,us,us} tal que |S| = 2. Entdo |adj(S) N
B| > 2.

Dem. Suponha, por exemplo, que |adj({u1,us}) N B| = 1. Entao A U {us}
é uma barreira nao trivial em G. a

Para a parte restante da prova, necessitamos de emparelhamentos per-
feitos construidos especialmente para cada situacao. Estes emparelhamentos
podem ser obtidos combinando os emparelhamentos descritos abaixo:

Proposicao 8.1.3 Dados dois vértices p e q em B, existe um emparelha-
mento N que contém a aresta e e que emparelha os vértices de A — {y} com

os de B —{p,q}.
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Figura 8.4: Emparelhamentos perfeitos M e M’ para o caso (c).

Dem. Como G é brick, G — {p,q} tem emparelhamento perfeito. Um em-
parelhamento perfeito de G — {p, ¢} obviamente contém tal emparelhamento
N. O

Proposicao 8.1.4 FExiste emparelhamento perfeito em G contendo e e que
emparelha quaisquer dois vértices de {uy,us,us} com vértices de B.

Dem. Vamos mostrar, por exemplo, que existe emparelhamento perfeito
em G contendo e e que emparelha uy e uz com vértices de B. Pela Pro-
posigao 8.1.2, temos que |adj({uz, u3}) N B| > 2. Logo, existem dois vértices
p e q distintos em B tais que p é adjacente a uy e ¢ é adjacente a u3.

Pela Proposicao 8.1.3, existe um emparelhamento N que contém a aresta
e e que emparelha os vértices de A — {y} com os de B — {p,q}. Entao
N U {(u2,p), (us,q)} U {(ug, u1), (w4, ur), (us,us)} é da forma desejada. De
forma anéloga, podemos mostrar que a Proposicao é verdadeira para qualquer
outro par de vértices em {uq, ug, us}. O

Podemos supor entao que M (M') é um emparelhamento perfeito em G
que contém e e emparelha u; e uy (ug e uz) com vértices de B. Entao M (M')
contém as arestas {(ug,ur), (us, us), (us,us)} ({(u1,uq), (ug, ur), (us, ug)})
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Figura 8.5: Emparelhamentos perfeitos M e M’ para o caso (d).

(Figura 8.4(a) e (b)). Considere Gy := G — {(u3, ur), (us, us), (ug, us), e}.
Procedendo de maneira andloga ao que fizemos no caso (a), podemos ver que
(G, é matching covered, e uma decomposi¢ao de GG; em cortes justos fornece
K, como seu tunico brick. Por hipétese de inducao, existe uma decomposicao
em orelhas de G; que usa uma tunica orelha dupla. Agora vamos colocar as
quatro arestas restantes, cada uma delas como um orelha simples para obter
uma decomposicao em orelhas de G que usa uma tnica orelha dupla.

O emparelhamento M nos mostra que e é¢ uma orelha simples de G, e o
emparelhamento M’ nos mostra que (us, us) é uma orelha simples de G +e.
Tomando emparelhamentos perfeitos adequados, podemos facilmente incluir
as outras duas arestas, uma por vez, como orelha simples para obter uma
decomposicao em orelhas de G que usa uma unica orelha dupla.

Trataremos agora o caso (d). Para este caso precisamos da seguinte Pro-
posicao.

Proposigao 8.1.5 |adj({us,us}) N B| > 2 e |adj({ugs,ug}) N B'| > 2. Além
disso, BU{ug} e BU{ug} possuem cada um pelo menos dois adjacentes em
B'. Analogamente, B' U {uy} e B'U{us} possuem cada um pelo menos dois
adjacentes em B.
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Dem. Suponha que |adj({us, ug}) N B'| = 1. Entdo A’ U B ¢é uma barreira
nao trivial em G, o que é uma contradicao pois GG é brick. situacao andloga
ocorre se |adj({usg,us}) N B| = 1.

Se B U {ug} possui um tnico adjacentes em B’ entdo A’ U {ug} é uma
barreira nao trivial em G. De forma analoga podemos mostrar os outros
casos. O

Por simples contagem, todo emparelhamento perfeito em G contendo a
aresta e tem exatamente duas arestas com um extremo em B e o outro em
{ug,us} U B'. Podemos usar as Proposicoes 8.1.5 e 8.1.3 para mostrar que
existe um emparelhamento perfeito M que emparelha {ug, u3} com vértices
de B e {ug, ug} com vértices de B' (Figura 8.5(a)). Podemos também mostrar
que existe um emparelhamento perfeito M’ em G contendo a aresta e e que
emparelha exatamente um de us e ugz, digamos us, com um vértice de B,
e consequentemente, um de ug e ug, digamos ug, com um vértice de B’
(Figura 8.5(b)).

Considere G := G — {(u3, u3), (us, ur), (ug, ug), e}. Por um procedimento
analogo ao da proposicao 8.1.1, podemos provar que GG; é matching covered.
Além disso, GG; tem K, como seu unico brick. Por hipétese de inducao, existe
uma decomposicao em orelhas de G; que usa uma unica orelha dupla.

Considerando o emparelhamento perfeito M’ podemos ver que e é uma
orelha simples de Gy, e Considerando o emparelhamento perfeito M podemos
ver que (uy,u7) é uma orelha simples de Gy + e. Tomando emparelhamentos
perfeitos adequados, podemos facilmente incluir as outras duas arestas, uma
por vez, como orelha simples para obter uma decomposicao em orelhas de G
que usa uma unica orelha dupla.

Suponha agora que G é da forma da figura 8.2(e). Podemos proceder de
forma analoga a Proposicao 8.1.4 para mostrar que existe emparelhamento
perfeito M (M') em G que contém e e emparelha u;y e ug (u; e uz) com vértices
de B (Figura 8.6(a) e (b)). Considere Gy := G —{(us, ur), (us, ug), (uz, uq), €}
e proceda de forma andloga aos casos anteriores. O

Teorema 8.2 Todo brick diferente do grafo de Petersen admite uma decom-
posicao em orelhas que usa uma unica orelha dupla.

Dem. Imediato a partir do Teorema 8.1. O

Pelo Teorema 8.2, concluimos que a conjectura 5.3 é verdadeira para os
bricks.
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Figura 8.6: Emparelhamentos perfeitos M e M’ para o caso (e).

8.3 Teorema de Lovasz-Vempala reforcado

Seja G um grafo matching covered cuja decomposicao em cortes justos fornece
b bricks, dentre os quais p sao, a menos de arestas paralelas, isomorfos ao
grafo de Petersen. Vamos denotar por ¢(G) o valor b+ p.

Relembre que uma aresta e é disponivel em um brick G se G—e é matching
covered e b(G —e) = 1. Dizemos que uma aresta e € E(G) é fortemente
disponivel se G — e é matching covered e ¢p(G — e) = ¢(G). Vejamos alguns
exemplos. Se G ¢é o grafo de Petersen entdo ¢(G) = 2. Mas para toda aresta
e deste grafo temos ¢(G —e) = 2. Portanto, toda aresta no grafo de Petersen
é fortemente disponivel.

Suponha agora que G seja um brick distinto do grafo de Petersen. Entao
#(G) = 1. Logo, uma aresta neste grafo é fortemente disponivel se G — e é
matching covered e ¢(G — e) = 1, ou seja, G — e deve ter um tnico brick e
este deve ser distinto do grafo de Petersen.

Dizemos também que um par de arestas {e, f} de um brick G é fortemente
disponivel se G—{e, f} é matching covered e p(G—{e, f}) = 0= ¢(G)—1, ou
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seja, se G — e é matching covered e bipartido. Chamaremos de elemento for-
temente disponivel a uma aresta fortemente disponivel ou um par fortemente
disponivel de arestas em G.

Esta secao serd dedicada a provar que “todo brick possui pelo menos trés
elementos fortemente disponiveis”. Este Teorema sera utilizado no préximo
Capitulo para que possamos provar que a Conjectura 5.3 é verdadeira. Vamos
inicialmente apresentar alguns resultados que contribuirao diretamente para
a demonstracao deste Teorema.

O Lema a seguir é Corolario do Teorema 8.2 e de outros Teoremas im-
portantes demonstrados nos Capitulos anteriores.

Lema 8.3 Todo brick distinto de K, e Cg contém uma aresta fortemente
disponivel.

Dem. Seja G um brick distinto de K, e C5. Se G é o grafo de Petersen
entao toda aresta de GG é fortemente disponivel. Podemos supor entao que
G também nao é o grafo de Petersen.

Pelo Teorema 8.2, existe uma decomposicao em orelhas de G que usa
uma unica orelha dupla. Pelo Teorema 5.8, existe uma decomposicao em
orelhas canonica D de G que usa uma tnica orelha dupla. Portanto, como
G ¢é distinto de K, e Cg, a ultima orelha de D é uma aresta, digamos e.

Claramente, a decomposicao D fornece uma decomposicao em orelhas
de G — e que usa uma unica orelha dupla. Pelo Teorema 5.2, temos que
#(G — e) = 1. Portanto, e é fortemente disponivel. O

O que vamos fazer para exibir elementos fortemente disponiveis em um
brick GG, é busca-los dentre os elementos fortemente disponiveis de G’, o
brick de G — e, onde e ¢ fortemente disponivel em G. Os dois Lemas a seguir
mostram alguns exemplos de como isto ¢ feito.

Lema 8.4 Seja G um brick e e uma aresta fortemente disponivel em G. Seja
G' o brick de G — e e suponha que €' seja uma aresta fortemente disponivel
em G'. Entao (i) G — e — €' é matching covered, (ii) o brick de G —e — ¢’
é o brick de G' — €' e (iii) p(G —e—¢€') = 1. Além disso, se e & € em G
entao € ¢ fortemente disponivel em G.

Dem. Pelo Lema 3.23, o grafo G' é obtido de GG — e por no maximo duas con-
tragoes de margens bipartidas de cortes justos. Se €’ nao incide em nenhum
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dos vértices resultantes de contragoes entao claramente G —e — ¢’ é matching
covered. No caso em que €' incide em algum destes vértices, podemos utilizar
o Lema 3.15 para concluir que G — e — ¢’ é matching covered. Portanto, em
qualquer caso, G — e — €’ é matching covered.

O brick de G —e — ¢’ é o brick de G’ — ¢’ pois, todo corte justo de G —e é
também justo em G —e — €' (Lema 3.13). Isto significa que podemos obter o
brick de G — e — € fazendo inicialmente contragoes nos cortes justos de G —e
até obter G'—¢€'. Como ¢(G'—¢') = 1, podemos concluir que ¢p(G—e—e') = 1.

Portanto, G — e — €' tem um unico brick e este é distinto do grafo de
Petersen. Pelo Teorema 8.1, existe uma decomposicao em orelhas de G—e—e¢’
que usa uma unica orelha dupla. Por hipétese, e % €. Entao podemos
adicionar e como uma arelha simples a esta decomposicao para obter uma
decomposicao em orelhas de G — ¢’ que usa uma unica orelha dupla. Pelo
Teorema 5.2, podemos concluir que ¢(G — €') = 1. Portanto, €' é fortemente
disponivel em G. O

Lema 8.5 Seja G um brick e e uma aresta disponivel em G. Seja G' o brick
de G — e e suponha que o par de arestas {f1, f3} € fortemente disponivel em
G'. Entdo o par {f], f3} € fortemente disponivel em G ou uma dentre f| e
fs € fortemente disponivel em G.

Dem. Por definicao de par fortemente disponivel, temos que G' — { f{, f5} é
matching covered e bipartido. Vamos denotar a biparticao de G' — {f], f3}
por (U, W). Ajuste a notacao para que f] possua seus dois extremos em U e
f5 possua seus dois extremos em W.

Por hipotese, e é disponivel em G. Entao G — e satisfaz as hipoteses do
Teorema 3.23. Portanto, G — e satisfaz um dos trés itens deste Teorema.

Se (G —e é bicritico entao, pelo Lema 3.17, G—e é brick. Logo, G—e = G'.
Neste caso, se e possui um extremo em U e outro em W entao G —{f1, f3} é
matching covered e bipartido, ou seja, o par de arestas { fi, f3} é fortemente
disponivel em G.

Se e possui seus dois extremos em U entao G — {e, f1, f5} = G' —{f1, f3}
¢ matching covered e bipartido. Considere agora um emparelhamento per-
feito M de G contendo e. Por contagem, M contém f} mas nao contém f.
Portanto, e e fj formam uma orelha dupla de G — {e, f{, f3}. Logo, existe
uma decomposi¢ao em orelhas de G — f| que usa uma tunica orelha dupla.
Pelo Teorema 5.2, ¢(G — f]) = 1. Portanto, f] é fortemente disponivel em
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G. No caso em que e possui seus dois extremos em W, podemos concluir de
forma andloga que f} é fortemente disponivel em G.

Se G —e satisfaz o item 2 do Teorema 3.23 entao G—e possui uma barreira
nao trivial B tal que se A é o conjunto das componentes triviais de G —e — B
entao G' é obtido de G — e pela contracao de B U A a um unico vértice b.
Em G’ o vértice b pertence a U ou a W. Suponha que b € U. Entao mesmo
que f{ possua um extremo em b, podemos concluir, pelo Lema 3.15, que
G — {e, f{, f3} é matching covered e bipartido. Daqui para frente podemos
proceder de modo analogo ao caso anterior.

Se G—e satisfaz o item 3 do Teorema 3.23 entao G—e possui duas barreiras
nao triviais B e B’ tais que se A e A’ sao os conjuntos das componentes triviais
de G—e— B e G—e— B, respectivamente, entao BU A é disjunto de B'U A’
e G’ é obtido de G — e pela contracao de B U A a um tnico vértice b e pela
contracao de B’ U A" a um tunico vértice O’. Além disso, em G, a aresta e
possui um extremo em A e o outro em A’. Resta agora analisar os casos
em que b e b’ pertencem ambos a uma mesma biparticao de G’ ou nao. Em
quaisquer dos casos vamos concluir que o par { f{, f5} é fortemente disponivel
em G ou uma dentre f] e f) é fortemente disponivel em G. O

Motivados pelos dois Lemas acima, introduzimos o conceito de
“promocao” de elemento fortemente disponivel. Seja G' um brick e e uma
aresta fortemente disponivel em G. Seja G' o brick de G — e. Dizemos que
um elemento fortemente disponivel em G’ é promovido para G se ele também
é fortemente disponivel em G ou, no caso de ser um par de arestas, um de
seus elementos é fortemente disponivel em G.

Por exemplo, o Lema 8.5 nos diz que se um par de arestas é fortemente
disponivel em G’ entao ele pode ser promovido para GG. O Lema 8.4 nos diz
que se uma aresta €' é fortemente disponivel em G’ e e & ¢ em G entao ¢
pode ser promovida para G.

Lema 8.6 Se G ¢ um brick e e € uma aresta de G tal que G — e é matching
covered e possui K4 como seu unico brick entdo G possui dois elementos
fortemente disponiveis promouvidos do Ky.

Dem. Por hipétese, G — e satisfaz as hipdteses do Teorema 3.23.

Se GG — e satisfaz o item 1 do Teorema 3.23, ou seja, se G — e é bicritico
entao, pelo Lema 3.17, G —e é brick. Entao G —e = Ky, ou seja, G = K, +e,
0 que nao pode ocorrer pois neste caso G possui aresta paralela.
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Figura 8.7: Formas possiveis para o grafo G.
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Se GG — e satisfaz o item 2 do Teorema 3.23 entao G — e possui uma
barreira nao trivial B tal que se A é o conjunto das componentes triviais
de G — e — B entao K, é obtido de G — e pela contracao de BU A a um
unico vértice. Entdo G tem a forma de um dos grafos da figura 8.7(a) ou (b),
possivelmente acrescido de arestas adicionais com extremos em {vy, vy, v3} e

B.

Se G—e satisfaz o item 3 do Teorema 3.23 entao G—e possui duas barreiras
nao triviais B e B’ tais que se A e A’ sdo os conjuntos das componentes
triviais de G —e — B e G — e — B’, respectivamente, entao B U A é disjunto
de B'UA" e K, é obtido de G — e pela contracao de BU A a um tnico vértice
e pela contracao de B’ U A’ a um unico vértice. Além disso, em G, a aresta
e possui um extremo em A e o outro em A’. Entao G tem a forma do grafo
da figura 8.7(c), possivelmente acrescido de arestas adicionais com extremos
em {v,v2} e B, {v1,12} e B', Be B'.

Vamos analisar os casos (a) e (b) conjuntamente. Seja M um emparelha-
mento perfeito de G contendo a aresta e. Suponha que o vértice v; tem pelo
menos dois vizinhos em B. Seja f uma aresta com extremos em vy e b, onde
be B,etal que f € M. Entao f é fortemente disponivel no K4 e e & f em
G. Pelo Lema 8.4, f é fortemente disponivel em G.

Portanto, se v; possui dois vizinhos em B entao, pela observacao que
fizemos no paragrafo anterior, uma das arestas que liga v; a B é fortemente
disponivel em G. Caso contrario, Seja f a aresta que liga v; a B, e g :=
(vg,v3). O par {f,g} é fortemente disponivel no K. Pelo Lema 8.5, este
par pode ser promovido para G. Podemos usar o mesmo argumento para
o vértice vy para encontrarmos outro elemento fortemente disponivel em G’
que pode ser promovido para G.

Considere agora o caso (¢). Se vy possui dois vizinhos em B entdo uma
das arestas que liga v; a B é fortemente disponivel em G. O mesmo vale
para vg e B'. Suponha entao que vy (vy) estd ligado a B (B') por uma unica
aresta f1 (f]). Entao o par de arestas {fi, f{} é fortemente disponivel no
K,. Pelo Lema 8.5, este par pode ser promovido para . Simetricamente,
podemos encontrar outro elemento. O
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Figura 8.8: Formas possiveis para o grafo G.
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Figura 8.9: Formas possiveis para o grafo G.
De forma analoga ao que fizemos acima podemos provar o seguinte Lema.

Lema 8.7 Se G é um brick e e é uma aresta de G tal que G — e é matching
covered e possui Cg como seu unico brick entao G possui dois elementos
fortemente disponiveis promouvidos do Cl.

Dem. Se G — e ¢ brick entdo G = Cg + e, ou seja, G é o Cg acrescido de
uma aresta paralela, o que nao pode ocorrer, ou G ¢ isomorfo ao grafo da
Figura 8.8(a). Se G — e possui uma tunica barreira maximal nao trivial B
entao, pelo Lema 3.23 item 2, G tem a forma de um dos grafos da figura 8.8(b)
a (e).

Se GG —e possui duas barreiras maximais nao triviais entao, pelo Lema 3.23
item 3, G tem a forma de um dos grafos da figura 8.9 ou 8.10.

Consideremos entao o caso (a) da Figura 8.8. Neste caso, cada uma das
arestas f e g do Cg, indicadas na figura, é fortemente disponivel em G.

Considere agora o caso (b). O par de arestas {f,g} é fortemente dis-
ponivel no Cs. Pelo Lema 8.5, este par pode ser promovido para G.
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Figura 8.10: Formas possiveis para o grafo G.

Se vy possui dois vizinhos em B entao uma das arestas que liga v a B é
fortemente disponivel em (. Caso contrério, Seja f' a aresta que liga vy a B,
e g = (vi,vq). O par {f’,¢'} é fortemente disponivel no Cs. Pelo Lema 8.5,
este par pode ser promovido para G.

Os casos (¢), (d) e (e) da Figura 8.8, os casos (a) e (b) da Figura 8.9 ¢ o
da Figura 8.10 podem ser tratados de forma analoga. O

Teorema 8.8 Seja G um brick e e uma aresta fortemente disponivel em
G. Seja G' o brick de G —e. Entdo G possui trés elementos fortemente
disponiveis, sendo que dois deles sao promovidos de G'.

Dem. Por indugdo em |E(G)|. A aresta e é um elemento fortemente dis-
ponivel de G. Resta-nos mostrar entao que G tem dois elementos fortemente
disponiveis promovidos de G'.

Se G' = K, entdo o Teorema é demonstrado pelo Lema 8.6, e se G' = Cg,
o Teorema é demonstrado pelo Lema 8.7. Podemos supor entao que G’ é
distinto de K; e Cs. Como e é fortemente disponivel em G, o grafo G’
também ¢é distinto do grafo de Petersen.
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Por hipdtese de inducao, G’ possui trés elementos fortemente disponiveis.
Se pelo menos dois deles podem ser promovidos para GG entao nao ha nada
mais a fazer. Suponha entao que isto nao ocorre.

Observe que pelo Lema 8.5, todo par fortemente disponivel de G’ pode
ser promovido para GG. Portanto, um dos elementos fortemente disponiveis
de G’ é uma aresta ¢ que nao pode ser promovida para G. Pelo Lema 8.4,
e=¢c emG.

Entao existe uma barreira maximal B’, em G — ¢/, contendo os extremos
da aresta e. Pelo Lema 8.4, ¢(G —e —¢€') = 1. Logo, G — B' — €’ contém
exatamente uma componente nao trivial X'. Escolha e’ fortemente disponivel
em G’ tal que e = €' e a barreira maximal B’ seja a maior possivel.

Seja G" o brick de G' — ¢’. Por hipotese de inducao, G' possui dois
elementos fortemente disponiveis promovidos de G”. Vamos agora considerar
dois casos, dependendo se, em G — B’ — €', a aresta ¢ possui ou nao um
extremo em X'.

Caso 1 ¢ nao possui extremo em X'.

Como B' é barreira maximal em G — ¢/, a componente X' é critica. Seja
J o grafo obtido de G pela contracao de V(G) — X' a um tnico vértice b.
Como V(X') é um corte justo em G —e—¢', temos que .J é matching covered.
Além disso, ¢(J) = ¢(G — e — €’) = 1. Vamos mostrar que .J é brick.

Como X' é critica, J — {b,z} tem emparelhamento perfeito, para todo
x € X'. Logo, se J possui uma barreira nao trivial B entao b € B, ou seja,
B ¢ barreira em G, o que é uma contradi¢ao. Portanto, J ¢é bicritico. Como
#(J) =1 temos, pelo Lema 3.17, que J é brick e J # P. Entao J é o brick
de G —e—¢'. Logo, G" = J.

Considere um elemento fortemente disponivel de G’ que é promovido de
G". Se este é um par fortemente disponivel em G’ entao, pelo Lema 8.5, este
par pode ser promovido para G.

Suponha agora que este elemento é uma aresta, digamos e”. Entao e’ é
fortemente disponivel em G’. Pelo Lema 8.4, G — e — ¢” é matching covered.
Vamos mostrar que e % €¢” em (. Assim, podemos concluir por este mesmo
Lema que €” é fortemente disponivel em G.

Seja H o grafo obtido de G pela contragao de X' a um tdnico vértice
z'. Entao H é matching covered. Observe que H é composto por um grafo
bipartido acrescido das arestas e e € cujos extremos de cada uma delas
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pertencem a uma mesma biparticdo. Uma das biparticoes de H é B’ (a
barreira de G — e — €'). Vamos denotar a outra biparticao por A’. Portanto,
a aresta e possui seus dois extremos em B’ e €' possui seus extremos em A’.
Logo, em H, temos que e < €.

Se " ¢ V(X') entao claramente e 7 ¢” em G pois, considere um empare-
lhamento perfeito M; em H contendo e. Seja f a aresta de M; que incide em
z'. Como G" — €” é matching covered, existe um emparelhamento perfeito
My em G" —¢” contendo f. Logo, M; UM, é um emparelhamento perfeito em
G contendo e, mas nao €, ou seja, e & ¢’ em (. Portanto, e’ é fortemente
disponivel em G.

Suponha agora que ¢” € V(X'). Se e = €¢” em G entao e = €” em H.
Mas como e < €' em H, temos, por transitividade, que ¢’ = ¢” em H. Ou
seja, em H — e", existe uma barreira B” contendo ambos os extremos de
e'. Além disso, €" deve possuir seus extremos em componentes distintas de
H — B" —¢". Mas € possui um extremo em z’. Logo, 2’ pertence a alguma
componente impar de H — B"” — ¢”. Portanto, ¢’ nao é admissivel em G —¢”,
o que é uma contradicdo, pois G — e — €” é matching covered. Portanto,
e % ¢’ em G, e assim, €” é fortemente disponivel em G.

Caso 2 ¢ possui um extremo em X'.

Seja J o grafo obtido de G pela contragao de V(G)— X' a um unico vértice
beseja K :=J—¢€. Note que K também pode ser obtido de G — e — ¢’
contraindo V(G) — X’. Como G — e — ¢’ é matching covered e V(X') é justo
em G —e—¢€', temos que K é matching covered. Seja M' um emparelhamento
perfeito em G contendo e. Entao M’ contém e’ e a restricao de M’ ao grafo
J é um emparelhamento perfeito de J que contém e'. Portanto, J também é
matching covered.

Como €” é aresta de G”, que é o brick de G —e—¢€', temos que " € E(J).
Vamos mostrar que e’ % €” em J. Suponha o contrario. Logo, em J — €”,
existe uma barreira B” contendo ambos os extremos de e/. Mas um dos
extremos de ¢ é 2’. Entao S := (B" —2') U B’ é uma barreira em G — €”
contendo propriamente B’. Como GG —e —e” é matching covered, temos que e
é a Unica aresta de G — €” com ambos os extremos em S. Mas isto contradiz
a escolha de ¢ em G'.

Portanto, €' # €” em J. Logo, existe um emparelhamento M, em J
contendo e’ mas nao e”. Seja M; um emparelhamento perfeito em G contendo
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e. Entdo M, NV (X') = {€'} e, consequentemente, (M;\E(J)) U My é um
emparelhamento perfeito de G contendo e mas nao €”, ou seja, e & €’ em
G. Portanto, e” é fortemente disponivel em G. Isto prova o Teorema. O



Capitulo 9

Consequéncias Importantes

9.1 Introducao

Neste Capitulo apresentaremos algumas conseqiiéncias
dos Teoremas 8.2 e 8.8. Na Secao 9.2 mostraremos que a Conjectura 5.3
é verdadeira para todo grafo matching covered, ou seja, mostraremos que
todo grafo matching covered admite uma decomposi¢ao em orelhas que usa
exatamente b + p orelhas duplas.

Na Secao 9.3 mostraremos que o matching lattice de um grafo match-
ing possui uma base formada somente por emparelhamentos perfeitos. Para
finalizar apresentaremos, na Se¢ao 9.4, uma caracterizac¢ao para Lin(M, Z,).

9.2 Decomposicao o6tima em orelhas para
grafos matching covered

Pelo Teorema 5.2, sabemos que o nimero minimo de orelhas duplas de uma
decomposicao em orelhas de um grafo matching covered G é b+p. Nesta secao
vamos mostrar que todo grafo matching covered admite uma decomposigao
em orelhas que usa exatamente b + p orelhas duplas.

Para isso precisamos inicialmente generalizar o conceito de elemento for-
temente disponivel visto no Capitulo anterior. Se G é um grafo match-
ing covered entao dizemos que P é uma orelha fortemente disponivel de
G se G — P é matching covered e ¢(G — P) = ¢(G) se P for simples ou

137
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¢(G — P) = ¢(G) — 1 se P for dupla. Por exemplo, um elemento fortemente
disponivel em um brick é uma orelha fortemente disponivel.

Lema 9.1 Todo grafo matching covered distinto de Ky e de Cy, contém pelo
menos duas orelhas fortemente disponiveis disjuntas nas arestas.

Dem. Seja G um grafo matching covered distinto de Ky e de Cy,. Vamos
fazer indugao em |E(G)|. Se G contém arestas paralelas entao cada uma
delas é uma orelhas fortemente disponivel. Podemos supor entao que G nao
possui arestas paralelas.

Caso 1 G tem um vértice u de grau dois.

Sejam v e w os vértices adjacentes a u, e seja X := {u, v, w}. Considere
o corte C' := V(X). Este corte é justo em G. Sejam G, e Gy as duas C-
contracoes em (G, onde (G; é obtido pela contracao de X a um unico vértice
x. Entao G| e G, sao matching covered. Além disso, G5 é bipartido e G é
tal que §(G1) = B(G).

GG1 nao pode ser Ky senao GG nao seria matching covered. Se G| = Cy,
entao G' = Cy, 12, 0 que contradiz a hipétese. Portanto, GG é distinto de K,
e de Cy,.

Por hipétese de indugao, Gy contém pelo menos duas orelhas, digamos
P, e P,, fortemente disponiveis e disjuntas nas arestas. Vamos mostrar que
cada P; de G} da origem a uma orelha (); fortemente disponivel em G.

Se V(P;) nao contém z entao tome @; := P;. Claramente ); é fortemente
disponivel em G. Suponha entao que z é um vértice de V(F;). O caso em
que x é vértice interno de uma orelha de P; também ¢ trivial.

Podemos supor entao que x é um vértice extremo de uma orelha de F;.
Seja f a aresta de P; que incide em z. Entao no grafo G' a aresta f incide
em um de v ou w, digamos v. Se |V(v)| > 3 entao tome novamente @Q; := P,
e se |V(v)| = 2 entao tome Q; := P; U {(v,u), (u,w)}. Em qualquer caso
podemos ver que @); fortemente disponivel em G. O

Caso 2 G ¢ bipartido.

Entao ¢(G) = 0. Além disso, qualquer decomposicao em orelhas de G
usa somente orelhas simples. Como G nao tem vértice de grau dois, a ultima
orelha de qualquer decomposicao em orelhas de G é sempre uma aresta.
Agora ¢ facil de ver que G contém pelo menos duas arestas e; e e que sao
orelhas fortemente disponiveis. O
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Caso 3 G é um brick.

Se G é K, ou Cg entao G tem nao somente duas mas trés orelhas duplas
fortemente disponiveis e disjuntas nas arestas. Para o grafo de Petersen, toda
aresta ¢ fortemente disponivel. Se G ¢ diferente de K, Cs e do grafo de Pe-
tersen entao peloo Teorema 8.8 GG tem trés elementos fortemente disponiveis.
a

Caso 4 G ¢ bicritico.

Se G ¢ brick entao podemos terminar pelo Caso 3. Suponha entao que G
nao ¢ brick. Logo, ele tem uma 2-separagdo {u,v}. Seja C' um corte justo
associado a esta 2-separacao e sejam G e Gy as duas C-contracoes. Entao
?(G) = ¢(G1) + ¢(G2). Além disso, G e Gy sao bicriticos e portanto, ambos
sao distintos de Ky e Cy,.

Considere o grafo simples G} obtido de G} removendo as possiveis ares-
tas paralelas que possam existir ligando os vértices u e v. Por hipdtese de
inducao, G| contém duas orelhas fortemente disponiveis e disjuntas nas ares-
tas. Assim, uma destas orelhas nao contém a aresta (u,v) e portanto, é
também uma orelha fortemente disponivel em G.

Analogamente, podemos mostrar que G5 também contém uma orelha que
é fortemente disponivel em G. O

Caso 5 G nao € bicritico.

Entao G contém uma barreira nao trivial. Seja B uma barreira nao trivial
minimal em G. Sejam Hy, Ho, ..., Hy, onde (k = |B|), as componentes de
G — B, e G;, 1 <i<k, o grafo obtido pela contragdo de V(G) — V(H;) a
um tnico vértice z;. O grafo bipartido obtido pela contracao de cada Hj,
1 <i <k, a um tunico vértice sera denotado por H.

Portanto, ¢(G) = F | ¢(G;). Além disso, pela escolha de B, podemos
concluir que H é um brace. Como o Caso 2 nao se aplica, G é nao bipartido.
Logo, alguma componente H; é nao trivial.

Fixe a notagao para que H; seja nao trivial. Como G nao tem vértices de
grau dois, G; nao é Cy,. Por hipdtese de inducao, (G; contém duas orelhas,
P, e P, fortemente disponiveis e disjuntas nas arestas.

Se G — P, for matching covered entao claramente P; serd fortemente
disponivel em G. O mesmo vale para P,. Vamos mostrar entao que G — P;
ou G — P, é matching covered.
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Se x; for vértice interno de P; entao P, nao contém z; e, claramente,
G — P, é matching covered. Se nenhuma orelha de P; possui extremo em
x entao claramente G — P; é matching covered (i = 1,2). Podemos supor
entao que uma orelha de P; e uma de P, possuem extremo em x;. Como
G — P, é matching covered (i = 1,2), o vértice z; tem grau pelo menos dois
em (G; — P; e, conseqiientemente, x; tem grau pelo menos trés em G;.

Se |B| > 3 entao pelo Lema 3.14, H — e é matching covered para toda
aresta e € F(H). Portanto, G — P; também é matching covered. Podemos
supor entao que |B| = 2; digamos que B := {b;, by}.

Se algum vértice de B, por exemplo by, tem dois vizinhos em H; e P,
incide em b, entao claramente G — P; é matching covered. Suponha entao
que isto nao ocorre. Logo, P, e P, devem incidir em vértices distintos de
B. Vamos supor que P; incide em b; e P, incide em by. Mas como vimos, o
vértice x; tem grau pelo menos trés em G;. Entao um de by e by, digamos
by, tem dois vizinhos em H;. Portanto, G — P, é matching covered.

Como |B| =2 e o caso 1 ndo se aplica, a componente Hy é ndo trivial. Por
hipétese de indugao, G contém duas orelhas, P, e P, fortemente disponiveis
e disjuntas nas arestas. De forma andloga, podemos mostrar que uma delas
é fortemente disponivel em G. O

Teorema 9.2 Todo grafo matching covered G admite uma decomposi¢ao em
orelhas que usa exatamente ¢(G) orelhas duplas.

Dem. Por indugdo em |(G)|. Pelo Lema 9.1, G contém uma orelha forte-
mente disponivel P. Por hipétese de inducao, G — P admite uma decom-
posicao em orelhas que usa exatamente ¢(G — P) orelhas duplas. Portanto,
G admite uma decomposi¢ao em orelhas que usa exatamente ¢(G) orelhas
duplas. O

Portanto, uma decomposi¢cao em orelhas de um grafo matching covered
G que usa exatamente ¢(G) orelhas duplas é 6tima.

Podemos afirmar também que uma decomposicao étima pode ser feita
em tempo polinomial pois as operacoes de verificar se um grafo é matching
covered e decomposicao em cortes justos pode ser feita em tempo polinomial,
digamos p;(G) e p2(G) respectivamente. Assim, podemos determinar o valor
#(G) de forma eficiente. Uma possivel orelha de G é formada por um caminho
impar maximal cujos vértices internos tem grau dois ou um par de caminhos
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disjuntos deste tipo. Assim, o tempo gasto para determinarmos uma orelha
fortemente disponivel é limitado superiormente por |E(G)|?(p1(G)+p2(Q)), e
portanto, o tempo gasto para determinar uma decomposicao étima ¢ limitado
superiormente por |E(GQ)[>(p1(G) + po(G)).

9.3 Bases para o matching lattice

O reticulado gerado pelos vetores de incidéncia de emparelhamentos perfeitos
de um grafo matching covered GG, chamado de matching lattice e denotado
por Lat(M), é definido por

Lat(M) :={z € z” ;a2 =Y aux™, au €2},
MeM

onde M denota o conjunto de todos os emparelhamentos perfeitos de um
grafo. Vamos falar rapidamente sobre a caracterizacao do matching lattice
estabelecida por L. Lovadsz. Uma descricao mais detalhada sobre este assunto
pode ser encontrada em [10] e [13].

Seja G' um grafo matchnig covered. Considere o espago das fungoes que
associam a cada aresta de G um numero real. Para um subconjunto A C
E(G), o vetor de incidéncia x* de A é definido por x“(e) = 1see € Ae
x?(e) = 0 caso contrario. Se w é um vetor em z% entdo escreveremos w(A)
para representar o valor Y. 4 w(e).

Claramente, para um emparelhamento perfeito M e um vértice v, temos
que xM(V(v)) = 1. Portanto, se w € Lat(M), ou seja, se w =3 e @nrx™
entao para todo vértice v tem-se w(V(v)) = Y e nr- Logo, podemos
enunciar o seguinte Lema.

Lema 9.3 Uma condicao mnecessaria para que um vetor w pertenca a
Lat(M) € que w(V(u)) = w(V(v)), para todo u, v em V(G). O

Um procedimento muito importante que nos permite descrever o match-
ing lattice de um grafo matching covered é a decomposi¢ao em corte justos
que apresentamos no Capitulo 3. Esta importancia se deve ao fato de que
Lat(M) pode ser expresso em termos dos matching lattices dos bricks e
braces provenientes da decomposi¢ao em cortes justos deste grafo.
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Teorema 9.4 Sejam G um grafo matching covered e C' um corte justo nao
trivial em G. Sejam G e Gy as duas C-contracoes em G. Entao um vetor
w em ZF pertence ao matching lattice de G se, e somente se, as restri¢oes
wy e wy de w a E(G)) e E(Gy) pertencem ao matching lattice de G1 e G,
respectivamente.

Dem. Veja [10], [13, pag. 105]. O

A partir deste Teorema podemos obter a seguinte caracterizagao para o
matching lattice de um grafo matching covered, onde w(C') representa o valor
>ecc w(e), e o termo 5-ciclo denota um circuito de tamanho 5.

Teorema 9.5 Seja G um grafo matching covered, e seja w um vetor em Z2 .
Fize uma decomposicao em cortes justos qualquer de G. Entao w pertence
ao Lat(M) de G se, e somente se,

(a) w(C) € o mesmo para cada corte C' trivial ou usado na decomposi¢io;

(b) Para cada brick (resultante da decomposi¢ao) igual ao grafo de Petersen,
e para cada 5-ciclo deste grafo, a soma dos pesos das arestas de G
mapeada neste 5-ciclo € par.

Dem. Veja [10], [13, pag. 105]. O

Varias questoes referentes ao matching lattice de um grafo matching
covered surgiram. Uma delas quer saber se existe uma base para o matching
lattice formada apenas por emparelhamentos perfeitos. Mostraremos agora
que sim.

E importante lembrar que uma base de um lattice £ é um conjunto line-
armente independente aq, ..., a; de vetores em L tais que para todo elemento
a €L,

a= A\ay+ -+ A\pag, (Al,"',AkEZ).

E bem conhecido que Lat(M), bem como qualquer lattice gerado por ve-
tores inteiros, tem uma base que possui apenas vetores inteiros [18, Corolério
4.1b, pag. 47].

Para determinar uma base para o matching lattice formada apenas por
emparelhamentos perfeitos faremos o seguinte: inicialmente determinaremos
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bases para o matching lattice de cada brick e brace proveniente da decom-
posicao em cortes justos do grafo. A seguir faremos uma “colagem” destas
bases para obter uma base para o grafo original.

A base que vamos exibir para os bricks sera determinada pelos empare-
lhamentos perfeitos associados a uma decomposicao em orelhas destes que
faremos de uma forma bem cuidadosa. Precisamos ainda de alguns resulta-
dos.

Considere um grafo matching covered G e uma decomposicao em orelhas

D::KQZGOCGlc"'CGr_IZG

de GG. Lembre-se que r é o nimero de orelhas da decomposicao. Dentre
as r orelhas, vamos denotar por d o numero de orelhas duplas. Portanto,
r —d é o numero de orelhas simples. Denotaremos, respectivamente, por m,
n o numero de arestas e vértices. Por um simples argumento de contagem
podemos mostrar que

Lema 9.6 r+d=m—n+ 2. O

Seja My o emparelhamento perfeito de GG associado a decomposicao D,
ou seja, para cada i, (0 < i < r — 1), as arestas de My N E(G;) constituem
um emparelhamento perfeito de G; e as arestas de My\ E(G;) constituem um
emparelhamento perfeito de G — V(G;).

Para cada ¢ (0 < ¢ < r — 1), seja M; o emparelhamento perfeito de
G formado por um emparelhamento perfeito de G; contendo uma aresta
de E(G;) \ (E(G;—1) U Mp) mais as arestas de My \ E(G;). (A aresta de
E(G;) \ (E(Gi-1) U My) pode ser a primeira aresta de uma orelha que foi
adicionada a G;_; para obter Gj.)

Chamaremos de emparelhamentos obtidos pela decomposicao D ao con-
junto de emparelhamentos perfeitos My, My ..., M, ;. E deste conjunto de
emparelhamentos que extrairemos uma base para o matching lattice de um
grafo matching covered. Uma propriedade muito simples deste conjunto é a
seguinte:

Proposicao 9.7 A seqiéncia de vetores de incidéncia dos emparelhamen-
tos perfeitos de G obtidos por uma decomposi¢cdo em orelhas é linearmente
independente sobre qualquer corpo.
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Dem. Pois cada emparelhamento contém uma aresta que nao pertence a
nenhum emparelhamento anterior da sequencia. O

O espago linear gerado pelos vetores de incidéncia de emparelhamentos
perfeitos de um grafo matching covered GG sobre um corpo F, denotado por
Lin(M,F), é definido por

Lin(M,F) :={z €F" :x= > aux™,au €F}L
MeM

Seja b o nimero de bricks de uma decomposicao de G em cortes justos.
Dentre os b bricks, denotaremos por p o nimero destes que sao, a menos
de arestas paralelas, isomorfos ao grafo de Petersen. O seguinte resultado
também serd necessario.

Teorema 9.8 Seja G um grafo matching covered e F wm corpo qualquer.
Entao

(a) dim(Lin(M,F)) =m —n+2—b se a caracteristica de F for diferente
de dois;

(b) dim(Lin(M,F)) =m —n+2—b—p se a caracteristica de F for dois.
Dem. Veja [10], [13, pag. 108]. O

A partir do Teorema 9.8 podemos concluir que o nimero maximo de
vetores linearmente independentes em Lat(M) é m—n+2—b, pois Lat(M) C
Lin(M,R). Portanto, uma base para Lat(M) terd no maximo m —n+2—>b
vetores. No caso particular em que b(G) = 1, uma base para Lat(M) terd
no maximo m — n + 1 vetores.

Teorema 9.9 Seja G matching covered tal que b(G) = 1. Suponha que o
brick de G nao € o grafo de Petersen. Entao o matching lattice de G contém
uma base formada por m —n+1 (vetores de incidéncia de) emparelhamentos
perfeitos.

Dem. Pelo Teorema 8.1, G possui uma decomposicao em orelhas que usa
uma tunica orelha dupla. Pelo Teorema 5.8, G' possui uma decomposicao em
orelhas canonica
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DZ:KQZG()CGlC"'CGr,l:G

que usa uma unica orelha dupla. Lembre-se que decomposi¢ao em orelhas
canonica significa que o primeiro grafo nao bipartido obtido é uma subdivisao
impar do K, ou Cs.

Seja My, M ..., M,_, o conjunto de emparelhamentos perfeitos de G' ob-
tidos pela decomposicao D, e seja S := xMo, yM1 .. xMr-1 a seqiiéncia de ve-
tores de incideéncia destes emparelhamentos. Pela Proposi¢ao 9.7, a seqiiéncia
S é linearmente independente sobre qualquer corpo. Pelo Lema 9.6, o nimero
de emparelhamentos desta seqiiéncia é » = m — n + 1. Resta-nos mostrar
que esta seqiiéncia de emperelhamentos gera todos os elementos do matching
lattice de G usando apenas coeficientes inteiros.

Seja w € Lat(M) de G. Pelo Lema 9.3, o valor w(V(u)) é constante para
todo u € V(G). Seja a := w(V(u)).

Vamos mostrar por inducao em |E(G)| que se esta condigao ocorre (ou
seja, w(V(u)) é constante para todo u € V(G)) e além disso, b(G) =1 e o
brick de G nao é o grafo de Petersen entao a seqiiéncia S de emparelhamentos
perfeitos de G' gera w usando apenas coeficientes inteiros.

Vamos analisar o caso em que G é uma subdivisao impar de K,. Para
facilitar a notacao e simplificar os calculos, vamos supor que G é o K4. O
caso em que existem subdivisoes podera ser feito de forma anédloga. Suponha
que w = (a,d’,b,b,c, ) e que as componentes de w estejam associadas as
arestas de G como na figura 9.1(a).

Considere o vetor w' := w — ax{@*}t — by 0¥}t — ¢y e} Claramente,
w' € Lat(M) < w € Lat(M). Além disso, w'(V(v)) = w(V(v))—(a+b+c),
para todo vértice v. Portanto, w'(V(v)) = w(V(ve)) = 0, para todo vértice
v. Ou seja, w' é o vetor nulo. Assim, os emparelhamentos {(vy, ve), (vs, v4)},
{(v1,v4), (v2,v3)} e {(v1,v3), (v2,v4) }, que sdo os emparelhamentos perfeitos
associados a decomposicao D neste caso, geram w.

Suponha agora que G é Cs. Suponha que w = (a,ad’,a”,b, b, V", c,c,c")
e que as componentes de w estejam associadas as arestas de G como
na figura 9.1(b). Observe que os emparelhamentos perfeitos associa-
dos a decomposicao D neste caso sao F; := {(v1,v3), (vs,v4), (vs,06)},
Fy = {(va,vs), (v3,v6), (v1,v4) }, F3 = {(v1,05), (v4,06), (vo,v3)} € Fy =
{(Ula 04)7 (027 03)7 (057 vﬁ)}'
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Ug
a b
c
U1 U3 V9
(a) (b)
Figura 9.1: O vetor w sobre (a) K, e (b) Cs.
Considere w' := w — ax — bx™ — ex™ — (¢ — a)x'™. Assim, v’ €

Lat(M) & w € Lat(M). Além disso, w'(V(v)) = w'(V(vs)) = 0, para
todo vértice v. Entao, w’ tem valor zero para todas as arestas de G exceto,
possivelmente, para as do triangulo formado pelos vértices vs, vy e vg onde
temos w'(vs,v4) = ' — a, w'(vg,v6) = ¢ — ¢ e w'(vg,v3) = b — b. Entao
a—a+b —-b=0V-b+c—c=¢—c+d —a =0, de onde podemos
concluir que @’ = a, b’ =be ¢ = c¢. Logo, w' é o vetor nulo. Assim, os quatro
emparelhamentos acima geram w em G usando apenas coeficientes inteiros.

Suponha agora que G ndo ¢ nem o K, e nem Cg. Como a decomposicio
D é canonica e usa uma unica orelha dupla, a ultima orelha de D ¢ simples.
Vamos denota-la por P := (v, ay, v1,a2,vs, ..., 051, Vogr1), onde os a;'s e
v;’s representam as arestas e vértices de P, respectivamente.

Como w(V(u)) = «, para todo vértice u € V(G), temos que w(a;) =

w(ag) = -+ = w(agy) e w(az) = w(ay) = -+ = w(agy). Observe que
Gg, g, - - ., Qg SA0 arestas de My e ay, as, . .., asey1 sao arestas de M, ;. Seja
w = w — wlay) M.
Entao w' tem o valor zero para as arestas aj,as,...,az+1 de P. Note
que 3 := w'(V(u)) = @ — w(ay), para todo u € V(G). Portanto, w(ay) =
w(ag) =--- = wlay) = F.

Considere entao a restricao w” de w' a G,_o = G — P. Claramente,
w"(V(u)) = B para todo u € V(G, 2). Além disso, a decomposi¢ao D, a
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menos da orelha P, é uma decomposicao em orelhas de G,_» que usa uma
tnica orelha dupla. Pelo Teorema 5.2, podemos concluir que b(G,_2) =1 e
que o brick de G,_5 nao é o grafo de Petersen.

Por hipétese de inducdo, a seqiiéncia ™Mo, yMt ... xyMr-2 de vetores de
incidéncia de emparelhamentos perfeitos de G restritos a G, 5 gera w” usando
apenas coeficientes inteiros, ou seja,

My

r—2
w" =3 ax™, o €z
i=0

Entdo YF | ay. = w”(V(u)) = 3. Portanto, se considerarmos agora estes
mesmos emparelhamentos como emparelhamentos perfeitos de G temos

r—2
w' =Y ax™, o €z
i=0
Logo, fazendo «,._; := w(ay) temos
r—1
w = ZaiXMi, o; € Z.
i=0

[sto prova o Teorema. O

Utilizando esta mesma técnica de obter bases para Lat(M) via decom-
posicao em orelhas, podemos mostra de forma analoga o seguinte Lema.

Lema 9.10 O matching lattice de um grafo matching covered bipartido
contém uma base formada apenas por m —n + 2 (vetores de incidéncia de)
emparelhamentos perfeitos. O

E importante notar que esta técnica de obter bases para Lat(M) via
decomposicao em orelhas nao funciona para o grafo de Petersen, pois uma
base de Lat(M) para este grafo contém 6 vetores e a decomposi¢ao em orelhas
fornece somente 5. No entanto, podemos proceder de outra forma e mostrar
que este grafo também contém uma base de emparelhamentos perfeitos.

Lema 9.11 Se G € o grafo de petersen entao o matching lattice de G contém
uma base formada apenas por m —n+ 1 (vetores de incidéncia de) empare-
[hamentos perfeitos.
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Dem. Se G é o grafo de Petersen entao o nimero total de emparelhamentos
perfeitos distintos de G é 6 = m —n+1 e eles sao linearmente independentes
em R. Portanto, se w € ZZ um vetor que pertence ao Lat(M) de G entao
w deve ser combinacao inteira destes seis emparelhamentos e nada mais.
Portanto, eles geram w. O

Teorema 9.12 O matching lattice de um grafo matching covered contém
uma base formada apenas por (vetores de incidéncia de) emparelhamentos
perfeitos.

Dem. Seja G um grafo matching covered. Vamos demonstrar, por indugao
em |V(G)| + |E(G)| que G contém uma base para Lat(M) formada por
m — n + 2 — b emparelhamentos perfeitos.

Se G nao tem corte justo nao trivial entao G é um brick ou brace. Se
G é um brick distinto do grafo de Petersen entao podemos resolver pelo
Teorema 9.9, e se G é o grafo de Petersen entao resolvemos pelo Lema 9.11.
Se G é um brace entao resolvemos pelo Lema 9.10.

Suponha entao que G possui um corte justo nao trivial C'. Sejam G e
(G5 as duas C-contragoes. Entao G e (G5 sao matching covered. Por hipdtese
de inducao, para © = 1,2, o grafo G; contém uma base S; para o matching
lattice de G; formada por m; — n; + 2 — b; emparelhamentos perfeitos, onde
m;, n; e b; representam o nimero de arestas, vértices e bricks de G;. Logo,
m1+m2:m+|C'|, n1+n2:n+2 eb1+b2 =b.

A técnica que adotaremos agora para “colar” as bases S; para obter uma
base para G é a mesma utilizada no Livro de Lovdsz e Plummer [11, pag.
301].

Para cada 7 = 1,2 e e € C, seja S7 o conjunto dos emparelhamentos
perfeitos de S; que contém a aresta e. Como G; é matching covered, nenhum
S¢ é vazio. Entao selecione um Ff € S; para cada ¢ e e. Considere os
emparelhamentos Fy U F¥ (onde Fy € S§) e Ff U Fy (onde Fy € S§) de G.
Vamos denotar este conjunto de emparelhamentos perfeitos de G por F. O
nimero total destes emparelhamentos é

DS+ IS5 = 1C] =[S+ ]S - C
ecC eeC
= (mi—n1+2—=0)+ (me—na+2—1by) —|C]|
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= m+|Cl—n+2)+4—-b—|C]
= m—-n+2-0>.

Note que devemos subtrair o valor |C'| na somatdéria acima porque os
emparelhamentos FY U Fy aparecem duas vezes em F. Vamos mostrar que
estes emparelhamentos de GG sao linearmente independentes em R e geram
Lat(M). Assuma que para cada F; € S; e para cada Fy € Sy que A(F}) e
A(F,) sejam nimeros reais tais que

SO AE)ITE LY ST AF)NTE =0,

€
ecC F1 €Sy ecC FpeSs
Fa#Fy

Restringindo esta relacao a GGy obtemos

Z )\(Fl)XFl + Z Z )\(Fg) XFl6 = 0.

F1eSy ecC Fress
Fy£FS

Como os emparelhamentos perfeitos de S; sao linearmente independentes,
A(F1) = 0, exceto possivelmente para os emparelhamentos F; = Ff (e € C).
Analogamente, A(F,) = 0, exceto possivelmente para os emparelhamentos
F, = Fy (e € C'). Mas entao na equacao 9.3 o segundo termo é zero, e
portanto, A(F}) = 0 para todo F} € S;. Analogamente, A(Fy) = 0 para todo
F;, € §;. Portanto, os elementos de F sao linearmente independentes.

Vamos mostrar agora que os elementos de F geram o matching lattice
de G. Seja w um vetor pertencente ao matching lattice de GG. Considere as
restri¢oes wy e wy de w a E(G)) e E(Gy), respectivamente. Pelo Teorema 9.4,
wy e wy pertencem ao matching lattice de G| e Gy, respectivamente. Como 5;
forma uma base para o matching lattice de G;, temos que w; pode ser escrito
com combinacao inteira dos elementos de S;. Logo, para cada F| € S| e para
cada Fy € Sy existem A(F)) e A(Fy) inteiros tais que

w; = Z )\(Fl)XFl

Fes:

Woy = Z )\(FQ)XF2

FreSs
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Figura 9.2: Exemplos de conjuntos coerentes.

Para cada i = 1,2 e e € C, seja S7 o conjunto dos emparelhamentos
perfeitos de S; que contém a aresta e. Entao em G tome o vetor

2= ST ME)XVE 23 ST OAE)XTTUE - S w(e) (FF U EFY).

eeC F1es¢ e€C F2e 55 ecC

Entao z = w. Portanto, os elementos de F geram o matching lattice de
G. O

9.4 Uma caracterizagao para Lin(M, Z)

Seja G um grafo. Um conjunto A C E(G) é coerente se os graus de todos os
vértices com relacao a A tém a mesma paridade, ou seja, para todo u e v em

V(G) tem-se
IV(u)NAl=|V(v)N Al (mod 2).

Por exemplo, um emparelhamento perfeito ¢ um conjunto coerente. Ou-
tros exemplos podem ser vistos na Figura 9.2.

A soma de dois conjuntos coerentes é definida como sendo a soma de seus
respectivos vetores de incidéncia.

Lema 9.13 A classe dos conjuntos coerentes € fechada sob soma em Zs.

Dem. Para todos os subconjuntos A e B de E(G) e para todo v € V(G)
tem-se
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V()N (A® B)| = |V(v) N A + |V(v) " B| — 2|V () N AN B).

Se A e B sao coerentes entao pela igualdade acima é imediato que A® B
é coerente. O

Vamos agora mostrar como podemos utilizar decomposicao em orelhas
para obter uma caracterizagdo para Lin(M,Zy).

Seja A C E(G) um conjunto coerente. Sejam My, My, ..., M, | os em-
parelhamentos perfeitos obtidos pela decomposicao em orelhas

D=Ky,=GoCcG,C---CG_1 =G

de G, onde M, ¢é o emparelhamento perfeito associado a esta decomposicao.
Suponha ainda que a ultima orelha de D ¢ simples e vamos denota-la por C'.

Como A é coerente, os graus de todos os vértices com relagdo a A tém a
mesma paridade. Portanto, o conjunto coerente A pode conter (i) nenhuma
aresta de C, (ii) todas as arestas de C, (iii) as arestas de My N C, ou (iv)
as arestas de C' — M. Para cada um destes quatro casos definiremos um
conjunto coerente B conveniente:

O conjunto coerente A contém | entao faca
1) Nenhuma aresta de C B:=A
2) Todas as arestas de C' B:=A® M, |, ® M,
3) As arestas de My N C B :=A® M,

4) As arestas de C' — M B:=A® M,_,

Em cada caso temos, pelo Lema 9.13, que B é coerente em (. Chamare-
mos este conjunto B de agregado a A.

Observe que BN C = (), ou seja, B C G,_,. Logo, a restricao B' de B a
E(Gs) também é coerente em G,_.

Proposicao 9.14 Se B’ € Lin({My, My, ..., M, _3},Zs) em G,_ entio A €
LZ’H({M(), Ml, ceey Mr—l}; Zg) em G.

Dem. Note que |V(v) N B| é par para todo v € V(G). Logo, |V(v) N B'|
também é par para todo v € V(G, ). Portanto, o nimero de emparelha-
mentos perfeitos que geram B’ em G, 5 é par.
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Logo, B € Lin({My,M,...,M, 1},7Z9) em G, pois basta acrescentar
a cada emparelhamento perfeito que descreve B’ em G,_s as componentes
correspondendo as arestas de C' e colocar valor um nas componentes cor-
respondendo as arestas de C' N M e zero nas de C' — M;,. Pelo Lema 9.13,
podemos concluir que A € Lin({My, My, ..., M, 1}, 7). O

Utilizando esta técnica podemos obter, por exemplo, uma caracterizacao
de Lin(M,Zsy) para grafos bipartidos.

Teorema 9.15 Se G € bipartido matching covered entdao
Lin(M,Zy) = {A C E(G) : A € coerente}.

Dem. Cada emparelhamento perfeito é um conjunto coerente. Logo, Pelo
Lema 9.13,

Lin(M,Zy) C {A C E(G) : A é coerente}.

Reciprocamente, seja A C FE(G) um conjunto coerente.  Sejam
My, My, ..., M,_; os emparelhamentos perfeitos obtidos por uma decom-
posicao em orelhas Ky = Gy C Gy C -+ C G,_; = G de G, onde M, é
o emparelhamento perfeito associado a esta decomposicao.

Vamos mostrar por indugao em |E(G)| que

A€ LZ'I’L({M{], Ml; ceey Mrfl}, Zg).

Como G ¢ bipartido, G,_; = G é obtido de G,_» pela adicao de uma
orelha simples C. Considere entdao o conjunto B agregado a A, e seja B' a
restricao de B a G, 5. Logo, B' é coerente em G, 5.

Por hipétese de indugao, B' € Lin({My, My,..., M, 2},Z9) em G,_s.
Pela Proposicao 9.14, podemos concluir que

A c LZTL({M(), Ml, ey Mr—l}; Zg)
em G. Portanto, A € Lin(M, Z,). O

Uma questao que surge naturalmente neste momento é a seguinte: O Te-
orema 9.15 ¢ valido para grafos nao bipartidos? A resposta é “nao”, pois
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Figura 9.3: Um conjunto coerente que nao pertence a Lin(M, Z,).

considere G = K, e o conjunto coerente A := V(v) representado na Fi-
gura 9.3. Nao é dificil de ver que A & Lin(M, Zy).

Para grafos nao bipartidos necessitamos da seguinte definicao: Para um
conjunto coerente A e 0 <1 < 3, seja

A ={veV(G):|Vv)NAl =i (mod 4)}.

Dizemos que A é par se |A;| é par, para todo i, 0 < i < 3. Note que o
conjunto coerente do exemplo da Figura 9.3 nao é par. Mais a frente veremos
que Lin(M,Zsy) pode ser caracterizado em termos de conjuntos coerentes
pares.

Lema 9.16 Se G ¢ bipartido matching covered entdao todo conjunto coerente
¢ par.

Dem. Suponha que G tenha biparti¢do (X,Y), onde |X| = |Y]| =
seja A C E(G) um conjunto coerente. Entao |V(v) N A| =i (mod
IV(v)NAl=1i+2 (mod 4) para todo v € V(G).

Suponha que X tenha n; vértices de grau ¢ e que Y tenha ny vértices de
grau ¢. Por um simples argumento de contagem, temos

10

ing+(n—n)(i+2) = |A] = ing+(n—ny)(i+2) (mod4)
—2n; = —2.ny (mod 4)
ny = ny (mod 2) = ny + ny é par.
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Como G tem ao todo nj + ny vértices de grau 4, concluimos que |A4;| é
par. Como V(@) é par, |A; 2| também ¢é par. Como A é coerente, |A; 1] =
|A;+3] = 0. Portanto, A é coerente par. O

Lema 9.17 A classe dos conjuntos coerentes pares € fechada sob soma em
Zy.

Dem. Sejam A e B conjuntos coerentes pares. Entdo |V(v) N A| = i ou
(i+2) (mod4)e|V(v)NB|=jou(j+2) (mod4)paratodove V(G).
Por outro lado, para todo v € V(G) tem-se

V() N (A® B)| = |V(v) N A + |V(v) " B| — 2|V () N AN B).

Entao [V(v)N(A@ B)| =i+ jou (i +j+2) (mod4). Considere a
parti¢do de V(G) nos conjuntos A; N B, A;N Bjie, AixaNBj e Ajo N Bjio.
Como A e B sao coerentes pares, estes quatro conjuntos sao todos de
cardinalidade par ou todos de cardinalidade impar. Sejam S; := (4; N B;) U
(Ai+2 N Bj+2) e SQ = (Az N Bj+2) U (Ai+2 N B]) Entao |Sl| == |SQ| =0
(mod 2), ou seja, sao pares.
Note que
(A@ B)z+] = {’U S Sl . |V

v)NANBJ|épar}f U

(v)
{vesSy:|V(v)NnAN B| é impar}.
(A® B)itjr2 = {ve S :|V(v)nANB|éimpar} U
{vesS,:|V(v)NnAnN B| é par}.

Um resultado béasico em teoria dos grafos nos diz que em qualquer grafo,
o numero de vértices de grau impar ¢ par. Portanto, existe um ntimero par
de vértices v para os quais |V (v) N AN B| é impar. Como S; e S, sdo pares,
podemos concluir que (A ® B);y; € (A® B);;j12 a0 pares. O

Teorema 9.18 Se GG € matching covered, tem um dnico brick e este é dis-
tinto do grafo de Petersen entdo

Lin(M,Zy) = {A C E(G) : A é coerente par}.
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(b)

Figura 9.4: Conjuntos coerentes pares do (a) Ky e (b) Cs.

Dem. Pelo Lema 9.17,
Lin(M,Zy) C{A C E(G) : A é coerente par}.

Reciprocamente, seja A C F(G) um conjunto coerente par. Como G tem
um unico brick e este é distinto do grafo de Petersen, existe uma decom-
posicao em orelhas de G que usa uma tunica orelha dupla. Logo, existe uma
decomposicao em orelhas canonica D de G que usa uma unica orelha dupla.

Sejam My, My, ..., M,_; os emparelhamentos perfeitos obtidos pela de-
composicao canonica de G, onde M, é o emparelhamento perfeito asso-
ciado & esta decomposi¢do. Vamos mostrar por inducdo em |E(G)| que
Ae LZTL({M(), Ml, ey Mr—l}; Z2).

Se G é uma subdivisido impar do K, ou Cgs entdao a verificacao é feita
listando todos os conjuntos coerentes pares de G. Por exemplo, a menos de
simetrias e com excecao de emparelhamentos perfeitos, os conjuntos coerentes
pares de K, estdo listados na Figura 9.4(a), e os do Cs estdo listados na
Figura 9.4(b). Cada um destes pertencem ao Lin(M, Z,).
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Se G ndo é uma subdivisdao impar do K, ou Cj entdo a tltima orelha de D
é simples. Considere entdao o conjunto B agragado a A, e seja B' a restri¢ao
de B a GG,_y. Logo, B’ é coerente em G,_s.

Por hipétese de indugao, B' € Lin({My, My,..., M, 2},Z9) em G,_s.
Pela Proposicao 9.14, podemos concluir que

Ae LZTL({M(), Ml, ey Mr—l}; Zg)
em (. Portanto, A € Lin(M, Zs). O

Teorema 9.19 Se G € o grafo de Petersen entdo Lin(M,Zy) é formado
pelos conjuntos coerentes pares A deste grafo tais que para cada 5-ciclo C),
|ANC| € par.

Dem. Pelo Lema 9.17,
Lin(M,Zy) C{A C E(G) : A é coerente par}.

Além disso, se w € Lin(M,Zy) entao para cada 5-ciclo C' do grafo de
Petersen, w(C') =0 (mod 2) (veja [13, pag. 8]).

Reciprocamente, seja A C F(G) um conjunto coerente par tal que para
cada 5-ciclo C' em G, |[ANC] é par. Vamos mostrar que A € Lin(M,Zy)
listando os possiveis casos. Na verdade, vamos mostrar que os uinicos conjun-
tos coerentes no grafo de Petersen que satisfazem as hipoteses deste Teorema
sao os emparelhamentos perfeitos e os circuitos de tamanho 8.

Suponha inicialmente que |V (v) N A| =0 ou 2, Vv € V(G). Neste caso, A
¢ um conjunto de circuitos disjuntos nos vértices. Note que o menor circuito
no grafo de Petersen tem tamanho cinco. Se A é composto por dois circuitos
entao deve ser dois 5-ciclos, o que contradiz a hipétese. Entao A deve ser
composto por um tnico ciclo. Logo, este ciclo deve ser de tamanho 6 ou 8.
Se A for um ciclo de tamanho 6 entao é facil ver que existe um 5-ciclo que
intercepta A em 3 arestas. Portanto, A deve ser um ciclo de tamanho 8.
Neste caso, A é a soma de dois emparelhamentos perfeitos (Figura 9.5).

Suponha agora que |V(v) N Al =1ou 3, Vv € V(G). Se [V(v)NA| =1
Vo € V(@) entao A é um emparelhamento perfeito. Se |V(v) N A| = 3 para
pelo menos um vértice entao sempre existird um 5-ciclo que intercepta A em
3 arestas, o que contradiz a hipdtese.
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VSRNATASY

Figura 9.5: O conjunto coerente A é a soma de dois emparelhamentos per-
feitos.

Figura 9.6: Um conjunto coerente par que nao pertence a Lin(M, Z,).

Se |V(v)NA| =3 Vv € V(G) entao claramente A intercepta todo 5-ciclo
de G' em um ntumero impar de arestas, o que novamente contradiz a hipotese.
(I

Serd que a condi¢ao Lin(M,Zs) = {A C E(G) : A é coerente par} vale
para grafos matching covered que nao possuem Petersen como brick? A
resposta é “nao”, pois veja o exemplo da figura 9.6. Este conjunto é coerente
par, mas ele nao pertence a Lin(M, Zy). Veremos por que a seguir.

Vamos apresentar agora uma condicao necessaria para que um conjunto
coerente par pertenca a Lin(M,Zy) para um grafo matching covered em
geral.

Seja G matching covered e B C E(G) um conjunto coerente par. Seja

C um corte justo em G e sejam G e Gy as duas C-contracoes. Suponha
que B € Lin(M,Zy). Sejam B; e A, as restrigdes de B a E(Gy) e E(Gs),
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respectivamente. E imediato que B; € Lin(M;,Zy) (i = 1,2), pois a restri¢ao
de cada emparelhamento perfeito de G a G; é perfeito em G, e assim, B; é
coerente par em ;. Veja que isto nao acontece com o conjunto coerente da
Figura 9.6.

Esta condigao nos sugere a seguinte definicao: Usando a mesma notacao
do pardgrafo anterior, dizemos que um conjunto B C E(G) é fortemente
coerente se B é coerente par e para todo corte justo C', By e By sao coerentes
pares em (G e (G5, respectivamente.

Note que como a definicao de conjunto fortemente coerente é valida para
todo corte justo, podemos concluir que B; e By sao também fortemente
coerentes em (G e Gy, respectivamente. [sto é suficiente para caracterizarmos
Lin(M, Z,) para grafos matching covered.

Teorema 9.20 Seja G um grafo matching covered, e seja B C E(G). Fize
uma decomposicao em cortes justos qualquer de G. FEntao B pertence ao
Lin(M,Zy) de G se, e somente se,

(a) B € fortemente coerente;

(b) Para cada brick (resultante da decomposi¢ao) igual ao grafo de Petersen,
e para cada 5-ciclo C deste grafo, |BNC| € par.

Dem. Por inducdao em |V (G)|. Seja A € Lin(M,Zy). Pelo Lema 9.17,
B é coerente par. Vimos também que uma condi¢ao necessaria para que
B € Lin(M,Zs) é que B seja fortemente coerente. Pelo Teorema 9.19,
podemos concluir que o item (b) também é satisfeito.

Reciprocamente, seja B um conjunto coerente em G satisfazendo os itens
(a) e (b). Entao B é coerente par. Se G ¢ um brick distinto do grafo de
Petersen entao B € Lin(M,Zs) pelo Teorema 9.18, e se G é o grafo de
Petersen entao B € Lin(M,Zy) pelo Teorema 9.19.

Suponha entao que G nao é brick, ou seja, GG possui um corte justo nao
trivial C'. Sejam G e G4 as duas C-contracoes e B; := BN E(G;) (i = 1,2).
Como B é fortemente coerente, By e By sao também fortemente coerentes
em GG e Gy, respectivamente. Claramente, o item (b) é satisfeito por B; em
G (i =1,2). Por hipétese de inducdo, B; € Lin(M;, Zy) (i = 1,2).

Considere uma aresta e € C. Sejam F}, e F,, emparelhamentos perfeitos
quaisquer em (G e (9, respectivamente, contendo e. Sejam M, ..., Mg,
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(MNie, ..., Nje) os emparelhamentos perfeitos de Gy (G3) que descrevem B
(Bs) e que contém e.
Se e ¢ B entao tome os seguintes emparelhamentos perfeitos de G-

® MjUFy, 1<i<k
® FleUNie; ISZSJ

Como e ¢ B, o nimero de emparelhamentos que descrevem B; e By em
G e G, respectivamente, e que contém e € par, ou seja, k e j sao pares.
Logo, os emparelhamentos Fj. e Fy, aparecem um ndimero par de vezes, O
que corresponde a zero vezes em Zs.

Se e € B entao e pertence a um numero impar de emparelhamentos per-
feitos de M;. e N;.. Neste caso, tome os seguintes emparelhamentos perfeitos
de G-

i MleUNle
© MeUFy, 2<i<k
® FleUNie; 2§Z§]

[sto prova o Teorema. O
Podemos agora enunciar o seguinte Corolario:

Corolario 9.21 Se G é um r-grafo que nao possui o grafo de Petersen como
brick entao o vetor (1,1,...,1) pertence ao Lin(M,Zs). O

Um fato importante é que usando esta mesma técnica podemos obter
caracterizagoes andlogas para o Lin(M,Z,), n > 3 da seguinte forma: Pri-
meiramente precisamos generalizar as definicoes de conjuntos coerentes, co-
erentes pares e fortemente coerente.

Seja G um grafo. Um vetor w € 2@ & coerente se para todo u e v em
V(G) tem-se

w(V(u)) =w(V(v)) (mod n).

Para um vetor coerente w e 0 <1 < 2n, seja
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w; :={v e V(GQ):w(V(v)) =i (mod 2n)}.

Dizemos que w é par se |w;| é par para todo i, 0 < ¢ < 2n. Dizemos
também que um vetor coerente par w é fortemente coerente se para todo
corte justo C' em G, as restricoes w' e w” sao coerentes pares em G’ e G”,
respectivamente, onde G’ e G” representam as duas C-contragoes de G. O
Teorema fica entao:

Teorema 9.22 Seja G um grafo matching covered, e seja w um vetor em
Zf(G). Fize uma decomposicao em cortes justos qualquer de G. Entdo w
pertence ao Lin(M,Z,) de G se, e somente se,

(a) w € fortemente coerente;

(b) Para cada brick (resultante da decomposi¢io) igual ao grafo de Petersen,
e para cada 5-ciclo C deste grafo, w(C) € par. O
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Conclusao

Faremos agora alguns comentarios sobre esta Tese.

E importante ressaltar novamente que a tunica prova que se conhece para
o Teorema 3.4 usa dualidade de programacao linear e que ainda é um dos
grandes desafios desta teoria obter uma prova que usa somente argumentos
combinatoriais.

A Relacao de dependéncia e os conceitos de cortes bons e robustos sao
originais. Nesta Tese vimos varias de suas aplicagoes e creditamos que a
investigacao destes conceitos trard ainda mais consequiéncias positivas além
das apresentadas aqui.

O leitor deve ter observado que o Teorema de Lovédsz-Vempala é o
Capitulo mais dificil da Tese. Realmente, A prova deste Teorema é a mais
recente de todas as que estdao na Tese. Assim, este Teorema ainda precisa
ser mais trabalhado, ou seja, ainda precisamos encontrar uma demonstracao
mais direta para deste resultado.

No Capitulo 9 mostramos qual é o nimero minimo de orelhas duplas de
uma decomposi¢ao em orelhas de um grafo matching covered. Este resultado
também responde as questoes nimero 2, 2" e 3 do artigo de D. J. Naddef e
W. R. Pulleyblank [14]. Algumas conjecturas sobre a decomposi¢ao tima
em orelhas sao:

Conjectura 10.1 Todo grafo matching covered admite uma decomposicao
em orelhas otima que comeca com qualquer aresta.

Conjectura 10.2 Todo grafo matching covered admite uma decomposicao
em orelhas otima que comeca com qualquer circuito nice.
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Figura 10.1: Exemplo onde a decomposicao em orelhas nao é 6tima se
comecarmos com K.

A partir destas duas conjecturas, a questao que surge naturalmente é
a seguinte: Sera verdade que todo grafo matching covered admite uma de-
composicao em orelhas 6tima que comeca com qualquer subdivisao impar do
K4 ou Cg nice? A resposta para esta questdo é “nao” pois, veja o grafo da
Figura 10.1; se comecarmos uma decomposicao em orelhas deste grafo com
a subdivisao do K, indicada na figura, teremos que usar mais uma orelha
dupla. Mas uma decomposi¢ao 6tima para este grafo usa apenas uma orelha
dupla.

Com relagao a bases para o matching lattice, uma questao importante é:

1. Todo emparelhamento perfeito pode pertencer a uma base?
A Conjectura a seguir responde esta questao afirmativamente:

Conjectura 10.3 Nenhum emparelhamento perfeito contém todos os ele-
mentos fortemente disponiveis de um brick.

Com relacao a Conjectura de Tutte, podemos ver que todos os Teoremas
existentes até agora distinguem o grafo de Petersen dos demais bricks. O
que precisamos para poder atacar esta Conjectura é de uma propriedade
mais concreta que distingue os bricks que possuem o Petersen como minor,
ou seja, uma propriedade que distingue todos os snarks. No entanto, estes
resultados que obtivemos até agora podem nos levar a uma prova para o
problema das quatro cores.
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