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Problema 1: Seja H := G[M A M*]. O grafo H consiste de caminhos
(M, M*)-alternados e ciclos (M, M*)-alternados. Seja C; o conjunto dos ca-
minhos de comprimento impar de H e seja Cy o conjunto dos ciclos e caminhos
de comprimento par de H. Seja P € C;. O emparelhamento M* é maximo e
portanto P é M-aumentante. Além disso, pela maximalidade de M, P tem
comprimento trés ou mais. Assim,

IMNE(P)| > |M"NE(P)|/2 VP e€C(,
Todo R € Cy contribui igualmente para M e para M*. Portanto,
IMNE(R)| =|M*NE(R)] VR € C.
Assim,

M| =|MAM|+ Y [MAER)|+ > |MnEP)

ReCy PeCy
> |MAM+ Y MTNER)| + > M0 E(P)|/2
ReCo PeCy
> |M[/2.
Problema 2: Vamos denotar por P, := (vg,v1,...,v;) 0 caminho de com-

primento ¢ que vai sendo construido pelos jogadores, comecando pelo vértice
vp. Assim, os vértices vq; sao selecionados pelo primeiro jogador e os vértices
vg;11 sao selecionados pelo segundo jogador. Tenha G um emparelhamento



perfeito ou nao, o caminho é sempre M *-alternado, onde M* é um empare-
lhamento méaximo de G.

Suponhamos que G nao tem um emparelhamento perfeito. Entao G tem
um vértice, digamos, vy, que nao é coberto por M*. O primeiro jogador
comeca selecionando o vértice vg. O segundo jogador entao seleciona um
vértice v; adjacente a vy. Pela otimalidade de M*, o vértice vy é coberto por
uma aresta v1vo de M* e no entanto vy nao pertence a P;. O primeiro jogador
seleciona entao o vértice vo. Em geral, Py, ¢ um caminho M*-alternado em
que a ultima aresta, vop_1v9k, pertence a M*. Todo vértice de G adjacente
a vy é coberto por M* — E(Py), caso contrario o grafo teria um caminho
M*-aumentante, em contradicao a otimalidade de M*. Assim, toda vez que
for jogar, o primeiro jogador pode selecionar o extremo da aresta de M* que
cobre o vértice recém selecionado pelo segundo jogador. Em algum momento
o segundo jogador nao tera mais vértices que podera selecionar.

Agora suponhamos que M* é um emparelhamento perfeito de G. A es-
tratégia do segundo jogador é sempre garantir que o caminho Py, além de
ser M*-alternado, termina com um aresta em M*. Isso é sempre possivel.
Qualquer que seja o vértice inicial vy selecionado pelo primeiro jogador, o
emparelhamento M* contém uma aresta, vgvy, incidente em vy. Assim por
diante, o segundo jogador sempre joga de forma que o caminho Py seja M*-
alternado e a aresta vqy,_1v9k pertence a M*. Qualquer que seja o vértice vogiq
selecionado pelo primeiro jogador, o emparelhamento M* contém a aresta
Vok11V2k12 que incide em o1, € Voo NA0 pertence ao caminho Popyq. Em
algum momento o primeiro jogador nao tera mais vértices para selecionar.

Problema 3: Seja C, uma cobertura minima dos vértices de G e seja
H := G|C,]. Cada componente de H é uma estrela, pela minimalidade de C,.
Formamos um emparelhamento M, selecionando uma aresta de cada compo-
nente de H. Assim, para cada componente L de H, |C.NE(L)|+|MNE(L)| =
|V(L)|. Portanto,

|Cy| + | M| =n. (1)

Seja M* um emparelhamento maximo do grafo G e seja U o conjunto dos
vértices nao cobertos por M*. Por hipdtese, G nao tem vértices isolados.
Ademais, o conjunto U de vértices é estavel, pela maximalidade de M*. As-
sim, podemos estender M* a uma cobertura C' dos vértices de G adicionando
U arestas, uma aresta para vértice de U. Portanto,

Cl+ M7 = (IM7| + |U]) + [M*] = 2|M*| + U] = n.



Logo, |C| 4 |M*| = n. Desta igualdade e de (1), deduzimos que
n=I[Cl+ M| > |C] + |M*| > [C.] + [M] = n

Entao, a igualdade vale ao longo dessas desigualdades. Assim, C' = C, e
|C.| + |M*| = n. Em outras palavras, o/ + ' = n.

Problema 4 — Algoritmo de Halmos: O “algoritmo de Halmos”, apoiado
na demonstracao do Teorema de Hall vista em classe, e aplicado a um grafo
G, escolhe uma aresta uv do grafo G e recursivamente aplica o algoritmo ao
grafo G —u —v.

Seja G, o grafo que é o caminho (vg, vq,...,09,-1), n > 1, e seja H, =
G, — v9,—1 (n > 1). Vamos aplicar o algoritmo de Halmos a G,, e a H,,
utilizando o seguinte critério de escolha da aresta: sempre escolhemos a aresta
Ug;_1V9; COM O maior ¢ possivel.

Vamos provar que o algoritmo, quando submetido a G,, ou a H,, utiliza
2=t — 1 escolhas de arestas. Vamos inicialmente supor que o grafo é G,
n > 2. O algoritmo entao escolhe a aresta vg,,_3v9,_2. O algoritmo, recursi-
vamente, analisa o grafo H,,_; e, retorna o conjunto X := {vg, ve, ..., v2,_4},
que tem |X| — 1 vizinhos em H,_;. Entao, o algoritmo analisa recursiva-
mente o grafo G,,_1 e obtém um emparelhamento perfeito para esse grafo.
Em seguida, o grafo determina imediatamente o emparelhamento perfeito do
grafo G,, — V(G,_1), que é isomorfo ao grafo Gj.

Vamos denotar for f(n) e g(n) o nimero de vezes em que é feita uma es-
colha de aresta pelo algoritmo, ao analisar G,, e H,,, respectivamente. Entao:

0,sen=1
f(n):{ 1+gn—1)+ f(n—1),sen>2.

(n) = 0,sen=1
T =V 14gn—1)+ f(n—1),sen > 2.
E imediato demonstrar, por inducéo em n, que f(n)=g(n)=2""1-1.

Problema 4 — Algoritmo de Younger: Vamos inicialmente definir a
familia G que consiste dos grafos G,,, 3 < n, n impar. A Figura 1 ilustra o
grafo G7.

V(Gn)
E(Gn)

= {Ula wy, V2, W2, . . . 7vn7wn}

= {vw;:1<i<n}U
{vVis1, viwig1, vigw; 1 < <n—1} U
{ini+2,?)i+2wi 01 S 1 S n — 2}
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Figura 1: O grafo G7.

Vamos definir um comportamente “ruim” do algoritmo. O algoritmo inicia
com a barreira vazia e imediatamente acrescenta a ela o vértice v;. Agora, o
grafo bipartido consiste do vértice v; e uma componente impar, K; = G, —v;.
O algoritmo contrai a componente impar a um vértice, que é ligado a vy por
quatro arestas paralelas, uma das quais é a aresta v;vo. O algoritmo, muito
azarado, escolhe a aresta vivy para o emparelhamento do grafo bipartido.

Recursivamente, o algoritmo analisa o grafo H,, := G,, — {v1,v2} e desco-
bre que H, — vs tem trés componentes impares, das quais duas sao triviais
(as que contém apenas um dos vértices wy e ws). Portanto algoritmo obtém
a barreira By = {vy, va,v3}.

Tudo se passa agora como se o algoritmo estivesse processando o grafo
G—2, que é isomorfo ao grafo G,, —{vy,ve, wy, wy} e escolhesse como primeira
barreira o conjunto {vz}.

Vamos denotar por f(n) a complexidade da execucao do algoritmo na
andlise de um grafo com 2n vértices. Evidentemente, no caso de G,, f(n)
consiste de uma constante mais o custo do processamento de H, e de G,,_s.
Portanto, a menos de constantes,

1, sen <4,
f(n):{ f(n—=1)+ f(n—2), sen>5.

Logo, f(n) é o nimero de Fibonacci F'(n — 2). Dado que

1 ((1+v5) [1-v5)\ on
S et

onde ¢ = (14+/5)/2 e o colchete indica arredondamento para o inteiro mais
préximo, concluimos que o algoritmo de Younger é exponencial.
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Problema 5: Seja G um grafo 3-regular, sem arestas de corte e seja uv uma
aresta de G.

Seja S um conjunto de vértices de G que contém os vértices u e v. Para
toda componente impar K de G — S, todos os vértices de K tém grau impar
em G. Logo, o corte O(K) é impar. Por hip6tese, G nao tem arestas de corte.
Concluimos que |[0(K)| > 3. Esta conclusdo vale para toda componente
impar de G — S. Assim, 3-0o(G — 5) < [0(5)]. Mas uv tem ambos os
extremos em S. Portanto 3-0o(G —5) < |0(S)] < 3|S| —2. Podemos concluir
que o(G — 5) < |S].

Em outras palavras, o(G — S) < |S| — 1. Todo vértice de G tem grau
impar. Logo G tem um numero par de vértices. Consequentemente, o(G —.S)
e |S| tém a mesma paridade. Logo, o(G — 5) < |S| — 2.

Portanto, o(H — Sg) = o(G — S) < |S| —2 = |Sy|. Podemos entao
deduzir que o(H — Sy) < |Sg|. Esta conclusao vale para todo conjunto
Sy de vértices de H. Pelo Teorema de Tutte, H tem um emparelhamento
perfeito, digamos, Mpy. Nesse caso, My + uv é um emparelhamento perfeito
de G que contém a aresta uv. Esta conclusao vale para toda aresta uv de G.



