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Prefacio

Este livro foi produzido a partir de apostilas e notas manuscritas acumuladas
pelos autores ao longo de quase duas décadas lecionando diversas disciplinas
de Probabilidade, Medida e Integracdo, Processos Estocasticos e Teoria
Ergddica, em niveis de graduacéo, mestrado e doutorado, no IMPA, UFMG,
PUC-Rio, NYU-Shanghai e Warwick.

O objetivo principal é servir como referéncia para um curso de Probabilidade
em nivel de pés-graduacdo, mas procuramos tornd-lo o mais flexivel e
autocontido possivel. Dependendo das segOes a serem cobertas, este livro
pode ser usado em um curso de inicio de doutorado, mestrado, ou mesmo
no fim da graduagdo. Em um nivel mais basico, o livro pode ser estudado
cobrindo-se apenas as segoes iniciais dos onze primeiros capitulos.

Os capitulos mais avangados cobrem as Leis 0-1 de Kolmogorov e de
Hewitt-Savage, martingales a tempo discreto com teoremas envolvendo
amostragem opcional e convergéncia, nocoes bésicas de Teoria Ergddica
e de Grandes Desvios. Alguns topicos fundamentais ndo sdo abordados neste
livro, notadamente: convergéncia de medidas em espacos métricos, cadeias
de Markov e processos estocédsticos em tempo continuo.

Ao escrever o livro, os autores tentaram manter um certo nivel de
modularidade, de forma a permitir que diversas se¢oes possam ser saltadas
sem prejudicar a leitura das que vém depois. Para planejar um curso, pode-se
montar uma lista de se¢oes a gosto, e depois percorrer a lista de tras para
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frente agregando-se os pré-requisitos indicados na Tabela 1.

Os pré-requisitos para a leitura em um nivel mais béasico sdo o cédlculo de
derivadas e integrais em R”, limites de sequéncias, convergéncia de séries,
e limites laterais de fungoes. H& uma breve revisdo desses conceitos no
Apéndice A.1.

Para seguir as algumas demonstracdes e tépicos mais avancados, o leitor
deve estar familiarizado com ideias de Anélise Real, como conjuntos abertos,
conjuntos compactos, conjuntos enumeraveis, supremo de conjuntos, lim sup
e liminf. Esses conceitos sao listados de forma laconica no Apéndice A.3.

Os conceitos de Teoria da Medida que servem para dar bases solidas a Teoria
da Probabilidade serdo vistos gradualmente nas Secoes 1.4, 3.6, 3.7, 5.5, 11.5
e 13.1. As demonstracdes mais longas sdo vistas no Apéndice D.

21 de fevereiro de 2024.
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Tabela 1. Pré-requisitos do livro

1.1-A1 72-7.1 13.1-11.4
12-1.1 7.3-7.2,5.3" 13.2-13.1
1.3-1.2 74-71,53,C.2 13.3 - 13.2
1.4-1.3,C.2 8.1-7.1 13.4 - 13.3
2.1-1.3 8.2-7.2, 7.3 13.5 - 13.4
2.2-2.1 8.3-8.2,5.3, C.2* 14.1-13.1
3.1-2.2 9.1-8.1, 4.3* 14.2 - 14.1
3.2-3.1 9.2-32,A.2 14.3 - 14.2
3.3-3.2 9.3-9.1, 7.4* A.2 14.4 - 14.3
34-33 9.4-9.1,55, 7.4° A.2 14.5 - 14.3
3.5-33 9.5-9.1, 7.4* 15.1 - 5.5, 8.2, 10.1
3.6-3.1,1.4 10.1- 9.1, 5.3¢ 15.2 - 15.1
3.7-36 10.2- 9.1, 5.3" A.2 15.3 - 15.2
4.1-33 10.3 - 10.2, 7.4, 5.5 Al- —
42-4.1 10.4 - 10.3, 5.5 A2-A1
4.3-4.2 11.1- 5.4, 6.3 A3-ALL
4.4-4.2 11.2 - 11.1 B-A2
4.5-4.2 11.3-11.2 C1-Al
5.1-4.2 11.4-5.5, 6.3 C2-C.1,A3
52-5.1,C.1 11.5-11.4 D.1-3.6
5.3-5.2, C.2¢ 11.6 - 11.3, 11.4 D.2-D.1
54-52,34 12.1-11.4 D.3-3.7
5.5-5.3, 3.7 12.2 - 12.1 D.4-55,D.1
6.1-5.2 12.3 - 12.2 D.5-11.5

6.2 - 6.1 12.4 - 12.2 D.6-11.5, D.1
6.3 - 6.1 12.5 - 12.4 D.7-5.5
71-6.3 12.6 - 12.1

Wx

indica que a secao listada nao é imprescindivel, tampouco seus pré-requisitos.



PREFACIO



Sumario

Prefacio

1 Espacos de Probabilidade
1.1 Alguns modelos probabilisticos . . . . . ... ... ... ...
1.1.1 Espaco amostral . . .. ... ... ... ... ...,
1.1.2  Eventos aleatérios . . . .. .. ... ... ... ..
1.1.3 Medida de probabilidade . . . . . . ... ... ... ..
1.2 Contagem e simetria . . . . . ... ... L oL
1.3 Formulagdo axiomatica de Kolmogorov . . . . . . . ... ...
1.4 Espagosdemedida . . . . . . . ... ... L.
1.4.1 o-algebras e conjuntos borelianos . . . . . . . ... ..
1.4.2 Medidas . . . . . ..o

1.5 Exercicios . . . . . . . . ..o

2 Probabilidade Condicional e Independéncia
2.1 Probabilidade condicional . . . . .. ... ... ... .....
2.1.1 RegradoProduto . ... ... .............
2.1.2 Lei da Probabilidade Total . . . . ... ... .....

17
18
21
22
24
31
41
44
44
47
48



10 SUMARIO

2.1.3 Formulade Bayes . . ... ............... 60

2.2 Independéncia . . . . . . . .. ... 62
2.3 Exercicios . . . .. .. 70
3 Variaveis Aleatérias 77
3.1 Variaveis aleatérias . . . . . . ... ... L. 7
3.1.1 Espago induzido e lei de uma variavel aleatéria . . . . 79
3.1.2 Fungao de distribuigdo . . . . . . . ... oL 80
3.1.3 Funcdo quantil . . .. .. ... ... L. 84

3.2 Variaveis aleatorias discretas . . . . . . ... ... .. 86
3.3 Variaveis aleatorias absolutamente continuas . . . . . . .. .. 92
3.4 Distribuicdo condicional dado um evento . . . . . . . . .. .. 97
3.5 Distribuicoes mistas e singulares . . . . .. .. ... ... 99
3.6 Existéncia e unicidade de distribuigdes . . . . . . ... ... 102
3.7 Fungbes mensurdveis . . . . . . . . . . ... 103
3.8 Exercicios . . . . . .. 107
4 Vetores Aleatdrios 115
4.1 Vetores aleatérios . . . . . . .. ... 115
4.2 Vetores aleatérios discretos e continuos . . . . . . . .. .. .. 121
4.3 Soma de variaveis independentes . . . . . ... ... ... .. 125
4.4 Método do jacobiano . . . . . .. ... L. 129
4.5 Sequéncia de variaveis independentes . . . . . . .. ... ... 132
4.6 Exercicios . . . . . . ..o 135

5 Esperanca Matematica 141



SUMARIO 11

5.1 Variaveis aleatérias simples . . . . . . ... oL 142
5.2 Esperanca matemdtica . . . . .. .. ... 148
5.3 Aproximagao e convergéncia da esperanga . . . . . . . . .. . 158
5.3.1 Teorema da Convergéncia Mondétona . . . . . . .. .. 159
5.3.2 Teorema da Convergéncia Dominada . . . . . . .. .. 162

5.4 Esperanga condicional dado um evento . . . . . . . ... ... 164
5.5 Integral de Lebesgue . . . . . . ... ... ... ... 166
5.5.1 Construgdo . . . . . . ... 167
5.5.2  Principais propriedades . . . . . .. ... oL 172
5.5.3 Convergéncia . . . . . .. ... 175
5.5.4 Integral de Riemann e integral imprépria . . . . . . . 177
5.5.5 Densidade de medidas . . . . . . .. ... ... ... 180
5.5.6 Espacos produto e integrais iteradas . . . . .. . ... 183

5.6 Exercicios . . . . . . ... 189
6 Momentos e Desigualdades 195
6.1 Momentos e varidncia . . . . . ... oL 195
6.2 Correlagdo . . . . . . . . 200
6.3 Desigualdades basicas . . . . .. .. ..o 204
6.4 Exercicios . . . . . .. .. 210
7 Convergéncia de Variaveis Aleatorias 213
7.1 Modos de convergéncia . . . . . . .. ..o 213
7.2 Lema de Borel-Cantelli . . . . ... ... ... ... ...... 218
7.3 Relagoes entre os modos de convergéncia . . . . . . . ... .. 223

7.4 Mais sobre a convergéncia em distribui¢ao . . . . . . . .. .. 228



12

7.5 Exercicios . . . . . .. ... L

8 Lei dos Grandes Niimeros

8.1 Lei Fraca dos Grandes Numeros . . . . . . . ..
8.2 Lei Forte dos Grandes Niimeros . . . . . . . ..
8.3 Leis Fortes de Kolmogorov . . . . . . . ... ..
8.4 Algumas aplicagbes . . . . . . . . ... ... ..

85 Exercicios . . . . . . ...

9 Teorema do Limite Central

9.1 Teorema do Limite Central . . . ... .. ...

9.2 Teorema de De Moivre-Laplace . . . . ... ..

9.3 Teorema do Limite Central de Lyapunov

9.4 Teorema do Limite Central de Lindeberg

9.5 Teorema de Slutsky e Método Delta . . . . . .

9.6 Exercicios . . . . . . . ..o

10 Transformadas

10.1 Funcdo geradora de momentos . . . .. . ...
10.2 Funcao caracteristica . . . . . . ... ... ...
10.3 Unicidade e convergéncia . . . .. .. .. ...
10.4 Férmula de inversao . . . .. . ... ... ...

10.5 Exercicios . . . . . . . .. ... o ..

11 Esperancga Condicional

11.1 Esperanca condicional dada uma particao

11.2 Funcao de probabilidade condicional . . . . . .

SUMARIO



SUMARIO

11.3 Densidade condicional . . . .

11.4 Esperanca condicional dada uma o-algebra . . . .. ... ..

11.5 Teorema de Radon-Nikodym

11.6 Distribui¢do condicional regular . . . . . . .. .. .. ... ..

11.7 Exercicios . . ... ... ...

12 Martingales
12.1 Defini¢oes e exemplos . . . .
12.2 Tempos de parada . . . . . .

12.3 Amostragem opcional . . . .

12.4 Convergéncia quase certa de martingales . . . . . . . . .. ..

12.5 Convergéncia de martingalesem £P . . . . . . .. .. ... ..

12.6 Decomposi¢ao de Doob . . .

12.7 Exercicios . . . . . . .. ...

13 Leis 0-1 e Séries Aleatorias

13.1 Algebras e espacos de sequéncias . . . . . ... ... L

13.2 Independéncia de o-algebras .
13.3 Lei 0-1 de Kolmogorov . . . .
13.4 Lei 0-1 de Hewitt-Savage . . .

13.5 Convergéncia de séries aleatorias . . . . . . . ... ... ...

13.6 Exercicios . . ... ... ...

14 Teoria Ergdédica

14.1 Transformacoes que preservam medida . . . . . . .. ... ..

14.2 Teorema Ergddico de Birkhoff

13

318
323
329
332
338

345
346
350
355
359
365
371
373

379
380
382
384
386
389
394



14

SUMARIO

14.3 Transformagdes ergddicas e misturadoras . . . . . . . . . . ..
14.4 Rotagdodocirculo . . . . . . . ...
14.5 Teorema Ergédico de von Neumann . . . .. ... ... ...

14.6 Exercicios . . . . . . . . . e

15 Grandes Desvios

15.1 Desigualdade de concentracao . . . . . . . .. . ... ... ..
15.2 Principio dos Grandes Desvios . . . . .. .. ... ... ...

15.3 Demonstracdo do Teorema de Cramér . . . .. ... ... ..

Preliminares

Al Caleulo . . .. . e
A.2 Expansaode Taylor . ... .. ... ... ... ........
A3 Analise Real . . . . . . . . ... oo

Férmula de Stirling

A Reta Real e o Infinito
C.1 Retaestendida . . . . . . . . . . . ..

C.2 Supremo e limite superior . . . . . ... ... ... L.

Elementos de Teoria da Medida

D.1 Teorema 7-A de Dynkin . . . . ... ... ... ... .....
D.2 Teorema de Extensao de Carathéodory . . . . . . . .. .. ..
D.3 Operacoes com fungbes mensuraveis . . . . . . . ... .. ..
D.4 Teoremas de Fubini e de Tonelli . . . . . . . ... .. .. ...
D.5 Teorema de Radon-Nikodym . . . . .. .. ... ... ....

421
422
424
428

433
433
437
438

441

447
447
449



SUMARIO 15

D.6 Distribuicao condicional regular . . . . . . ... ..o 473
D.7 Desigualdades de Holder e de Minkowski . . . . . . .. .. .. 477
Lista de Figuras 481
Notacao 483
Bibliografia 485
Tabela Normal 487

indice Remissivo 489



16

SUMARIO



Capitulo 1

Espacos de Probabilidade

A Teoria da Probabilidade estuda eventos aleatdrios, isto é, eventos que nao
possuem reqularidade deterministica, mas possuem reqularidade estatistica.
A auséncia de regularidade deterministica significa que observagoes feitas
nas mesmas condi¢oes nao dao o mesmo resultado, enquanto a regularidade
estatistica se manifesta na estabilidade estatistica de frequéncias.

Por exemplo, no lancamento de uma moeda, apesar de a trajetéria da moeda
ser deterministica do ponto de vista da mecanica Newtoniana, é impraticavel
tentar prever seu resultado: este experimento nao possui regularidade
deterministica. No entanto, esse experimento possui regularidade estatistica
e o tratamento probabilistico é o mais adequado.

Um exemplo de regularidade estatistica extremamente simples e a0 mesmo
tempo fantastico é o engenhoso Tabuleiro de Galton, ilustrado na Figura 1.1.
Cada bolinha faz sua trajetéria sem interagir com as demais e, apesar disso,
cada vez que repetimos o experimento observamos o mesmo padrao.

Um modelo probabilistico ¢ uma idealizacdo que descreve a realizacdo de um
experimento cujo resultado é aleatério. O objeto matematico que representa
modelos probabilisticos é um espaco de probabilidade. Este capitulo introduz
o estudo de espacos de probabilidade e suas principais propriedades.

17



18 CAPITULO 1. ESPACOS DE PROBABILIDADE
1.1 Alguns modelos probabilisticos

Antes de darmos qualquer defini¢cdo formal, vamos tentar analisar algumas
situagOes simples e tentar capturar se ha feitos em comum nos exemplos a
seguir:

Ezemplo 1.1. Sorteamos uma carta de um baralho comum (52 cartas,
numeradas A,2,3,...,10,J,Q, K e de naipes &,0, #,{). Qual a pro-
babilidade de a carta sorteada ser 4é, 70, AM ou 7?7  Nossa pri-
meira tentativa de formalizar este problema seria reescrever a primeira
frase da seguinte maneira: sorteamos um elemento do conjunto 2 =
{AD,20,.. ., KO, AQ, ... AB, ... A, ... . K&}. Assim a pergunta pas-
saria a ser: qual a probabilidade deste elemento pertencer ao subconjunto
A={4%,70 AN, 7$}7 Melhor ainda, qual a propor¢ao que o conjunto A
ocupa dentro de 2?7 A principio, é razodvel que esta “proporc¢ao” entre os

@
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e o o o
(6] (9] @ (€] (€]
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e © e o o o
e © o o o o o
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© (%)
T
FaY »Y Y ')c')") Y Y I M )9’) DA
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oo 6)01-1") 5 o lQE 26 ol eee o
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0 |00 |000/066|0 ole 000/060|000|

Crédito: Merlijn van Deen em Wikimedia Commons, licenca CC-BY, com modificacdes pelos autores.

Figura 1.1. Tabuleiro de Galton. As bolinhas colidem com pinos, dispostos em
12 niveis, que as defletem para direita ou esquerda. Quando ha muitas bolinhas, o
padrao observado é sempre o mesmo. Esse padrao é descrito (quando hd muitos
niveis de pregos) pela chamada curva gaussiana, exibida na pagina 260.
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“tamanhos” dos conjuntos seja dada pela razao' entre o nimero de elementos

de A e de €, isto é:
_#A_4 1

T #5213

A notacdo #A se refere & quantidade de elementos que pertencem ao

P(A) A

conjunto A.

FEzemplo 1.2. Um baile ocorre em um grande salao, cujo piso é formado por
longas tabuas corridas de madeira, todas elas de largura igual a 20 cm. Uma
moeda cai do bolso furado de um dos dancarinos. Apés a queda, qual a
probabilidade de a distancia entre o centro da moeda e a linha mais proxima
que separa duas das tdbuas ser no maximo de 3cm? Como a largura das
tabuas é de 20 cm, a menor distancia entre o centro da moeda e as linhas do
piso é um nimero real nao-negativo limitado a metade da largura das tabuas.
Portanto, a distdncia em que estamos interessados corresponde ao sorteio
de um ntimero real no intervalo Q = [0,10]. Entdo nossa pergunta pode
ser reescrita como: se sortearmos um numero real no conjunto 2 = [0, 10],
qual a probabilidade de o niimero sorteado pertencer ao conjunto A = [0, 3]?
Novamente voltamos & pergunta: qual propor¢do que o conjunto A ocupa
dentro de Q27 Neste caso, nos parece que a melhor resposta seria a razao
entre os comprimentos dos intervalos A e €2, ou seja:
_ comprimento de A comprimento de [0, 3] 3

P(A) = = -2
(4) comprimento de {2 comprimento de [0,10] 10 2

Ezemplo 1.3. No més seguinte ao baile anterior, um novo baile é realizado
em outro grande saldo, cujo piso é formado por azulejos quadrados de 10 cm

de lado. Todos os azulejos sdo idénticos e como na Figura 1.2 abaixo.

Novamente, nosso distraido dancgarino deixa outra moeda cair de seu bolso
furado. Qual a probabilidade de o centro da moeda cair sobre um ponto preto
de um dos azulejos? J& que agora temos uma compreensao melhor, podemos

1Esse raciocinio, hoje considerado mais ou menos ébvio, foi formalizado na célebre troca
de cartas entre Pascal e Fermat ocorrida em 1654. Estas cartas sdo consideradas um marco
na historia da Probabilidade.
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intuir que uma boa resposta seria a proporcao que a regiao de pontos pretos
ocupa em um azulejo, isto é, a razdo entre essas areas. Denotemos por 2
o conjunto dos pontos do quadrado que representa um azulejo e por A o
subconjunto de pontos de cor preta. Sendo assim,

4rea de A 4

PA) = ——M = —.
(4) dgreade Q 9

Um fato comum nos trés exemplos acima é que a ideia de probabilidade
de um conjunto passa pela ideia de proporcao, medida que o conjunto A
ocupa dentro de um conjunto maior §2, conjunto este que congrega todos os
resultados possiveis no nosso experimento aleatério.

A questao é que em cada um destes exemplos foi diferente o conceito que
utilizamos para “medir” o quanto o conjunto A ocupa dentro do conjunto
). Nos exemplos acima, nossas medidas foram as razoes entre o nimero de
elementos, o comprimento e a area. Definir probabilidade serd um modo de

medir conjuntos.
Um modelo probabilistico tem trés componentes basicas:

1. Um conjunto 2 formado por todos os resultados possiveis do experi-
mento, chamado espaco amostral.

2. Uma colegdo apropriada F de subconjuntos do espaco amostral,
chamados eventos aleatorios. Sao os conjuntos desta colegdo que

Figura 1.2. Modelo do azulejo usado no Exemplo 1.3.
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gostariamos de “medir”, ou atribuir probabilidade, e também realizar
operagoes elementares de conjuntos.

3. Uma fungdo P que associa a cada evento aleatério um ntimero real,
que representa a ideia de chance, verossimilhanca, confianca, ou
credibilidade. Esta funcdo é chamada de probabilidade ou medida
de probabilidade.

No restante desta secdo, discutiremos com mais detalhes cada um dos trés
objetos que definem os espacos de probabilidade.

1.1.1 Espaco amostral

Um conjunto nao-vazio €2, cujos elementos representam todos os resultados
possiveis de um determinado experimento, é chamado de espaco amostral.
Uma realizagdo do experimento é representada pela escolha de algum dos
possiveis w € (2, e as vezes nos referimos ao préprio w como sendo a realizacao
do experimento.

Ezemplo 1.4. Se o experimento consiste em langar uma moeda, entdo 2 =
{Cara, Coroa} ou €2 = {0,1}, se convencionarmos que 1 representa a face
“cara” e 0 representa a face “coroa’”. A

Exemplo 1.5. Se o experimento consiste em lancar um dado e observar a face
superior, entao

0=11,2,3,4,5,6},
onde cada ntmero representa o possivel valor da face observada. A

Ezemplo 1.6. Se o experimento consiste em langar uma moeda duas vezes,
entao

Q= {07 1}2 = {O’ 1} X {Oa 1} = {(O>O)a (Ov 1)7 (170)> (L 1)}>

onde a primeira coordenada representa o valor observado no primeiro
lancamento, e a segunda coordenada, o do segundo lancamento. A

Ezemplo 1.7. Se o experimento consiste em langar um dado duas vezes e
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observar a face superior, entao
Q=1{1,2,3,4,56} = {w = (w1,w2) : w1, w2 € {1,2,3,4,5,6}}. &

Ezemplo 1.8. Langar uma moeda infinitas vezes, em sequéncia. Se w; € {0, 1}
denota o resultado do primeiro lancamento da moeda, we € {0,1} o da
segunda, e assim por diante, entdo uma realizacdo desse experimento equivale
a sortear um w = (w1, wy,ws, ... ) do conjunto

Q= {0,1}" = {w = (wn)nen : wn € {0,1} para todo n}. A

A proposito, neste livro, N={1,2,3,...} e Ny ={0,1,2,3,... }.

Ezemplo 1.9. Se o experimento consiste em medir a duracdo de uma lampada,
entao um possivel espago amostral é dado por 2 = [0, 00). A

1.1.2 Eventos aleatorios

Eventos sao caracterizados por condig¢bes que podem ser cumpridas ou nao.
Nos exemplos vistos no inicio deste capitulo, o observador sempre era capaz
de responder as seguintes perguntas. A carta sorteada foi uma dentre 4é, 70,
A# ou 77 A moeda caiu a menos de 3 cm de distancia das linhas do chao?
A moeda caiu sobre a parte do azulejo pintada de preto? Em um modelo
probabilistico, a condicdo a ser observada é representada pelo conjunto A
dos elementos w para os quais a condi¢do é cumprida.

Um evento aleatério, ou simplesmente evento, é um conjunto A C €2 tal que
o observador sempre é capaz de dizer, ao final do experimento, se w € A
ou w ¢ A. Denotaremos por F a colegdo formada pelos eventos aleatérios,
chamada espaco de eventos. Na Secdo 1.3 iremos pedir que a colecdo F
satisfaca certas propriedades de modo a nos permitir realizar operac¢ées com
os conjuntos pertencentes a F.

Dizemos que o evento A ocorre se a realizacdo w é tal que w € A. Vamos
traduzir algumas operagoes sobre conjuntos para a linguagem de eventos.
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A unido AU B é o conjunto {w € : w € A ou w € B}, ou seja, é o conjunto
das realizacoes w tais que pelo menos um dos eventos A ou B ocorre, portanto
AUB é o evento “A ou B”.

Ezemplo 1.10. No langamento de um dado (2 = {1,2,3,4,5,6}) considere
os eventos A = “par” = {2,4,6} e B = “multiplo de 3” = {3,6}. O evento
“A ou B” contém todos os resultados que sejam pares ou miltiplos de 3 (ou
ambos!), e é dado por C = AU B = {2,3,4,6}. A

Analogamente, a intersegdo AN B, que é dada por {w € Q:w € A ew € B},
é o conjunto das realizagoes w tais que ambos os eventos A e B ocorrem,
portanto AN B é o evento “A e B”.

Ezemplo 1.11. Considerando os mesmo eventos do Exemplo 1.10, o evento
“A e B” contém todos os resultados que sejam ao mesmo tempo pares e
multiplos de 3, e é dado por AN B = {6}. A

Denotamos por A¢ o complementar do conjunto A, dado por A¢ = {w € O :
w ¢ A}, ou seja, o conjunto das realiza¢oes w para as quais o evento A nao
ocorre, portanto A° é o evento “ndo A”. Geralmente é ébvio no contexto
qual é o espago amostral €2, e por isso optamos por A como notagdo mais
compacta que Q \ A.

Exemplo 1.12. Continuando o Exemplo 1.11, considere o evento A = “par” =
{2,4,6}. O evento “ndo A” contém todos os resultados que nao sejam pares,
ou seja, que sdo impares, e é dado por C' = A° = {1, 3,5}. A

O conjunto vazio () é denominado evento impossivel. O conjunto Q também
é¢ um evento, denominado evento certo. Dois eventos A e B sao ditos
mutuamente exclusivos, incompativeis ou disjuntos se AN B = (), isto é, se o
evento “A e B” for impossivel. De forma mais geral, dizemos que (A,,),, sdo
disjuntos se A; e Ay sdo disjuntos para todos j # k.

Ezemplo 1.13. Continuando o exemplo anterior, considere os eventos A =
“par” = {2,4,6} e B = “impar” = {1,3,5}. O evento “A e B” é o evento
impossivel porque nenhum ndmero é par e impar ao mesmo tempo. Em
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termos de conjuntos, AN B = (). O evento “A ou B” é o evento certo, porque
todo ntimero é par ou impar. Em termos de conjuntos, AU B = (). A

A relagdo A C B significa que w € A sempre implica w € B, ou seja, para
qualquer realizacio w, se o evento A ocorre entdo necessariamente o evento B
ocorre. Portanto, A C B significa que a ocorréncia do evento A implica a
ocorréncia do evento B.

Mencionamos uma questao técnica. Em principio gostariamos de atribuir
probabilidade a qualquer subconjunto de €2, o que equivale a tomar F = P(f2),
isto é, o conjunto de todos os subconjuntos de €2, chamado de conjunto das
partes de €. Geralmente, isso é possivel quando o espaco amostral €2 é um
conjunto enumerével.? Entretanto, existem subconjuntos de R, R%, R3 aos
quais nao é possivel atribuir uma medida de comprimento, area ou volume.
A solucdo para esse problema envolve considerar um espaco de eventos F
que, apesar de nao conter todos os subconjuntos de €2, contém todos os
subconjuntos nos quais estaremos interessados.

1.1.3 Medida de probabilidade

Para um determinado experimento aleatério, apés definidos o espaco amostral
Q) e a colegdo F de subconjuntos de €2 aos quais gostariamos de atribuir uma
probabilidade, falta definir a medida de probabilidade propriamente dita.
Isto é, precisamos especificar uma funcdo P : F — R que atribua a cada
evento A € F a sua respectiva probabilidade P(A).

Na Secao 1.3, definiremos de modo preciso quais propriedades a funcao
de probabilidade P : F — R deve satisfazer. Porém, antes de tratarmos
este problema em total generalidade, gostariamos de apresentar abaixo

2 Um conjunto Q é dito enumerdvel se existe uma funcéo injetiva de  em N. Isso quer
dizer que os elementos de €2 podem ser indexados por N, ou seja, listados em uma sequéncia.
Por exemplo, N={1,2,3,...}, Z={0,1,—-1,2,—2,... }, ndameros pares {0,2,4,6,8,...},
primos {2,3,5,7,11,13,...},e Q={0,1, 5,3, 5.2, 52,3, —5.5,—3, 2,52, 1,... 1. O
conjunto dos niimeros reais nao é enumerdvel, pois dada qualquer sequéncia (T )n=1,2,3,...
de ntimeros reais, sempre existird um nimero z € R que ndo estard nessa sequéncia.
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algumas situagoes relativamente simples onde podemos especificar a medida
de probabilidade explicitamente.

Caso equiprovavel

Em alguns experimentos, ha um ntmero finito de resultados possiveis e
estes sdo todos idénticos no sentido de que trocar a forma como objetos sao
etiquetados nao afeta as chances de cada um deles. Havendo esse tipo de
simetria, vale a hipotese de equiprobabilidade, isto é, todos os elementos w € (2
tém a mesma chance de ocorrer. Neste caso, a probabilidade de um evento
A é simplesmente a razao entre o nimero de elementos de A e o niimero de
elementos do espago amostral €Q:

_#4
-T5

Foi exatamente isto que fizemos no Exemplo 1.1. Ou seja, quando ha

P(A)

equiprobabilidade, a tarefa de calcular a probabilidade resume-se a um
problema de contagem: quantos sdo os elementos de A e de Q7 Abordaremos
a questao de contagem com mais profundidade na préxima secao.

Ezemplo 1.14. Um dado comum ¢ lancado. Qual a probabilidade de o valor
exibido na face superior ser multiplo de 37 Podemos modelar esse experimento
tomando Q = {1,2,3,4,5,6}, e o evento de interesse é B = {3,6}. Como as
faces do dado podem ser reetiquetadas sem que isso afete as chances de cada
resultado, vale a hipdtese de equiprobabilidade e, portanto,
#B 2 1

P(B) = 4063 A
Ezxemplo 1.15. Lancamos dois dados, um azul e um branco. Qual a
probabilidade de que a soma dos valores observados seja igual a 37 Neste
caso, podemos tomar = {1,2,3,4,5,6}2 ¢ A = {(1,2),(2,1)}. Como as
faces de cada dado podem ser reetiquetadas sem que isso afete as chances de
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cada resultado, vale a hip6tese de equiprobabilidade neste espaco, e

A 2 1
_#A_2 _1 A

P(4) = #0 36 18

Exemplo 1.16. Retiramos uma carta de um baralho comum, observamos sua
face e a retornamos ao baralho, que é novamente embaralhado. Em seguida
retiramos outra carta. Qual a probabilidade de as cartas retiradas serem um
rei e uma dama do mesmo naipe? Neste caso, podemos tomar

Q={A0,20,... . KO, AQ, ... AM,... Ak, ... K&}>

A={(Q0, K<), (QV,KQ), (QM, K#), (O, Kb),
(KO, Q0), (KD, QU), (Kb, QM), (Kb, Qb }.

Como as cartas podem ser reetiquetadas cada vez que embaralhamos o mago,
sem que isso afete as chances de cada possivel resultado, vale a hipotese de
equiprobabilidade nesse espago €2. Logo,

_#A 8 1

— = A

P(A) = =
(4) #Q 522 338

Espacgos amostrais enumeraveis

Um contexto que vai além do caso equiprovavel e que podemos tratar sem
mais complicagOes técnicas, é quando o espaco amostral 2 é um conjunto

enumeravel.

Se Q = {w1,ws,ws, ...}, entdo a cada possivel resultado w,, é associada uma
probabilidade p(w,,) de forma que

i’: p(wn) = 1.
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Para um subconjunto B C () definimos

P(B) =Y p(w). (1.17)

weB

Ezemplo 1.18. Lancamos um dado sucessivamente e contamos o nimero de
lancamentos necessarios até obtermos o niimero 3 pela primeira vez. Entao
podemos tomar como espago amostral @ = N e p(n) = 3 (3)"7!. Se 4 =
“obter um 3 em no maximo 5 tentativas” e B = “nao se obter o 3 nas primeiras

10 tentativas”, entao

L_(2)5l
P(A) = §+§x 3+ g x (3 = 2058 =1 (8)° ~ 0,598
6
e
1 10 1 11 1 12 l(é)lo 10
B(B) = §(5)°+ 50" +5()7 4= {5y = (B 0161 4
6

Figura 1.3. Piso indicando varias agulhas de Buffon e as coordenadas 6 e z.
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A agulha de Buffon

Uma agulha é lancada de modo aleatorio para cima e cai sobre um piso que é
cortado por um feixe de retas paralelas, todas elas espacadas por uma mesma
distancia igual ao comprimento da agulha. Qual a probabilidade de a agulha
cruzar uma das retas do piso?

Seja ¢ o comprimento da agulha. Inspecionando a Figura 1.3, podemos
verificar que a agulha estd perfeitamente localizada em relacao as retas do
piso se conhecermos as variaveis

f# = menor angulo formado entre a agulha e as retas do piso

x = distancia entre o ponto médio da agulha e a reta mais préxima.

Observeque0<x<ge0<9<g,
corresponde a um sorteio de um ponto no retangulo Q = [0,3] x [0, £].
Recorrendo novamente a Figura 1.3, podemos verificar que a agulha cruza

ou seja, o lancamento da agulha

uma das retas do piso se, e somente se, é satisfeita a condicdo = < %sen 0.
Sendo assim, nossa pergunta agora é quanto vale P(A), onde A = {(0,z) € Q:
T < %sen 0}. Assim como agimos intuitivamente no Exemplo 1.3, por uma
questao de simetria (invaridncia por rotacdo e translacdo), a probabilidade
do conjunto A deve ser a razdo entre as areas dos conjuntos A e :

P(4) = érea A fog %seeHH do g
Area Q = ™

Lancando a agulha muitas vezes, esperamos que a proporcao de lancamentos

em que a agulha intersecta as linhas do piso se aproxime de % Este é, pois,

um método probabilistico para calcular as casas decimais de 7! Na verdade

nao é um método muito eficiente, mas impressiona pela audécia.
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Espacos continuos

. _ T Y4 ~
Observamos que, no exemplo acima, o espago amostral € = [0, ] x [0, 5] nao
é enumeravel. Por isso, precisamos de uma medida de probabilidade diferente
da dos casos anteriores. Intuitivamente, dissemos que a probabilidade do
evento A era a razao entre as areas de A e ). Mas quais sdo os conjuntos

aos quais podemos atribuir area? Como se calcula a area nestes casos?

Neste mesmo problema, qual é a probabilidade de a agulha cair paralela
as retas do piso? Ou seja, queremos saber quanto vale P(By), onde By =
{0} x [0, §]. Como By é um segmento de reta dentro do retangulo 2, a drea
de By é zero, logo P(By) = 0.

De modo andlogo, o evento B, = {a} x [0, £] em que a agulha forma um
angulo exatamente igual a a com o feixe de retas do piso, também tem a
propriedade de que P(B,) = 0, e isso vale para todo o € [0, §]. Em particular,
P({w}) = 0 para todo w € €.

Acabamos de ver algo bastante curioso: hé eventos de probabilidade zero
que nao sao o evento impossivel! Mais do que isso, cada ponto do espaco
amostral tem probabilidade zero. Mas isso quer dizer que qualquer evento é
composto por eventos menores, cada um com probabilidade zero, incluindo o
evento A estudado acima (a agulha cortar uma das retas do piso). Dai vemos
que

P(A) # Y P({w}),

wEA

pois P(A) = 2 e 3,c4P({w}) = 0. Observe o contraste com (1.17). Quando
um evento pode ser decomposto em uma colecdo enumerdvel de partes
menores, o uso de somatorios é adequado. Quando a decomposicao nao é
enumeravel, necessitamos modelos em que a passagem da parte ao todo se

faz através de integracdo ao invés de soma.



30 CAPITULO 1. ESPACOS DE PROBABILIDADE
Simetria e equiprobabilidade

Concluimos esta se¢do com uma discussdo mais minuciosa a respeito da
hipétese de equiprobabilidade.

Um dado pode ter suas faces etiquetadas com {1,2,3,4,5,6} ou{2,3,4,5,6,1}.
As chances de se observar a etiqueta “2” sdo as mesmas para ambos os casos,
pois as faces do dado que seriam etiquetadas com “2” sdo idénticas e, uma
vez que o dado tenha girado ao redor de seus eixos varias vezes, ndo hé
resquicios da posicao inicial que possam fazer com que uma das faces tenha
mais chances que as outras. Por outro lado, sair “2” no segundo caso é
0 mesmo que sair “1” no primeiro caso, e portanto a probabilidade de se
observar a face “2” é a mesma que a de se observar a face “1”. Seguindo o
mesmo argumento, a chance de sair “2” é a mesma que de sair “3” e assim
por diante.

Certamente, hd exemplos com finitos resultados possiveis em que a hipotese
de equiprobabilidade nao é valida. Considere o lancamento simultdneo de
dois dados de mesma cor (mais precisamente, idénticos, se é que isso é
possivel) sobre o mesmo tabuleiro. Qual a probabilidade de que a soma dos
valores exibidos em cada face seja 37 Um erro sutil, que inclusive grandes
matematicos ja cometeram no passado, é usar um modelo equiprovéavel
sobre os 21 pares nao-ordenados possiveis. Neste caso, teriamos a mesma
probabilidade de que a soma seja 2 ou 3, pois 2 somente pode ser obtido de
uma forma (com um par de “1”s) e 3 também pode ser obtido apenas de uma
forma (com um “1” e um “2”). A ideia de considerar os dados como sendo
idénticos e definir um espago amostral com apenas 21 elementos, ao invés
de ajudar, atrapalhou. Isso porque nao ha simetria (isto é, invaridncia pela
forma como as faces sdo etiquetadas) que nos permita justificar que w = {1,1}
e w = {1,2} tenham a mesma chance. Pelo contrario, podemos pensar que
dois dados nunca sdo idénticos e, ainda que fossem, um deles vai cair mais a
esquerda e, ainda que caiam perfeitamente alinhados, é possivel escolher um
dos dois dados no inicio e seguir sua trajetéria de forma a diferencia-lo do
outro. Felizmente, mesmo que o observador insista na sua incapacidade de
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distinguir os dados, ja sabemos que o modelo com 36 resultados possiveis nos
)
permitiu resolver o problema usando simetria. Portanto, se queremos muito

modelar o experimento com um espago amostral de 21 elementos, a medida
1
36
a cada um dos 15 pares de niimeros diferentes, totalizando

a cada um dos 6 pares de nimeros

36
367

de probabilidade deve atribuir peso
2
36
como esperado.?

idénticos e

1.2 Contagem e simetria

O problema de contar quantos sdo os elementos de um dado conjunto é quase
sempre baseado no uso de duas regras basicas. Apesar de simples de serem
entendidas, seu uso pode se dar de maneira bastante sofisticada. Estas regras
sao conhecidas como os principios fundamentais da contagem.

O principio aditivo diz o seguinte:

Se uma colecio de objetos pode ser decomposta em duas subcoleges disjuntas,
a primeira com m objetos e a sequnda com n objetos, entdo o numero total
de objetos € m + n.

3Quem disse que dois dados podem somar 2 ou 3 com a mesma probabilidade foi
ninguém menos que G. Leibniz (o co-inventor do Calculo) em 1666. Claramente, Leibniz
ndo tinha muita experiéncia pratica lancando dados. Meio século antes, teve lugar uma
versdo um pouco mais complicada desse problema, o Problema do Grao-Duque da Toscana.
Considere o langamento de trés dados, e observe que a soma 9 pode ser obtida como
{1,2,6},{1,3,5},{1,4,4},{2,2,5}, {2,3,4} ou {3,3,3}, enquanto a soma 10 pode ser
obtida como {1, 3,6}, {1,4,5}, {2,2,6}, {2,3,5}, {2,4,4} ou {3,3,4}. Apesar de que tanto
9 quanto 10 podem ser obtidos a partir de seis listas diferentes, por que somas 10 sdo mais
frequentes que somas 97 Indagado por seu patrono, Galileu responde de modo correto que
essas seis listas ndo sdo equiprovaveis. Analogamente ao lancamento de dois dados, a lista
{3,3,3} é menos provavel que {3, 3,4}, que por sua vez é menos provivel que {2,3,5}. A
escolha correta para a medida de probabilidade deve atribuir peso 1/216 a cada uma das
triplas com ntmeros idénticos, 3/216 a cada tripla formada por dois nimeros idénticos e
outro distinto e 6/216 a cada tripla de trés nimeros distintos. Portanto, a soma 9 ocorre
com probabilidade 25/216, enquanto uma soma 10 ocorre com probabilidade 27/216. E
muito curioso que o Grdao-Duque tenha tido tanta experiéncia com langamentos de dados a
ponto de perceber empiricamente uma diferencga relativa entre as probabilidades inferior a
um décimo!
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O principio multiplicativo diz o seguinte:

Suponha que cada objeto de uma colegio pode ser especificado em duas
etapas, de forma que na primeira etapa hd m opgoes e, independentemente
do resultado da primeira etapa, na sequnda etapa hd n opgdes. Suponha
também que escolhas diferentes sempre resultem em objetos diferentes. Entdo

a colecdo tem m X n elementos.

Ezemplo 1.19. Fernanda tem quatro saias: preta, cinza, azul e vermelha,
e trés camisetas: branca, azul e vermelha. Quantas pecas de roupa tem
Fernanda? Pelo principio aditivo, Fernanda tem 4 4+ 3 = 7 pecas de roupa.
De quantas formas distintas Fernanda pode se vestir? Escolhendo primeiro a
saia e depois a camiseta, pelo principio multiplicativo vemos que Fernanda
tem 4 x 3 = 12 formas de se vestir. A

Ezxemplo 1.20. Severino vai a um restaurante onde hé duas opc¢oes de prato:
peixe e carne (bovina). Como opg¢oes de vinho, hd Merlot e Malbec (tintos),
Sauvignon Blanc e Pinot Grigio (brancos). Além disso, h4 uma opgao de
cerveja de trigo. Severino nao gosta de combinar carne com vinho branco
nem peixe com vinho tinto. Escolhendo primeiro o prato e depois a bebida,
vemos, pelo principio multiplicativo, que Severino tem 2 x 3 = 6 possibilidades
para pedir. Essa solugdo é mais simples do que se escolhéssemos primeiro
a bebida. Se Severino toma cerveja, hd 2 opcbes de prato. Se Severino
toma vinho, ha 4 opcdes de vinho, e para cada opc¢ao de vinho ha 1 opcao
de prato. Combinando os principios aditivo e multiplicativo, Severino tem
1 x 244 x 1 =06 possibilidades para fazer o pedido. A

Ezemplo 1.21 (Sorteio com reposi¢ao). Retiramos uma carta do baralho,
anotamos o valor, devolvemos a carta, voltamos a embaralhar e voltamos
a retirar uma carta. Qual a probabilidade de que pelo menos uma das
duas cartas retiradas seja o 4é? Pelo principio multiplicativo, o nimero de
resultados possiveis desse experimento é 522. Para o evento em questdo, hé
duas possibilidades disjuntas, ou a primeira carta retirada é o 4éb, € a segunda
carta é qualquer das 52 cartas do baralho, ou a primeira carta retirada é
qualquer das outras 51 diferentes e a segunda é um 4é&. Combinando os
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principios aditivo e multiplicativo, obtemos #A = 1 x52+451 x1 = 103. Como
os nimeros das cartas podem ser permutados antes de cada retirada sem que
isso afete as chances de cada resultado, vale a hipétese de equiprobabilidade

e, portanto, P(4) = 5195, i

Ezemplo 1.22 (Sorteio sem reposigao). Retiramos, sem reposicao, duas cartas
de um baralho. Qual a probabilidade de que uma das duas cartas retiradas
seja 0 4é? Para facilitar a contagem, vamos supor que as cartas sdo retiradas
de forma ordenada. Ou seja, primeiro retiramos uma carta do baralho e
depois retiramos a outra carta. Pelo principio multiplicativo, o nimero de
resultados possiveis desse experimento é 52 x 51, pois, independentemente de
qual seja a primeira carta retirada, para a segunda retirada sempre havera
51 cartas restantes no baralho. O evento em questdo também pode ser
especificado em duas etapas: primeiro escolhemos se o 4é sai na primeira ou
na segunda retirada e, independentemente disso, escolhemos depois qual das
outras 51 cartas sai na outra retirada. Pelo principio multiplicativo, temos
#A = 2 x 51 = 102. Como os nimeros das cartas podem ser permutados
antes de cada retirada sem que isso afete as chances de cada resultado, vale

a hipdtese de equiprobabilidade e, portanto, P(A) = 5112252 = %. A

O principio multiplicativo pode ser estendido para k etapas por inducao, se
consideramos as etapas 2,...,k como uma unica etapa que consiste em k — 1
subetapas.

Exemplo 1.23. Sortear 4 cartas de um baralho comum, com reposicdo. Neste
caso, podemos tomar Q = ({4,2,3,...,9,10,J,Q,K} x {%, 0, &, <>})4 e
#Q = 52*. Como os nimeros das cartas podem ser permutados antes de cada
retirada sem que isso afete as chances de cada resultado, vale a hipotese de
equiprobabilidade e, portanto, P(D) = #D bara todo D C Q.

521
Qual a probabilidade do evento A = “as quatro cartas sido valetes”?
Escrevendo A = ({J} x {©, O, &, &})*, temos #A = 4% e P(A) = 5% =3

Qual a probabilidade do evento B = “todas as cartas tém o mesmo naipe”?
Temos 4 escolhas para o naipe, e 13 escolhas para cada uma das cartas

retiradas, logo #B = 4 x 13* e portanto P(B) = 4?;5’4 = 4%. A
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O principio aditivo pode ser utilizado de tras para frente.

Ezxemplo 1.24. No Exemplo 1.19, de quantas formas Fernanda pode se vestir
sem que a saia e a camiseta tenham a mesma cor? As formas de Fernanda se
vestir, que sdo 12, podem ser decompostas em dois tipos: com cores iguais,
que sao 2, ou cores diferentes. Portanto, ha 10 combinac¢des que envolvem
cores diferentes. A

Um objeto considerado frequentemente em probabilidade sdo as permutagoes.
Comecemos por um assunto familiar: os anagramas.

Exemplo 1.25. Quantos anagramas tem a palavra M-A-R-C-E-L-O? Podemos
construir um anagrama escolhendo uma letra de cada vez, e vemos que,
independentemente das escolhas anteriores, a k-ésima letra escolhida tera
8 — k opc¢bes. Pelo principio multiplicativo, a quantidade de anagramas é
dada por 7x 6 x --- x 1 = 7! = 5.040. Este é o namero de permutacoes das
letras que compoem a palavra. A

O principio multiplicativo também pode ser usado de tras para frente, ou
seja, quando conhecemos o niimero total de objetos e queremos saber quantas
opgoes ha na primeira etapa.

Ezxemplo 1.26. Quantos anagramas tem a palavra V-L-A-D-A-S? A mesma
solugdo que usamos para M-A-R-C-E-L-O ji néo funciona, porque o niimero
de escolhas para a segunda letra depende da primeira letra (se foi A ou néo).
Para resolver esse problema, vamos supor, artificialmente, que os dois A’s
da palavra V-L-A-D-A-S sdo distintos, ou seja, vamos calcular os anagramas
de V-L-A1-D-A5-S. Pelo método anterior, essa palavra tem 6! anagramas.
Agora veja que um anagrama de V-L-A;1-D-As-S pode ser construido em
duas etapas: primeiro escolhemos um anagrama de V-L-A-D-A-S e depois
escolhemos uma permutacao de A;As. O nimero de op¢des da primeira etapa
é justamente o que queremos calcular, e a segunda tem 2! opgoes. Portanto,
V-L-A-D-A-S tem g—; = 360 anagramas. A

Exemplo 1.27. Quantos anagramas tem a palavra M-I-S-S-I-S-S-1-P-P-17 Se as
letras fossem todas diferentes, seriam 11!. Podemos proceder como no exemplo
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anterior, mas agora em quatro etapas: primeiro tomando um anagrama de
M-I-S-S-1-S-S-I-P-P-I, depois uma permutacdo de S1-S2-S3-S4, depois de
I1-I5-I3-14, e finalmente uma de P1-Ps. Portanto, M-I-S-S-I-S-S-I-P-P-I tem

11! _
414121 —

34.650 anagramas. A

Estudaremos agora um objeto tdo importante que tem um nome e notagao
préprios.

Exemplo 1.28. Daniela tem 13 camisas de cores diferentes. Para sua proxima
viagem de negdbcios, ela vai levar 5 camisas. De quantas formas possiveis
Daniela pode escolhé-las? Usaremos novamente o principio multiplicativo de
tras para frente. Uma permutacdo das 13 camisas pode ser especificada em
trés etapas: primeiro escolhemos 5 camisas das 13 para ficarem nas 5 primeiras
posicoes, depois permutamos essas 5 camisas, e finalmente permutamos as 8
camisas restantes. Deduzimos que, na primeira etapa, que é a escolha de 5
camisas entre as 13 disponiveis, ha ;,—%', opc¢oes. Portanto, Daniela pode fazer
a mala de 51,—38', = 1.287 formas diferentes. A
O exemplo acima é um caso particular de um objeto combinatorial muito
importante. Dados n € Ny e k € Z, denotamos por (Z) o numero de
subconjuntos de k elementos que um conjunto qualquer de n elementos
possui, e 1é-se “combinagoes de n elementos, k£ a k” ou mais vulgarmente
“n escolhe k7. Analisaremos agora propriedades desses coeficientes a partir
dessa defini¢do, com uma abordagem que consideramos mais instrutiva do
ponto de vista combinatorial do que ficar cancelando fatoriais.

Estes niimeros especiais sdo também chamados de coeficientes binomiais.
Podemos dispor os coeficientes binomiais em uma grande tabela onde na
n-ésima linha e k-ésima coluna escrevemos (Z) Essa tabela infinita se chama
Tridngulo de Pascal.* Vejamos algumas das principais propriedades desses
nimeros. Primeiro, dado n € Ny, (Z) = 0 para k > n ou k < 0 pois, dado

um conjunto com n elementos, nao ha subconjuntos com k elementos para
n
n

zero elementos é o conjunto vazio e o tinico subconjunto com 7 elementos é

esses valores de k. Ademais, (j) = (7!) = 1, pois o tinico subconjunto com
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todo o conjunto.

Uma propriedade fundamental é a Relacdo de Stifel: (Zii) = () + (ite)-

Com efeito, um subconjunto de {1,...,n 4+ 1} com k + 1 elementos pode
ser obtido escolhendo-se k + 1 elementos de {1,...,n}, ou escolhendo-se o
elemento n + 1 e outros k elementos em {1,...,n}.

As propriedades acima nos dizem que, se ignorarmos os termos nulos da
nossa tabela de coeficientes binomiais, esta assumira uma forma triangular, e
encontramos o nimero 1 no inicio de cada linha do tridngulo. Esse formato
triangular combinado com a Relagao de Stifel nos permite encontrar todos
os valores de uma linha a partir da linha anterior.

Os coeficientes binomiais também tém a propriedade de simetria: (}}) = (,",)-
Com efeito, basta ver que ha uma bije¢do entre o conjunto de subconjuntos
de {1,...,n} contendo k elementos e o de subconjuntos contendo n — k
elementos. Um exemplo de bijecdo é simplesmente tomar o complementar de

cada conjunto.

O Teorema das Linhas diz que Y _, (Z) = 2", 0 que ¢ justificado observando-
se que ambos os lados da igualdade acima correspondem a quantidade
de subconjuntos de {1,...,n}. Para o lado esquerdo, classificamos os
subconjuntos pelo seu tamanho e observamos que, para cada k, ha (})
subconjuntos com exatamente k elementos e, somando sobre os possiveis
valores de k, concluimos pelo principio aditivo que o ntmero total de
subconjuntos é >, (Z) Para o lado direito, observamos que um subconjunto

40 Tridngulo de Pascal foi um objeto recorrente em diversos trabalhos da Matematica,
antiga. Suas origens remontam ao tratado de metrificagdo em sanscrito Chandas sutra
associado a Pingala, por volta dos séculos III-IT a.C., onde havia inclusive uma versido da
Relacdo de Stifel. Posteriormente, aparece também na obra do matematico e poeta persa
Omar Khayyan, séculos XI-XII d.C, bem como na Grécia Antiga, na China Antiga, dentre
outras manifestacbes. Mesmo o uso do tridngulo no cédlculo de probabilidades é anterior a
Pascal. No século XVI, Tartaglia ja estudava as possiveis combinagoes de resultados em
lancamentos sucessivos de um dado, relacionando-as com esse tridngulo. O uso sisteméatico
que Pascal fez do tridngulo e suas propriedades na solucéo de problemas de probabilidade
relacionados a jogos de azar, dentre eles o famoso problema dos pontos, fez seu nome
definitivamente associado ao tridngulo.
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A C {1,...,n} pode ser especificado em n etapas, onde na k-ésima etapa
dizemos se k € A ou k ¢ A, totalizando 2™ possibilidades pelo principio
multiplicativo. Portanto, Y"7_, (}}) = 2", como queriamos demonstrar.

O Teorema Binomial generaliza o Teorema das Linhas, e diz que

n

(atb)" = 3" (kv

k=0

para todos a,b € R e n € Ny. Com efeito, ao expandir o binémio (a + b)" =
(a4+0b) x---x (a+b), a operagdo a ser feita é escolher a ou b em cada um
dos n paréntesis acima, multiplicar os valores escolhidos e depois somar
sobre todas as possiveis escolhas. Ao multiplicar, obtemos produtos da
forma a*b" =%, onde k é o nimero de paréntesis na expansio acima em que
escolhemos o simbolo a. Ao somar todas as possiveis escolhas, podemos
agrupé-las em fungao dos distintos valores de k. Cada termo da forma
a*b"* aparecerd uma determinada quantidade de vezes, dada pelo ntiimero
de possiveis escolhas de k paréntesis dentre os n disponiveis, isto é, (Z) Isso

prova o teorema.

Para fins de célculos de probabilidades, hd uma férmula explicita para o
coeficiente binomial, que podemos extrair do Exemplo 1.28. Naquele exemplo
tinhamos n = 13 e k = 5 e, aplicando exatamente o mesmo raciocinio para
n > k > 0 inteiros, obtemos

n!

(k) = =R

Exemplo 1.29. No Exemplo 1.23, qual a probabilidade do evento C' = “ha um
par de cartas de um naipe e um par de cartas de um outro naipe”? Temos
(g) escolhas para os naipes. Escolhidos os naipes, temos (g) combinacoes
para quais retiradas correspondem a cada naipe. Escolhidos os naipes e
as posicoes, ha 13 escolhas de cartas para cada retirada. Assim, #C =
(5)(5)13% = (515;)213* = 6213 e, portanto, P(C) = 6;% = i—i =2. A

Exemplo 1.30. No Exemplo 1.28, se Daniela escolhe as camisas ao acaso, qual
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a probabilidade de que ela leve as camisas azul e vermelha em sua mala?
Para isso temos que considerar de quantas formas é possivel levar ambas
as camisas azul e vermelha. Especificar uma configuracao cumprindo essas
condic¢oes é o mesmo que especificar um conjunto de 3 camisas dentre as 11
que nao sdao nem azul nem vermelha. Novamente, por razoes de simetria,
a medida de probabilidade correta é P(D) = #—g para todo D C Q e, se A

denota o evento acima, entao

11 !
IP)(A)_ (3) _ ?}!18! _ 5 x4 _E A
oy 8L 13x 12 39
(5) 5!8!

Observagio 1.31. O Exemplo 1.22 foi resolvido sem usar o coeficiente
binomial, supondo-se que as cartas eram retiradas de forma ordenada. Se
considerassemos as cartas retiradas como um subconjunto do baralho contendo
dois elementos, sem distin¢cdo de ordem, a solugao seria

_#A 51 1

_#Q/_@:% A

P'(A")

O uso de bijecoes pode ser muito poderoso, como veremos a seguir.

Ezemplo 1.32 (Principio da reflexdo e nimeros de Catalan). Eva teve quatro
filhas, a primeira e a terceira nao tiveram filhas, a segunda teve duas filhas
(a primeira das quais nao teve filhas e a segunda teve uma filha que nao teve
filhas), e a quarta teve trés filhas, que nao tiveram filhas. Veja que Eva teve
10 descendentes por linhagem feminina (consideramos apenas a linhagem
feminina). Na Figura 1.4, ilustramos a drvore de descendéncia de Eva, que é
uma das possiveis arvores com 10 descendentes. Quantas arvores distintas
existem com 10 descendentes? Esse nimero é conhecido como o décimo
nimero de Catalan. Se consideramos o mesmo problema para n descendentes,
a solugao é o n-ésimo nimero de Catalan, que denotaremos por C,,.

Para deixar claro como as arvores sdo contadas, na Figura 1.4 mostramos
todas as arvores com 3 descendentes, e ha 5 delas: filha, neta e bisneta; filha
e duas netas; trés filhas; duas filhas e uma neta através da filha mais velha;
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duas filhas e uma neta através da filha mais jovem. Portanto, C3 = 5.

Dada a arvore de descendéncia de Eva, podemos definir um caminho que
contorna os elos da arvore no sentido anti-horario. Tal caminho é formado
por 10 passos para cima, 10 passos para baixo, termina na altura inicial
e nunca fica abaixo desta. Na Figura 1.4 mostramos como construir esse
caminho. Observe que é possivel reconstruir a arvore a partir do caminho,
portanto esses objetos estdo em bijecao.

De modo mais geral, quantas sdo as arvores com n descendentes? Dado
m € N, dizemos que a m-upla s = (s1,...,8y,) € Z™ é um caminho simples
de duracdo m se s — Sp_1 = +1 ou —1 para k = 1,...,m, com sy = 0.
Assumindo duracdo sempre de 2n, temos que C, é igual ao nuimero de
caminhos que voltam a origem no tempo 2n e nunca passam por —1.

Definimos 7 = 7(s) = min{k > 1 : s = —1}, onde min(f)) = 400, como o
instante da primeira passagem por —1, ou seja, s; > 0 para j < 7 e s; = —1
para j = 7 caso T < 0o. Nessa notacdo, Cy,, = #{s: s2, = 0,7(s) > 2n}.

Observe que, se s9, = 2k, hd exatamente n + k passos para cima e n — k

2n
n+k

lado, o conjunto de todas as trajetérias que terminam em ss, = 0 pode ser

iR

Figura 1.4. A &rvore genealdgica de Eva e o respectivo caminho gerado. A direita
temos os cinco exemplos possiveis de arvores com trés descendentes.

passos para baixo, e a quantidade de tais caminhos é (~",). Por outro
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particionado pelos conjuntos daquelas que nunca passam por —1 e daquelas
que sim passam por —1. Pelo principio aditivo, conclui-se que

(") = Cp + #{s : 520 = 0,7(s) < 2n}.

Portanto, nossa tarefa agora consiste em calcular o ultimo termo da equacao
acima, o que faremos usando um truque chamado principio da reflexdo.

Dado um caminho s de duragdo 2n tal que 7(s) < 2n, definimos o caminho s’

refletindo, em relacdo a reta y = —1, a parte do caminho posterior a primeira
visita a —1. Ou seja, s’ = s;j para j <7 e sj; = —2 — s; para j > 7.
Observe na Figura 1.5 que s’ é um caminho de duracio 2n e sy, = —2. Por

outro lado, todo caminho que termina em —2 passa necessariamente por
—1. Além disso, (s') = s, e podemos ver que o mapa s — s’ é uma bijegao
entre o conjunto dos caminhos de duragdo 2n que visitam —1 e terminam
na origem e o conjunto dos caminhos de duragdo 2n que terminam em —2.
Assim, #{s : s2, = 0,7(s) < 2n} = #{s : 59, = =2} = (anl)' Obtemos,
assim, a expressao

Co=(0) = ()

n n+1

para o n-ésimo numero de Catalan. A

Figura 1.5. Um caminho que passa por —1 e termina na origem e o respectivo
caminho refletido, que termina em —2 (passando obrigatoriamente por —1).
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1.3 Formulacao axiomatica de Kolmogorov

Para fazer as operagoes mais basicas com eventos aleatdrios, vamos pedir

que nosso espago de eventos tenha a seguinte estrutura.

Definicao 1.33. Dizemos que uma classe F de subconjuntos de 2 é uma
o-dlgebra se F satisfaz as seguintes propriedades:

(1) Qe F;
(2) Para todo A € F, tem-se que A° € F;
(3) Para toda sequéncia {A,}22, C F, vale (US2, A,) € F.

Utilizaremos o termo classe para denotar um conjunto de subconjuntos de
algum espaco amostral. As trés propriedades dizem que o evento certo é um
dos elementos de F, e que a classe F é fechada pelas operagoes de tomar o
complementar e unides enumeraveis. Estas propriedades nos garantem que
() € F, logo F é fechada também por unioes finitas. Além disso, F é fechada
com respeito a interse¢bes enumeraveis, pois da lei de De Morgan segue que
NS A, = (U8, A9, o que implica que F também é fechada pela operagao
de diferenca entre conjuntos, pois A\ B = AN B¢. Ou seja, trabalhar com
uma o-algebra é algo robusto o suficiente que nos permite fazer as operacoes
elementares de conjuntos, uma quantidade enumeravel de vezes, sem sair de
F.?> Mais propriedades de o-algebras serdo discutidas na Secdo 1.4.

Definicao 1.34. Seja €2 um espago amostral e F uma o-algebra em 2. Uma
medida de probabilidade P, ou simplesmente probabilidade, é uma funcgao
P : F — R satisfazendo as seguintes propriedades:

5Daqui surge uma pergunta mais que legitima: por que precisamos da definicdo de
o-4lgebra? Quer dizer, ndo poderfamos simplesmente tomar P(2) como espago de eventos
e evitar tudo isso? De fato, é sim possivel tomar F = P(Q2) para modelos discretos, mas
recordemo-nos de alguns exemplos vistos até aqui, mais precisamente os Exemplos 1.2 e 1.3,
e o da agulha de Buffon. O problema nesses exemplos é que existem subconjuntos da reta
ou do plano que sdo tao complicados que nao é possivel atribuir-lhes comprimento ou &rea.
De forma mais geral, com €2 = R", ndo existe uma medida de probabilidade P, definida
em todos os subconjuntos de R", com a propriedade de que P({z}) = 0 para cada ponto
x € R".
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(1) P(A) > 0 para todo A € F.

(2) P(Q) =1.

(3) Se (An)n séo eventos disjuntos (isto é, A; N Ay = 0 para todos j # k),
entdo P(US2 1 A,) =D 02 P(Ay).

Esta dltima propriedade é chamada o-aditividade.

A partir das propriedades acima, podem-se demonstrar inimeras outras.

Listamos abaixo as mais comuns.

Teorema 1.35. Sejam P uma medida de probabilidade, A, B, A1, Ao, --- € F.
Entao:

(4) P(@) =0

(5) P(A°) =1—-P(A)

(6) Se AC B, entao P(A) <P(B) e P(B\ A) =P(B) — P(A)
(7) 0<SP(A) <1

(8) (U An) < 02, P(Ay).

(9) P(AuB) =P(A) +P(B) —P(AN B).

Demonstragio. Para provar (4), tome Ay =Q e A, =) paran =2,3,4,....
Se P(()) fosse estritamente positivo, a equagao que define a Propriedade (3)
daria 1 no lado esquerdo e +00 no lado direito. Para provar (5), basta tomar
A=A, Ay = A°e Aj =) para j = 3,4, ..., entdo pelas Propriedades (3)
e (4) segue que 1 =P(Q) =P(AUA°UPU---UD) =P(A) + P(A°).
O item (6) é provado escrevendo B = AU (B \ A). Com efeito, segue
de (3) que P(B) =P(A) +P(B\ A), logo P(B\ A) =P(B) —P(A), e de (1)
concluimos que P(B) > P(A). Usando essa ultima propriedade e observando
que ) C A C Q, obtemos 0 = P(0) < P(4) < P(2) =1, o que prova (7).
Para provar (8), defina By = A e B,, = A, \ (U}Z1 Ay) para n > 2. Observe
que os conjuntos Bi, Ba, ... sao disjuntos, USC A, = U2 B, e que B, C
A,, para todo n. Usando (3) e (6), obtemos P(US2; A,) = P(US2, B,,) =
1 P(B,) < 302, P(Ay,). Para provar (9), usamos (3) para escrever
P(AUB) =P(A)+P(B\A) e P(B) =P(ANB)+P(B\ A), donde P(AUB) =
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P(A) + P(B) — P(AN B). O

Uma medida de probabilidade P também tem a propriedade de ser continua.
Dada uma sequéncia (A, ), de eventos, denotamos por A, 1 A a propriedade
de que A3 € Ay € A3 C --- e US2 A, = A. Analogamente, escrevemos
A, | A para denotar que A} D Ay D A3 D --- e, A, = A.

Teorema 1.36 (Continuidade). Se A, T A ou A, | A, entao P(A,) — P(A).

Demonstragio. Suponha que A, T A. Fixe Ag = 0 e defina B,, = A, \ Ap—1
para n € N, de modo que ;2 A, = U,—; By, e a ultima unido ¢ disjunta.
Assim,

]P’(k[jl Ak> = IP’(G Bk> = iIP’(Bk)

Z Ak\Ak 1 = hm ZP Ak\Ak 1)

= Jim > ((P(AR) = P(A1)) = lim P(A,),
provando o primeiro caso. Suponha agora que A,, | A = N2 A,. Observando
que AS T U2 AS, pela parte ja demonstrada, P(A,) = 1 — P(AS) —

—P(A°) =P(A). O

Finalmente introduzimos o conceito de espago de probabilidade, que nada
mais é que a justaposicdo das nogoes de espago amostral, eventos aleatérios
e medida de probabilidade.

Definig¢ao 1.37 (Espago de probabilidade). Um espago de probabilidade é
um trio (Q, F,P), onde

(1) € é um conjunto nao-vazio;

(2) F é uma o-algebra de subconjuntos de €2;

(3) P é uma probabilidade definida em F.
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Exemplo 1.38. Langamento de uma moeda. Este espaco é pequeno o suficiente
para que possamos construi-lo explicitamente. Como fizemos anteriormente,
as duas faces da moeda serdao representadas em Q2 = {0,1}. A o-dlgebra F é
dada por F = P(Q) = {0,{0},{1},{0,1}}. A medida de probabilidade P :
F — R é dada por P(0) = 0, P({0}) =P({1}) = 3, P({0,1}) = 1. A

1.4 Espacos de medida

Esta secdo pode ser omitida em uma primeira leitura. E pré-requisito para
as Segbes 5.5, 11.4, e portanto para os Capitulos 12-15. A leitura desta
secdo pressupde familiaridade com os tépicos do Apéndice A.3 e usa conceitos

desenvolvidos no Apéndice C.

1.4.1 o-algebras e conjuntos borelianos

As ferramentas que veremos nas partes mais avancadas deste livro funcionam
com uma o-dlgebra F de eventos. Queremos que essa o-algebra seja
suficientemente grande de forma a conter os conjuntos que queremos estudar.
Em intmeras situac¢des, para que a teoria funcione bem ou represente
adequadamente os objetos estudados, vamos trabalhar com a menor o-algebra
que contem uma dada classe £, cuja existéncia e unicidade enunciamos agora.

Proposicao 1.39 (o-dlgebra gerada por uma classe de subconjuntos). Seja
Q um espagco amostral e £ uma classe de subconjuntos de ). Entdo existe
uma dnica o-dlgebra, chamada a o-algebra gerada por &, denotada por o(&),
que satisfaz das sequintes propriedades:

(1) o(&) é uma o-dlgebra,
(2) o(&) 2°¢,
(3) se F O & e F é uma o-dlgebra, entio F 2 o(E).

Daremos a prova no final deste capitulo, em forma de exercicio guiado.
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Ezemplo 1.40. Sejam € um espago amostral, A C Qe & = {A}. Afirmamos
que a o-dlgebra gerada por £ é o(€) = {0,Q, A, A°}. Com efeito, essa classe
é uma o-algebra, ela contém &, e qualquer o-algebra que contenha £ tem
que conté-la. A

Ezemplo 1.41. Seja € = {Aq,..., Ay} uma colegdo de subconjuntos disjuntos
do espago amostral €2, tais que U}_; A, = €. Entao a o-dlgebra gerada por &£
EA={0}U{A;,; U---UA, :j1,...,jm €{1,...,n}}. Com efeito, A é uma
o-élgebra, A D &, e qualquer o-algebra que contenha £ deve conté-la. A

A o-dlgebra ¢(€) contém todos os conjuntos que podem ser obtidos como
complementos e unides enumeraveis dos conjuntos em &, e também os que
podem ser obtidos como complemento e unido enumeravel destes tltimos,
e assim por diante. Isso é 1util porque nos diz que todos os conjuntos que
podemos construir a partir de £ com uma sequéncia enumeravel de operacoes
estardao em o(€). Entretanto, essa tentativa de construgdo quase explicita
de o(&) é dificil de formalizar. Quando queremos descrever ¢(€), é melhor
trabalhar diretamente com as trés propriedades que a caracterizam, como
fizemos nos dois exemplos acima.

Quando o espago amostral é R, a o-algebra mais importante é a seguinte.

Definicao 1.42 (Conjuntos borelianos na reta). Para o espago 2 = R, a
o-dlgebra de Borel B(R) é a o-dlgebra gerada por conjuntos abertos de R.
Quando estiver claro no contexto que 2 = R, podemos escrever B ao invés
de B(R). Os conjuntos em B sdo chamados borelianos.

Qualquer conjunto “razodvel” é um boreliano. Por exemplo, um conjunto
pontual {z} pode ser obtido como intersecdo de intervalos abertos (x —
%, x+ %), e um conjunto enumerével {x1,z1,...} pode ser obtido unido de
conjuntos {z,}. Logo, qualquer conjunto enumerével, ou cujo complemento
é enumerével, é boreliano. Intervalos (a,b] também sdo borelianos pois
(a,b] = Np(a,b+1+ 2). De fato, é bem trabalhoso construir um subconjunto
de R que nao seja boreliano. Mesmo assim, devemos ter em mente que a
Teoria da Probabilidade estd baseada em o-algebras, e B é a o-algebra mais
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importante em R.

Proposicao 1.43. A classe B(R) também é a o-dlgebra gerada pela classe dos
intervalos da reta, e também € a classe gerada pelos intervalos semi-infinitos
a esquerda e fechados a direita.

Demonstragcdo. Denotemos por Z a classe de todos os intervalos da reta, por
O a classe de todos os subconjuntos abertos da reta, e por D a classe de
todos os intervalos semi-infinitos & esquerda e fechados a direita.

Vamos mostrar que o(D) C (O) C o(Z) C (D).

Seja D € D. Entao D = (—o0,b] para algum b € R. Como (b, +o0) € O e
0(Q) é fechada por complementos, segue que D € o(O). Logo, D C o(O) e,
portanto, o(D) C o(0). Seja A € O. Pelo Teorema A.8, A = U,I,, onde
{I.,}nn €Z. Como o(Z) é fechada por unides enumeréveis, segue que A € o(Z).
Logo, O C o(Z) e, portanto, 0(O) C o(Z). Seja I € Z. O intervalo I pode
ser da forma [a,b), (a,b], [a,b], [a,+00), etc. Vamos considerar I = [a,b) e
deixar os outros sete casos como exercicio. Observe que

[a,5) = (—00,b) \ (=09,) = (Un(=00,b —n~1]) \ (Up(=00,a — k™).

Como todos esses intervalos (—oo, x] estdo em D, e (D) é fechada por unides
enumeraveis e diferengas, segue que I € o(D). Logo, Z C o(D) e, portanto,
0(Z) C o(D). Isso conclui a cadeia de inclusoes e prova da proposigdo. [

Dado J € B(R) nao-vazio, por exemplo J = [0, 1], definimos B(J) = {4 €
B(R): A C J}. Observe que B(J) é uma o-algebra no espago amostral J.

Dado n € N, denotamos o conjunto das sequéncias de n nlimeros reais por
R" ={(x1,...,2pn) : x € R paratodo k =1,...,n}.
H& uma o-algebra natural associada ao espago R".

Definicao 1.44. Definimos a o-dlgebra de Borel B(R™) como a o-algebra
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em R" gerada pela classe dos subconjuntos abertos de R™. Os conjuntos em
B(R™) sao chamados borelianos em R™.

1.4.2 Medidas

Um espago mensurdvel é um par (€2, F), onde Q é um conjunto nao-vazio e
F é uma o-algebra em €.

Definicao 1.45 (Medidas e espagos de medida). Seja (£2, F) um dado espaco
mensurdvel. Uma fungdo p: F — [0, +o0o] é chamada medida em (Q, F) se

(1) (@) =0,
(2) w(USL 1 A,) =502, n(Ay) para toda sequéncia (A, ), de conjuntos em
F disjuntos. Esta propriedade chama-se o-aditividade.
O trio (Q, F, u) é chamado espago de medida. Dizemos que p é uma medida

finita se p(2) < oo. Dizemos que p é uma medida o-finita se existem
conjuntos (A, )nen em F tais que Upen4, = Q e u(A,) < oo para todo n.

Quando p(€2) = 1, a medida p é uma medida de probabilidade, como definida
na secao anterior. Vejamos alguns exemplos simples de medidas.

Ezemplo 1.46 (Massa puntual de Dirac). Sejam (2, F) um espago mensuravel
qualquer e z € Q. A fungdo 0, : F — {0, 1} definida por

1, sexe A
0:(A) = ’ .
(4) { 0, sex ¢ A
é uma medida de probabilidade em (2, F). A

Ezemplo 1.47 (Medida de contagem). Seja (€2, F) um espago mensuravel
qualquer. A medida de contagem em €2 é definida como }_ . 0. Observe
que a medida de contagem ¢ finita se, e somente se, {2 for um conjunto finito,
e é o-finita se, e somente se, €} for um conjunto enumeravel. A medida de
contagem em R nao é o-finita. A
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Proposicao 1.48. Se (0, F,u) € um espago de medida e A € F, entdo a
fungdo p, dada por py,(B) = (AN B) também é uma medida em (2, F).

Deixamos a prova como exercicio.

Proposigao 1.49 (Propriedades de uma medida). Sejam (2, F, u) um espago
de medida e Ay, Ay, - € F. Entdo:

(1) (U321 45) < 255 n(4)),
(2) Se A, 1T A, entdo u(Ayn) — p(A).

Essas propriedades chamam-se subaditividade e continuidade por baixo.

A prova é idéntica aquela ja dada para medidas de probabilidade.

Observagio 1.50. A “continuidade por cima” pode ser falsa caso p1(A;) seja
infinita para todo j. Por exemplo, se p é a medida de contagem em N e
A, ={n,n+1,n+2,...}, temos que A, | 0 porém u(A,) 4 u(d), pois
wu(0) =0 e p(A,) = oo para todo n. A

O teorema a seguir, cuja prova serd dada no Apéndice D.2, nos garante a
existéncia de uma importante medida em (R, B) que generaliza a nogéo de
comprimento de intervalos.

Teorema 1.51. Existe uma tnica medida m em (R, B) tal que
m((a,b]) =b—a
para todos a < b € R. Essa medida m é chamada medida de Lebesgue em R.

A medida de Lebesgue é o-finita, pois tomando A, = [—n,n|, temos que
m(A,) = 2n < oo para todo n e 4, T R.

1.5 Exercicios

§1.1
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1. Considere o experimento resultante do lancamento de dois dados onde
se observa o minimo entre suas faces. Construa um modelo probabilistico
associado.

§1.2

2.

(a) De um baralho comum (52 cartas) sao retiradas, sem reposi¢ao, uma
amostra de 5 cartas. Qual evento é mais provavel, sair uma quadra (4
cartas com o mesmo numero) ou um flush (5 cartas do mesmo naipe,
sem formar uma sequéncia de 5 niimeros consecutivos)?

(b) Repita o exercicio anterior, supondo agora um baralho com apenas as
cartas 7,8,9,10,J,Q, K e A (32 cartas).

3. Para um jantar de gala, o cozinheiro preparou 2n pratos, sendo n deles
com carne mas sem gliten e os outros n pratos vegetarianos mas com gliten.
Dos convidados, a < n sdo vegetarianos, b < n ndo comem gliten e 2n —a —b
convidados comem qualquer coisa. Os pratos sao servidos aleatoriamente.
Calcule a probabilidade de todas as restri¢oes alimentares serem respeitadas.

4. Sem utilizar a férmula (Z) = ﬁlk),, mostre combinatorialmente a
. . 1
identidade k() =n(} ;).

5. Prove que (a:b) = > =0 (1) (ngk)

6. Sejam f e g funcdes n vezes derivaveis. Prove a Formula de Leibniz para
a n-ésima derivada de f - g.

d(fg) & [(n) dbr i g

7. Mostre o Teorema das Colunas do Tridngulo de Pascal: para todos n e k

(TH-J) (k+n+1) )

inteiros nao-negativos, Z;?: N 1

Dica: Use como hipétese de indugdo em k que a identidade vale para todo n.
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8. Mostre, sem utilizar inducao, o Teorema das Diagonais do Triangulo de
Pascal: para todos n e k inteiros nao-negativos, Z?:o (";” ) = (’”ZH).
9. A soma da n-ésima diagonal inversa do Tridngulo de Pascal é dada pela
expressdo Fy, =Y 1_, (”;k) Calcule Fy, Fy, F», F3 e Fy. Conjecture, quem é

a sequéncia (F),),? Prove sua conjectura.
10. Prove por indugao o Teorema das Linhas e o Teorema Binomial.

11. No final da Secao 1.1.3, observamos que ha 21 resultados possiveis no
lancamento simultdneo de dois dados idénticos, correspondendo aos 21 pares
nao-ordenados de nimeros entre 1 ¢ 6. Um jogo de domind para criangas, em
que cada metade de peca pode ser pintada com uma de 7 cores do arco-iris,
possui 28 pecas, correspondendo aos 28 pares nao-ordenados de cores do arco-
iris. De forma mais geral, o nimero de pares ndao-ordenados de um conjunto
n+1)
2

com n elementos é ( . Prove este fato de quatro formas diferentes:

(a) Por indugdo em n e usando propriedades do Tridngulo de Pascal.

(b) Decompondo a colegdo de pares nao-ordenados em pares de elementos
distintos e pares de elementos iguais.

(c) Descrevendo uma correspondéncia direta entre pares nao-ordenados
de {1,...,n} e subconjuntos de {*,1,...,n} com dois elementos, de
forma que o novo elemento x cumpra um papel especial.

(d) Descrevendo uma correspondéncia direta entre pares nao-ordenados de
{1,...,n} e palavras compostas por n — 1 simbolos “|” e dois simbolos

t¢.77

, como por exemplo “|-|[||-"

12. Inspirando-se pelo tltimo item do exercicio anterior, mostre que o niimero

de solugoes inteiras ndo-negativas da equacao =1 + - -+ + x, = k é dado por

().

13. Oito clientes formam uma fila ao acaso, quatro deles possuem uma tnica
nota de $10 e os outros quatro com uma tnica nota de $20 cada um. O
ingresso custa $10 e o bilheteiro comega a atender os clientes sem troco.

(a) Qual a probabilidade de o bilheteiro nao ter problema de troco?



1.5. EXERCICIOS 51

(b) Refaga o item (a) supondo que sejam 2n clientes, n clientes com notas
de $10 e n com notas de $20.

14. Sejam €2 o espaco dos caminhos simples de duragdo 2n, conforme definido
no Exemplo 1.32, e P a medida de probabilidade que atribui peso 272" a cada
caminho. O caminho resultante desse experimento é comumente chamado de
passeio aleatorio. Mostre que

P({s : max{sg,...,s2n} = 5}) = 2P({s: s2, = 5}).

15. Vamos mostrar que a probabilidade de um passeio aleatério ainda nao
ter retornado a origem depois de 2n passos é igual & probabilidade de estar
na origem no tempo 2n. Ou seja, vamos mostrar que

P({s: 7" > 2n}) =P({s : s2, = 0}),

onde 7" = 74 (s) = min{k > 1 : s;, = 0} denota o primeiro instante de
retorno a origem, com min(f)) = +oo. Para k € N, mostre que:

(a) P(s1 = +1, 7'0 < 2n, Sop = 2k) = P(sop—1 = —2k — 1, s9,, = —2k).
(b) ]P)(Sl +1 Sgn = 2k) P(Sgnfl =2k — 1, Son — 2k — 2)
(c) P(s1 = +1 70 > 2n) = P(sop—1 = +1, 59, = 0).
(d) P(rg > 2n) = P(s2,, = 0).
§1.3

16. Sejam A e B eventos quaisquer, mostre que:
(a) P(ANB) > 1—P(A°) — P(B°).
(b) P(AU B)P(AN B) < P(A)P(B). Dé condigoes necessarias e suficientes
para que valha a igualdade.

17. Sejam (2, F,P) um espaco de probabilidade, A e B eventos quaisquer.
Encontre uma expressao para a probabilidade de ocorrer exatamente um dos
eventos A ou B.

18. Sejam P; e Py medidas de probabilidade definidas no mesmo espago
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(Q, F). A funcdo P(A) = max{P;(A),Py(A)} é medida de probabilidade?
Prove ou dé contra-exemplo.
19. Sejam A, Ag, As, ... eventos aleatorios. Prove que:
(a) P(A1N---NA,) =21—(P(A]) + --- + P(A4Y)).
(b) P(MiZ14n) 21— 3272, P(A7).
20. Suponha que P(A,,) =1 para todo n € N. Prove que P(N,A4,) = 1.

21. Dada uma sequéncia de eventos (A, )., definimos os eventos

P

n=1k=n n=1k=n
Mostre que, se B = C, entao P(A,) — P(B).

22. Sejam (92, F,P) um espaco de probabilidade e (4,,), e (By), sequéncias
de eventos tais que P(4,) — 1 e P(B,) — a. E sempre verdadeiro que
P(A, \ Bn,) — 1 — a? Prove ou dé contra-exemplo.

§1.4

23. Sejam ) um conjunto e A a classe de todos os subconjuntos que sdo
enumeraveis ou cujo complementar é enumeravel. Prove que A é uma o-

algebra.

24. Dé um exemplo de um espaco () e o-algebras F1 e F2 em {2 tais que
JF1 U Fs ndo é uma o-algebra em ().

25. Neste exercicio provaremos a Proposicao 1.39.

(a) Sejam J # () um conjunto qualquer de indices e (Fj),;cs uma familia
de o-algebras em um mesmo espago amostral 2. Mostre que Nje s F; é
uma o-algebra em €.

(b) Sejam £ uma classe qualquer de subconjuntos de 2 e J o conjunto de
todas as o-algebras em 2 que contém &. Justifique que J # ().
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(c) Utilize os itens anteriores para provar a existéncia de uma o-dlgebra
satisfazendo aos trés itens da proposic¢ao.

(d) Conclua a prova da proposi¢ao mostrando a unicidade de o(£). Ou seja,
mostre que, se G e H satisfazem aos trés itens da proposicao, entao

Gg=*H.
26. Sejam Q = {1,2,3,4} e £ = {{1},{2}}. Quem é o(€)? Prove.

27. Seja & = {{z} : x € Q} a classe dos subconjuntos unitérios de Q2. Quem
é o(&)? Prove.

28. Seja (£2, F, ) um espago de medida. Prove que sao equivalentes:

(i) A medida p é o-finita;
(77) Existem (A;), disjuntos tais que U, A, = Q e p(A4,) < oo para todo n.
(741) Existem (A,,), tal que A, 1T Q e u(A,) < oo para todo n.

29. Seja (Q, F,P), onde © é um conjunto qualquer ndo-enumeravel, F = {A C
Q : A é enumerdvel ou A° é enumeravel} e P(A) = 0, se A for enumeravel,
ou P(A) =1, se A for ndo-enumerédvel. Mostre que (€2, F,P) é um espaco de
probabilidade.

30. Sejam Py, Py, ... medidas de probabilidade em (2, F), e sejam p1,pa, - - - €
[0, 1] tais que Y, pn, = 1. Prove que

P= anPn

¢ uma medida de probabilidade em (2, F).
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Capitulo 2

Probabilidade Condicional e
Independéncia

A ocorréncia de um certo evento pode alterar a chance de outros eventos
também ocorrerem. Suponha que um campeonato de futebol esta prestes
a comecar, e temos uma estimativa da probabilidade de determinado time
vencer na quarta rodada. Nossa estimativa certamente devera ser atualizada
ap0Os observarmos os resultados das trés primeiras rodadas.

Caso a ocorréncia de um dado evento ndo modifique as chances de um outro
evento também ocorrer, diremos que esses dois eventos sdo independentes.
Por exemplo, imagine que temos dois magos de baralho e retiramos uma
carta de cada, neste caso a probabilidade de que as cartas sejam idénticas
nao é afetada se soubermos que a primeira carta é um 70.

2.1 Probabilidade condicional

A probabilidade condicional é uma nova medida de probabilidade, de forma
a representar melhor as chances de eventos aleatdrios a partir da observacao
da ocorréncia ou ndo de um dado evento.

95
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Definicdo 2.1 (Probabilidade Condicional). Sejam (€2, F,P) espaco de
probabilidade e A, B € F eventos, com P(B) > 0, definimos a probabilidade
condicional de A dado B por

MAunzpﬁgf)
Quando P(B) = 0, definimos P(A|B) = P(A).

Observe que quando P(B) = 0, a razao Pgﬁg?) seria da forma “0” Alguns

livros preferem nao definir a probabilidade condicional IP’(A\B) quando
P(B) = 0, j& outros optam por definir P(A | B) como 0 ou P(A). Esta tltima
definicao faz com que a maioria dos teoremas estabelecidos neste capitulo
permanegam validos sem que tenhamos que supor que P(B) > 0 ou considerar
o caso P(B) = 0 separadamente.

Proposigao 2.2. Dado B € F, a fungio que leva A em P(A|B) € uma medida
de probabilidade em (Q, F), isto é, satisfaz as condi¢oes da Defini¢io 1.3/.

Demonstragio. Se P(B) = 0, ndo ha nada a provar pois temos P(A|B) =
P(A) e P é uma medida de probabilidade. Considerando que P(B) > 0,
pela defini¢do de probabilidade condicional, P(A|B) = PSP’L(‘;])B) 0, pois o

denominador é positivo e o numerador é nao-negativo;

P(QNB) P(B)

FOB) =55 = B(B)

se (Ayp)n é uma sequéncia de eventos disjuntos,

P((Undn) N B) _ P(Un(An N B))
P(B) N P(B)

_ 2 P]PE? N B) ZIPA\B

P(U,A,|B) =

onde na segunda igualdade utilizamos a distributividade da unido com respeito
a intersecao e na terceira o fato dos eventos (A, N B), também serem disjuntos.
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Isto conclui que a fungdo que leva A em P(A|B) é de fato uma medida de
probabilidade. O

Ezemplo 2.3. Um dado é lancado. Sabendo-se que o resultado é maior que

3, qual a probabilidade de que seja par? Denotamos o primeiro evento

por B = {4,5,6} e o segundo por A = {2,4,6}. Aplicando a defini¢do, a

probabilidade de ser par sabendo-se que o resultado é maior que 3 é dada por
P(ANB)  P({4,6}) 2/76 2

PAIB) = =5y = Bas6)  3/6 3 .

Exemplo 2.4. Suponha que, numa dada populacao, 30% dos genes de cor
de olhos seja para olho claro ¢, e 70% seja para olhos escuros C. Suponha
também que os casais se formam e decidem ter filhos aleatoriamente (sem
nenhuma influéncia da cor dos olhos), de forma que os genes C' e ¢ estejam
uniformemente espalhados por toda uma populagdo. Assim, um individuo
escolhido aleatoriamente nesta populacao tera os genes cc com probabilidade
0,090, ou C'c¢ com probabilidade 0,42, ou C'C' com probabilidade 0,49. Como
ter olhos claros é uma caracteristica genética recessiva, apenas o primeiro
grupo terd olhos claros, enquanto os dois ultimos terdo o mesmo fenétipo, de
olhos escuros. Uma pessoa de olhos escuros é selecionada ao acaso. Qual a
probabilidade de que essa pessoa tenha o gene recessivo para olhos claros?
Denotando B = “olhos escuros”= {C¢,CC} e A = “tem um gene de olhos
claros”= {cc, Cc}, temos

P(AN B) P({Cc}) 0,42

P(A|B) = P(B) ~ P({Cc,CC}) "~ 091

~ 0,46,

com dois algarismos significativos. A

2.1.1 Regra do Produto

A Regra do Produto permite expressar a probabilidade da ocorréncia
simultadnea de diversos eventos a partir do valor de cada probabilidade



o8 CAPITULO 2. CONDICIONAL E INDEPENDENCIA

condicional de cada um deles dados os eventos anteriores.

Teorema 2.5 (Regra do Produto). Dados os eventos Ay, Ag, ..., Ay,

P(Alﬂ- . ﬁAn) = P(Al)P(AQ‘Al)P(A3|A1ﬂA2) cee ]P)(An|A1ﬂA2ﬂ‘ . 'ﬂAn_l).

Demonstragdo. Vamos provar por inducao em n. Para n = 1, a igualdade
vale trivialmente. Para n = 2, se P(A;) > 0, entéao

P(AQ N Al)

P(Ar]A) = =55

donde
]P)(Al N AQ) = P(Al)P(A2|A1)7

se P(A1) =0, entao P(A; N A2) = 0, logo a igualdade acima continua valida.
Suponhamos, por hipétese de inducao, que o teorema seja valido para n = m.
Neste caso, para n = m + 1 podemos desenvolver

P(A1N-NApt1) =PA1 N NARP(Apri|A1 N N Ay)
= P(Al)P(A2|A1)P(A3|A1 N Ag) s
.- ]P)(Am’Al n---N Am_l)]P)(Am_;,_l‘Al n---N Am)

Com efeito, a primeira igualdade corresponde ao caso n = 2 ja demonstrado,
e a segunda corresponde ao caso n = m, o que completa a prova. O

Ezemplo 2.6. Um moével tem duas gavetas, a primeira gaveta contém trés
bolsas e a segunda contém quatro bolsas. A primeira bolsa da primeira
gaveta contém duas bolas vermelhas e uma bola azul, e todas as demais
bolsas contém duas bolas azuis. Abre-se uma gaveta, escolhe-se uma bolsa e
retira-se uma bola de dentro da bolsa, tudo ao acaso. Qual a probabilidade
de que a bola retirada seja vermelha? Denotando A = “abre-se a primeira
gaveta”, B = “escolhe-se a primeira bolsa” e C' = “retira-se a bola vermelha”,
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pela Regra do Produto obtemos

P(ANBNC) =PA)P(B|A)PC|B N A) =

N |
Wl =
Wl N
Nej

Ezemplo 2.7. Selecionar 3 cartas de um baralho de 52 cartas, ao acaso e
sem reposicdo. Qual a probabilidade de tirar 3 reis? Seja A = “tirar rei na
k-ésima retirada” e A = “tirar 3 reis” = A; N Ay N Az. Temos

4 3 2 1
P(A) =P(A1)P(A2|A1)P(A3]A1NAy) = ——— = ——.
(A) = B(AB(A3] A P(Ag] A 1 Ag) = === =
Ezemplo 2.8. Continuando o Exemplo 2.4, quando um casal tem um filho,
cada um dos pais transmite um dos seus dois genes com mesma probabilidade.
Seleciona-se uma crianca ao acaso. Qual a probabilidade de a crianga e o pai
ambos terem olhos claros? Definindo A = “pai tem olhos claros”, B = “filho

tem olhos claros”, D = “o gene transmitido pela mae é ¢”, temos
P(ANB) =P(A)P(BJ|A) =P(A)P(D) ~ 0,090 x 0,30 = 0,027,

com dois algarismos significativos. A

2.1.2 Lei da Probabilidade Total

Dizemos que By, Bo, Bs, - -- € F formam uma particdo de ) se sdo disjuntos
e UpBr = €. Particbes sdo particularmente tteis em contextos onde
determinado aspecto divide os resultados possiveis em casos, e é possivel
expressar determinadas relacdes em cada um desses casos separadamente.

Teorema 2.9 (Lei da Probabilidade Total). Sejam A, By, By, Bs, ... eventos
aleatdrios em (Q, F,P) tais que By, By, Bs, ... formam uma parti¢io de ).
Entao

P(A) = Y B(B))P(A|B)).
j=1
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Demonstragdo. Usando a Regra do Produto,

o0 [e.9]

P(A) =P(UX, (AN B;)) = > P(ANB;) =Y P(B;)P(A|B;).
=1 j=1

A primeira igualdade vale porque A = AN (U2 B;) = U2, (AN By).
Na segunda igualdade usamos que esses eventos sao disjuntos. Na ultima
igualdade usamos a Regra do Produto. ([

A Lei da Probabilidade Total é particularmente util quando um experimento
tem duas etapas, e é possivel expressar as probabilidades condicionais de
determinado aspecto da etapa final dados os possiveis resultados da etapa
inicial.

Ezemplo 2.10. Um armério tem duas gavetas, A e B. A gaveta A tem 2
meias azuis e 3 meias pretas, e a gaveta B tem 3 meias azuis e 3 meias
vermelhas. Abre-se uma gaveta ao acaso e retira-se uma meia ao acaso da
gaveta escolhida. Qual a probabilidade de a meia escolhida ser azul? Para
a solucao, comecemos observando os valores conhecidos de probabilidade:
P(A) =P(B) = i, P(azul|A) = 2 e P(azul|B) = 3. Assim,

P(azul) = P(A)P(azul|A) + P(B)P(azul|B) = +

(G20 N}
N | =

N |

2.1.3 Férmula de Bayes

A Férmula de Bayes

p(8l4) = A p(B)
P(A)
cuja demonstracdo é imediata, na verdade reflete uma forma de raciocinar
extremamente profunda. Estamos interessados na chance de ocorréncia do
evento B, quando na verdade temos acesso & ocorréncia ou nao do evento A.
Antes de se observar a ocorréncia de A ou A€, a chance de ocorréncia de B,
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chamada de probabilidade a priori, é simplesmente P(B). Uma vez observada
a ocorréncia de A ou A°, procedemos a atualizar a chance do evento B,
multiplicando-a pelo fator de Bayes dado pela razdo entre a probabilidade
de se observar A (ou A€) no cendrio em que B ocorre e a probabilidade de se
observar A (ou A¢) em geral. O produto entre a probabilidade a priori e o
fator de Bayes resulta no que chamamos de probabilidade a posteriori.

Claro que, usando essa férmula, precisamos saber P(A|B) para calcular
P(B|A), mas em muitas situagdes esta é mais facil de calcular do que aquela.
Entre os exemplos mais simples, estdo os experimentos em varias etapas
em que observamos apenas o resultado final e queremos estimar as chances
de distintas possibilidades nas etapas iniciais. Ou seja, quando queremos
determinar a probabilidade condicional de eventos que precedem aquele
efetivamente observado.

Ezxemplo 2.11. Continuando o Exemplo 2.8, se selecionamos uma crianca de
olhos escuros ao acaso, qual a probabilidade de que o pai tenha olhos claros?
Tomando A = “a crianca tem olhos claros”, B = “o pai tem olhos claros”, e
D = “o pai transmite o gene de olhos claros”, temos

P(A|B) =P(A|DN B) =P(A|D) ~ 0,30
que representam a chance de a mae também transmitir o gene de olhos claros.
Pela Formula de Bayes,

P(B|A¢) = W]}D(E) ~

0,70
0,910

- 0,090 =~ 0,77 - 0,090 ~ 0,069,

com dois algarismos significativos. O valor 0,090 ¢ a probabilidade a priori
de que o pai de uma crianga selecionada ao acaso tenha olhos claros. O fator
de Bayes resultante da observagao de que a crianca tem olhos escuros é 0,77,
que por ser menor que 1 reduz a probabilidade a posteriori para 0,069. A

Um uso particular da Férmula de Bayes é quando conhecemos as probabilida-
des de uma sequéncia dos eventos B; que particionam {2 e as probabilidades
condicionais de um evento A dados os eventos dessa particdo. Neste caso,
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podemos calcular as probabilidades condicionais de ocorréncia de cada Bj
sabendo-se da ocorréncia ou nao do evento A, pela féormula

P(A|B;)

PUB;|A) = ~5p

-P(Bj).

Os valores originais P(B;) sao as probabilidades a priori dos eventos Bj, e
os valores P(Bj|A) sao as probabilidades a posteriori desses eventos. Como
estamos supondo que é possivel calcular P(By) e P(A|By) para todo k,
muitas vezes o denominador na Féormula de Bayes sera calculado pela Lei da
Probabilidade Total, dando origem a férmula

_ P(B))P(A|B;)
PBIA) = = BBOBAI By

Ezxemplo 2.12. No Exemplo 2.10, sabendo-se que uma meia azul foi retirada,
qual a probabilidade de ter sido aberta a gaveta A? Pela Férmula de Bayes,
P(A)P(azul|A) 3 4

(Alazl) = & B (amml] 4) + P(B)P(azl| B) Izy1s —g 4

2.2 Independéncia

Dois eventos aleatoérios sdo independentes quando a ocorréncia de um deles
nao aumenta nem diminui a chance relativa de que ocorra o outro.

Definicao 2.13 (Eventos independentes). Os eventos aleatérios A e B sao

ditos independentes se
P(ANB) =P(A)P(B).
Neste caso, dizemos que A é independente de B.

Dois eventos A e B sao independentes se, e somente se, P(A|B) = P(A).
Deixamos a demonstragdo como exercicio (separe em casos!).
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Ezxemplo 2.14. Uma moeda é langada duas vezes. Sejam A = “a primeira

[13

moeda sai cara” e B = “a segunda moeda sai cara”. Entdao A e B sao

independentes, pois

P(A) = P({1} x {0,1}) = % _ %
P(B) = P({0,1} x {1}) = z _ %
P(AN B) = ({1} x {1}) = ; = F(A)P(B). .

Veja que no exemplo acima, ji sabiamos de antemao que os eventos deveriam
ser independentes, pois cada lancamento da moeda tem nao absolutamente
nenhuma interferéncia sobre o outro. Entretanto, independéncia nao significa

necessariamente que os eventos ndo possuam nenhuma relacao entre si.

Ezxemplo 2.15. Dois dados sao langados. Consideramos os eventos A = “o
primeiro dado é par” e C' = “a soma dos valores dos dados é par”. Entédo

P(A) = P{2,4,6} x {1,2,3,4,5,6}) — % _ %
P(C) = P({2,4,6}° U {1,3,5}%) = % = é
P(ANC) = P({2,4,6)2) = % _ % — P(A)P(C). A

Proposicao 2.16. Um evento A € independente de si préprio se, e somente

se, P(A) =0 ou 1.

Novamente, a demonstracao fica como exercicio.

Definigao 2.17 (Eventos independentes dois a dois). Os eventos aleatérios
(Aj)jes, onde J é um conjunto qualquer de indices, sao ditos independentes
dois a dois se A e A; sdo independentes para todos k,j € J com k # j.

Ezemplo 2.18. Dois dados sdo langados. Consideramos os eventos A = “o
primeiro dado é par”, B = “o segundo dado é par” C = “a soma dos valores
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dos dados ¢é par”. Entao

P(A) = P({2,4,6} x {1,2,3,4,5,6}) — ;2 .

P(B) = P({1,2,3,4,5.6} x {2,4,6}) = ;2 %

P(C) =P({2,4,6}* U{1,3,5}%) = % = %

P(AN B) = P({2,4,61%) = o = ; = B(A)R(B)

P(ANC) = P({2,4,61%) = o = ; = H(A)P(O),

P(BNC) = P({2,4,6)%) = 396 L =P(BP(O) A

Ezemplo 2.19. Lancamento de um dado de 4 faces. Considere A = “par”, B =
“menor que 3”7, C'= “1 ou 4”, ou seja, A = {2,4}, B = {1,2}, C = {1,4}.
Entdo A, B e C sdo independentes dois a dois. Com efeito,

P(AN B) = B({2}) = | = F(A)R(B),
P(ANC) = B({4}) = ; = B(A)P(C).
P(BNC) = B({1}) = ; = P(BP(C) A

Definicao 2.20 (Eventos independentes). Os eventos aleatérios (A;);cs
sdo ditos independentes se, dado qualquer conjunto de indices distintos
1,52, -+ -5 Jn € J, vale

P(Aj, NAj, M- N Ay ) =P(A;))P(Ay,) - P(Aj,).

Ezemplo 2.21. No lancamento de um dado dodecaédrico (12 faces), considere
os eventos A = “multiplo de 37, B = “menor ou igual a 6” e C' = “par”, isto
é, A=1{3,6,9,12}, B=1{1,2,3,4,5,6} e C ={2,4,6,8,10,12}. Entao A, B
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e C sao independentes, pois

P(AN B) = F({3,6}) = ¢ = E(A)P(B),

P(BNC) = B({2,4,6}) = 1 = F(B)E(C),

P(ANC) = P({6,12)) = ¢ = P(A)E(C),
P(ANBNC)=P{6}) = iQ P(A)B(B)B(C). A

Contra-ezemplo 2.22. No Exemplo 2.19, os eventos A, B e C' ndo sao
independentes. Com efeito,

P(ANBNC) =P(0) = 0 é _ P(A)P(B)P(C). A

Contra-ezemplo 2.23. No Exemplo 2.18, os eventos A, B e C nao sdo
independentes. Com efeito,

P(ANBNC) =P({2,4,6}%) = — # - = P(A)P(B)P(C). A

1
8

e

Processo de Poisson

O contetido desta se¢do nao serd usado no resto do livro, e pode ser omitido.
Ela ¢é baseada no Exemplo 8 da Segao 1.3 de James (2004). A ideia é modelar
o comportamento de um processo de chegadas ao longo do tempo, sejam de
clientes em um caixa de supermercado, gols em uma partida de futebol ou,
como serd nosso modelo, acessos a uma determinada pagina de internet.

Para cada tempo t > 0, seja X; o nimero de acessos a pagina durante o
intervalo (0,¢]. Dados s,t > 0 e n € Ny, denotamos por A7 s¢ 0 evento em que
hé exatamente n acessos & pagina no intervalo (s, s + t].

Gostarfamos de estudar a probabilidade dos eventos AY, para todos os valores
de n, s,t. Para isso, assumiremos que o niimero de acessos a pagina satisfaz
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determinadas hipdteses, que listamos a seguir.

H1 (Incrementos estacionarios): Para cada t > 0 e n € Ny fixados, a
probabilidade P(AY;) ndo depende de s.

Essa hipotese diz que a probabilidade de haver exatamente n acessos no
intervalo (s, s + t] depende apenas de sua duracdo t e nao de s, seu inicio
na linha temporal. Sendo assim, P(AF;) = P(A{,), que denotaremos pela
familia de funcdes dada por P, (t) = P(Af,).

H2 (Incrementos independentes): Dados s,t,u,v > 0 tais que s +t < u, os

eventos Ay, e Aﬁm sao independentes para todos n, k € Ny.

H3 (Nao simultaneidade): A probabilidade condicional de haver pelo menos
dois acessos a pagina no intervalo (0, ], dado que no mesmo intervalo houve
pelo menos um acesso, é pequena se t é pequeno. De modo formal,

lim 1— Po(t> - P (t)

= 0.
t—0t 1-— Po(t)

Isto é, quando a duracdo do intervalo vai a zero, a probabilidade de haver
pelo menos um acesso a pagina vai se concentrando no evento em que ha
exatamente um acesso. Dessa forma, acessos simultdneos sdo eventos de
probabilidade nula.

E pertinente questionar se as trés hipdteses acima sdo ou nao razodveis
na contagem do niimero de acessos a pagina (H4 menos acessos durante a
madrugada? Se eu acesso a pagina, isto altera a probabilidade de meus amigos
também a acessem posteriormente?). Ao dimensionarmos a capacidade
maxima de acessos & pagina, estamos interessados em intervalos por volta
dos horarios de pico, onde nos parece que as hipdteses acima sdo razoaveis.

A partir de agora, nossa tarefa é encontrar uma familia de fungoes (P, (¢))nen,,
e consequentemente P(AY,), de modo que as hipéteses H1, H2 e H3 sejam
satisfeitas.

Comegamos com o caso n = 0. Observe que, para todot > 0 e k € N,
Ad = A NAY, NAS N0 A[(]k—l)t,t' Por H1 e H2, obtemos Py(kt) =
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P(AO k) = P(Agyt)P(Agt) IP’(A(()k 1)“) = [Py(t)]*. Dai também segue que
Py(t) = [Po(ﬁ)]J para todos t > 0 e 7 € N. Combinando ambas identidades,
obtemos

Py(rt) = [Po(t)]" para todos t > 0 e r € Q positivo.

Esta tultima identidade pode ser estendida para todo r > 0 real, observando-se
que Py é mondtona.

Podemos supor que Py(1) < 1, pois do contrario terfamos FPy(t) = 1 para todo
t > 0, o processo onde a pagina nunca é acessada (veja que H3 ji assume isso
implicitamente). Observe também que Py(1) > 0, pois do contrario teriamos
um modelo em que a pagina é acessada (infinitas vezes!) em todo intervalo
nao-degenerado de tempo, o que violaria H3.

Portanto, Py(t) = [Py(1)]! decai exponencialmente e podemos escrever Py(t) =
e ™, com A = —log Py(1). O processo (X;)i>0 é chamado de Processo
de Poisson de intensidade A. Refere-se ao parametro A como intensidade
porque mudar seu valor tem o mesmo efeito que acelerar o tempo na mesma
proporcgao.

Agora, procederemos & determinagdo de P,(t) para n € N. A ideia é tentar
descrever a derivada de P, (t) e resolver a equagao diferencial que tenha P, ()
como solucao. Indo direto ao ponto,

A&t—&—At = O (A n At At)
j=0

para todos t, At > 0 e n € N, e a unido acima é disjunta. Portanto,

Po(t + At) = P(AG 1y ar) Z (Aot n Ay At)
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onde as duas ultimas igualdades seguem das hipdteses H1 e H2.

Para analisar a derivada a direita de P,, expandimos

Palt+88) = Pult)  S5=olPy(t) - Pay(AD)] = Pa(t)

At At
P(t) - (Po(At) — 1) n Po-i(t) - P1(AY) n 2?202 Pj(t) - Pp—j(Al)
N At At At :

Calcularemos o limite quando At — 07 de cada um dos trés termos acima
separadamente. Para o primeiro termo,

Po(t) - (Po(A) — 1) e Mt _ ]
Aot = Fu®) At

Para o segundo,

P,_1(t) - Pi(At)
At

Pi(At) 11— Py(At)
1-PR(At) At

=P, (t) — >\Pn—1 (t),

onde o limite segue de H3. Para o terceiro,

_ Y8 Py(t) - Paoj(At) _ Y15 Paj(At) _ 1= Ry(A) — Pi(AY)

0 At = At = At -
1= Py(At) — P(AE) 1 — Py(A)
= . — 0,
1— Po(A0) At

onde, novamente, o limite segue de H3.

Reunindo os limites calculados acima, deduzimos que
PL(t) = ~APu(t) + APy (1)

para todon € N et > 0. Observe também que valem as condig¢oes iniciais
P,(0) = 0 para todo n € N.
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Concluimos esta se¢ao usando a equacdo acima para verificar que

(At) oM

n!

Pa(t) =

para todo n € Ng e t > 0. Para n = 0, j4 haviamos deduzido anteriormente
que Py(t) = e ™. Seja n € Ny e suponha por inducio que P,(t) = %e"\t

para todo ¢ > 0. Com essa hipdtese, P,41(t) é solucdo da equagao diferencial

() = —Ap(t) + A2 e

n!
com condicdo inicial p(0) = 0. Afirmamos que

()\t)n—i-l

At
n+ 1! €

p(t) =
¢ a Unica solucao da equacdo acima. Para ver que tal p é solucdo, basta
derivar e ver que a equacao ¢ satisfeita. Unicidade segue da teoria de equacoes
diferenciais, vamos aceitar essa propriedade sem demonstracdo. Com isso
verificamos que P,41(t) é dada pela férmula acima.

Devemos uma explicacao sobre como fizemos para encontrar a solugao p(t)
acima. Daremos aqui uma versdo compacta de um método que normalmente
que se ensina em um curso introdutério de equagoes diferenciais. Ignorando
o termo que nao envolve p, ficamos com a equagdo p'(t) = —Ap(t). Uma
solucdo nao-trivial g dessa equagao é dada por g(t) = e ™M, que pode ser
encontrada dividindo-se ambos os lados da equagdo por g(t) e integrando-se
em t. Depois disso, passamos a buscar uma solucio da forma p(t) = e M f(t).
Substituindo na equacao diferencial de p e simplificando, chegamos a
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com uma constante indeterminada C' € R. Como p(0) = 0, concluimos que
C =0, e com esse método chegamos a solucdo acima.

Ezercicio 2.24. Suponha que numa partida de futebol entre Atlético-MG e
Cruzeiro, o nimero de gols feitos por cada time siga processos de Poisson
independentes, (X;) e (Y;), com intensidades « e (3, respectivamente. Além
disso, considere que o tempo ¢t é medido em unidades de duracao de uma
partida (ou seja, uma partida inteira dura uma unidade de tempo).

(a) Calcule a probabilidade de a partida terminar 1-0 para qualquer um
dos times.

(b) Calcule a probabilidade de ndo haver gols no segundo tempo.

(c) Calcule a probabilidade condicional de o Cruzeiro ter vencido a partida,
dado que o placar final foi 1-0 para um dos times.

(d) Mostre que o ntimero total de gols ao longo do tempo também é um
processo de Poisson. Qual a intensidade?

A

Ezxercicio 2.25. O fluxo de carros pela BR-040 préximo ao trevo de Ouro
Preto é de 20 veiculos por minuto. Um medidor registra os instantes nos
quais passam veiculos pela via. Suponha validas H1, H2 e H3 com carros no
lugar de acessos a um servidor. Calcule:

(a) A probabilidade de que 3 ou mais carros sejam registrados durante um
certo intervalo de 6 segundos fixo.

(b) A probabilidade de que nenhum carro seja registrado durante um certo
intervalo de 2 minutos fixo.

2.3 Exercicios

§2.1

1. Sao dadas duas urnas, A e B. A urna A contém 1 bola vermelha e 1 azul.
A urna B contém 2 bolas vermelhas e 3 azuis. Uma bola é extraida ao acaso
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de A e colocada em B. Uma bola entdo é extraida ao acaso de B. Qual a
probabilidade de se retirar uma bola vermelha de B? Qual a probabilidade
de ambas as bolas retiradas serem da mesma cor?

2. Paula fez uma prova na semana passada. A probabilidade de aprovacao
na prova é de % caso ela tenha se preparado adequadamente, % caso ela tenha
estudado apenas na véspera, e % caso ela ndo tenha estudado nada. Sabe-

se que as probabilidades de ela ter estudado adequadamente, ter estudado
31
55
Qual a probabilidade de Paula ter estudado adequadamente dado que ela foi

apenas na véspera e nao ter estudado nada sao e %, respectivamente.

aprovada?

3. Seja p a proporc¢ao de individuos na populagdo que estao infectados por
um determinado virus. O exame laboratorial que detecta esse virus apresenta
um resultado falso negativo (indica que um individuo infectado estd saudavel)
com probabilidade Tloo? enquanto resultados do tipo falso positivo (indica
que um individuo saudavel estéd infectado) ocorrem com probabilidade %.

(a) Um individuo foi escolhido ao acaso e o resultado do exame foi positivo.
Calcule f(p), a probabilidade de esse individuo estar infectado.

(b) Quanto valem lim,_,q+ f(p) € o menor valor de p para o qual f(p) > %
Interprete estes resultados.

Nesse problema, o pardmetro p é chamado prevaléncia, % ¢é a chamada

49 4

sensibilidade e =5 ¢ a chamada especificidade.

4. Considere uma questao de multipla escolha com n opgdes, e seja p a
probabilidade de determinado aluno saber resolver a questdo. Se ele sabe
resolver, acerta com certeza, e se nao sabe, acerta com probabilidade % Dado
que ele acertou a resposta, qual a probabilidade de que ele sabia resolver?
Calcule os limites dessa probabilidade quando n — oo e quando p — 0.

5. Sejam A, B e C eventos quaisquer. Mostre que

P(A|B) = P(A|B N C)P(C|B) + P(A|B N C°)P(C°|B).
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6. Zacarias é um sujeito bastante atrapalhado, ele perdeu sua carteira em
uma de suas n gavetas, cada uma delas em diferentes niveis de desordem.
Seja pi a probabilidade de a carteira estar na k-ésima gaveta. Seja qp a
probabilidade condicional de ele encontrar a carteira na k-ésima gaveta dado
que ela 14 esta e a gaveta foi examinada. Calcule a probabilidade da carteira
estar na primeira gaveta, dado que Zacarias abriu apenas a k-ésima gaveta e
nao encontrou sua carteira.

7. Sandro tem em seus bolsos 5 dados, cada um deles com a forma de um
dos Poliedros de Platao e com as faces numeradas de um até o ntimero de
faces de cada dado. No bolso esquerdo estdo o tetraedro, o cubo e o octaedro,
enquanto dodecaedro e icosaedro estdo no bolso direito. Sandro deve retirar
aleatoriamente uma carta de um baralho comum, se a carta for de copas ele
escolhe aleatoriamente um dos dados do bolso esquerdo, caso contrario, ele
sorteia o dado do bolso direito. Sandro lancard o dado e ganhard um prémio
se a face sorteada for o nimero 1. Calcule:

(a) A probabilidade de sair o nimero 1.
(b) A probabilidade condicional de o dado retirado ter sido o cubo dado
que saiu o numero 1.

8 (Urna de Pdlya). Uma urna contém inicialmente p bolas pretas e b bolas
brancas. E sorteada uma bola da urna, sua cor é observada, em seguida esta
bola é devolvida & urna e também outra bola da mesma cor é adicionada
a urna. Repetimos este procedimento indefinidamente. Seja B,, ;, o evento
em que sao retiradas exatamente k£ bolas brancas nas n primeiras extracoes.

Mostre que
(bzkfl) (ernfkfl)
-1 -1
P(ank) = p+b+nfl
)

Dica: Mostre por inducdo em n, para todo p e b.

9. Um casal tem dois filhos que ndo sdo gémeos. Calcule a probabilidade
condicional de esse casal ter dois filhos homens, sabendo-se que:

(a) O casal tem um filho homem.
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(b) O filho mais velho do casal é homem.
(c) O casal tem um filho homem que nasceu num sabado.
(d) O casal tem um filho homem que nao nasceu num sébado.

Respostas aproximadas: 0,33, 0,50, 0,48, 0,36. Comente o porqué de o
resultado do item (d) ser préximo ao do item (a) e o do item (c) ser préximo
ao do item (b).

10. Sejam By, Ba, ... eventos disjuntos, A e C' eventos aleatérios, e € € [0, 1].
Mostre que:

(a) Se P(A|B,,) > ¢ para todo n, entdao P(A| U, By,) > ¢.
(b) Se P(A|By,) = ¢ para todo n, entdao P(A|U,, B,) = €.
(c) Se P(A|B,) = P(C|B,) para todo n, entao P(A|U, B,) = P(C|U,, By).

11. Mostre que, se A, | A e P(4,11|A,) < 2 para todo n entdo P(A) = 0.

12. Leonardo prometeu que iria enviar um e-mail para Bernardo até o final do
dia. A probabilidade de ele realmente enviar o e-mail conforme prometido é de
%. Cada e-mail enviado tem probabilidade % se ser entregue, e probabilidade
% de ser perdido pelo caminho ou classificado como spam. Dado que Bernardo
nao recebeu o tal e-mail, calcule a probabilidade de que Leonardo nao o
tenha enviado.

§2.2

13. Prove que dois eventos A e B sdo independentes se, e somente se,
P(A|B) =P(A).

14. Prove que, se A e B sdo independentes, entdo B é independente de A€, e
A e A° sdo ambos independentes de B€.

15. Sejam A e B eventos tais que P(A|B) = 1 e P(B|4) = 1:

(a) A e B podem ser independentes?
(b) A e B sao necessariamente independentes?
(¢c) A e B podem ser disjuntos?
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16. Prove ou dé contra-exemplo:
Para todo espago de probabilidade (£2, F,P) e todos A, B,C € F, se P(AN
BnNC)=PA)P(B)P(C), entao A, B e C sao independentes.

17. Sejam Aq,..., A, eventos independentes. Sejam By, ..., B, eventos tais
que, para todo j =1,...,n, ou Bj = A;j ou B; = Aj.

(a) Mostre que Ay, ..., A,_1, B, sdo independentes.
(b) Mostre que By, ..., B,—1, B, sdo independentes.

18. Sejam Aq, Ao, ..., A, eventos independentes e suponha que #£ < 2",
Mostre que P(A;) = 0 ou 1 para algum k= 1,...,n.

19. Em uma gaveta existem 2 macos de baralho fechados. Um deles é um
baralho comum de 52 cartas, {4,2,3,...,9,10,J,Q, K} x {&%,0, &, O}, e
outro é um baralho de truco com 40 cartas (ndo possui as cartas de nimeros
‘87, ‘9" e ‘107).

Um dos magos ¢é retirado da gaveta ao acaso e depois uma carta é sorteada
ao acaso do baralho retirado.

(a) Calcule a probabilidade de a carta sorteada ser uma das trés figuras
reais (J,Q ou K).

(b) Sabendo-se que foi sorteada uma figura real, calcule a probabilidade de
o baralho retirado ter sido o baralho comum.

(c) Calcule a probabilidade de a carta sorteada ser de espadas.

(d) Sabendo-se que foi sorteada uma carta de espadas, calcule a probabili-
dade de o baralho retirado ter sido o baralho de truco.

(e) Sejam A = “Foi retirado o baralho comum”, B = “Foi sorteada uma
figura real” e C' = “Foi sorteada uma carta de espadas”. A e B sdo
independentes? A e C sdo independentes? A, B e C' sao independentes?

(f) Qual a probabilidade de se sortear uma carta de nimero ‘5’7

(g) Sabendo-se que foi sorteado um ntimero (isto é, ndo foi sorteado A,
J, @ nem K), qual a probabilidade de o baralho retirado ter sido o
baralho de truco?

20. Dois dados comuns sao langados. Paran =1,...,6, seja A, o evento
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de sair n no primeiro dado. Para k = 2,...,12, seja By o evento de a soma
dos dois dados ser igual a k. Mostre que A,, e By sdo independentes se, e
somente se, k = 7.

21. Sejam A e (B,), eventos tais que A e B,, sdo independentes para todo
n. Mostre que, se os eventos (B,), sao disjuntos, entdao A e U,B, sio
independentes. Exiba um exemplo ilustrando que a hipétese de que os (By)n
sao disjuntos nao pode ser omitida.
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Capitulo 3

Variaveis Aleatorias

Na realizacdo de um experimento aleatério, muitas vezes estamos interessados
em uma ou mais quantidades que podem ser observadas durante a realizacao
do experimento. Por exemplo, sortear 11 cartas do baralho e contar quantas
dessas cartas sdo de espadas, ou sortear dois nimeros reais entre 0 e 1 e
considerar o menor deles. A essas quantidades damos o nome de varidveis
aleatorias. Uma varidvel aleatéria é um observavel numérico resultante de

um experimento.

3.1 Variaveis aleatdrias

Uma quantidade numérica que pode ser observada num certo experimento
aleatério é representadas por uma funcao X : Q — R.

Ezemplo 3.1. Langa-se um dado e observa-se a face superior. Neste caso,
podemos tomar Q = {1,2,3,4,5,6} ¢ X(w) = w. A

FEzemplo 3.2. Lancam-se dois dados e considera-se o maior dos valores. Neste
caso, podemos tomar = {1,2,3,4,5,6}% e X (w1, ws) = max{wy,ws}. A

Vamos impor uma restricdo sobre a funcdo X que permitird atribuir

77
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probabilidade a eventos como “o valor observado de X é no maximo 5”.

Definicao 3.3 (Varidvel Aleatéria). Uma varidvel aleatéria X em um espago
de probabilidade (2, F,P) é uma funcao real definida no espago 2 tal que
o conjunto {w € 2 : X(w) < z} é evento aleatério para todo = € R, isto é,
{weN: X(w) <z} € F para todo = € R.

Daqui para frente, denotaremos o evento {w € Q : X(w) < z} simplesmente
por {X < x}.

Ezemplo 3.4 (Variavel aleatéria constante). Se X (w) = 5 para todo w € €2,

entao
Q, sea>=bh,

{Xga}_{w:X(w)ga}_{(b, se a < 5.

Portanto, X é variavel aleatoria. A

Dizemos que uma varidvel aleatéria X é degenerada se existe ¢ € R tal que
P(X = ¢) = 1. No exemplo acima, X é degenerada com ¢ = 5.

Ezemplo 3.5 (Fungao indicadora). Dado A C €, definimos

1, weA,
L= Lea

Se Ae FeX =14, entdo

Q, sea>=1,
{X <al={w: X(w)<a}=¢A¢, se0<a<l,
0, sea<O.
Portanto, X é uma variavel aleatoria. A

Contra-ezemplo 3.6. Sejam Q = {1,2,3,4} e F = {0,{1,2},{3,4},Q2} e
considere os conjuntos A = {1,2} e B = {1,3}. Entao 14 é variavel aleatoria
em (2, F), mas 15 nao é. A
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3.1.1 Espaco induzido e lei de uma variavel aleatéria

A o-dlgebra de Borel na reta R, denotada por B, é a menor o-algebra que
contém todos os intervalos da reta (veja a Secdo 1.4.1 para mais detalhes).
Os conjuntos B C R tais que B € B sdo chamados borelianos. Na pratica,
essa classe contém todos os subconjuntos de R que nos interessam.

Dado um espago de probabilidade (2, F,P) e uma varidvel aleatoria X,
definimos o espago de probabilidade induzido por X como (R,B,Px), onde

Px(B) =P({w: X(w) € B}), Be€B. (3.7)

Ou seja, o espago amostral é o conjunto dos niimeros reais, os eventos
aleatorios sao os conjuntos borelianos, e a medida de probabilidade é aquela
induzida por X. A medida de probabilidade Px em R induzida por X é
chamada de lei da varidvel aleatoria X ou distribuicio de X. Na Secao 3.7,
mostraremos que Px esta realmente definida para todo B € B.

A importancia teodrica e conceitual do espago de probabilidade induzido por
uma variavel aleatéria X, bem como sua distribuicdo Px, é que ele permite
descrever o comportamento estatistico de X abstraindo-se todos os detalhes
do espaco de probabilidade original. Mais precisamente, toda pergunta
formulada apenas em termos de X pode ser respondida com Px ao invés de
P.

FEzemplo 3.8. Um dado é lancado trés vezes. Seja X o valor obtido no primeiro
lancamento. Esse experimento pode ser modelado por = {1,2,3,4,5,6}3,
F=PQ)eP(A) = 7;—12 para todo A € F, nesse caso X : ) — R é dado por
X(w) = wi, onde cada w € § é identificado como uma tripla (w1, w2, ws). O
espaco induzido por X é dado por (R, B,Px), com Px dado por

_ #(BN{1,2,3,4,5,6})

Px(B) = - , BeB.
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Para calcular P(1,5 < X < 3,4), podemos fazer

#({2.3} x{1,2,3,4,5.6}>) _ 72 _ 1
P({w: 1,5 < X(w) < 3,4)) = e

ou
T —

3.1.2 Funcao de distribuicao

Assim como a ideia de lei de uma varidvel, o conceito que definiremos agora
é uma outra maneira equivalente de descrever a estrutura probabilistica da
variavel aleatoria.

Definicao 3.9 (Funcao de distribuigao). A fungio de distribuigio da varidvel
aleatéria X, é a fungdo Fx : R — [0, 1], definida como

A fungado de distribuicdo determina a lei da variavel aleatéria. Veremos
a demostracdo deste fato na Se¢do 3.6, mas gostariamos de enuncid-lo
precisamente agora.

Teorema 3.10. Sejam X e Y varidveis aleatorias. Se Fx(t) = Fy(t) para
todo t € R, entao Px(B) =Py (B) para todo B € B.

Por isso a funcdo de distribui¢do é uma caracteristica fundamental da variavel
aleatéria. Caso Fx = Fy (e portanto Py = Py ), escrevemos X ~ Y.

Ezemplo 3.11. Duas moedas honestas sao lancadas. Seja a variavel X que
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conta o nimero de caras observadas. Temos que

_ _JP{(0,0)}) = %, 0<t<1;
P =HE == P({(0,0),(0,1),(1,0)}) = 3, 1<t<2;
P(Q) =1, t>2.

Observe que o salto da funcao de distribuigdo corresponde & probabilidade
de a variavel aleatéria assumir aquele valor, como se vé na Figura 3.1. A

Ezemplo 3.12. Selecionamos um ponto ao acaso do intervalo [a,b] com a < b.
Seja X a varidvel aleatéria que representa a coordenada do ponto. Primeiro
observamos que, ao selecionar um ponto ao acaso em um intervalo, estamos
dizendo implicitamente que quaisquer subintervalos de mesmo tamanho
tém a mesma probabilidade de conter o ponto escolhido. Isso implica que
P(X € [¢,d]) = % para todo [c,d] C [a,b]. Para t € [a,b], tomando ¢ = a
obtemos P(X < t) = =2%. Para t < a temos que P(X <t) =0, e para t > b
obtemos P(X < t) = 1. Portanto,

0, t < a;
t_
Fx(t) =B(X <) = {5 ¢ a<t<b:
—a
1, t>b:
1 o Ix(@)
3/4 -
Y
t
1 5

Figura 3.1. Gréfico de uma funcao de distribuicao discreta.
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cujo grafico esta ilustrado na Figura 3.2. A

Variaveis aleatérias diferentes podem ter a mesma fungao de distribuigao.
Por exemplo, se X a varidvel aleatéria definida no Exemplo 3.1 e definimos
Y =7— X, entdo, X # Y enquanto Fx(t) = Fy(t) para todo t € R.

Dada uma sequéncia (z,), de ntmeros reais, denotamos por z, 1 z a
propriedade de que x1 < 22 < 23 < -+ e x, — =. Analogamente, escrevemos
T, | x para denotar que x1 > x9 > x3 > -+ e T, — .

Proposicao 3.13 (Propriedades da funcao de distribuigao). Se X é uma
varidvel aleatoria, sua fungdo de distribuicdo Fx satisfaz as seguintes
propriedades:

(1) Fx € nao-decrescente;

(2) Fx € continua d direita;

(3) a:EEnooFX(x) =0e mll)r_iI_looFX(x) =1.

Demonstragao. Para o item (1), basta ver que z < y implica {X < 2} C

{X <y}, que, pelo item (6) do Teorema 1.35, implica
Fx(z) = B(X < ) < P(X <) = Fx(y).

Para (2), observe que z, | x implica {X < z,} | {X < z}, que, pela

Fx(t)

Figura 3.2. Grafico de uma funcao de distribui¢ao continua.
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continuidade da probabilidade, implica
Fx(z,) =P(X < z,) - P(X < x) = Fx(x).

Para (3), observe que x, | —oo implica {X < z,} | {X < —o0} = 0, que,
pela continuidade da probabilidade, implica

Fx(zn) = P(X < 22) — B(0) = 0.

Analogamente, z,, 1 +o0o implica {X < z,} 1 {X < 400} = Q, que implica
Fx(z,) =P(X < x,) —» P(Q) =1. O

Ao final desta secdo, mostraremos que, dada uma funcdo F' com as trés
propriedades dadas pela proposicao acima, sempre existe uma varidvel
aleatéria cuja funcdo de distribuicdo é F'. Diremos que uma dada F' com
essas propriedades é uma fungdo de distribuicdo.

De forma geral, uma fungio de distribui¢do é qualquer funcao F'(-) satisfazendo
as trés propriedades acima. Ao final desta se¢do, mostraremos que dada uma
funcao de distribuicdo F', sempre existe uma variavel aleatéria cuja funcao
de distribuicao é F.

Segue da definigao de fungao de distribuigdo que P(X > a) =1 — Fx(a) e
Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a), para todos a < b € R. A proposigéo abaixo
nos diz como obter a distribuicdo em outros tipos de intervalos. Denotamos
Fx(a=) = lim,_,, Fx(2).

Proposicao 3.14. A funcio de distribuicdo de uma varidvel aleatoria X
satisfaz: Pla < X < b) = Fx(b—) — Fx(a), Pla < X <b) = Fx(b—) —
Fx(a—), P(a< X <b)=Fx(b) — Fx(a—) e P(X =a) = Fx(a) — Fx(a—)
para todos nimeros a < b. Em particular, P(X = a) = 0 se, e somente se,
Fx € continua em a.

Demonstragdo. Provaremos apenas a primeira igualdade, as outras sao
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anélogas. Observe que (a,b— 2] 1 (a,b), donde
{fa<X<b—21}1t{a< X <b}

Logo, Fx(b—)—Fx(a) = lim,, Fx(b—21)— Fx(a) =lim, Pla < X <b—12)

P(a < X < b), pela continuidade da probabilidade.

o

3.1.3 Funcao quantil

Imagine que estamos implementando um algoritmo usando uma certa
linguagem de programacio e queremos simular uma variavel aleatéria X com
uma dada fungao de distribuicdo F'. Em geral, as linguagens de programacao
sdo capazes de gerar uma variavel aleatéria U distribuida “uniformemente”
no intervalo (0,1). Veremos na Secdo 3.3 o que quer dizer estar distribuida
uniformemente em (0, 1), mas por enquanto basta saber que P(U < u) = u
para u € [0,1]. A partir de uma varidvel U com essa distribuigao, é possivel

obter uma varidvel X com funcdo de distribuicao F'?

Caso o valor de U seja, por exemplo, 0,272106341..., queremos atribuir a
X o valor x que ocupa, dentre os possiveis valores assumidos por X, a
“posicao” correspondente a 0,272106341... numa escala entre 0 e 1. Mais
precisamente, buscamos o valor x tal que P(X < z) < 0,272106341... e
P(X > x) < 0,727893658.... Observe que, ao buscar tal valor de z, estamos
tentando inverter a funcéo de distribuicao de X.

A funcao quantil de uma varidvel aleatéria é a inversa da sua funcao de
distribuicdo, no seguinte sentido. Dada uma funcao de distribuicdo F,
definimos

F~l(u) = min{z € R: F(zx) > u},

ou seja, F~1(u) é o ponto x mais & esquerda a partir do qual o grafico de F
fica acima da altura u. Caso F' seja como o da Figura 3.2, F~!(u) nada mais
¢é do que a pré-imagem de u. Porém, no exemplo da fungdo F' da Figura 3.1,

os valores u = % eu= % tém todo um intervalo como pré-imagem, e qualquer
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outro 0 < u < 1 tem pré-imagem vazia. Para u = % eu = %, tomamos o

ponto mais & esquerda do intervalo e, para os demais pontos, completamos o
grafico de F' com segmentos verticais para definir a inversa. A definicido de
F~1 é ilustrada na Figura 3.3.

Mencionamos aqui algumas propriedades da fun¢do quantil que podem ser
observadas visualmente, e cuja prova serd omitida. Para todo x € R, temos
F~Y(F(x)) < z, valendo a igualdade se F é estritamente crescente num
intervalo aberto contendo x. Para todo 0 < u < 1, temos F(F~'(u)) > u,
valendo a igualdade se F' é continua num intervalo aberto contendo F~!(u).

A propriedade que vamos usar é que, dados x € Re 0 < u < 1,
Flu) <z — u < F(x). (3.15)
Essa propriedade segue da definicdo de F~! e do fato de F ser nao-decrescente

e continua a direita.

A discussao acima culmina com a demonstracao formal da existéncia de
variaveis aleatérias com quaisquer distribuicoes. No mesmo espirito do
paragrafo inicial acima, o ponto de partida é a existéncia de uma varidvel
aleatéria uniforme, o que enunciaremos agora.

Teorema 3.16 (Varidvel aleatéria uniforme). Eziste uma varidvel aleatdria

U em um espago de probabilidade (2, F,P) tal que Fyy(u) = u para u € [0, 1].

Y = F(x

s

—

FT(u) -

Figura 3.3. Ilustragdo de como é obtida a fun¢ao quantil.
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A demonstracio exige ferramentas avangadas e serd dada na Secao 3.6.

Teorema 3.17. Se uma funcdo F satisfaz ds trés propriedades listadas na
Proposicao 3.13, entdao existe um espaco de probabilidade e uma varidvel

aleatoria cuja funcdo de distribuicao é F.

Demonstragdo. Seja U uma variavel aleatéria com distribuigdo uniforme em
(0,1) e defina X = F~}(U). Para cada = € R, por (3.15) temos

portanto F' é a funcao de distribuicao de X, como queriamos demonstrar. [

3.2 Variaveis aleatorias discretas

Dizemos que uma variavel aleatoria X, sua fungao de distribuicdo F'x e sua lei
Px sdo discretas se existe um conjunto enumeravel A = {x1,x9,x3,...} CR
tal que P(X € A) = 1.

Definimos a funcdo de probabilidade de uma variavel aleatoria X como

O tratamento de variaveis aleatoérias discretas é feito em termos de somatérios
com a fungdo de probabilidade. Por exemplo, a lei de uma variavel aleatéria

discreta é dada por

Px(B)= Y px(z) VBeB
zeB

e sua funcao de distribuicao é dada por

Fx(t) = pr(x) vt e R.

<t
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Com efeito, esta tltima equagdo é um caso particular da anterior tomando-se
B = (—o0,t], e para justificar aquela usamos c-aditividade da medida de
probabilidade P:

Px(B) = Px(BNA) = P(JX =a4}) = Y P(X =) = 3 px(a).

r€EBNA rEBNA z€B

A primeira e tltima igualdades valem pois Px(A¢) = 0 e px(z) = 0 para
todo z & A.

A funcao de distribuicdo de uma variavel aleatéria discreta tipicamente se
parece a da Figura 3.1, sendo constante por partes e dando um saltos de
tamanho px(t) em cada ponto ¢t € R com px(t) > 0. Como

px(t) = Fx(t) — Fx(t—),

a funcao de distribuicdo determina a funcéo de probabilidade de uma variavel
aleatéria, e pela equacdo anterior vale a reciproca. Portanto, para determinar
o comportamento estatistico de uma variavel aleatéria discreta, é equivalente
especificar px, Fx, ou Px. A primeira normalmente é mais simples.

De forma geral, uma fung¢io de probabilidade é qualquer funcao p(-)
satisfazendo

p(z) >0 Vz e R, Zp(a:) =1.
zeR

Dada uma fungao de probabilidade p(-), existe um espago de probabilidade
onde estd definida uma variavel aleatoria discreta cuja funcao de probabilidade
é p(-). Por certo, basta tomar Q = R, F = Be P(4) = > cap(w) e
X(w) =w.

Finalizamos esta secdo com alguns exemplos conhecidos de varidveis aleatérias
discretas.
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Distribuicao uniforme discreta

Seja I = {x1,x2,...,xx} um conjunto finito, dizemos que X tem distribuicao
uniforme discreta (ou equiprovavel) em I, quando sua fungao de probabilidade
for constante em I, isto é

1
px(z;) = 7 Dpara todo 7 =1,2,...,k.

Distribuicao de Bernoulli

Dado p € [0, 1], dizemos que X : Q — R é uma varidvel de Bernoulli com
pardametro p, o que denotamos X ~ Bernoulli(p), se px(1) = pe px(0) = 1—p.
Chamamos de um ensaios de Bernoulli a realizagdo sucessiva e independente
de um mesmo experimento, sendo que cada realizacao resulta em “sucesso”
com probabilidade p e “fracasso” com probabilidade 1 — p, e dizemos que p é
o parametro desses ensaios. O caso mais simples é quando realizamos apenas
um ensaio, e tomamos X como sendo a indicadora do evento de sucesso nessa

tUnica tentativa, e nesse caso temos X ~ Bernoulli(p).

Distribuicao geométrica

Considere uma sequéncia de ensaios de Bernoulli, com o mesmo parametro
p, € seja X o nimero de ensaios realizados até que se obtenha o primeiro
sucesso. Se denotamos por A, o evento de sucesso na n-ésima tentativa,
podemos encontrar a funcdo de probabilidade de X como segue:

px(n) =P(X =n) = BASN---N A5 N A) =p(l—p)"', neN.

Na ultima igualdade, utilizamos a independéncia dos eventos (Ay,),. Dizemos
que X tem distribuicao geométrica de parametro p, o que denotaremos por
X ~ Geom(p).

Ezemplo 3.18. Lancar um par de dados até obter niimeros iguais. Se X
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denota o niimero de langamentos necessarios, entdo X ~ Geom(g). N

Observacao 3.19. Muitos textos definem a distribuicdo geométrica contando o
numero de falhas anteriores ao primeiro sucesso, ao invés de contar o nimero
total de ensaios. Isso faz com que as distribuicoes sejam defasadas de uma
unidade, pois a fungdo de probabilidade passa a ser dada por p(1 — p)™ para
n € Np. A

Distribuicao binomial

Agora, consideremos uma repeticdo de n ensaios de Bernoulli com pardmetro
p e seja X o numero de sucessos obtidos nesses n ensaios. Para calcularmos
sua funcao de probabilidade, observemos que se hé exatamente k sucessos,
entdo ha n — k fracassos. Devido a independéncia dos ensaios, cada uma
das sequéncias com n sucessos e n — k fracassos ocorre com probabilidade
pF(1 — p)" k. Logo, a probabilidade de haver exatamente k sucessos é
pF(1—pn*
1 aparece k vezes e o 0 aparece n — k vezes. Isto é, a funcdo de probabilidade
de X é dada por

vezes o numero de sequéncias binarias de comprimento n onde o

px(k) = (DpF(L—p)"F, k=0,1,2,...,n

Neste caso, dizemos que X tem distribuicdo binomial com parametros n e p,
o que denotamos por X ~ Binom(n,p). Pelo Teorema Binomial,

Zn:px(k) =p+1-p]"=1
k=0

ou seja, px definida acima é de fato uma funcéo de probabilidade.

Ezemplo 3.20. Lancar um dado 4 vezes e contar o niimero de vezes que
se obtém um numero multiplo de 3. Neste caso, X ~ Binom(4, %) A
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probabilidade de se obter um multiplo de 3 duas vezes é dada por

2
P(X =2) =px(2) = (3)(%)2(%)4_2 - 21(441 2)1 27 - ;7

Distribuicao de Poisson

Consideremos agora a repeticdo de n ensaios de variaveis de Bernoulli, todas
elas com o mesmo pardmetro p. Suponha que n é um niimero muito grande,
ep= %, isto é, a probabilidade de sucesso é inversamente proporcional ao
numero de repetigdes. Se X é a variavel que conta o niimero de sucessos, entao
X ~ Binom(n, %) O que podemos afirmar sobre a funcdo de probabilidade
de X quando n — oo? Para todo k fixo, vale

e o= ()G -y

N rmn—1 n—k+1 A\ "k e ANk
= 5l 1-2 N

n o on n n k!

. Ak
quando n — oco. Ademais, podemos observar que Y 7~ % =1, de modo

que o limite acima define uma funcao de probabilidade.

Dizemos que uma variavel aleatéria Z tem distribuicio de Poisson com
parametro A, o que denotaremos por Z ~ Poisson(\), se sua fungdo de
probabilidade é dada por

e \F
Kl

pz(k) = para todo kK =0,1,2,3,....

Ezxemplo 3.21. A padaria da esquina produz deliciosos panetones, cuja receita
leva 50 uvas-passas por panetone, e a producio é feita em larga escala.
Patricia acaba de comprar um desses panetones. Qual a distribuicado do
nimero de uvas-passas do panetone adquirido por Patricia? Se o panetone
comprado por Patricia foi produzido dentro de um lote de n panetones, temos
que o numero de passas de seu panetone tem distribuicdo Binom(50mn, %),
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1
n
cada uma dessas uvas-passas esteja justamente ne porcao da massa que foi

pois 50n é o nimero de uvas-passas utilizadas e - é a probabilidade de que
para o panetone de Patricia. Porém, sabendo que a producao é feita em larga
escala, o valor n se torna irrelevante e tal distribuicdo é bem aproximada por
uma distribui¢ado Poisson(50). N

Distribuicoes hipergeométrica e binomial negativa

Considere uma urna contendo N bolas, sendo K bolas pretas e N — K
bolas brancas. Retiramos, sem reposi¢do, uma amostra de n bolas. Seja X
a variavel aleatdria que denota o ntimero de bolas pretas retiradas nas n
extragoes. Observe que X satisfaz 0 K X < KeO0<<n—-X<<N-K. A
funcao de probabilidade de X é dada por:

(0 ()

()

para k tal que 0 < k< K e0<n—k<N — K. Dizemos que uma variavel

px(k) =

aleatéria com essa fungdo de probabilidade tem distribuicdo hipergeométrica

de parametros N, K e n, o que denotamos por X ~ Hgeo(N, K,n). Observe

que, como as extracoes sdo sem reposi¢ao, a independéncia é perdida. Caso

contrario, o nimero de bolas pretas extraidas teria uma distribuicdo binomial
A K

de parametros n e % .

Ezxemplo 3.22. De um baralho comum extraimos, sem reposicao, uma amostra

de 13 cartas. Seja X a variavel que denota o quantidade de cartas retiradas

com um numero par. Entdao X ~ Hgeo(52,20,13). A

Considere uma sequéncia de ensaios de Bernoulli, com o mesmo parametro p.
Seja X a variavel aleatoria que denota o ntimero de ensaios realizados até
que se obtenha k sucessos, onde k£ € N é outro pardmetro do experimento.
Podemos observar que X assume valores no conjunto {k,k+1,...}. A funcdo
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de probabilidade de X ¢é dada por:

px(n) =P(X =n)=P(B,_11-1NA,)
= (D" A —p)"*, ne{kk+1,...}

Neste caso, dizemos que X tem distribuicao binomial negativa de parametros k
e p.
Ezxzemplo 3.23. Lancar um par de dados até obter o oitavo par de niimeros

iguais. Se X denota o ntimero de langamentos necessarios, entdo X tem
distribuicdo binomial negativa de parametros 8 e %. A

Observagao 3.24. Muitos textos definem a distribuigdo geométrica contando o
nimero de falhas anteriores ao k-ésimo sucesso, ao invés de contar o niimero
total de ensaios. A

3.3 Variaveis aleatdrias absolutamente continuas

Seja fx : R — R uma fun¢do ndo-negativa e continua por partes. Dizemos
que uma varidvel aleatéria X, sua funcao de distribuicdo F'x e sua lei Py sao
absolutamente continuas com densidade fx se

Py(B) = P(X € B) — /B fx(e)de

para todo intervalo B. Neste caso, dizemos que fx é uma fungdo de densidade
de probabilidade de X, ou simplesmente uma funcdo de densidade de X.

No tratamento de varidveis aleatérias que possuem densidade, tudo pode
ser feito em termos de integrais. A funcao de distribuicdo de uma varidvel
aleatéria absolutamente continua com densidade fx é dada por

Fx(t) = /_t _Ix(s)ds. (3.25)
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Ezemplo 3.26. Sortear um ntmero em [0, 1]. Definimos

1, ze€l0,1]
Fx(w) = .
0, caso contrario,
e assim
. 0, t<0,
Fx(t):/ fx@)de =4t 0<t<1, A
— 0o
1, t>1.

Se suspeitamos que uma, variavel aleatéria possui densidade, podemos obter
um candidato a densidade calculando

d

fx(x) = @Fx(l‘)

Depois podemos confirmar se fx é de fato uma funcdo densidade de X
verificando (3.25).

Note que a fun¢ao F'x pode nao ser diferencidvel em todos os pontos, como a
do exemplo acima que néo é diferencidvel em x = 0 ou z = 1. Porém, o valor
de fx nestes dois pontos ndo importa pois nao afetam o valor da integral.
Por certo, nos calculos referentes a varidvel aleatéria X, a fungdo fx sempre
aparece dentro de uma integral, e se modificamos fx em um conjunto finito
de pontos, obtemos outra funcdo de densidade para X sem que isso cause
nenhum tipo de problema.

Se f: R — R é uma funcao satisfazendo
“+oo
flz) >0 Vo €R, / f(x)de =1,

diremos que f é uma funcio de densidade. Dada uma funcdo de densidade f,
sempre podemos definir uma funcao de distribuigdo F pela férmula (3.25).

A seguir descreveremos alguns dos exemplos mais importantes de variaveis
aleatérias absolutamente continuas. Obviamente ha outras, ndo descritas
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aqui e que também sdo muito importantes, sobretudo em Estatistica.

Distribuicao uniforme Dizemos que a variavel aleatéria X tem distribui-
¢ao uniforme no intervalo [a, b], denotado por X ~ Ula,b], se

Az elal],
fx(z) = bia]l[a’b](x) - {g_a’ T %EZ Lz b;

A distribuicdo uniforme é a distribuicdo absolutamente continua mais
simples. Segundo esta distribuicdo, a probabilidade de X estar em um dado
subintervalo de [a, b] depende apenas do comprimento desse subintervalo.

A distribui¢do uniforme pode ser pensada como o limite de uma distribuicao
uniforme discreta em {a, a—|—b_7“, a—{—Qb_T“, . ,a+(n—2)b_7a, a+(n—1)b_7a, b},

quando n é muito grande.

Ezxemplo 3.27. O ponto de ruptura X de algum cabo numa rede elétrica de

5 km pode ser modelado por uma variavel aleatoria com distribuicdo uniforme

em [0,5]. Neste caso, fx = %]1[0,5]. A probabilidade de um determinado cabo
4

se romper nos primeiros 800m da rede é igual a fé) 8 %dx = 35- A

Distribuicao exponencial Dizemos que X tem distribuicao exponencial
com parametro A > 0, denotado por X ~ Exp(\), se sua funcao de
distribuigao for dada por

A distribuicdo exponencial se caracteriza pela propriedade conhecida por

perda de memoria,

P(X >t+s) e+

—At
= = =PX >t
P(X > s) e s ‘ (X >1)

P(X >t+s|X >s) =
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ara todos ¢, s > 0, ou seja, a varidavel X esquece aquilo que ja “viveu”.
1% ) ) Ja, q q que

Essa é a distribui¢do adequada para modelar o decaimento radioativo de
atomos instaveis, bem como a vida 1util de intimeros materiais e objetos
inanimados, como lampadas incandescentes ou Oleos isolantes. Esses objetos
deixam de funcionar nao por envelhecimento ou deterioracdo ao longo do
tempo, mas sim por um evento raro que ocorre independentemente da idade
acumulada. A distribuicdo exponencial pode ser pensada como o limite
de distribuigdes geométricas com pequenos intervalos de tempo. Isto é, se
X ~ % Geom(%) com n muito grande, entao a distribui¢ao de X se aproxima
da distribuicdo exponencial com parametro .

Distribuicao normal Dizemos que a varidvel aleatéria X tem distribuicao
normal com pardmetros p € R e o2 > 0, denotado por X ~ N (u,0?), se X
tem como densidade
1 (z—p)?
fx(z) = e 222, zxeR.

Voro?

O pardmetro p é o valor central de X, em torno do qual a distribuicao é

simétrica, e o é relacionado a dispersdao de X em torno de sua média, dado
pela distancia entre o centro e os pontos de inflexdo. Nos Capitulos 5 e 6
veremos que u e o sdo a “média” e o “desvio-padrao” de X. Quando =0 e
0? = 1, a distribuicdo N = N(0,1) é chamada normal padrdo.

Ezercicio 3.28. Mostre que se X ~ N (u,0?) entdo a varidvel aleatéria %

tem distribuicdo normal padrao. A

Sendo assim, podemos determinar a funcdo de distribui¢do de uma varidvel
normal qualquer se conhecermos a func¢ao de distribuicdo de uma normal
padrao.

Como veremos ao longo deste livro, a distribuicdo normal tem um papel
fundamental em probabilidade, de modo que com muita frequéncia precisamos
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determinar sua funcao de distribuicao, ou seja determinar o valor da integral

1 z
®(z) = — / ez
( ) vV 21 J -0
A integral acima nao pode ser expressa como composicado de fungoes
elementares. Sendo assim, devemos calcular a integral acima por outros
métodos, sem apelar ao Teorema Fundamental do Célculo. Valores
aproximados para a fungdo ®(z) podem ser encontrados na tabela na
pagina 488.
Ezxemplo 3.29. Seja X ~ N(2,5), podemos determinar F'x (3) observando que

X-2
V5

tem distribuicdo normal padréo, logo
Fx(3)=P(X <3) = ]P’(% 372) ~ D(0,447) ~ 0,67. A

22

Apesar de nao ser possivel expressar a integral indefinida de e™ 2 como uma
fungao elementar, podemos mostrar que a fungdo fx é de fato uma densidade.
Supondo que X ~ N é uma normal padrao,

foo 2 2 +oo 2 +o0 2 +oo pdoo
(/ e2dx) :/ T2 dx/ *%dy—/ / +y dxdy
2T —+o00 T2 o]
= / / re” T drd@ = 277{ 2} = 2,

onde realizamos uma mudanca de coordenadas cartesianas para polares. Para

o caso X ~ N (u,c?), basta fazer a mudanca de varidveis x — y = ou, para
reduzirmos ao caso da normal padrao.

Outras distribui¢gbes absolutamente continuas Veremos agora outras
distribuicoes absolutamente continuas de grande importancia em aplicagoes,
e que aparecerao em alguns exemplos e exercicios ao longo do livro.

Dizemos que X tem distribuicao Gama com parametros o > 0 e § > 0,
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notagao X ~ Gama(q, f3), se admite fungao densidade dada por

fx(@) =cB%2 e P g oo ()

onde ¢ = c(a) = 1/ [z le "dx.

Dizemos que X tem distribuicio de Cauchy com parametros a € R e b > 0,
notagao X ~ Cauchy(a,b), se X possui densidade dada por

B b
C o+ (x—a)?]

fx(x)

Dizemos que X tem distribuicdo de Laplace com parametros a € R e b > 0,
notacdo X ~ Laplace(a,b), se X possui densidade dada por

1 _lz=al

fx(x) = %€ b

Dizemos que uma X tem distribuicio de Gumbel se sua fungdo de distribuicao
é dada por
Fx(x)=¢e*

Dizemos que X tem distribuicdo Beta com parametros a,b > 0, notagado
X ~ Beta(a,b), se X possui densidade dada por

fx() = ca® (1 —2)" T Lo )(2),

onde ¢ = ¢(a,b) =1/ fol 29711 — z)b~dz.

3.4 Distribuicao condicional dado um evento

Esta secdo serd necessiria para o estudo da esperanca condicional a ser
desenvolvido no Capitulo 11 e, exceto por isso, pode ser omitida. Dado um
evento A com P(A) > 0, definimos a fungdo de distribuicao condicional de X
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dado A como
Fyja(t)=P(X <t|A), teR.

Exemplo 3.30. Considere dois langamentos de uma moeda honesta e seja X
o numero de “caras” obtidas. Neste caso,

0, t<0,

1

1 <
Pey— 41 0SE<L

3. 1<t<?

4 X )

1, t>2

Seja A o evento “pelo menos uma moeda deu cara”. Temos

. t<1,
L 1<t<2, A
. t>2.

Fxat) =

— we O

Exemplo 3.31. Se X é uma variavel aleatéria com distribuicdo X ~ U[0,1] e
A ={X < 1}, entdo a funcdo de distribuicdo condicional de X dado A é

0, =<0,
Fxja(z) =P(X <z[d) = {2z, 0<z<3, A
1, $2%.

Se X é discreta, definimos a funcdo de probabilidade condicional de X dado
A, denotada por px| A(+), como a fungao de probabilidade associada a fungao
de distribuicdo Fix|4(-)-

Ezxemplo 3.32. No Exemplo 3.30,

, =1,

PX\A(»”L’) = T =2, A

O Wi~ Wi

, caso contrario.
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Se X tem densidade fx, podemos tomar

fxjalz) = %Fxm(ﬂﬂ)

e, caso fx|4 seja integrdvel e satisfaga

Fxja(z) = / fxja(s)ds para todo x € R,

dizemos que fx|4 ¢ uma fungio de densidade condicional de X dado A. Uma
funcdo de densidade condicional sempre existe, porém a prova deste fato
exige ferramentas mais avancadas (ver Segdo 11.5), e a fungdo fx|4 pode nao
ser Riemann-integravel (ver Secao 5.5.4).

Ezemplo 3.33. No Exemplo 3.31, uma densidade condicional é dada por

d
Fxjale) = o Fxjale) =21 1y,
cuja integral de fato coincide com Fly 4. A

3.5 Distribuicoes mistas e singulares

Uma variavel aleatoria discreta X vive em um conjunto enumeravel de pontos,
cada um dos quais tem probabilidade de ocorréncia positiva. Nesse contexto,
tudo se expressa em termos de somatoérios ponderados pela funcdo px.

Uma variavel aleatéria X com densidade fx vive em R, sua distribuigao
em cada intervalo (z,x + Az] é similar & de uma distribuigdo uniforme
em (z, x+Ax], exceto que seu peso é ponderado por um fator fx (z)-Az. Nesse
contexto, tudo se expressa em termos de integrais do elemento infinitesimal
de probabilidade dado por fx(z)dzx.

Existem varidveis aleatorias que sao misturas dos tipos discreto e abso-
lutamente continuo. Mais precisamente, dizemos que X é uma wvaridvel
aleatoria mista com componentes discreta com fungdo de probabilidade px e
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absolutamente continua com densidade fx se

Pla<X <b)= Y, px(x)—i-/bfx(x)dx, a<b.

a<z<b

Neste caso, suas propriedades serao determinadas por combinacbes de
somatérios e integrais. Formalmente, se X é absolutamente continua com
densidade fx, podemos dizer que X é mista tomando pxy = 0; analogamente
se X é discreta com funcdo px, X é um caso particular de variavel mista
com fx =0.

Ezemplo 3.34. Sejam X ~ Exp(A) e Y = min(X,1). Neste caso, Y é uma
variavel aleatéria mista com funcio de distribuicdo dada por

0, y <0,
Fy(y)=q1-e™, 0<y<1,
1. 1 <y.

Logo, as componentes discreta e absolutamente continua de Y sdo as funcoes

6_>\7 y = ]" >\6_>\y? y 6 (O? 1)’

o 421 Y@, Y (0,1). .

py(y) =
H4 uma outra categoria bastante curiosa de variaveis aleatérias. Sao variaveis
aleatérias cuja fungéo de distribuicdo é continua, logo nao ha uma componente
discreta, mas tampouco possuem funcido de densidade, ou seja nao ha
componente absolutamente continua. Tais varidveis sdo ditas singulares.

Ezemplo 3.35 (Distribui¢do de Cantor). Comegamos definindo uma fungao
U : (0,1] — (0,1] com propriedades diabdlicas (que serd uma “inversa” da
chamada “fungao de Cantor”). Dado = € (0, 1], escreva x = (0,21222324 . .. )2
na base 2, ou seja, cada digito «; é um nimero em {0,1}. Caso x tenha mais
de uma expansao bindria, escolhemos a que termina com infinitos digitos
“1” ao invés da expansao finita. O ntimero y = ¥(z) é definido tomando-se
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y; = 2x; € {0,2}, e escrevendo-se y = (0,y1y2y3Y4 . . . )3 na base 3.

Afirmamos que ¥ é injetiva. Com efeito, suponha que 0 < z < 2’ < 1. Entao
existe k tal que 2, =0, 2, =1, e z; = :v; para todo j < k. Ademais, existe
I > k tal que z; = 1, pois ndo temos expansoes finitas. Vamos mostrar
que y < ¢/, onde y = ¥(z) e y = ¥(a'). Como justificado acima, y; = y;
para j < k, yp = 0, ¥, = 2, e y, = 2. Dai segue que y' > y, provando a

injetividade. Afirmamos também que ¥ nao toma valores em (%, %] Com
12
373
y1 = 1 (note que 1 = (0.0222...)3 e 2 = (0.1222...)3). Logo, a imagem

efeito, os nimeros y € (3, %] sdo exatamente os nimeros com primeiro digito

de ¥ estd contida em um conjunto de comprimento % Da mesma forma,

5. 2] ou (%, 8], pois estes sdo os nimeros cujos

dois primeiros digitos sdo 01 e 21. Logo, a imagem de ¥, que denotamos

¥ nao toma valores em (

C C (0,1], estd contida em um conjunto de comprimento (2)2. Procedendo
desta maneira, vemos que a C' estd contido em um conjunto de comprimento
(%)k para qualquer k e, portanto, C' tem “comprimento” zero.

Agora seja X uma varidvel aleatéria com distribuigdo uniforme em (0, 1], e
tome Y = ¥(X). Como Fx é continua e ¥ é injetiva, P(Y = y) = 0 para
qualquer y, ou seja, Fy é continua. Entretanto, P(Y € C) = 1, e C tem
“comprimento” zero, logo Y nao pode ter densidade. A

Vemos que a variavel aleatéria Y do exemplo acima ocupa um lugar estranho
entre as discretas e as absolutamente continuas. Por um lado, nenhum ponto
em particular tem probabilidade positiva de ocorrer, isto é py = 0, o que
afasta operagdes com somatérios como no caso discreto. Por outro lado, essa
variavel aleatdria vive em um conjunto pequeno da reta (mais precisamente
em C, que tem “comprimento” zero), nao sendo aplicavel tampouco o uso de
integrais em f(x)dz para nenhuma f.
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3.6 Existéncia e unicidade de distribuigoes

Para o leitor que passou pela Secao 1.4, continuamos colecionando ferramentas
que serdo necessarias para estudar os capitulos mais avangados.

Aqui provamos os Teoremas 3.10 e 3.16. No caminho para a prova daquele,
vamos definir 7-sistemas e enunciar um teorema sobre unicidade de medidas,
que serd utilizado em outros capitulos.

Definicao 3.36 (m-sistemas). Uma classe C de conjuntos é chamado um
mw-sistema se é fechada por intersegoes, isto é, AN B € C para todos A, B € C.

Teorema 3.37 (Unicidade de medidas). Sejam p e v medidas num espago
mensurdvel (Q,F), e seja C C F um w-sistema. Suponha que ju(Ay) =
v(A,) < 0o para alguma sequéncia Ay, 1§ de conjuntos em C. Se up=v em
C, entio p=v em o(C).

A demonstracao serd dada no Apéndice D.1.

Demonstragio do Teorema 3.10. Seja C = {(—o0,b] : b € R} a classe de
todos os intervalos fechados e semi-infinitos & esquerda. Observe que C é um
m-sistema e, pela Proposicao 1.43, o(C) = B. Por hipétese,

Px((—00,b]) = Fx(b) = Fy(b) = Py ((—o0, b]),

portanto Px(A) = Py (A), para todo A € C. Além disso, a sequéncia (4,)y
dada por A,, = (—o0o, n], satisfaz A,, € C e Px(A4,) = Py(A,) < oo para todo
n € Ne A, T R. Pelo Teorema 3.37, segue que Px(C) = Py (C), para todo
C € 0(C), o que conclui a prova. O

Concluimos esta breve se¢do com uma demonstracao da existéncia de uma
varidvel aleatéria com distribuicao U]0, 1].

Demonstragdo do Teorema 3.16. Recordemos que existe uma medida m em
(R, B) tal que m((a,b]) = b — a para todos a < b € R, como enunciado
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no Teorema 1.51. Tome @ =R, F =B, P =m ¢ U(w) = w. Entao
Fy(u) =m([0,1] N (—o0,u]) = u para tudo u € [0, 1]. O

3.7 Funcgoes mensuraveis

Esta secdo é uma continuagdo da anterior. Aqui vamos introduzir o conceito

de funcbes mensuraveis e estudar suas principais propriedades.

Definicao 3.38 (Funcao mensuravel). Sejam (21, F1) e (Qa, Fa) dois espagos
mensuraveis. Dizemos que uma funcao f: Qy — Qg é Fy/Fa-mensurdvel se,
para todo A € Fa, o conjunto f~1(A) = {w € Qy : f(w e A)} estd em Fi.

Quando as o-algebras F1 e Fa estiverem claras no contexto, podemos reduzir
‘F1 / Fo-mensuravel’ para apenas ‘mensuravel’ ou ‘Fi-mensuravel. Quando o
espago for R ou R"™, vamos sempre considerar a o-dlgebra de Borel.

Como é de se esperar, a composicdo de fungdes mensuraveis é mensuravel.

Lema 3.39 (Composicao de fungoes mensuraveis). Sejam (21, F1), (Qa, F2)
e (Qs3,F3) espacos mensurdveis e f : Q1 — Qo, g : Q2 — Q3 funcoes
mensurdveis. Entdo, a composicao g o f é mensurdvel.

Demonstragio. Seja A € F3. Como g é mensuravel, g~1(A) € F». Como f
é mensuravel, (go f)"1(A) = f~1(g71(A)) € F1. Como isso vale para todo
A € F3, concluimos que g o f é mensuravel. (]

Observe que pré-imagem comuta com operacdes de conjuntos: f~1(A\ B) =
YA\ f7YB), fYHANB) = f1(A) n f~4B), etc. Dado um espaco
amostral 21, um espaco mensuravel (9, F2) e uma fungao f : Q1 — Qo,
podemos construir uma o-algebra em €2y induzida por f.

Definicao 3.40 (o-algebra gerada por uma funcao f). Sejam €; um conjunto
nao-vazio, (22, F2) um espago mensuravel e f : 1 — Q9. A o-dlgebra gerada
por f em Q é definida como o(f) = {f~1(A4): A € F}.
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Observe que o(f) é de fato uma o-dlgebra (exerciciol). A notagao o(f) nao
deixa explicito o fato de que o(f) também depende de F2. Uma fungao
qualquer f:Qp — Qo é mensuravel se, e somente se, o(f) C Fj.

Definicao 3.41. Sejam f : Q7 — Qs uma funcdo mensuravel e g uma medida
em (1. Definimos a medida push-forward f.pu em Qo dada por

(fer)(A) = p(f7H(A))
Deixamos como exercicio a prova de que f,u é uma medida.

Muitas vezes, é inconveniente verificar que f~!(A) € F; para todo A € F,
pois a classe F» pode ser muito grande. O lema abaixo simplifica essa tarefa.

Lema 3.42 (Critério de mensurabilidade). Sejam (1, F1) e (Q2, F2) espagos
mensurdveis, £ C Fo uma classe de conjuntos que gera Fa, e f: Q1 — Qa.
Se f~Y(A) € Fy para todo A € &, entdo f é mensurdvel.

Demonstracio. E suficiente mostrar que a colecdo G dada por
G={ACQ: (A e R}

é uma o-algebra em {29, pois por hipotese £ C G, de forma que Fo =
o(€) € G. Primeiro, Q3 € G, pois f~1(Qs) = Q1 € F;. Segundo, dado
A€ G, como f7HQ\ A) = Q1 \ f1(A) € F, segue que A° € G. Terceiro,
dados Ay, Ag,--+ € G como f~1( 0145) = U?‘;lf_l(Aj) € Fi, segue que
U?; Aj € G. Portanto, G é o-dlgebra sobre (2s. O

Como espacos de probabilidade sdo espacos de medida, podemos reformular
conceitos envolvendo varidveis aleatérias na linguagem desta secdo. Pelo
lema acima, uma funcdo X : 2 — R é uma varidvel aleatoria se, e somente
se, é uma funcdo mensuravel. Ademais, a distribuicdo de X, que denotamos
Px, é o push-forward da medida P pela funcdo X, ou seja, Px = X,P. Em
particular, a férmula (3.7) estd definida para todo B € B. A o-algebra gerada
por X é denotada por o(X).
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Lema 3.43 (Fungoes continuas). Toda f: R™ — R continua é mensurdvel.

Demonstragdo. Tomamos £ como a classe dos conjuntos abertos em R. Seja
B € €. Pelo Teorema A.9, f~(B) é aberto, logo f~1(B) € B(R"). Como
(&) = B(R), pelo Lema 3.42, f é mensurével. O

Lema 3.44 (Fungdes monétonas). Toda f : R — R mondtona é mensurdvel.

Demonstragao. Tomamos £ como a classe dos intervalos (possivelmente
vazios) de R. Como a pré-imagem de um intervalo por uma fungdo mondtona é
sempre um intervalo, f~!(B) € £ C B para todo B € £. Pela Proposicio 1.43,
(&) = B. Logo, pelo Lema 3.42, f é mensuravel. O

Lema 3.45 (Justaposicdo de fungGes reais). Seja (Q2,F) um espago

mensurdvel e fi,...,fn : @ — R funcoes reais. Considere a fungdo
f:Q —=R" dada por f = (f1,..., fn). Entio f é F/B(R™)-mensurdvel se,
e somente se, todas as fi,..., fn sao F/B(R)-mensurdveis.

Demonstragdo. Suponha que f é mensuravel. Como a projecao 7 : R™ — R
dada por mx(x1,...,2,) = z ¢ uma fungao continua, é mensurdvel. Como
ft = m o f, segue que fr é mensurdvel. Reciprocamente, suponha que
fi,---, fn s80 mensurdveis. Seja A C R™ aberto. Pelo Teorema A.10, existe
uma sequéncia de paralelepipedos abertos (1) en tais que A = U;I;. Cada I;
é da forma (a1,b1) X -+ X (an,bp). Assim, {f € I;} = N¢_{fr € (ar, bi)} €
F,logo {f € A} = U;{f € I;} € F. Pelo Lema 3.42, f é mensuravel. O

Veremos mais abaixo que somas e produtos de fungdes reais mensurdveis sao
mensuraveis, etc. Entretanto, para tratar de forma mais robusta supremos
e limites de fungoes, sem ficar separando em casos, é mais conveniente
considerar fungdes que tomam valores na reta estendida [—oo, +00].

Dizemos que uma funcao f : Q — [—oo, +00] é mensurdvel se {f < a} € F
para todo a € R. Como feito para fungoes reais, definimos a o-algebra gerada
por uma fungéo f: Q — [—00,4+o0] como o(f) = o({{f < a}:a €R}).
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Uma funcdo f: Q2 — Rou f: Q — [0,400] é um caso particular de uma
funcao f: Q — [—o0, 400, e o critério de mensurabilidade é o mesmo. Caso
o contra-dominio seja um subconjunto de R, essa definicdo é compativel com
a definigdo de f ser F/B-mensurével, pois intervalos da forma (—oo, a] geram
B(R) e podemos aplicar o Lema 3.42. Assim sendo, propriedades de fungoes
mensuraveis tomando valores [—oo, +00] tém seus andlogos imediatos para
funcgdes mensuraveis tomando valores em R.

Reciprocamente, se f : Q — [—00, 400] é mensurdvel, entdo {f = +oo} € F,
{f = —o0} € F, e, ademais, a funcdo g : Q@ — R dada por

f(w), [f(w)] < oo,

0, caso contrario,

g(w) =

é uma funcao mensuravel.

Definicao 3.46 (Varidvel aleatéria estendida). Seja (€2, F,P) um um espaco
de probabilidade. Uma wvaridvel aleatoria estendida é uma fungdo mensuravel
X :Q— [—00,+0].

Uma propriedade que vamos usar iniimeras vezes, quase sempre de forma
implicita, é que a mensurabilidade é preservada por varios tipos de operagoes
bésicas com fungoes. As propriedades enunciadas abaixo serdao usadas em
capitulos subsequentes sem que se lhes faca referéncia explicita.

As provas dos lemas abaixo encontram-se no Apéndice D.3.
Lema 3.47 (Comparacao de fungoes). Sejam (2, F) um espa¢o mensurdvel

e f,g:Q — [—00,+00] fungoes mensurdaveis. Entdo, os subconjuntos de
dados por {f < g}, {f < g}, {f =g}, e {f # g} pertencem a o-dlgebra F.

Somas e produtos de fungdes mensuraveis também sdo mensuraveis.

Lema 3.48 (Somas e produtos). Seja (2, F) um espago mensurdvel e f, g :
Q — [—o0, +0o0] fungoes mensurdveis. Entao fg é uma fun¢ao mensurdvel.
Se f + g estd bem definida para todo w, entdo é uma funcdo mensurdvel.
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O limsup e correlatos também preservam mensurabilidade.

Lema 3.49 (Supremos e limites de fungoes). Sejam (2, F) um espago
mensurdavel e (fn)n>1 uma sequéncia de fungoes mensurdveis de  em
[—00,+00]. Entdo, as fungoes sup,, frn, inf, fn, limsup,, f,, liminf, f, sdo
mensurdveis. Em particular, se definimos a fungdo

() lim,, f,(w), caso so limite exista,
w) =
0, caso contrdrio,

entdo f € uma fun¢do mensurdvel. Se as f, sio nao-negativas, entdo Y, fn
¢ uma funcdo mensurdvel.
3.8 Exercicios

§3.1

1. Seja F(z) a funcao

0, x <0,
Flz)=qz+3, 0<z<3
1, x>%.

Mostre que F' é de fato uma funcao de distribuicao e calcule:
(a) P(X > §)
(b) P < X < 2)
(c) (X <2|X>1)

2. Encontre os valores das constantes reais a e 8 de modo que a funcédo F
abaixo seja funcao de distribuicdo de alguma variavel aleatéria definida em
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algum espaco de probabilidade:

0, <0,
F(:E): _2/2
a+ e /4 x> 0.

3. Sejam X,Y, Z e W variaveis aleatérias onde X é uma varidvel qualquer,
Y = max{0,X}, Z = max{0,—X} e W = |X|. Escreva as fung¢des de
distribuicdo Fy, Fz e Fyy em termos da funcdo de distribuicao Fy.

4. Mostre que, se P(X =Y) =1, entdo Fx = Fy.

5. Seja X uma varidvel aleatéria. Prove que Px é uma medida de
probabilidade.

6. Seja X uma varidvel aleatéria continua e Fy sua fungao de distribuigao.
Considere Y = Fx(X). Mostre que Y tem distribui¢do uniforme em (0, 1),

(a) supondo que Fx é continua e estritamente crescente,
(b) supondo apenas que Fx é continua.

§3.2

7. Seja X o ntmero de caras obtidas em 4 langamentos de uma moeda
honesta. Escreva a funcio de probabilidade e a funcéo de distribuicao de X
e esboce os seus graficos.

8. Seja X wuma varidvel aleatéria com funcdo de probabilidade
P(X = z) = cx?, onde ¢ é uma constante e z = 1,2, 3,4, 5.

(a) Encontre px(x) e Fx(x).
(b) Calcule P(X é impar).

9. Temos duas urnas, em cada uma delas héa cinco bolas numeradas de 1 a 5.
Retiramos, sem reposicdo, 3 pares de bolas, onde cada par é sempre formado
por uma bola de cada urna. Seja X o quantidade de pares de bolas com
o mesmo numero. Determine a funcdo de probabilidade de X e desenhe o
grafico de sua funcao de distribuicao.
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10. Seja X ~ Geom(p), mostre que P(X > m+n|X > n) =P(X > m) para
todos m e n inteiros ndo-negativos.

11. Suponha que, para cada N € N, temos uma variavel aleatéria X com
distribuigdo Hgeo(N, K,n), onde K = K(N) é tal que % — p € [0,1] quando
N — 00. Mostre que

lim P(Xy = k) =P(Z = k)

N—00
para todo k =0,...,n, onde Z ~ Binom(n, p).

12 (Fésforos de Banach). Um individuo tem duas caixas de fésforos, uma
em cada bolso e cada uma delas com n palitos. Toda vez que ele precisa
de um fésforo, ele escolhe aleatoriamente uma das caixas, retira um palito
e a devolve para o mesmo bolso. Ele percebe que uma caixa esta vazia
somente quando vai pegar um palito e ndo hd nenhum nesta caixa. Seja X
o numero de palitos na outra caixa quando ele percebe que a primeira esta
vazia. Mostre que

1 (2n—k
px (k) = gm=r (")
13. Considere um jogo de dominé para criangas que contém 28 pegas distintas,
sendo cada metade de peca é pintada com uma das 7 cores do arco-iris. Julia

recebe 2 pecas escolhidas ao acaso. Seja X o niimero de cores distintas que
Julia observa entre as pegas recebidas. Calcule px e faga o grafico de Fx.

14. Sejam X : 2 — R uma variavel aleatéria que assume finitos valores,
denotados x1,...,x,. Para cada k =1,...,n seja pr = px(xx), onde px é a
funcao de probabilidade de X. Definimos a entropia de X, H(X), como

k=1

com a convencao que 0 -log0 = 0.

(a) Calcule H(X), se X é a varidvel degenerada em x;, ou seja, px(xy) =
(k) para todo k=1,...,n.
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(b) Seja X ~ Binom(3, 1). Calcule H(X).

(c) Determine o vetor p* = (pi,...,p)) que resulta e méxima entropia.
Para isso pode-se usar a técnica do multiplicador de Lagrange: sujeito
a restricdo p; + - - - + pn, = 1, 0 ponto p* que maximiza H é o ponto em
que VH(p) é ortogonal & superficie {p : p1 + -+ p, = 1}.

(d) Observando que H(X) > 0 para toda varidvel X e levando em
consideracdo os itens anteriores, tente interpretar o significado de

entropia de uma variavel aleatéria.

§3.3

15. Seja X uma variavel aleatéria absolutamente continua com fungao
densidade fx par, isto é, fx(z) = fx(—x) para todo z € R. Mostre que

(a) Fx(z) = 1—Fx(—$)-

(b) Fx(0) = 3.
(c) P(— x<X<w)—2FX()—1paratodox>0.
(d) P(X >z) =5 — [ fx(t)dt para todo = > 0.

16. Se f(t) =c 3t26*t]1[0,2] (t) é uma funcao de densidade, ache c.

17. Esboce os graficos das funcgdes de densidade e distribuicdo de uma variavel

aleatéria com distribuicdo normal de pardmetros e o2.

18. Seja X ~ U[1,2]. Qual a distribuicdo de Y =3 — 2X7?
19. Seja X ~ Exp(\) e N = [X|. Encontre a distribuicao de N.

20.

(a) Se U ~ U0, 1], encontre uma densidade de v/5 tan(nU — %).
(b) Se X ~ Laplace(0,1), encontre uma densidade de | X|.
(c) Se Z ~ N(0,1), encontre uma densidade de Z2.

21. Sejam X uma varidvel aleatéria absolutamente continua com densidade
fx(x),eY =aX +bcoma>0ebecR. Mostre que Y é absolutamente
continua com densidade fy (y) = 1 f X(yT_b)
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22. Mostre que, se X ~ Cauchy(0, 1), entao a + bX ~ Cauchy(a,b).

§3.4

23. Se X ~ Exp()\), mostre que, para todo s > 0, a distribuigao condicional
de X dado que X > s é igual a distribuicao de X + s.

24. Se Z tem distribuicdo geométrica, mostre que a distribuicao condicional
de Z dado que Z > n ¢é igual a distribuicdo de Z + n para todo n € N.

25. Seja X ~ U|a,b]. Considere o evento A = {¢ < X < d}, onde c < d € R.
Determine a funcio de distribui¢ao condicional Fx 4.

26. Sejam X ~ Exp(\) e Y =5X, ache a fungdo de distribuigdo de Y. Ache
a fungdo de distribui¢do condicional e uma densidade condicional de Y dado
que {X > 3}.

§3.5

27. Sejam X ~ Exp(l) e Y = max{X,1}. Encontre as funcoes de
distribuicdo, de probabilidade e de densidade de Y.

28. Seja X ~ U]0,3]. Esboce o gréfico da fungao de distribuicdo de Y =
min(2X, X2). A varidvel Y tem funcio de densidade?

29. Sejam X ~ U[0,2] e Y = max([X ], 2X, X?), onde [z] é o menor inteiro
maior que ou igual a z.

(a) Esboce o grafico da fungéo de distribuicao de Y.
(b) Encontre as fungdes de probabilidade e de densidade de Y.

30. Seja Y a variavel aleatéria definida no Exemplo 3.35.

(a) Quanto vale P(Y € (%,2))?

(b) Esboce o gréfico de sua fungéo de distribuicao Fy .

(¢) Determine a fungao de distribui¢ao condicional Fyy ey 1.

(d) Determine a funcao de distribuicao Fonyiv< 1y para todo n € N.
Tente interpretar este exercicio geometricamente, em termos do grafico
da funcao de distribuicao.
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§3.6
31. Dé um exemplo de pelo menos sete m-sistemas de R que geram B(R).

32. Em Q ={1,2,3,4}, dé um exemplo de medidas de probabilidade P e P
tais que a classe D = {4 € P(Q) : P(A) = P(A)} gera P(2) mas nao é um
m-sistema.

§3.7

33. Sejam f : 1 — Q9 uma funcado qualquer e Fy é uma o-algebra em 5.
Prove que f~1(F) = {f7}(A4) : A € F} é uma o-algebra em Q.
34. Sejam (Q, F) e (', F') espagos mensurdveis. Mostre que
(a) A funcdo identidade I : Q — Q, dada por [(w) = w é F/F-mensuravel.
(b) Se F = P(R), entao toda fungdo f : Q — Q' é F/F'-mensuravel.
(¢) Se F' ={0,Q}, entdo toda fungdo f: Q — Q' é F/F -mensurdvel.
(d) Se @ = {0,1}, F/ = P() e A C Q, entdao a fungio indicadora
14:Q— Q' é F/F -mensurdvel se, e somente se A € F.

35. Sejam X uma variavel aleatéria e g : R — R uma fungdo mensuravel.
Defina Y (w) = g(X(w)). Mostre que Y é uma variavel aleatéria. Mostre que
oY) Co(X).

36. Sejam A e B subconjuntos de Qe f: Q — R a funcdo f =al 4 + blp
com a,b > 0. Descreva o(f) explicitamente.

37. Sejam p a medida de contagem em Z e f(z) = |z|. Descreva a medida
[« explicitamente.

38. Seja (X;,), uma sequéncia de varidveis aleatorias estendidas. Defina

{limn Xn,, se o limite existe,

0, caso contrario.

Mostre que X é uma variavel aleatéria estendida.
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39. Considere o espaco mensuravel ([0,1],B([0,1])), e defina as funcoes
f,9:10,1] = {0,1,2,3} por

, W 9
fwy=42, wel i, gw= { L
1 ]-a w e (5’1]

3a w e (571]

Verifique explicitamente que o(g) C o(f).
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Capitulo 4

Vetores Aleatorios

Imagine que queiramos produzir duas variaveis aleatérias com distribuicao
Bernoulli(%). Uma forma seria langar uma moeda duas vezes e considerar
opar X = (Z,W), onde Z é o resultado do primeiro langamento e W do
segundo. Outras formas seriam langar a moeda apenas uma vez e copiar o
resultado ou trocar o resultado, obtendo os pares Y = (Z,Z) e Y = (Z,1 —
Z), respectivamente. Em todos os casos, produziu-se um par de varidveis
aleatérias distribuidas como Bernoulli(%). Entretanto, o comportamento
conjunto dessas variaveis aleatérias é bem diferente nos trés casos.

Neste capitulo vamos estudar vetores aleatorios, isto é, colecbes de varidveis
aleatérias em que se considera seu comportamento estatistico conjunto.
Vamos estender os conceitos fungao de probabilidade, funcao de densidade e
funcdo de distribuicdo, e posteriormente explorar conceitos de independéncia,

entre outros.

4.1 Vetores aleatoérios

Comegamos introduzindo o conceito que intitula este capitulo.

115
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Definicao 4.1 (Vetor aleatério). Dizemos que X = (X1,...,X,) é um vetor
aleatorio se X for varidvel aleatéria para todo j =1,...,n.

Dado um espago de probabilidade (€2, F,P) e um vetor aleatério X, definimos
o espago de probabilidade induzido por X como (R", B(R"),Px), onde

Px(B) =P({w: X(w) € BY), B¢ B(R"), (4.2)

onde B(R™) é a o-dlgebra de Borel em R", definida na Se¢ao 1.4.1. Ou seja,
0 espaco amostral é o conjunto R™ dos vetores n-dimensionais, os eventos
aleatérios sdo os conjuntos borelianos em R™, e a medida de probabilidade
é aquela induzida por X. Chamaremos de distribuicio conjunta do vetor
aleatorio X a medida de probabilidade Px em R"™ induzida por X. Segue
do Lema 3.45 que Px estd definida para todo B € B(R").

Dada @ € R™ uma n-upla de nimeros reais, x = (21, 2, . .., Ty), denotamos
por < y o conjunto de desigualdades z; < y;,7 =1,...,n,isto ¢, x < y se,
e somente se, vale a desigualdade para todas as coordenadas simultaneamente.

Definigao 4.3 (Fungdo de distribui¢do conjunta). A fungdo de distribuicdo
conjunta de um vetor aleatorio X, denotada por F'x, é a funcao Fx : R” — R
dada por

Fx(z) =P(X < z).

Ezemplo 4.4. Lancamos duas moedas honestas e consideramos X; =
quantidade de caras, Xy = quantidade de coroas, e X = (X, X2). Os
valores de F'x sao mostrados na Figura 4.1. A

A prova do teorema abaixo é andloga a do Teorema 3.10, e sera dada no
Apéndice D 4.

Teorema 4.5. Se X e Y sdo vetores aleatdrios tais que Fx(t) = Fy (t) para
todo t € R", entio Px(B) = Py (B) para todo B € B(R™).

Ou seja, como no caso de variaveis aleatorias, a fungao de distribui¢ao conjunta
determina a distribui¢do conjunta de um vetor aleatério. Entretanto, nao é
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usual ou pratico especificar Px a partir de uma descri¢ao explicita de Fx.
Tampouco existe uma forma natural de simular um vetor aleatorio a partir de
uma funcao de distribui¢do conjunta qualquer usando varidveis uniformes, e
nao existe uma nogao natural de quantil (mediana, quartil, percentil, etc.) de
vetores aleatorios. De fato, uma generalizagdo do Teorema 3.17 é complicada
e de pouco uso pratico. Ainda assim, a funcdo de distribuigdo conjunta tem
propriedades muito tteis, como veremos ao longo desta secao.

A partir da funcéo de distribui¢do conjunta, pode-se obter o comportamento
de cada varidvel isoladamente. A distribuicdo de uma das coordenadas obtida
a partir da distribuicdo conjunta é chamada de distribuicao marginal.

Proposicao 4.6. Seja Fx, a funcdo de distribuicio da k-ésima coordenada
do vetor X = (X1,...,X,). Entdo

Fxi(zp) = lim Fx(z1,...,2n),
J

%k

em que o limite € tomado em todas as coordenadas, exceto a k-ésima.

Demonstragdo. Reordenando as coordenadas, podemos supor sem perda de

Figura 4.1. Valores de Fx (t1,t2) para cada (t1,t2) € R? no Exemplo 4.4.
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generalidade que k = 1, e temos que mostrar que

Fx,(x1) = lim --- lim Fx(x1,...,zp). (4.7)

xr2—+00 Tp—>+00

No primeiro limite, dada (27,); tal que zJ, T 400, e fixados (z1,...,Tn_1),
temos {X < (21,... 7p_1,72)} T {X1 < 71,... X1 < 7p-1} quando
Jj — o0, logo Fx(x1,... Tn-1,2)) = Fx, .. x,_,(z1,...,2p-1), Ou seja,

FXI,._.7Xn_1(a;1, e 73771—1) = - IL\HJioo FX(-%'I; e ,[I}n).
n

Tomando (xfhl) ; tal que xf}l 1 400, de forma analoga chegamos a

F T1,...,Tp_o) = lim lim Fx(z1,...,Z5,).
X1y X (L5 oy Tp—2) g m o lim X (1,0, %n)

Tomando (z_,); tal que @), 5 T +00, e assim sucessivamente, chegamos
a (4.7), o que conclui a demonstragao. O

Ezxemplo 4.8. No Exemplo 4.4, tomando o limite em cada variavel temos

0, x1 <0,
Lo0g
I T <1
. 4 X )
FXl(ﬂjl) = lig_l FX17X2($17332) —\3
x2 o0 1 1 < r < 2,
1, T = 2,
e, similarmente, encontramos a mesma expressao para Fly,. A

Definicao 4.9 (Varidveis aleatérias independentes). Dizemos que as varidveis
aleatérias X1, Xo, ..., X, s@o independentes se

P(X, € B1,...,X, € B,) =P(X; € By)---P(X,, € By)
para todos Bi,..., B, € B. Dito de forma mais sofisticada,

Px(Bl X oo X Bn) = PXl (Bl) c 'PXn(Bn)'
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Se J é uma colecdo qualquer de indices, dizemos que a familia de variaveis
(Xj)jes sao independentes se Xj,, ..., X, sao independentes para todo k € N
e toda escolha ji,...,jir € J distintos.

Dada uma familia de varidveis aleatorias independentes, qualquer subfamilia

é também formada por varidveis aleatérias independentes.

Muitas vezes vamos considerar familias de varidveis aleatérias que, além
de serem independentes, tém a mesma distribuicdo, o que chamamos de
independentes e identicamente distribuidas, ou simplesmente i.i.d.

Proposicao 4.10 (Critério de independéncia). Seja X = (X1,...,X,)
um vetor aleatorio. Entao Xi,..., X, sdo independentes se, e somente se,
Fx(x) = Fx,(z1) - Fx, () para todo x € R".

Demonstragdo. A ideia da prova é a seguinte: se as Xi,...,X, sdo
independentes, entao Fx é dada pelo produto Fx, ---F¥x, e, por outro
lado, o Teorema 4.5 nos diz que Fx determina Px, logo Px(By X -+ X
B,) = Px,(B1)---Px,(Bn). A prova completa serd dada serd dada no
Apéndice D.4. O

Assim como fizemos no caso de independéncia de eventos, podemos definir
independéncia duas a duas para familias de variaveis aleatorias.

Definicao 4.11. Seja J uma colecao qualquer de indices e (X;);c; uma
familia de varidveis aleatérias. Dizemos que as varidveis (X;)jcs s@o

independentes duas a duas se X}, e X; sao independentes para quaisquer
k+#jel.

Observe que uma familia de varidveis aleatérias independentes também é
independente duas a duas. Entretanto nao vale a reciproca.

Contra-exemplo 4.12. Sejam X e Y independentes assumindo os valores —1
ou +1 com probabilidade % cada, e tome Z = XY. Entdo X, Y e Z néo sao
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independentes, pois

1 1
PX=1,Y=1,Z2=1)= 1 #+ 3 =P(X=1D)PY =1)P(Z=1).
Entretanto, X, Y e Z sdo independentes duas a duas. A

Concluimos esta se¢do com a observagdo seguinte, cuja prova serd dada na
Secao 13.1.

Observacio 4.13. Fungdes mensuraveis de familias disjuntas de varidveis
aleatorias independentes resultam em varidveis independentes. Por exemplo,
se X,Y e Z sdo varidveis aleatérias independentes, entdao X +Y e Z também
sdo independentes. A

Apesar de que propriedades andlogas aquelas listadas na Proposicao 3.13 sao
satisfeitas pela funcao de distribuicdo conjunta, como vemos na Figura 4.1,
um analogo do Teorema 3.17 pode falhar, dependendo de como for feita a
generalizacdo. Por exemplo, a funcdo F : R? — [0, 1] dada por

1, z20y=>20,z+y=>1,
F(x,y)Z{

0, caso contrario,

nao pode ser funcdo de distribuicdo conjunta de nenhum vetor aleatério,
apesar de ser mondtona e continua a direita em cada varidvel, tender a 1
quando todas as coordenadas tendem a 400, e tender a 0 quando uma delas
tende a —oco. Com efeito, se tal F' fosse funcao de distribuicdo conjunta de
algum par (X,Y), terfamos

Pla< X <b,c<Y <d)=F(b,d)— F(b,c) — [F(a,d) — F(a,c)]

para todos a < be c < de, tomandoa = c=0¢e b =d = 1, teriamos
P(0< X <1,0<Y <1)= -1, o que seria absurdo.
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4.2 Vetores aleatorios discretos e continuos

Dizemos que um vetor aleatorio X é discreto se existe um subconjunto
enumeravel A C R” tal que P(X € A) = 1. Neste caso, a fungio de
probabilidade conjunta de X é dada por

Um vetor aleatério X é discreto se, e somente se, suas coordenadas X1, ..., X,
sdo discretas.

A funcio de probabilidade marginal de uma componente X, é obtida somando-
se nas demais variaveis:

px, (zr) = P(Xg = x%)

:Z Z Z "'ZpX(xla"'7xk717xkaxk+la"'7xn)-
1

Th—1 Tht1 Tn

Para a tltima igualdade acima basta observar que o evento { Xy = x} pode
ser escrito como a uniao disjunta de

{Xk = .%'k,X € A} = U$1 o 'U$k_1U$k+l .. -U$n{(X1, - ,Xn) = (1‘1, - ,l’n)}

com o evento { Xy =z, X € A}, que tem probabilidade zero.

Ezemplo 4.14. No Exemplo 4.4, vamos obter a func¢do de probabilidade
conjunta de X, e as fungoes de probabilidade marginais de X7 e Xo.

Primeiramente, pela descricao do vetor (X1, X2), sabemos que px, x,(0,2) =
Px1,x,(2,0) = 1, px, x,(1,1) = 1, e px, x, vale zero fora desses trés pontos.

Somando em sobre s, encontramos a funcdo de probabilidade marginal, que
¢ dada por px, (0) = px, (2) = 1 e px, (1) = 3.
Observe que os mesmos valores podem ser lidos a partir dos saltos da fungao

de distribui¢do marginal obtida no Exemplo 4.8. A

Proposicao 4.15 (Critério de independéncia, caso discreto). Seja X =
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(X1,...,Xy) um vetor aleatorio discreto. Entio X1, ..., X, sdo independen-
tes se, e somente se, px(x) = px,(z1) - px, (xn) para todo x € R™.

Demonstragdo. A implicagdo direta é trivial. Para a implicacdo inversa,
suponha que px(x) = px, (z1) - - - px,, (zn) para todo € R™. Neste caso,

P(X; € By,...,X, € B,) = Z Z px(x) =

r1E€EB1 Tn€Bn

=1 ). pxi@)| - | D pxal(za)| =P(X1 € By)---P(X} € By),

r1€81 Trn€DBy

para todos By, ..., B, € B, e portanto as X1,..., X, sdo independentes. []

Dados um vetor aleatério X e uma funcio mensuravel® fx : R” — R, dizemos
que X é absolutamente continuo com fungdo de densidade conjunta fx se

. by bn
IP’(aj<Xj<bj,j:1,...,n):/ fX(xl,...,:rn)d:vn---dxl
al a

n

para todas as escolhas de a; < b; para j =1,...,n.

A funcdo de distribuicdo conjunta de um vetor aleatério absolutamente
continuo com densidade conjunta fx pode ser calculada por:

FX(w):/_x;-n/_x;fx(s)dsn--dsl.

Se suspeitamos que um vetor aleatério possui densidade conjunta, podemos
obter um candidato a densidade calculando

871

x(x) = oxy---0xp

Fx(xl, NN ,xn).

5Qualquer funcdo que é continua ou que pode ser aproximada por funcdes continuas
é uma funcgdo mensuravel. De fato é muito dificil construir uma funcdo que nao seja
mensuravel. Veja a Secdo 3.7 para mais detalhes.
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Uma vez calculada fx por essa férmula, podemos verificar se é de fato uma
densidade conjunta mostrando que sua integral coincide com Fx.

A fungao de densidade marginal de uma componente X, é obtida integrando-
se nas demais variaveis:

—+00 “+00
ka(xk):/ / fx(x1, . 2k, ... xy) day - - - day,
—00 —00 —
—_— —m——— exceto xy,
n—1 vezes

Vejamos que a densidade marginal fx, ¢ uma densidade de Xj. Como fx é
nao-negativa, segue que fx, serd nao-negativa para cada k. Além disso, para
todo intervalo B, definindo a regidao B = {x € R" : x}, € B}, obtemos

Py, (B) = P(X) € B) = P(X € B) = /B fx(@)d"z

+o00 +o0o
:// / fx(@x1, .. Xk, xy) day - - - day, dag,
B J—x —00
, exceto xg
n—1 vezes
= [ Fx(wda.

Logo, fx, (zx) é uma densidade de Xj.

Exemplo 4.16. Considere o quadrado Q = {(x,y) € R? : |z| + |y| < 1},
e suponha que X e Y tenham densidade conjunta dada por fxy(z,y) =
%]IQ(.T, y). Podemos determinar a densidade marginal de X integrando:

fe@) = [ Sqle) dy = (1~ fal) ().

—0o0

Analogamente, se integramos em z obtemos fy(y) = (1 — [y)L—1y(y). &

Proposicao 4.17 (Critério de independéncia, caso continuo). Seja X =
(X1,...,Xy) um vetor aleatdrio cujas coordenadas X1, ..., X, tenham func¢ao
de densidade fx,,...,fx,. Entdo Xi,...,X, sao independentes se, e
somente se, a fungio dada por fx(x) = fx,(x1) - fx, (zn) € uma densidade



124 CAPITULO 4. VETORES ALEATORIOS

conjunta de X .

Demonstragiao. Suponha que fx(x) = fx,(z1)--- fx, (zn) seja uma densi-
dade conjunta de X. Integrando,

:‘/_zl /_mn fX1(31)-.-an(Sn)dSn"'dsl :FX1(:1:1).”FX"('CC”)

e, pela Proposicao 4.10, X1,..., X, sdo independentes.

Reciprocamente, suponha que Xy, ..., X, sdo independentes. Neste caso,

Fx(z) = Fx,(21) - Fx, (zn)

Z/ fx,(t1)dt- / fx., (tn

:/_QE1 /_ (fx,(t1) - fx, (tn)) dtp - - - dty

e, portanto, fx,(z1)--- fx, (zn) é uma densidade conjunta de X. O

Observemos que a proposicao acima ndo fornece um critério imediato para
concluir que X3, ..., X,, ndo sdo independentes, pois densidades conjuntas
nao sdo unicas. Para isso, devemos verificar que existe toda uma regiao
nao-degenerada (a1,b1] X «-+ X (an,by] onde fx(x) # fx,(z1) - fx,(zn),
para justificar que a Defini¢do 4.9 nao é satisfeita, ou mostrar a desigualdade
em um ponto onde todas as func¢des envolvidas sdo continuas.

Exemplo 4.18. No Exemplo 4.16, verifiquemos formalmente que X e Y nao sao
independentes. Para isto, basta observar que fx y(z,y) = %]IQ(x, y) = 0 para
todo (z,y) € (2,3] x (2, 3], enquanto fx(z)fy(y) = (1 - 2)(1 ) > 0. &

Se um vetor aleatério X possui densidade conjunta, entdo cada uma das
suas componentes X1, ..., X, sdo varidveis aleatérias que também possuem
densidade (a marginal), mas ndo vale a reciproca! Abaixo temos um exemplo
simples de vetor aleatério continuo que nao tem densidade.
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Contra-exemplo 4.19 (Inexisténcia de densidade conjunta). Seja X ~ U[0, 1],
Y =1— X. Apesar de X e Y serem absolutamente continuas com densidade
fx = fy =1, o vetor (X,Y) é singular. Mais precisamente, P((X,Y) =
(z,y)) = 0 para todo ponto (z,y) € R% mas (X,Y) nio tem densidade
conjunta. Para ver que ele ndo pode ter densidade, observe que (X,Y)
assume valores em um segmento de reta, e a integral de qualquer fungao
em um segmento de reta sempre da zero. E interessante também analisar a
funcdo de distribuicado conjunta, dada por

0, r<0ouy<Oouzr+y<l,

Y, O0<y<lz=>l,
Fxy(z,y) = |z, 0<z<1l,y>1,

xr+y—1, z<l,y<l,x+y=>1,

1, zz2ly>1.

Calculando a derivada cruzada, vemos que a??%FX (z,y) = 0 para todo
par (z,y) no plano R?, exceto em duas retas e um segmento de reta. A

4.3 Soma de variaveis independentes

Trataremos nesta secdo de um caso especial de funcao de vetor aleatério que
permearda todo o livro. Somas de varidveis aleatdrias independentes aparecem
naturalmente em Probabilidade, Estatistica e nas Ciéncias Naturais. Dadas
X e Y variaveis aleatérias independentes, qual a distribuicdo de X + Y7

No caso em que o vetor (X,Y) é discreto, X +Y é varidvel aleatéria discreta e
sua funcdo de probabilidade px 4y pode ser calculada via Lei da Probabilidade
Total:

px+y(2) = ZP(X =z,Y=z—x)= ZP(X =z)P(Y =z—12)
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=> px(@)py(z — ).

Observe que, como o vetor (X,Y) é discreto, as parcelas da soma acima sao
nao-nulas para no maximo uma quantidade enumeravel valores de .

Ezemplo 4.20. Sejam X ~ Binom(n,p) e Y ~ Binom(m,p). A fungdo de
probabilidade de X + Y pode ser calculada por

pxav(k) = S B(X = HB(Y = k - j)
=0

k
=> (P A =p)" ()P (1 - p)

Jj=0

k
=p 1 =p)™ Y (G
j=0

_ (n—]:m)pkO _ p)m+n_k.

Portanto, X + Y ~ Binom(n + m,p), o que ndo chega a ser uma surpresa,
dada a definicdo de varidavel binomial. Indutivamente, podemos generalizar
este fato e mostrar que se Xy ~ Binom(ng,p) para todo k = 1,...,1 sdo
independentes, entao 22:1 Xi ~ Binom(zgﬂzl Nk, D). A

Quando as variaveis X e Y forem independentes e absolutamente continuas
com densidades fx e fy, respectivamente, temos a relacdo andloga

fx+y(z) = J:O Ix(@)fy(z — x)da.

Para justificd-la, tomamos B = {(z,y) : x + y < 2z} e desenvolvemos

Fx.y(z) = //B Ifx(2)fy (y) dedy
- /_J:O /_:w fx (@) fy (y) dyde
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= /_;OO /_ZOO fx(z)fy(u—z)dudz
— /_ZOO ( _J:O Ix (@) fy(u—z) dx) du,

para todo z € R, o que mostra que a expressdo acima é de fato uma densidade
de X +Y.

Soma de normais independentes

O caso quando X e Y sdo distribuicbes normais é tdo importante que
preferimos enuncia-lo como a proposicao seguinte.

Proposigdo 4.21. Sejam X1 ~ N (u1,0%) e Xo ~ N (ua,03) independentes.
Entao X1 + Xo ~ J\/’(m + MQ,O'% + U%)

Demonstragio. Como X1 — 1 ~ N(0,07) e Xo — a2 ~ N(0,03), podemos
supor sem perda de generalidade que u; = uo = 0. A densidade de X +Y é
entdo dada por

2

1 +0o0 —L_?Q -3
fxqv(z) = / e *2 e *1dx.
20109 J -0

Para simplificar, escrevemos a = 205 e b = 20%. Utilizando a identidade

s gt = ()= )

valida para todos a >0, b >0, z € R e z € R, obtemos

1 T )2 g2
fx+y(z) = / e« e btdx
2mo109 J—oo
2 +oo atb b
— 1 eiazﬁ»b/ ei(ﬁ)(:ﬂiaﬁb)2dm
2mo109 o0

1 2
- o Jrab oo
2mo109 at
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22

— 1 . 6_ 2(0’%«1»0‘%) )
2m (03 +02)

Portanto fx.y corresponde & densidade de uma distribuicio N(0, o7 + 03),

como queriamos demonstrar. O

Usando a Observagao 4.13, pode-se verificar indutivamente que se X1, ..., X,
sdo varidveis aleatérias independentes com Xy, ~ N (., 07), entdo Sp_; Xy ~
N (R y b, >op—1 02). Em palavras, soma de normais independentes ¢ uma
variavel normal cujos parametros sdo as somas dos respectivos parametros.

Ezxzemplo 4.22. Uma fabrica produz parafusos cujos comprimentos sao
independentes e tém distribuicio N (u, 0?). E retirada uma amostra aleatéria
de n parafusos e calculada a média aritmética dos comprimentos da amostra.
Qual a probabilidade da média observada diferir do valor médio teérico, u,
mais que uma tolerancia 7 Sejam X1, ..., X, os comprimentos dos parafusos
da amostra e S, = > j_; Xk, estamos interessados em determinar quanto
vale

P(| 5 —ul <9).

Como Xj,..., X, sdo independentes e com distribuicio N (i, o?), segue que

Sp ~ N (nu,no?), ou seja, SZ,;\/%W tem distribuigdo N (0,1). Desse modo

P\ —u| < 8) = P(|%2 ] < 24)

= (20) — (=) = 20(27) - 1.

g

Por exemplo, se n = 25, § = 0,200 e 0 = 0,600, podemos calcular o valor

acima consultando a tabela na pagina 488 e obter
20(2/1) _ 1 & 20(1,67) — 1 ~ 0,904,

com trés algarismos significativos.

Outra pergunta que poderiamos fazer é: qual o tamanho minimo da amostra
de modo que a média observada difira de p por no maximo § unidades com
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probabilidade superior a 1 — a (nivel de confiabilidade). Ou seja, devemos

encontrar o menor z, tal que
P(IN(0,1)| € 2z4) =2P(20) —1 21— a.

Novamente com auxilio da tabela da distribuicdo normal, podemos encontrar

2o de modo que ®(z,) = 1 — § e posteriormente escolher n de modo que

% > zo. Por exemplo, se o = 0,060, 6 = 0,200 e o = 0,600, entao z, ~ 1,88
en = [2202072] = 32. Ou seja, um aumento de 25 para 32 no tamanho da
amostra aumenta de 0,904 para 0,940 nosso grau de confianca de a média

observada diferir de g menos que § = 0,200.

Ha trés variaveis que se relacionam neste problema: n, d e a. Dadas quaisquer
duas delas podemos determinar a terceira. Como exemplo do caso faltante,
suponha que uma amostra de tamanho n = 25 é retirada, gostariamos de
afirmar que com probabilidade superior a 0,990 nossa média observada tem

um grau de precisdo 6. Qual o menor valor de 7 Como no caso anterior,
[0
2
~ 0,310. Ou seja, para a amostra de tamanho n = 25, a margem

para a = 0,010, resolvendo ®(z,) = 1 —
~1/2

obtemos 2, ~ 2,58. Assim,
0 = zon
de erro aumentou de 0,200 para 0,310 se quisermos aumentar a confianca de
0,904 para 0,990. iy

4.4 Método do jacobiano

Seja X um vetor aleatério com densidade conjunta fx e que assume valores
em um dominio Gy C R™. Suponha que estamos interessados em estudar o
vetor aleatério Y dado por uma transformacao Y = g(X). Vamos considerar
o caso em que g : Gg — G, G C R", ¢ bijetiva e diferenciavel, com inversa

g ! =h:G — Gy também diferencidvel. Escrevemos a transformacao
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inversa como X = h(Y') e definimos os jacobianos:

Oxy . Oz
aw ayl 8yn

Jn(y) = det<8> =det| :
Y Ozn .. Ozn
ayl ayn

e

oy .. Oun
ay o1 OTn

Jg(x) = det<8> =det| :
* Oyn .. Oyn
oz OTn

Do Célculo em vérias varidveis, sabemos que o jacobiano satisfaz a seguinte
identidade:

Proposigao 4.23 (Método do jacobiano). Sejam Go,G CR", g: Gy — G

L e suponha que g e h sejam diferencidveis. Se X

uma bijecdo e h = g~
¢ um vetor aleatorio absolutamente continuo com densidade fx assumindo
valores em Gy, e Y = g(X), entdo uma densidade fy pode ser obtida a

partir de fx pela relacdo

fy@W) =) fx(h(y) = —+—

Ideia da prova. Do calculo de varias variaveis, sabemos que se o jacobiano
for ndo-nulo para todo y € G, vale a férmula de mudanca de variaveis

[t@de= [ 1) ) dy
A 9(4)

para qualquer f integréavel em A, onde A C Gy. Como P(Y € g(A)) é dada
por P(X € A), e esta tltima é dada pelo lado esquerdo da expressao acima
com f = fx, o integrando do lado direito é uma densidade de Y. O
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Ezemplo 4.24. Considere o vetor aleatério X = (X7, X2) com densidade

dx1x9, 271,29 € [0,1],

fx(z1,22) = { .
0, caso contrario,
e o vetor Y dado por Y; = X;/Xs e Yo = X7 Xs. Escrevendo y = g(x) =

(961/3627 1’1962)7
1/zy —x1/23

L2 L1

9y _
oxr

e Jg(w) = 2z1/x2. Obtendo x em fungdo de y, temos que 1 = /y1y2,
22 = \/y2/y1 e os valores possiveis de y sdo

G= {(yl,yg):0<y2 <y, 0 <y < y%}

Agora,
24\/y1y2
Jg(h(y)) = =2y

I Vy2/%

e
fx(h(y)) = 4\/y1y2\/y2/v1 = 4yo.
Portanto,
1 2y2/y1, 0 <y2 <1,y2 <y1 <1/ya,
fr(y) = fx(h(y)) =
| Jg()] () 0, caso contrario.

Ezemplo 4.25. Se X e Y sdo independentes e distribuidas como N (0, 1), entdao
X +Y e X — Y sdo independentes e ambas distribuidas como N (0, 2).

Com efeito, definindo Z = (X,Y) e W = (X +Y,X —Y), temos que
W =g(Z), onde g(z,y) = (z +y,z —y). Logo,

ow _ |11
oz |1 -1
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donde J4(z) = —2. Escrevendo z como funcdo de w, obtemos z = 1142 ¢
y = #1572, Ainda,
1 —a? 1 =2

Var Vo

fz(2) = fxy(z,y) = fx(2)fy(y) =

logo
w w 2 w1 —w 2
PR e
fa(h(w)) =5 —e= = e
67w%+wg+2w1w2;w¥+w§72w1w2 1 ;’w% ;’w%
= = — 4 4
2 27‘(‘6 ¢
e, substituindo,
v (a0) =~ o)) = = e e = fy 00 faioa (02)
w(w) = ————— fz(h(w)) = —e 1 e = fn,2) (W1) faro,2) (w2)-
[Tg(h(w))] i 02O
Portanto, W7 e W sdo independentes e com distribuicao N (0, 2). A

4.5 Sequéncia de variaveis independentes

No capitulo anterior, mostramos a existéncia de uma distribui¢do uniforme
(Teorema 3.16) e que a partir desta distribuigdo uniforme podemos mostrar
a existéncia de uma varidvel aleatéria com qualquer funcao de distribuicao,
F| pré-especificada (Teorema 3.17).

Aqui daremos um passo adiante nessa dire¢do. Mostraremos que a partir de
uma variavel com distribuicao uniforme, podemos construir uma sequéncia
de variaveis independentes e cada uma com uma distribuicio especificada,
que pode ou nao ser a mesma para cada varidvel desta sequéncia.

Lema 4.26. O conjunto N x N é enumerdvel.

Demonstragdo. A funcio f: N x N — N dada por f(j,k) = 2771 - (2k — 1)
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é uma bijecao pois todo ntmero natural pode ser fatorado de forma tnica
como uma poténcia de dois vezes um nimero impar. O

Dado z € [0,1), consideremos a sequéncia de digitos (z,), de sua expansao
bindria x = Y 72, §&, com x,, € {0,1} para todo n € N. Caso haja duas
expansoes distintas, uma terminada com infinitos zeros e outra com infinitos
uns, consideremos apenas a primeira.

Lema 4.27. Seja U wma varidvel aleatoria com distribuicdo uniforme em
[0,1) e defina (Xy)n, tomando valores em {0, 1}, a sequéncia de digitos na
expansao bindria de U. Entao, as varidveis (Xy,)n sdo i.i.d. com distribui¢io
uniforme no conjunto {0,1}.

Demonstragdo. Com efeito, basta observar que X1 = x1,...,X,, = x,, se, e
somente se, 0 < U — (G + 33 +---+32) <277, donde P(X; = x1,..., X, =
Ty) = 2%, para todos n € N e xy,...,z, € {0,1}. Logo, a independéncia
segue da Proposicao 4.15. ([

O préximo lema é uma espécie de reciproca do lema anterior.

Lema 4.28. Seja (X,,)n, uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. com
distribuicio uniforme no conjunto {0,1} e defina U = 3.0° 1 2. Entdo U é
uma varidvel aleatdria com distribui¢ao uniforme no intervalo [0,1).

Demonstragdo. Que U é uma variavel aleatéria segue direto do Lema 3.49.
Sejamn € Ng e k € {0,...,2" "1 —1}. Escreva k = Y% 22 com x; € {0,1}
para todo j, isto é, (Zn,Tn—1,...,21,Z0) ¢ a expansdo bindria de k. Observe
que

Pyt < U < £) =P((Xo, ..., Xn) = (20, .-, Tn)) = 3o,

pois os eventos acima diferem apenas no caso {X; =1 para todo j > n}, que
tem probabilidade zero. Somando sobre k = 0,...,m — 1, obtemos

P(U < 5r) = 3
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para todo m = 0,...,2""!. Finalmente, dado u € [0,1) e n € N, existe m

m+1

tal que g < u < "5,

de forma que

u— g <P =PU < ) <PU<u) <PU < %) = 5 Cut 4.

Como isso vale para todo n, temos P(U < u) = u, portanto U ~ U[0,1]. O

Agora, estamos aptos a provar o principal objetivo desta secao.

Teorema 4.29 (Existéncia de uma sequéncia independente). Seja (Fy,)n
uma sequéncia de fungoes de distribuicdo. Entao, existem um espaco de
probabilidade e uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes, (Xp)n,
de modo que X, tenha funcao de distribuicio F,, para todo n € N.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.16, existe um espaco de probabilidade onde
podemos definir uma varidvel aleatéria U com distribuigao uniforme em [0, 1).
Definimos (Y;,),, como sendo a sequéncia de digitos na expansao bindria de
U. Pelo Lema 4.27, as varidveis (Y,,), sdo i.i.d. com distribui¢do uniforme
no conjunto {0,1}. Seja f : N x N — N uma bije¢do, o que é garantido
pelo Lema 4.26. Definimos a sequéncia de sequéncias ((Zj)ken)jen por
Zix = Yy Observe que ((Zjk)ken)jen continua sendo formada por
variaveis i.i.d. com distribui¢ao uniforme no conjunto {0, 1}.

Para cada j € N fixo, usamos a sequéncia (Z;); para definir U; =
S224127%Z; ). Pelo Lema 4.28, U; tem distribuigio uniforme em [0,1).
Além disso, como cada variavel da sequéncia (Uj); depende de subconjuntos
disjuntos de variaveis da sequéncia (Y3,),, concluimos que as variaveis (U;);
sao independentes,” logo, i.i.d. com distribuicdo uniforme em [0, 1).

Finalmente, tomamos X; = Fj_l(Uj) para todo j. Como a familia (Uj); é
independente, a familia (X;); também sera independente. Ademais, X; ~ F
para todo j, veja a demonstragdo do Teorema 3.17. Isso conclui a prova. [

"Esta conclusdo bastante intuitiva se deve a uma generalizacio da Observacio 4.13, que
serd justificada de forma mais rigorosa pelo Corolario 13.12.
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4.6 Exercicios

§4.1

1. Seja (X,Y) vetor aleatério tal que (X,Y) ~ (Y, X). Mostre que P(X >
y) = LPX=Y)
= =

2. Sejam X ~ Binom(2,3) e Y ~ 1[0, 2] varidveis aleatérias independentes.
Esboce o grafico da funcao de distribuicao de min(X,Y").

3. Seja X uma variavel aleatoria qualquer. Mostre que X é independente de
si mesma se, e somente se, existe ¢ € R tal que P(X = ¢) = 1.

4. Sejam X1,..., X, varidveis aleatérias independentes, com Xj ~ Exp())
para todo kK = 1,...n. Determine a funcdo de distribuicdo de Y =
min{Xy,..., X, }. Trata-se de alguma distribui¢do conhecida? Se sim, qual?

5. Sejam Y e U duas varidveis aleatérias independentes e com leis Y ~ A/(0, 1)
e P(U=—-1)=P(U = +1) = 1. Ache a distribui¢do de Z = UY’.

6. Um ponto P é escolhido com distribuicdo uniforme no circulo unitario
C = {(z,y) € R? : 22 +¢? < 1}. Informalmente, isso quer dizer que a
probabilidade de (X,Y’) tomar valor em algum conjunto A C C' é dada pela
razdo entre as areas de A e de C.

(a) Sejam (X,Y’) as coordenadas cartesianas de P. As varidveis X e Y sdo
independentes? Justifique.

(b) Sejam (R, ) as coordenadas polares de P. Determine as fungdes de
distribuicao marginal F'r e Fyp bem como a conjunta Fpgg.

(c) As varidveis R e 6 sdo independentes? Justifique.

7. Dentre as fungdes abaixo, quais poderiam ser funcoes de distribuigao
conjunta de algum vetor aleatério?

(a)
1—L z,y =1,

F(x7y): { v’

0, z<louy<l.
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l—e®—e¥4+e ™Y 2,920,
F(z,y) =
0, z <0ouy<0.

1—e™7Y, x,y=>0,

0, rz<0ouy<O.

§4.2

8. Suponha que pxy(0,1) = px,y(1,0) = pxy(1,2) = px,y(2.1) = }.
(a) Encontre as distribui¢des marginais de X e Y.
(b) Determine se X e Y sdo independentes.

9. Sejam X e Y wvaridveis aleatérias independentes, discretas e com
distribuigoes Poisson(A1) e Poisson(\2), respectivamente. Mostre que, dada
a ocorréncia do evento {X +Y = n}, a probabilidade condicional de X =k é

n Al k )\2 n—k
P(X = kX +Y =n) = .
(=KX +¥=n) (k:)(Ale) <A1+A2)

Interprete essa identidade.

10. Sejam n € N e (X,Y) com funcao de probabilidade conjunta

p(f? k) =

¢, sel<j=k<noul<<j=n+1—-k<n,
0, caso contrario.

(a) Determine o valor da constante c.
(b) Determine as distribui¢oes marginais de X e Y.
(¢) X eY sédo independentes?

11. Seja (X, Y, Z) um vetor aleatério com fungao de densidade conjunta dada
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por

cxy’z, se0<z<1,0<y<lel<z<V2,
flx,y,2) =

0, caso contrario.

Encontre o valor de ¢ e a funcdo de densidade marginal de X.

12. Considere um vetor aleatério (Z,W) absolutamente continuo com
densidade
c, 0<z<1l,0<w<zg,

0, caso contrario.

fzw(z,w) = {

Encontre c e Fiz .

13. Uma densidade conjunta de X e Y é dada por

L

0, caso contrario.

Encontre a constante c. Diga se X e Y sao independentes e por qué.

14. Seja (X,Y) um vetor aleatério absolutamente continuo com funcao
de distribuicao conjunta dada por Fyxy(z,y) = 0sex < Oouy < 0e
Fxy(z,y)=1—e"4+e ™Y —ze ™ —e ¥4 xe Y caso contrério.

(a) Encontre uma densidade conjunta e diga se X e Y sdo independentes.
(b) Encontre a distribui¢do marginal Fy.

15. Seja X = (X1, X2) um vetor com densidade conjunta dada por

oo ot | (50)” 2053 (422) + (152)
fx(@y) = 2no109y/ 1 — p? ’

Tal vetor é dito ter distribuicio normal bivariada com parametros ui, s € R,

01,02 >0e pe[0,1). Mostre que:
(a) X1~ N(u1,07) e Xo ~ N(uz,03).
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(b) As varidveis X; e X» sao independentes se, e somente se, p = 0.

16. Sejam 721, Zs,...,Z, varidveis aleatérias i.i.d. assumindo valores no
conjunto {z1,..., 2} tais que P(Z; = z;) = p; para todo j =1,...,r (onde
p1+ -+ p = 1). Defina o vetor aleatério X = (X1,...,X,), onde para
cada k=1,...,7, X, = #{j : Z; = k}. Determine a distribui¢ao do vetor
X. Dizemos que o vetor X tem distribuicdo multinomial de pardameros

n,P1y.--yPr-

§4.3

17. Sejam X ~ Poisson(A) e Y ~ Poisson(u) independentes. Qual a
distribuicdo de X + Y7

18. Sejam X1, Xo, ..., X} varidveis aleatérias i.i.d. com distribuigdo Geom(p).
Qual a distribuicdo de X; + - - - + X;? E alguma distribuicdo conhecida?

19. Sejam X e Y varidveis aleatorias independentes ambas com distribuicao
geométrica de parametro p. Determine a fungdo de probabilidade de X — Y.

20. Sejam Xi,...,X, varidaveis aleatérias independentes, com X ~
U[—k,+k] para todo k = 1,...n. Calcule P(X; +---+ X,, > 0).

21. Sejam Xy, ..., X, variaveis independentes e identicamente distribuidas
com distribui¢do Exp(A), mostre que X; + --- + X, ~ Gama(n, \).

22. Uma caixa contém 10 parafusos, cujos tamanhos sao normais indepen-
dentes, com g = 21,40mm e ¢ = 0,50 mm. Calcule a probabilidade de que
nenhum dos parafusos tenha mais de 22,0 mm.

23. Um elevador pode suportar uma carga de 10 pessoas ou um peso total
de 750kg. Assumindo que apenas homens tomam o elevador e que seus
pesos sao normalmente distribuidos com p = 74,0kg e 0 = 2,00kg, qual a
probabilidade de que o peso limite seja excedido para um grupo de 10 homens
escolhidos aleatoriamente?
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24. A distribuicdo dos comprimentos dos elos da corrente de bicicleta é normal,

com parametros g = 2,00cm e 0% = 0,01 cm?

. Para que uma corrente se
ajuste a bicicleta, deve ter comprimento total entre 58,00 e 61,00 cm. Qual é

a probabilidade de uma corrente com 30 elos ndo se ajustar a bicicleta?

25. O peso de uma determinada fruta é uma varidvel aleatéria com
distribui¢do normal p = 200,0g e 0 = 50,0 g. Determine a probabilidade de
um lote contendo 100 unidades dessa fruta pesar mais que 21,00 kg e diga com
quantos algarismos significativos é possivel determinar essa probabilidade.

§4.4

26. Sejam X e Y varidveis aleatérias independentes, ambas com distribuicao
Exp(1).
(a) Use o método do jacobiano para determinar a distribui¢ido conjunta de
X
(b) Digase X +Y e XLJFY sao independentes.

(c) Encontre a distribuigao de Xﬁy.

27. Sejam X e Y independentes com densidades fx e fy. Usando o método
do jacobiano, dé uma prova alternativa para a formula

Fxoy(t) = /_O:O Fx(t—s)fy(s)ds  VteR.

Sugestao: Encontre a densidade conjunta de X +Y e Y.

28. Se X e Y sdo independentes e distribuidas como AN(0, 1), mostre que
4X + 3Y e 3X — 4Y sdo independentes e ambas distribuidas como N (0, 25).

29. Sejam X e Y independentes com distribuicao U0, 1], e defina W = X +Y
e Z = X — Y. Calcule a densidade conjunta de W e Z, e determine se elas
sdo independentes.
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Capitulo 5

Esperanca Matematica

A esperanca EX de uma varidvel aleatéria X é a média dos valores assumidos
por X, ponderada pela probabilidade de X assumir esses valores. Podemos
pensar em EX como sendo o “centro de massa” de X. A esperanca de X
é, em varios sentidos, a melhor aproximacao deterministica para a variavel
aleatéria X.

Uma das justificativas mais importantes, que veremos mais adiante, é a

lei dos grandes ntimeros: se X1, ..., X, sdo independentes e tém a mesma

distribuicdo, entdo a média observada 1 S"_, X se aproxima de EX; quando
’ n £j=1-%J

tomamos n grande.

Comegaremos definindo a esperanca e estudando suas propriedades bésicas,
0 que cumprimos nas duas primeiras se¢oes. Depois veremos propriedades de
convergéncia da esperanca, que serdo usadas em algumas passagens especificas
dos préximos capitulos, e a definicdo de esperanca condicional dado um evento,
que sera usada no capitulo de esperanca condicional.

Na tltima secdo, que constitui a metade deste capitulo, vamos construir
a integral de Lebesgue e estudar algumas das suas propriedades mais
importantes. Essa secao serd usada nos tépicos mais avancados deste livro.

141
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5.1 Variaveis aleatérias simples

Uma, varidvel aleatoria X é dita simples se assume apenas finitos valores.

Definicao 5.1. Dada uma variavel aleatoria simples X, definimos a esperanca
de X, ou média de X, denotada por EX, por

EX =) = P(X =u).

Note que na soma acima hé apenas finitos termos nao-nulos.®

A esperanca de X pode ser pensada como o “centro de massa” da varidvel
aleatéria X, como ilustrado na Figura 5.1.

px ()

7y
. EX

Figura 5.1. A esperanca de X como o centro de massa de px.

Outra interpretagdo de EX é dada pelo valor médio ap6s muitas realizagoes
de um mesmo experimento. Sejam ay,...,a; 0s possiveis valores recebidos
em uma rodada de um jogo e X o resultado efetivamente ganho apéds a
rodada. Suponhamos também que jogaremos esse jogo n vezes, e denotamos
o resultado de cada jogada por Xji,...,X,, independentes e com a mesma
distribuicdo de X. A nocao intuitiva de probabilidade como frequéncia
relativa diz que a proporc¢ao dentre essas n repetigoes em que o resultado é
a, se aproxima de P(X = a,) para n grande, ou seja,

1>
; E ]l{Xj:ar} ~ P(X = ar).
j=1

8Sempre que aparecer “ZI”, a soma ¢é realizada sobre todos os valores de x para os
quais o termo da soma é nao-nulo.
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Dessa forma, para o ganho total dividido pelo nimero de jogadas, obtemos
n k
Z Z arlix;=a.) =
=1
k k
Z ( Z {X]—ar}> ~ ZCLT . P(X = CLT) =EX.
r=1

r=1

Vejamos alguns exemplos simples.
Ezemplo 5.2. Ao langar um dado, seja X o valor observado em sua face
superior. Neste caso,

2
IEX:lxIP(X:l)+---+6><IP>(X:6):6+7+---+7=—=7. N

Ezxemplo 5.3. Langamos uma moeda 4 vezes, seja X a varidvel aleatéria que
conta quantas vezes saem cara. Neste caso,

1 4 6 4 1 32
EX —0x — +1x —4+92%x > 2y _
OX 6T 16 2516 ™3 1674 16" 16

Ezemplo 5.4. Seja X dada por X = 14 para algum A € F. Neste caso,
EX =0 xP(A%) +1 xP(A) =P(A). Ou seja,

E[L4] = P(A).

Reciprocamente, se X ~ Bernoulli(p) entdo podemos considerar o evento A
dado por A = {w: X(w) =1}, de forma que X =14 e EX = p. A

Ezxemplo 5.5. Ao langar um dado duas vezes, seja X a soma dos valores
observados. Neste caso,

1 2 3 4 5 6
EX =2x — — 4+ 4 x — — — —
><36—i—3><36+ ><36+5><36+6><36+7><36+
Jr8><3+9><i%—10><i+11><2+12><i 7. A

36 36 36 36 36
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Exemplo 5.6. Retiramos 3 cartas de um baralho comum, seja X o ntimero de
reis retirados. Neste caso,

48 - 47 - 46 1 3-48-47-4

EX =0x - —— 2 p1x "= 2
525150 5251 -50
L, 34843 432 3 .
52-51-50 52-51-50 13’

Ezemplo 5.7. Se X ~ Binom(n, p), entao

EX — i E()pH (1 — )k = i n(=Ypt (1 - p)rt

:z_:nlp]—l—l n]l_annl )nl]
[

(1=p)]"" =mnp. A

Exemplo 5.8. Seja X a varidvel que denota o produto dos valores observados

ao lancarmos um dado duas vezes.

1
EX = c(1142:243:244-3+45-246-4+
+8-249-1+10-24+12-4415-2+16-1+

49
+18-2+20-2+24-2+25-1+30-2+36-1):Z. A

Uma propriedade fundamental da esperanca é a seguinte.

Teorema 5.9 (Linearidade). Sejam X e Y waridveis aleatorias simples e
a,b € R. Entio ElaX +bY] =aEX +DEY.

Antes da demonstragao, vejamos alguns exemplos do uso da linearidade.

Ezemplo 5.10. No Exemplo 5.3, podemos escrever X = X1 + Xo + X3 + X4,
onde X denota a funcao indicadora de que saiu cara no k-ésimo langamento.
Logo, EX =EX; +EXo + EX3 + EXy =43 = 2. A

Ezemplo 5.11. No Exemplo 5.5, observamos que X =Y 4+ Z, onde Y e Z
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representam os valores observados no primeiro e no segundo lancamentos do

dado. Logo,
T 7

IEX:IEY+IEZ:§+§:7. A
Exemplo 5.12. No Exemplo 5.6, observamos que X = X7 + X5 + X3, onde
X} € a indicadora de que a k-ésima carta retirada é rei. Ao contrario dos
exemplos anteriores, aqui X1, Xo e X3 nao sao independentes. Ainda assim,

cada uma individualmente satisfaz EX; = %, e podemos calcular

3
IEX:IEX1+EX2+]EX3:E. A
Ezemplo 5.13. No Exemplo 5.7, observamos que X tem a mesma distribui¢cao
de Xy + -+ X,,, com X i.i.d. Bernoulli(p), e portanto

EX =EX; +---+EX,, = np. A

Nos exemplos anteriores, é mais curto calcular a esperanca usando linearidade
do que usando a distribuicdo de X diretamente. Existem muitos outros casos
em que descrever a distribuicao de X é muito dificil ou até mesmo impossivel,
mas ainda assim é possivel calcular a esperanca usando linearidade.

Exemplo 5.14. Uma gaveta contém 10 pares de meias, todos diferentes. Abre-
se a gaveta no escuro e retiram-se 6 meias. Qual é a esperanca do nimero de
pares X formados pelas meias retiradas? Se numeramos as meias retiradas, e
contamos a quantidade N de meias cujo par também foi retirado, estaremos
contando cada par duas vezes, portanto N = 2X. A probabilidade de que o
par da primeira meia retirada também seja retirado é 1%. Somando sobre as

6 meias, obtemos E[2X] =EN =6 x %’ e portanto EX = %. A
Uma prova curta do Teorema 5.9 utiliza a seguinte propriedade.

Teorema 5.15. Sejam X e Y wvaridveis aleatorias simples. Entdo,

Elg(X, )] =>> glz,y) - P(X =2,V =y)
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para qualquer funcdo g : R? — R. Em particular,
Elg(X)] =) g(z) P(X =)

para qualquer funcdo g : R — R.

Demonstragdo. Particionando €2 segundo os valores de X e Y,
Elg(X,Y)] =) =z -P(g(X,Y) = 2)
= ZZ:Z : %:zy:ng(xyy)zz P(X =2,Y =vy)
= Zx:zy: (Zz : 11g(x,y)zz) P(X =2,Y =y)
=Y. 9@y P(X =2,Y =y).
Ty

A segunda parte é um caso particular tomando-se Y constante. O

Ezemplo 5.16. Se X ~ Binom(n, p), entao

B4 X X) = 308 k(- 1) (-
= é (@ = p)"* +n(k - 1)(G)PH(1 - p)" ")
=@p+1-p)"+ kz:n(n -t —p)nh
SRS Sy W

=(1+p)" + (np)*> — np*.
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Demonstragdo do Teorema 5.9. Usando o Teorema 5.15 trés vezes,
E[laX +bY] = ZZ(G:L’ +by) P(X =z,Y =vy)
z oy

=a) Y - PX=2Y=y)+b> Y y-PX=2Y=y)
r oy z Yy
— 4EX + bEY,

0 que conclui a prova. O

Teorema 5.17. Se X e Y sdo simples e independentes, entdo

E[XY]=EX -EY.

Demonstragio. Usando o Teorema 5.15 e a independéncia,
EXY]=) > ay P(X =2,Y =y)
Ty
= ;%:my P(X =2)P(Y =y)
_ (ijm-]?(x :x))(zy:y-IP’(Y =y)) =EX -EY,

0 que conclui a prova. O

Ezemplo 5.18. No Exemplo 5.8, observemos que X = YZ, onde Y e Z
denotam o primeiro e segundo valores observados nos lancamentos do dado.
Logo,

EX =EY -EZ =

N
N~
o
Ne)

Repare como o célculo foi simplificado. A
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5.2 Esperanca matematica

Nesta secdo vamos definir a esperanca de uma variavel aleatéria qualquer,
e estudar suas principais propriedades. Vimos na se¢do anterior que EX
representa a média dos valores que X pode tomar, ponderada por sua
probabilidade. A generalizagdo dessa mesma ideia seria, por analogia,

EX = Z x - px(x)
no caso de X ser discreta e
+o0
EX :/ x- fx(x)de

no caso de X ter densidade.

As férmulas acima sdo a forma correta de pensar na esperanca como valor
médio, mas elas se restringem ao caso de varidveis discretas ou que tenham
densidade. Além disso, dificilmente permitiriam comparar uma varidvel
discreta com uma continua, e ndo cobrem o caso de varidveis que nao sao
nem de um tipo nem de outro (como serd feito na prova da Desigualdade
de Tchebyshev). Em particular, uma das propriedades fundamentais da
esperanca, a linearidade, ndo pode ser demonstrada a partir das férmulas
acima (de fato, a soma de duas varidveis com densidade pode nao ser de

1

— E Yy
y=Fxy( 14

s

—_— a
a ate
x x

Figura 5.2. No lado esquerdo, a esperanca de uma variavel aleatéria simples,
vista como uma area determinada pela funcao de distribuicdo. No lado direito, a
generalizagdo do mesmo conceito para uma varidvel aleatoria qualquer.

y = Fx(x)

B(X =a) WY 1P < X < a+e)
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nenhum desses dois tipos). Por isso, daremos uma defini¢ao unificada de EX,
que nao usa fx nem px.

Para motivar a defini¢do, reparemos que a esperanca de uma variavel aleatoria
simples é dada pela diferenca entre as areas cinza-clara e cinza-escura no
lado esquerdo da Figura 5.2. A esperanca de uma variavel aleatoria qualquer
é definida por analogia, como mostrado no lado direito da mesma figura.

Definicao 5.19. Definimos a esperan¢a de uma varidvel aleatéria X por
+o0 0
EX :/ IP’(X>ac)dx—/ P(X < z)dzx
0 —00

se pelo menos uma das duas integrais impréprias acima for finita. Caso
contrario, dizemos que EX ndo estd definida. Quando ambas as integrais
forem finitas, dizemos que a variavel aleatéria X é integrdvel. Observe
que essas integrais improéprias de Riemann sempre estao definidas pois o
integrando é uma func¢do monétona e nao-negativa (Teorema A.3).

Pela definicdo acima, X ¢é integravel quando EX é um ndamero real.
Entretanto, essa definicdo permite que EX assuma os valores —oo ou +oo
quando apenas uma das integrais acima for finita, e neste caso X nao sera
integravel.

Ezemplo 5.20 (Exponencial). Se X ~ Exp(A), entao

“+oo “+o00 1
EX :/ P(X >z)dz = / e Mdr = <
0 0 A

1

Ou seja, X ¢é integravel e sua esperanga ¢ 5. A

Ezemplo 5.21 (Normal). Seja X ~ A(0,1). Entao

/[:OOP(X>:1:)da::/02}P’(X>x)d:c+/2+oo/:oofx(t)dtdx
+oo  p+to0
<2+/2 / Fx () dt da
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+o0o +oo
<2—|—/ / e tdtde =242 < .
2 T

Qualquer que seja o valor dessa integral, ¢ um niimero finito e, por simetria,
serd igual a [°__P(X < z)dz. Portanto, X é integravel e EX = 0. A

Ezemplo 5.22. Seja X com densidade fx(z) = m_21(,m7,2}u[2,+00) (z). Este
exemplo tem simetria como o anterior, porém nao podemos chegar a mesma
conclusdo pois as integrais nao sdo finitas. Com efeito,

+o0 +o0  ptoo +oo
/ P(X > x) / / t)dtdz = / 7t dr = +o0.
0 2

Uma estimativa idéntica mostra que [° o P(X < x)dx = +oo. Assim sendo,
a esperanca de X nao estd definida, apesar da simetria. A

Ezemplo 5.23. Seja X com densidade fx(x) = .’L‘_Q]l(_ooy_g} ($)+33'_3]l[1’+00) ().
Como no exemplo acima, para a parte negativa temos ff’ WP(X <2)dx =
4o00. Por outro lado, para a parte positiva,

“+oo —+00 +oo +oom
/ P(X >z)d ,_|_/ / dtdx—7+/ —dr=1
0

e, portanto, EX =1 — (+00) = —oo. Neste exemplo, X ndo é integravel. A

Observagdo 5.24. A esperanca de uma varidvel aleatéria depende apenas da
sua distribuicdo. Mais precisamente, se X e Y tém a mesma distribuicao e
EX estd definida, entdo EY = EX. Em particular, se P(X =Y)=1e EX
esté definida, entdao EY = EX. A

Observagdo 5.25. Uma variavel aleatéria X é integravel se, e somente se,
E|X| < oo, pois

+o0 +o00 0
E|X| = / P(X| > z)de = / P(X > z)dz + / P(X < z)da.
0 0 —00

A esperanca de uma variavel aleatéria nao-negativa sempre estd definida,
podendo assumir um valor finito ou +oo. A



5.2. ESPERANCA MATEMATICA 151

A seguir veremos as principais propriedades da esperanca, formulas para
calcular EX no caso de X ser discreta ou absolutamente continua, bem como
a esperanca de fungoes de variaveis aleatdrias desses tipos.

Teorema 5.26 (Varidveis aleatorias discretas). Se X ¢é discreta, entao

IEX:Za:-pX(x)—l—Zx-pX(x)

<0 >0

caso uma das duas séries convirja. Caso contrdrio, EX ndo estd definida.

Demonstragdo. Ja sabemos que a identidade vale se X assume finitos valores.
Podemos mostrar que também vale para X discreta aproximando-a por
varidveis que assumem finitos valores. Uma prova completa serd dada na
Secao 5.3. O

Ezemplo 5.27 (Poisson). Se X ~ Poisson(\), entao

00 An - o0 Anef/\

- > A= 1

=X Z

n—l

[o.¢] )\n
=X Z - = Ae et = .
n=0 n:

Portanto, a esperanca de uma varidvel aleatéria Poisson com parametro X é
o préprio A. A

Vejamos agora como calcular a esperanca de uma variavel com densidade.

Teorema 5.28 (Variaveis aleatérias absolutamente continuas). Seja X uma
varidvel aleatoria absolutamente continua com densidade fx. Entdo

EX:/O—'—OOxofX(m)dx + /0 x- fx(x)dz

caso uma das duas integrais seja finita. Caso contrdrio, EX ndo estd definida.
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Demonstragdo. A prova completa serd dada na Sec¢ao 5.5.5, mas aqui damos
dois argumentos que ajudam a entender de onde vem a férmula. O primeiro

supoe que podemos inverter as integrais:

/()+OOP(X>s)ds:/()+oo/s+mfx(a:)dxds
:/0+00/0xfx(m)dsdx:/()+Oox-fx(x)d:n.

Vejamos uma prova mais grafica supondo que fx é continua e vale zero fora
de [0, M| para algum M. Integrando por partes, obtemos

+o00 +oo +o0o
/ [I—FX(ac)]dx:/ :BFS((ac)dx:/ x - fx(z)dz.
0 0 0
A integral [° o P(X < x)dx é tratada de forma anéloga. O

Ezemplo 5.29 (Uniforme). Se X ~ U|a,b], entao

b
1 a+b
EX:/QI'HCLT: 5 .

Isto é, a esperanca de uma variavel aleatoria com distribuicdo uniforme em

um intervalo é o ponto médio deste intervalo. A

Teorema 5.30. Sejam X e Y wvaridveis aleatorias e a,b € R. Entdo valem
as sequintes propriedades:
(1) Unitariedade: se X =14 para algum A € F, entao EX = P(A).
(2) Monotonicidade: se 0 < X <Y para todo w, entio 0 < EX < EY.
(3) Linearidade: vale E[aX + bY] = aEX + bEY, supondo que Y seja
integrdvel e EX esteja definida.

Demonstragao. Para provar (1), observamos que se X = 14, entdo X é uma
varidvel aleatéria simples, donde EX =1 -P(X = 1) = P(A). Para (2), basta
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desenvolver
+oo +o0
EX:/ P(X>x)dx</ P(Y > z)dz = EY.
0 0

Ja sabemos que (3) vale se X e Y sdo varidveis aleatérias simples, podemos
mostrar que continua valido para X e Y quaisquer aproximando-as por
variaveis desse tipo. Uma prova completa serd dada na Secédo 5.3. ([l

Diversas propriedades da esperanca decorrem dessas trés acima.

Proposicao 5.31. Dada uma varidvel aleatoria X e a,b,c € R, valem:

1) Se X = ¢ para todo w, entdo EX = c.

( p

(2) Sea < X <b para todo w, entdo a < EX < b.

(3) Se X >0 para todo w, entao EX > 0.

(4) Se X > 0 para todo w e EX =0, entdo P(X =0) = 1.

Demonstragdo. Vamos mostrar apenas a ultima, deixando as demais como
exercicio. Para todo € > 0, temos X > ¢ 1x>.). Por monotonicidade,
EX > Elelx5] = eP(X > ¢). Logo, P(X > ¢) = 0 para todo € > 0, donde
P(X > 0) = lim; P(X > k1) =0 pois {X > k~1} 1 {X > 0}. a

Ha situagoes em que somente podemos afirmar que algo ocorre com
probabilidade 1, mesmo que nado ocorra para todo w. Um exemplo é o
item (4) da proposi¢ao acima. Daqui para frente, diremos que um evento A
ocorre quase certamente, abreviado por q.c., quando P(A) = 1. Usando a
Observacao 5.24, podemos obter uma versao mais forte da proposicao acima,
trocando “para todo w” por “quase certamente” em cada item.

Proposicao 5.32 (Esperanca de varidveis aleatérias independentes). Se X
e Y sdo independentes e nao-negativas, entdo

E[XY] = EX - EY.

A mesma identidade vale supondo X eY independentes e integrdaveis.
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Demonstragdo. Ja sabemos que a identidade vale se X e Y assumem finitos
valores. Podemos mostrar o caso geral aproximando-as por variaveis desse
tipo. Uma prova completa serd dada na Se¢do 5.3. U

Proposicao 5.33. Se X assume valores em Ny, entdo

o0
EX =) P(X >n).
n=1

Demonstragcdo. Basta ver que

n n k n
/ P(X >z)de =) P(X >z)de=>» P(X>k)
0 i1 k=1 1

e tomar o limite com n — oo. O

Ezemplo 5.34 (Geométrica). Se X ~ Geom(p) entao

_oo n:oo B n_lzoo B j: 1 :1
IEX_;]P’(X2) ;(1 ) jz:(:)(l ) O A

Proposigao 5.35 (Critério de integrabilidade). Uma varidvel aleatoria X é
integrdvel se, e somente se, > oo P(|X| > n) < oc.

Demonstragao. Sabemos que X ¢é integravel se, e somente se, E|X| < oo.

Seja Y = || X]|]. Como0 <Y < |X|<Y+1,segue que EY < E|X| < 1+EY.
E como Y assume valores em Ny, segue da Proposicao 5.33 que

oo oo
S P(Y 2n) <EX[<1+ ) P(Y >n).
n=1 n=1

Observando que P(Y > n) = P(|X| > n), concluimos a demonstragdao. [

Suponha que queiramos calcular a esperanca de uma variavel aleatéria descrita
explicitamente como uma fun¢do de outra. Mais precisamente, suponha



5.2. ESPERANCA MATEMATICA 155

que Y = g(X), para alguma funcdo g. Certamente, uma forma de obter
EY é calcular Fy(y) para todo y € R, a partir da distribui¢do de X, e
depois calcular a esperanca usando os Teoremas 5.26 e 5.28 ou a propria
Definigdo 5.19, aplicados a Y. Entretanto, existe outra maneira, que pode

ser mais conveniente.

Teorema 5.36 (Fungoes de varidveis aleatérias discretas). Sejam X uma
varidvel aleatoria discreta e g : R — R uma fungdo nao-negativa. Entao

=> g(x) px(x)

Se X toma apenas finitos valores, a identidade acima é a segunda parte do
Teorema 5.15. O caso geral sera tratado na Secdo 5.3.

Ezemplo 5.37. Se X ~ Poisson(\), entao

00 )\n —A 00 )\nef)\ 00 Anef)\ 0 /\nef/\
- S S S e S
n n
= (n=1 = -1 = (n=2)!
A 1 o0 )\n 2

:)\e_)‘z( + A% —AZ —)\+)\2 A
n=1

n—1)!

Ezemplo 5.38. Seja X ~ Geom(p). Vamos calcular

o0
X2 — Z 7’L2(1 _p)n—l
n=1
derivando séries de poténcia. Para isso, escrevemos g =1 —p e
_pan” 1+pqz: (n—1)q
—po Zq” +qu2 Zq”
dq n=0 dq n=0

L 2
pq
1-¢? "(1-¢p
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Admitimos a propriedade de que séries de poténcia podem ser derivadas
termo a termo, dentro do seu raio de convergéncia, neste caso |g| < 1. A

Teorema 5.39 (Fungdes de varidveis absolutamente continuas). Seja X uma
varidvel aleatoria absolutamente continua com densidade fx. Seja g uma

fungdo nao-negativa e continua por partes. Entao

E[g(X)] = /+Oog(a:) fx (z)dz.

—0o0

Observe que, pelo Teorema A.4, a funcdo g - fx é integravel.

Demonstragdo. Provaremos aqui supondo que g é uma funcgao-degrau que
assume finitos valores. A prova do caso geral serd dada na Segéo 5.5.5. Sejam
Y1, ..., Yn 0s valores assumidos por g, e Ay = {z € R: g(x) = yi}. Assim,
podemos escrever g(z) = >, Ypla, (7), logo Y = 370 yrl xea,. Portanto,

n n +oo
EY = Z yP(X € Ag) = Z/ ypfx(x)de = / g9(z) fx(x)dex,
k=1 k=1 Ak —o0
pois g(x) = yx para todo x € Ay. O
Ezemplo 5.40. Se X ~ Exp()\), entdo
o0 2
EX? = /0 2?Ae M dr = z A

Ezemplo 5.41. Se X ~ N(0,1), entdao

+o0 —a?/2
EX? :/ $2€7d$ =1,
—00 vV 2
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onde usamos o fato de que ffooj e~**/2dz = \/27. Ademais,

+00 €_x2/2 2
E|X| = / r|——dz = \/> A
(Xl =) el -
Observagdo 5.42. O teorema anterior tem seu andlogo multidimensional. Se

um vetor aleatério X = (Xi,...,X,,) possui densidade conjunta fx e se
g : R" — R uma funcdo nao-negativa e continua, entao

E[g(X)]:/;oo~--/;Oog(xl,...,a:n)fX(xl,...,xn)dx1-~-dxn. (5.43)

Esta formula serd usada em alguns exemplos e exercicios e sera provada no
final deste capitulo. A

Os Teoremas 5.36 e 5.39 valem supondo que E[g(X)] estd definida, ao invés
de supor g nao-negativa. Para justificar essa extensao, basta separar os
pontos onde g é positiva e negativa. A parte positiva e a parte negativa de
um nimero z € [—o00, +00| sdo denotadas por

I EA
<

9 — 07 Z>
0, =z <

0
0, -z, z

Com essa definigdo, z = 2zt — 2~ e |z| = 27 +27. Da mesma forma, podemos
definir g™ (z) = [g(z)]T e g~ (z) = [g(x)]” de forma que g = g+ —g~. Observe
que E[gT(X)] e E[g~(X)] sempre estdao definidas. Ademais,

se uma das duas for finita, e E[g(X)] ndo estd definida caso contrario. Em
geral, ndo sabemos de antemao se uma variavel aleatéria é integravel; assim
sendo, a abordagem mais simples é de fato separar as partes positiva e
negativa e usar esses dois teoremas tal como foram enunciados.

Existem outras formas de se definir a esperanca, todas elas equivalentes. Isso
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também se reflete em distintas notacoes, aparecem em diferentes bibliografias:

EX:/Xd]P’, EX:/deP’X, EX:/xdFX(a:).
Q R R

A defini¢do que usamos aqui corresponde & primeira, que se refere a integral
de Lebesgue no espago de probabilidade €2 visto como um espaco de medida.
A segunda integral também é uma integral de Lebesgue, porém no espago
de probabilidade (R,B,Px) onde Px é a lei de X. A terceira integral é
conhecida como integral de Stieltjes com fung¢ao integradora dada por Fx.

A férmula que usamos na Defini¢do 5.19 é um atalho pouco utilizado porém
mais curto e acessivel para definir a integral de Lebesgue da funcdo X com
respeito a medida P, sem usar esse nome. Essa forma é equivalente a defini¢ao
mais comum de integral de Lebesgue a partir de fung¢ées simples, que sera
vista na Segdo 5.5. A terceira férmula é equivalente a segunda, porém definida
de uma forma mais explicita no caso de integrandos continuos, o que torna
alguns calculos mais transparentes. Igualdade entre a primeira e a segunda
formulas acima é assegurada pelo Teorema 5.65.

5.3 Aproximacao e convergéncia da esperanga

Em intmeras situacbes estaremos interessados no limite de EX, para
uma sequéncia X1, Xo, X3,... de varidveis aleatérias. Mais precisamente,
gostariamos de poder comutar a esperanca com um limite em n, e por isso
queremos estabelecer condigdes sob as quais E[lim,, X,,] = lim, EX,,. Vale
lembrar que derivadas e integrais também sao limites.

Para ler o livro em um nivel mais béasico, esta secao pode ser omitida. Para
a leitura em um nivel intermediario, as ferramentas desta se¢do serdao usadas
principalmente nas Segoes 7.4, 8.3 e 10.3. A leitura em nivel mais avangado
requer o conteido da Secdo 5.5, que inclui essas ferramentas.
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5.3.1 Teorema da Convergéncia Monétona

Comecamos pelo Teorema da Convergéncia Mondtona, que tem menos pré-
requisitos técnicos, e o usaremos para demonstrar varias propriedades da
esperanca enunciadas na secdo anterior, usando aproximacao por variaveis
aleatérias simples e separando as partes positiva e negativa. Este teorema
também serd usado na Se¢do 8.3.

Teorema 5.44 (Teorema da Convergéncia Monétona). Sejam X e (Xy)n
varidveis aleatorias nao-negativas, tais que, para todo w, (X,(w)), € ndo-
decrescente e converge para X (w). Entao EX,, — EX quando n — co.

Demonstragdgo. Como 0 < X, < X1 < X, temos que lim, EX,, existe e
lim, EX,, < EX, restando mostrar a desigualdade oposta. Seja M < EX
qualquer, e tome K tal que fOK P(X > z)dz > M. Seja N € N. Escrevemos

+o0 K
EX, = P(X, >z)dz > / P(X,, > z)dzx =
0 0
N GE N N
:Z/ CP(X, > a)de > Y KP(X, > ) 5 Y ER(X > 5K,
=170y j=1 j=1

K N-1 N
M</0 P(X >z)de < Y JP(X >j5) <K +> KP(X > %),
§=0 j=1

Combinando as desigualdades acima, lim, EX,, > M — % Como isso vale
para todo N € N, segue que lim, EX,, > M. Como isso vale para todo
M < EX, segue que lim, EX, > EX, concluindo a prova. [l

Uma primeira aplicacio deste teorema é a férmula para esperanga de funcoes
de variaveis aleatérias discretas.

Demonstragao do Teorema 5.36. Seja B = {x1,z2,23,...} C R tal que
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P(X ¢ B) = 0. Podemos supor que X(w) € B para todo w € £,
pois caso contrario bastaria considerar X = X Iixepy. Defina g,(z) =
> k=1 9(wx) 14,3 (x) e observe que g,(z) T g(z) para todo x € B, donde
gn(X) 1T ¢g(X). Usando o Teorema 5.15 e o Teorema da Convergéncia
Mondtona,

n

E[g(X)] = lim Elg, (X)] = lim " g(e0)P(X = 2) = 3 g(2)B(X = a),
k=1 T

provando o Teorema 5.36. O

Demonstragio do Teorema 5.26. Como EX = EXT — EX ~, basta aplicar o
Teorema 5.36 com g(z) =z e g(z) = x~, respectivamente. O

Para provar a propriedade de linearidade do Teorema 5.30, usaremos
linearidade para varidveis aleatorias simples combinada com o fato de que
sempre é possivel aproximar varidveis ndo-negativas por varidveis simples.

Proposigao 5.45. Eriste uma sequéncia de fungoes nao-decrescentes (1p, )y, :
Ry — Ry, cada uma das quais assumindo finitos valores, e tais que ¥, (x) T x
para todo x = 0.

Demonstragdo. Para n € N, seja 1), definida por
Yp(z) =27" -max{j € {0,1,...,2"n} : 27"j <z}, (5.46)

ilustrada na Figura 5.3. Observe que cada 1), assume finitos valores. Ademais,
dado x > 0, temos que = = ¥, 41(x) = ¥y (x) para todo n € N, e para n > x
temos também v, (x) > x — 27", Portanto, esta sequéncia de fungoes satisfaz
as propriedades enunciadas. [l

Demonstragdo do Teorema 5.30. J4 provamos unitariedade e monotonici-
dade. Para a linearidade, primeiro observamos que da definicdo de esperanga
segue que ElaX| = a EX| restando apenas mostrar que E[X +Y] = EX +EY.



5.3. APROXIMACAO E CONVERGENCIA DA ESPERANCA 161

Suponha inicialmente que X e Y sejam ndo-negativas. Seja (), a sequéncia
de fungdes mondtonas dadas pela Proposicao 5.45. Usando o Teorema 5.9 e
o Teorema da Convergéncia Mondtona trés vezes,

E[X +Y] = lmE[,(X) + ¢n (V)] = Lim(E[¢n (X)] + E[n(Y)]) = EX +EY.

Finalmente, sejam X e Y duas variaveis aleatérias quaisquer. Expandindo,
(X4+Y)F - (X+Y) =X+Y=XT-X"+Y"T-Y",

donde
(X+Y)T+ X +Y =(X+Y) +X"4+YVT.

Como todas as varidveis aleatérias acima sdo nado-negativas, pelo caso anterior

temos
EX+Y)" +EX +EY =E(X+Y) +EXT +EY+.

Como estamos supondo que EX est4 definida, temos EX~ < co ou EX T < 0.
Suponhamos que valha o primeiro caso (se for o segundo, o argumento sera
andlogo). Como Y é integravel, EY - < o0 e E(X+Y)” < EX +EY ™ < 0.

Figura 5.3. Gréfico de 9 e a aproximagao ¥, (z) T z para um z fixo.
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Assim, podemos subtrair esses trés termos, obtendo
EX+Y)"-EX+Y) =(EXT -EX")+(EYt —EY "),

0 que conclui a prova da linearidade. [l

Demonstragdo da Proposicdo 5.32. Suponha que X e Y sdo nao-negativas.
Seja (1n)n a sequéncia de fungdes mondtonas dadas pela Proposigao 5.45.
Usando o Teorema 5.17 e o Teorema da Convergéncia Mondtona trés vezes,

E[XY] = 1iTanIE[¢n(X)wn(Y)] = hgl(E[wn(X)] -E[yn(Y)]) = EX - EY.
Suponha agora que X e Y sdo integraveis. Usando o caso anterior,

EXY]=EX'YT - XTY - XY T4+ X Y]
=EXT.EY" —EXt - EY™ —EX -EY'+EX™ -EY~
=(EXT —-EX)(EY't -EY ") =EX -EY. a

5.3.2 Teorema da Convergéncia Dominada

Veremos agora o Teorema da Convergéncia Dominada, cuja demonstracao
exige ferramentas um pouco mais avangadas. Daremos uma condi¢do para
tomar derivadas dentro da esperanga, que serd usada nas Secoes 10.1 e 10.2.

Teorema 5.47 (Teorema da Convergéncia Dominada). Sejam (X,,)n, X €Y
varidveis aleatorias. Se P(X, - X) =1 e P(|X,| <Y) =1 para todo n € N,
com Y integravel, entdo EX,, - EX quando n — oo.

Demonstragiao. A prova usa o seguinte fato. Dada uma sequéncia (Z,), de
varidveis aleatorias ndo-negativas tais que liminf,, Z,(w) é finito para todo
w € Q, vale

E[limninf Zn) < lim inf BZ,. (5.48)
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Com efeito, tomando Y,, = infy>,, Zi e definindo Y = liminf,, Z,,, obtemos
0 <Y, 1TY. Pelo Teorema da Convergéncia Monétona, lim, EY,, = EY.
Como Y, < Z,, temos liminf, EZ, > liminf, EY,, = EY = E[liminf, Z,],
provando a desigualdade acima.

Passemos a prova do teorema. Sem perda de generalidade, podemos supor
que X,, = X e sup, | X,| <Y para todo w € Q (exercicio!). Como X,, <Y,
temos Y — X, > 0, e portanto podemos aplicar (5.48), obtendo

limninfE[Y - X, > E[limninf(Y - X,)] =E[Y — X]
Como Y ¢ integravel, vale E[Y — X,,| =EY —EX,, E[Y — X]|=EY —EX e

limsupEX,, < EX.

Aplicando o mesmo argumento com —X, no lugar de X,, obtemos a
desigualdade oposta lim inf, EX,, > EX, e portanto EX,, - EX. ([

Uma das aplicacOes desse teorema é quando estamos considerando uma
grandeza expressa em termos de uma variavel aleatéria e um parametro real.
Sob certas condigbes, podemos derivar dentro da esperancga.

Teorema 5.49. Seja f : [a,b] x R — R continua, com %f(t,:v) também
continua, e seja X uma varidvel aleatoria. Suponha que f(t, X) € integrdvel
para todo t € [a,b], e que existe uma varidvel aleatoria integrdvel Y tal que

‘%f(t7X>‘ <Y gq.c., para todo t € [a,b].
Entio E[f(t, X)] € diferencidvel em [a,b] e

SEf( X)) =E[&£(t, X)].

Emt=a et=>b, as derivadas acima sao derivadas laterais. O mesmo vale
se consideramos o intervalo aberto (a,b).
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Demonstragdo. Pelo Teorema do Valor Médio, para todos x € R e todos
s,t € [a,b] tais que s # t,

f(S,.CE) — f(tax)

— = 59(0,),

onde 6 = 6(s,t,z) estd entre ¢t e s. Portanto,

‘f(S,Xi:{(t,X)‘ _ ‘%Q(Q,X)‘ <Y qe

Tomando uma sequéncia s, — t qualquer, podemos usar o Teorema da
Convergéncia Dominada, obtendo

f(S,X) _f(t’X)} :E[lim f(st) _f(tX)}‘

s—t s—t s—t

lim E|
s—t

O termo da esquerda é igual a & E[f(t, X)] e o termo da direita é E[%f(t, X)].
Caso t = a ou t = b, tomamos s — t*. Isso conclui a prova. O

5.4 Esperanca condicional dado um evento

Assim como a Segao 3.4, esta segdo serd necesséria para o estudo da esperanca
condicional a ser desenvolvido no Capitulo 11 e, exceto por isso, pode ser
omitida.

A informagao sobre a ocorréncia de um certo evento A € F com P(A) > 0
leva & defini¢do de uma nova medida P em (€2, F), dada pela relagdo P(B) =
P(BJA), B € F. A distribuicao de qualquer variavel aleatéria X também
¢é afetada neste caso. Como vimos na Secao 3.4, X passa a ter uma nova
funcdo de distribuicdo Fx|4(:), uma nova lei Px4(-).

Nesta situacao, X também terd uma nova média E[X | A], dada por

E[X|A] = /0+°° P(X > 2] A) do — /0 P(X < 2]4) da,

—0o0
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que pode ser calculada a partir de Fx|4, px|a ou fx|a conforme o caso.

Ezemplo 5.50. Seja X a varidvel aleatéria que representa o resultado
do lancamento de um dado, isto é, X ~ Uy{1,2,3,4,5,6}. Vamos
calcular E[X | X é par]. Primeiro encontramos a fungdo de probabilidade
condicional:

1
pxja(z) = P(X = z][A) = 3 112461 (2)

e em seguida a esperanca
E[X|A] =Y = pxjalz) = 4. A
x

Ezxemplo 5.51. Sejam X a varidvel aleatéria e A o evento definidos no
Exemplo 3.30. Podemos calcular a esperanca condicional de X dado A
por

2
3

4
-2 =—. A

1
* 3

W =

E[X|A] =) - pxja(z) =

Ezemplo 5.52. Assim como fizemos no exemplo anterior, considerando agora X
e A como definidos no Exemplo 3.31, podemos calcular esperanga condicional

Ccomo +oo 1
E[X|A] :/0 v fxjale)de = 7. A

A proposicao seguinte nos fornece uma definicdo equivalente de esperanca
condicional de uma varidvel aleatéria dado um evento. Tal defini¢do sera
muito util conforme veremos no Capitulo 11.

Proposicao 5.53. Sejam X uma varidvel aleatoria e A um evento, entao

podemos escrever
E[X - 14]

EIX14] = =500
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Demonstragdo. Basta observar que

E[X|A] = /0+°° P(X > z|A) dz — /_OOO P(X < z|A) dz

_/*OO]P’({X>x}ﬂA)d _/0 IP({X<J:}ﬂA)dx
0

P(A) T T P@A)
_ JrEP(X14 > 2) dz — fEOOP(XﬂA < z)dz
- P(A)
_E[X - 14]
- OP(4) =

5.5 Integral de Lebesgue

Em Anadlise Real, primeiro vemos a integral de Riemann, que aproxima a
area abaixo de uma curva por retdngulos verticais. Entretanto, este nao é o
procedimento mais adequado quando analisamos sequéncias de func¢des. Por
exemplo, suponha que queremos mostrar que

_ 2
+ooe nT

lim dx =0

n—oo /o \/E

ou
d +00 ¢ +00 '

—/ e“f(x)da::/ ze” f(x)dx

dt Jo 0

para alguma fungdo continua e limitada f. Em principio usar um emaranhado
de teoremas do Célculo Avangado. A integral de Lebesgue, por outro
lado, aproxima a area abaixo de uma curva por retdngulos horizontais,
e essa pequena diferenca a torna muitissimo mais flexivel. Por exemplo,
as identidades acima ficam muito mais simples se usamos o Teorema da
Convergéncia Dominada, que apresentaremos nesta segao.

O principal motivo para usar a integral de Lebesgue é a forma robusta com
que ela comuta com limites, derivadas, séries e outras integrais.

Outra razao para introduzir a integral de Lebesgue é que a maioria dos
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espagos de medida (incluindo espagos de probabilidade!) nao podem ser
facilmente particionados em pequenos intervalos ou cubos contiguos como
em R"™, mas ainda assim podemos medir suas partes. Para definir a integral
neste caso, ao invés de particionar o dominio e medir a altura do grafico
no contradominio, particionamos o contradominio e medimos pedagos do
dominio, como mostrado na Figura 5.4.

5.5.1 Construcao

Vamos construir a integral de uma funcao f com respeito a uma medida p,
denotada

[ran ou [ ).

Seja (2, F, u) um espago de medida. Dizemos que f : Q2 — R é uma funcio
simples se é mensuravel e toma apenas finitos valores.

Se f é uma funcao simples nao-negativa, definimos sua integral por
/Qfd,u:Zx-u({wE Q: f(w) =a}).
x

Teorema 5.54. Sejam f e g fungoes simples nao-negativas e a € [0, +00).
Entdo valem as sequintes propriedades:

Figura 5.4. Comparagao entre a integral de Riemann em R e a integral de Lebesgue
em um espago de medida.
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(1) Unitariedade: [o14dp = p(A) para todo A € F.
(2) Monotonicidade: se f > g >0, entio [ fdu > [ogdp > 0.
(3) Linearidade: [o(af +g)du=a [ fdu+ [ogdpu.

Demonstragdo. O operador é unitario por construcio. Linearidade é provada
de forma idéntica ao Teorema 5.9. Para monotonicidade, observamos que

Jofdu=Jolg+ f—g)du= [qgdu+ [o(f —g)du > [ogdu > 0. O

O proximo passo é definir a integral de uma funcdo f : Q — [0, +0o0]
mensuravel, o que fazemos aproximando-a por baixo por fungoes simples:

/ fd,u:sup{fﬂgd,u 0<g<fegé simples}. (5.55)
Q

Note que para fungoes nao-negativas simples, essa definicdo coincide com a
anterior tomando-se g = f.

Teorema 5.56. Vale o Teorema 5.5/ supondo fungoes f,g: Q — [0, +00]
mensurdveis e constante a € [0, +00].

O operador é unitario por construgdo e é monétono por inclusdo: quanto
maior f, mais fungdes simples entram no supremo em (5.55). Falta provar a
linearidade. Para isso, usaremos o Teorema da Convergéncia Mondétona, um
dos teoremas fulcrais da Teoria da Medida.

Teorema 5.57 (Teorema da Convergéncia Monétona). Seja (fn)n uma
sequéncia de fungoes mensurdveis de Q@ em [0, +00] tais que frni1(w) = frn(w)
para todon € N e w € Q. Entao

lim [ fu@)n(do) = [ (Jim fu()u(de).

n—oo

Demonstragdo. Denotemos limy,_, f, = f. Pela monotonicidade da integral,
a sequéncia [, fn dp é ndo-decrescente e limitada por [, fdu. Logo, ela tem

tim [ fudi< [ fdn.
n—oo [¢) 0

limite, e



5.5. INTEGRAL DE LEBESGUE 169

Resta mostrar a desigualdade oposta. Seja 0 < g < f simples, tomando
valores aq,...,a5. Seja0 <a<le A, ={w: fo(w) > ag(w)}. Como f >
e0< fn T f, para cada w existe n tal que f,(w) > ag(w), logo A, T Qe

/fndu / (fnla,)dp /Q(ag]lAn)du:

k
_ aZam {wedn:gw) =a5}) = ad aulg=a;) = O‘/di“'
j=1 =

Logo,
lim/fndﬂ>a/gd/~t-
n—oo 9] [¢)

Como isso vale para todo 0 < a < 1, concluimos que

nlggofgfndu>/ﬂgdu-

Como isso vale para toda fun¢ao simples g tal que 0 < g < f,
hm / fndp > / fdu. O
Q

Aplicando o resultado anterior a somas parciais g, = f1+- -+ fn, deduzimos
0 seguinte corolario.

Corolario 5.58. Seja (fn)n uma sequéncia de fungées mensurdveis de ) em

[0, +00]. Entao
/(an dp = /fndu

Como fizemos para a esperanca, inimeras propriedades da integral de
Lebesgue serdo demonstradas combinando-se o Teorema da Convergéncia
Monétona com a aproximacao por func¢oes simples.

Proposicao 5.59. Dada uma fung¢io mensurdvel f : Q — [0, 400], existe
uma sequéncia de fungoes simples fp, tais que 0 < f, T f para todo w.
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Demonstragao. Seja )y, : [0, +00] — [0, +00) a funcao definida em (5.46) e
observamos que 0 < ¥, (z) T x para todo x € [0, +oc]. Tomando f,, = ¥y o f
obtemos a sequéncia desejada. O

Agora estamos aptos a terminar a prova do Teorema 5.56.

Demonstragdo do Teorema 5.56. Falta provar a linearidade. Sejam f,g :
Q — [0, +o0] fungdes mensurdveis a € [0,400]. Se a € [0,+00), temos
Jolaf)dp = a [y fdp diretamente de (5.55). Se a = 400, demonstra-
se a mesma igualdade tomando-se a, 1T 400 e aplicando-se o Teorema
da Convergéncia Mondétona. Finalmente, pela Proposicdo 5.59, existem
sequéncias de funcoes simples ndo-negativas f, T f e g, T g. Usando o
Teorema da Convergéncia Mondtona trés vezes e linearidade para a integral
de fungbes simples ndo-negativas,

[t +gyan=lim [ (5t gn)dn=tim ([ fodi+ [ gnan) =
= tim [ fodut Jim [ godu= [ fap+ [ g
n—oo QO n—oo 9] 0 Q

0 que conclui a prova. ([

Dizemos que uma propriedade vale para u-quase todo w € 2, ou em u-quase
toda parte, abreviado por u-q.t.p., se existe um conjunto A € F tal que
pu(A€) = 0 e tal que essa propriedade vale para todo w € A. Caso p esteja
claro no contexto, podemos dizer simplesmente “q.t.p.” omitindo pu.

Ezercicio 5.60. Seja f : Q — [0,+00] uma fun¢do mensuravel. Mostre que

Jo fdp =0 se, e somente se, f =0 q.t.p. A

Dada uma fungdo mensuravel f : Q — [—o0, +0o0], denote sua parte positiva
por f* e sua parte negativa por f~. Definimos

| rdu= [ rran= [ 1~ an
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caso uma das integrais seja finita, caso contréario dizemos que [, f du nao esta
definida. Quando ambas as integrais sao finitas, dizemos que f € integrdvel.
Observe que, se f é integravel, entao f é finita q.t.p.

Ezercicio 5.61. Seja f : Q — [—00,+00] uma fungdo mensurdvel. Suponha
que [q, fdp estéd definida. Mostre que | [, fdu| < [ [ f|dp. A
Essa defini¢do também da origem a um operador linear.

Teorema 5.62. Sejam f,g: Q — R fungdes mensurdveis. Sejam a,b € R.
Suponha que g seja integrdvel. Entao valem as sequintes propriedades.

(1) Monotonicidade: se f > g para todo w, entdo [, fdp estd definida e
Jofdu > Jogdu.

(2) Linearidade: [o(af+bg)dp =a [o fdu+b [ gdu, desde que [, fdu
esteja definida.

Demonstragdo. Comecamos pela linearidade. Mostraremos primeiro que
Jolaf)dp = a [ f dp. Suponhamos inicialmente que a > 0. Desenvolvendo,

[@pdu= [ (@ar)dn= [ () an

:a/Qerdu—a/Qf_du

:a(/Qf'qu—/ng_du):a/Qfd,u.

Essas expressoes nao contém “oo — 0o” porque estamos supondo que [q, fdu
esta definida. Para o caso a < 0 basta considerar —f no lugar de f.

Para terminar a prova da linearidade, resta mostrar que [o(f + ¢g)dp =
Jo fdu+ o gdp. Observamos que

(f+9t=(f+9) =f+g9=Ff"—f +g" -9,

donde
f+9) +f +9 =(+9 +f +g"
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Observando que todas as fungoes acima sao nao-negativas, pela aditividade
dada pelo Teorema 5.56 segue que

/Q(f+g)+du+/gf’dﬂ+/gg’du:/Q(f+g)*du+/9f+dﬂ+/gg+du.

Como estamos supondo que [, fdu esta definida, temos [, f~ dp < oo ou
Jo fTdp < co. Suponhamos que valha o primeiro caso (se for o segundo,
o argumento serd analogo). Como g é integravel, temos [, g9~ du < oo e
Jo(f +9)"dp < [o f~dp+ o9~ dp < co. Assim, podemos subtrair esses
trés termos de ambos os lados, obtendo

/Q(f+g)+du—/g(f+g)_du=/Qf+du—/ﬂf_du+/ﬂg+dﬂ—/99‘ dy,

o que conclui a prova da linearidade.

Para monotonicidade, observe que, sendo g integravel e f > g, temos f~ < g,
logo [ f~du < oo e, portanto, [, fdu estd definida. Por linearidade,

/Qfdu=/ggdu+/ﬂ(f—g)du>/ﬂgdu,

0 que conclui a prova. ]
Ezercicio 5.63. Seja f: Q — [—00, +00] uma fungdo mensuravel. Mostre que
Ja fdp > 0 para todo A € F se, e somente se, f >0 q.t.p. A
5.5.2 Principais propriedades

Dado um conjunto B € F, a integral de f em B é dada por

[ rdu= | (r1m)du

A esperanca de uma varidvel aleatéria X nada mais é do que a integral de
Lebesgue da funcdo mensuravel X com respeito a medida P.
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Teorema 5.64. Seja (2, F,P) um espago de probabilidade e X uma varidvel
aleatoria. Entao a esperanca de X € dada por

IEX:/XdP,
Q

desde que uma das duas esteja definida.

Demonstragio. Se X é da forma X = Y }'_;arla,, pela unitariedade e
linearidade da esperanca e da integral, segue que EX = Y7, aiP(A;) =
Jo X dP. Se X é nao-negativa, obtemos a identidade usando ambas as versoes
do Teorema da Convergéncia Monotona, para a esperanca e para a integral.
Finalmente, no caso em que X é uma varidvel aleatéria qualquer, basta
observar que EX =EXT —EX~ = [, XTdP— [, X~ dP = [, X dP, desde
que uma das duas esteja definida. O

A integral de Lebesgue tem a vantagem adicional de nos permitir estender a
nogao de esperanca para variaveis aleatérias estendidas X : Q — [—o0, +00],
via a férmula EX = [, X dP.

Seja f uma funcdo mensurdvel de (21, 1) em (Qg2, F2). Dada uma fungao
mensuravel g : Qo — [—00, +00], podemos definir o seu pull-back em ©; dado
pela fungdo f*g = go f em ;. Juntamente com o(f) e f.u definidos na
Secao 3.7, obtemos o seguinte diagrama:

0 o(f) H g
T
Qo Fo falt g

Em suma, a partir de uma funcio que leva pontos wy € €1 a pontos wy € (o,
podemos puxar uma o-algebra em )5 de volta para uma o-algebra em €2y, e
empurrar uma medida em 7 adiante para uma medida em o, e puxar um
observavel definido em {29 de volta para um observavel definido em 2.
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Teorema 5.65 (Mudanca de variavel). Sejam (1, Fi, ) um espago de
medida, (2, F2) um espago mensurdvel, f : Qy — Qg uma fungao mensurdvel,
e g:Qy — [0,+00] também mensurdvel. Entdo

/QQQd(f*M) = /m(f*g) dp.

Demonstragdo. Supondo que g = 1¢ para algum C € Fy, temos que f*g =
1p onde D = f~1(C) € Fy. Substituindo essas identidades, obtemos

| 9dttan = (Fen)(©) = u(s (€)= (D) = [ (")
Qo Q1

Por linearidade, a identidade vale para func¢des simples nao-negativas. Pelo
Teorema da Convergéncia Mondtona, mostramos que vale para qualquer
g : Q9 — [0, +00] mensuravel. O

Quando consideramos uma variavel aleatéria X em um espago de probabili-
dade, aplicando o teorema acima com g(z) = 2+ e g(z) = 2~ , obtemos

EX = / xPx(dx),
R
que é valido desde que um dos lados esteja definido.

Proposicao 5.66 (Funcgoes iguais q.t.p.). Sejam (2, F, ) um espago de
medida e f,g: Q — [—00,+00] fungoes mensurdaveis. Se f = g q.t.p., entdo

| fdu= [ gdn.

desde que uma das duas esteja definida.

Demonstragao. Tome A = {w : f(w) = g(w)} € F. Defina f; = flg e
fo=fi400-Tac. Entdo 0 < fi < fH < ffe0< f7 <g™ < fy. Como
Jo fodp = [o fidp + oo - u(A°) = [, fi du, por monotonicidade obtemos
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JofTdp = [q9" dp. Por um argumento similar, [, f~dp = [og~ dp.
Assumindo que uma dessas duas seja finita, obtemos [, fdu = [ogdp. O

Finalmente, mostraremos que o operador integral é linear nao apenas na
integrando mas também na medida com respeito a qual se integra.

Proposicao 5.67. Sejam py e uy medidas em (2, F) e f: Q — [0, +0o0]
mensurdvel. Entao [o fd(p1 + pe) = [ fdur + [o f dpuo.

Demonstragdo. Se f =1 4 para algum A € F, ambos os lados se reduzem a
p1(A) + pa(A) e portanto vale a identidade. Estendemos a identidade para
fungoes simples ndo negativas por linearidade, e para funcbes mensuraveis
quaisquer usando o Teorema da Convergéncia Mondtona. (]

5.5.3 Convergéncia

Conforme discutido na Secéo 5.3, em inimeras situagoées queremos tomar um
limite dentro da integral. Comegamos discutindo alguns casos para ver o que
poderia dar errado.

Pensemos a regiao abaixo do grafico de uma funcao real ndo-negativa como
tendo uma “drea”, “volume” ou “massa”. Se a funcao é dada por f(x) =
n- ]1(0’%](;3), ou por g(z) = L, n41)(7), essa massa é sempre igual a 1 e, no
entanto, desaparece quando tomamos o limite em n. Podemos dizer que a
massa “escapou ao infinito”. No primeiro exemplo, escapou verticalmente e,
no segundo, horizontalmente. Os trés teoremas de convergéncia explicam o
que pode acontecer com a massa no limite.

O Teorema da Convergéncia Monoétona diz que nada de estranho pode
acontecer com uma sequéncia crescente de func¢odes, mais precisamente que
nao se pode ganhar massa. O préximo teorema nos diz que para uma
sequéncia de fungdées mensurdveis nao-negativas, até podemos perder massa

no limite, mas nunca ganhar.
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Teorema 5.68 (Lema de Fatou). Seja (2, F, ) um espago de medida e

(fn)n>1 uma sequéncia de fungoes mensurdveis de £ em [0, +oc]. Entao,

[ imminf (@) () < timning [ fu) ).
Q Q

n—oo

Demonstragio. Tomando g, (w) = infy>, frx(w), temos que

Usando o Teorema da Convergéncia Monétona, como g,(w) < fr(w),

timinf [ fuw)(de) > Jim [ gn(@)n(de) =
n—oo ) n—oo 9]
= [ tim go w)pa(de) = [ (lmin fo(w))u(co)
0 n 0O n—oo
o que conclui a prova. [l

A possibilidade de desigualdade estrita no Lema de Fatou é ilustrada pelos
exemplos n - ]1(07%] e Ly pny1). Um exemplo extremo € 1p, ). Nesses
exemplos, a massa escapou ao infinito. Outra situagao que leva a desigualdade
estrita é quando a massa fica zanzando, como por exemplo a sequéncia (fp,)n
dada por f, =1y para n par e f, = 1(1 9 para n impar.

Observe que o Lema de Fatou quase ndo tem hipdteses. Vimos algo analogo
em (5.48), porém optamos por nao dar-lhe nome porque, naquele contexto,
vinha com a hip6tese (desnecessaria) de que liminf,, f,, fosse finito.

O Teorema da Convergéncia Dominada diz que se os graficos das fungoes da
sequéncia (f,), estdo confinados em uma regido de massa finita, entdo nao
pode haver perda ou ganho de massa no limite. Isso porque o grafico de f,
divide esta regiao de massa finita em duas partes e, caso houvesse perda de
massa em uma das partes, necessariamente haveria ganho na outra.

Teorema 5.69 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (2, F, i) um

espago de medida e (fn)n>1 uma sequéncia de fungoes mensurdveis de ) em



5.5. INTEGRAL DE LEBESGUE 177

[—o00, +00], tais que fn(w) — f(w) quando n — oo para p-quase todo w.
Suponha que existe g : w — [0, +00] tal que |fn| < g q.t.p. para todo n > 1.
Entdo f ¢ integrdvel e

Jim [ fup(d) = [ (lim faw))u(de).
Demonstragdo. Modificando f,, f, g num conjunto de medida zero, podemos

supor que fp(w) = f(w) e|fn] < g < oo para todo w. Como |f| = lim, | f,| <
lg|, temos que f é integravel.

Agora observe que f, + g > 0 para todo n. Aplicando o lema de Fatou,
obtemos [,(f + g)dp < liminf, .o [o(fn + ¢g)dp e, como g é integrével,
Jo fdp < liminf, o [ fn dp. De forma andloga, —f, + g > 0 para todo n,
oquenos da [(—f+g)du < liminf, o [o(—fn+g)du e portanto [, fdu >
limsup,, o [q fn dpt. Dessas duas desigualdades, obtemos limy, o0 [q, frn dp =
Jo fdp, o que conclui a prova. O

Mencionamos brevemente uma importante aplicacdo do Teorema da Con-
vergéncia Dominada, que permite derivar dentro da integral. O enunciado e

prova sao analogos aos do Teorema 5.49.

5.5.4 Integral de Riemann e integral improépria

Estamos introduzindo uma nova definicdo de integral. Por certo, isso gera
inquietudes mais que legitimas. Nas definigoes e teoremas envolvendo variaveis
aleatdrias absolutamente continuas, podemos substituir a integral de Riemann
pela de Lebesgue? Em outras palavras, esta generaliza aquela? Neste caso,
teria esta alguma vantagem? E na direcdo oposta, teria aquela alguma
vantagem sobre esta? Para a peniltima pergunta, basta mencionar os
Teoremas da Convergéncia Mondtona e da Convergéncia Dominada.

Teorema 5.70. Seja f : [a,b] — R uma fungao mensurdvel. Se f é Riemann-
integrdavel entao também é Lebesque-integrdavel e os valores das integrais
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coincidem:

/bf(:v) do= [ fdm,
a [a,b]

onde m é a medida de Lebesgque definida na Segio 1.4.2.

Demonstragao. Se a integral de Riemann de f em [a, b] é igual L € R, entdo
para todo € > 0, existem fungdes-degrau g e h tais que g < f < h e
L—-e< f[&b] gdr < f[a,b} hdx < L+e. Mas isso implica que g e h (e portanto
f) sdo limitadas, logo [, ;; f dm esté definida e [ i, ;) f dm — L| <. Como
isso vale para todo € > 0, concluimos que f[mb] fdm = L. O

A reciproca é falsa. Uma fungdo pode ser Lebesgue-integravel sem ser
Riemann-integravel. Caso f nao seja limitada, ndo serd Riemann-integravel
mesmo que seja continua em quase todo ponto.

Ezemplo 5.71. Um exemplo simples é f : [0,1] — R dada por f = 1g.
Como m(Q) = 0, temos f[o,l} fdm = 0 mas esta funcao nao é Riemann-
integrével. Para verificarmos este fato, considere qualquer particao de [0, 1]
em finitos intervalos nao-degenerados, e observe que todos os intervalos
conterdo niimeros racionais e também irracionais, pois tanto os niimeros
racionais quanto os irracionais sdo densos na reta. Logo, toda funcio-degrau
g < f deve satisfazer g < 0 q.t.p, e toda funcao-degrau h > f deve satisfazer
h > 1 q.t.p. Portanto, [gdz < 0e [hdz > 1 e tomando ¢ = % vemos que
nao pode haver um ntimero L tal que L —e < [gdx < [hdz < L+e. A

Daqui em diante, usaremos a notacao

/abf(:v)dx e /Af(a:)dx

para denotar a integral de f com respeito & medida de Lebesgue no intervalo
[a,b] C R ou no conjunto A € B, respectivamente.

O Teorema 5.70 considera apenas fungbes mensuraveis. Tecnicamente, uma
funcao pode ser Riemann-integrével sem ser mensurdvel (com respeito a
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o-adlgebra de Borel). Entretanto, se f : [a,b] — R é Riemann-integravel,
seguindo a prova desse teorema pode-se mostrar que existe uma funcao
mensuravel g e um conjunto N C [a,b] tais que m(N) = 0e f = g em
[a,b] \ N. As integrais de f e g coincidem em qualquer subintervalo de [a, b].

Mencionamos brevemente a integral imprépria. Como a integral de Riemann
é definida apenas para intervalos finitos, a teoria baseada nela trata as
integrais em intervalos infinitos como um limite. Existem func¢des f que nao
sao Lebesgue-integraveis e para as quais o limite

z

lim f(z)dx
z—+00 Jo

existe e é finito. Ou seja, ha fungoes para as quais a integral imprépria esta
definida mas integral de Lebesgue nao estd. Porém, a exclusdo dessas funcoes
torna a teoria de integracdo de Lebesgue muito mais robusta. Quase todos os
teoremas deste capitulo deixam de valer se atribuimos significado de integral
ao limite acima, incluindo a mudanca de variavel, regra da cadeia, cdlculo da
esperanca, e teoremas de convergéncia. Se usassemos esse limite para calcular
a esperanca de uma variavel aleatoria, a Lei dos Grandes Numeros niao seria
valida. Mas isso ndo quer dizer que o limite acima néo tenha importancia. Ao
contrario, ele é conhecido como integral de Dirichlet, tem um papel central
em Anélise Harmdnica, e inclusive serd usado na Segéo 10.4.

Pode-se fazer discussao semelhante com respeito a séries condicionalmente
convergentes. Observe que a soma de uma familia de nimeros estendidos
nao-negativos, definida em (C.1), coincide com a integral de Lebesgue da
funcdo f(a) = x, com respeito a medida de contagem em A. Dessa forma, a
soma de uma familia de ntimeros estendidos indexados por N é dada por

) )
D ok =D @ =)y,
k=1 k=1

keN
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desde que uma das duas séries do lado direito convirja, e, neste caso,

[e'e) [e'e) k k k [e'S)
+ — . + . — .
T = - r, =lim» x7 —lim ) z; =lim ) z; = Tk
D we = af =) ay =lim) of —lm} oy =lm} x;=>
keN k=1 k=1 j=1 j=1 j=1 k=1

Novamente, esta defini¢do coincide com a integral de f(k) = zj com respeito
a medida de contagem em N. Caso ambas as séries divirjam, dizemos que
S ken Tk ndo estd definida. Com essa defini¢io, a soma Y, cn(—1)" £ ndo
estd definida, da mesma forma que [ 2z~ 'sen x dz nao estd definida. Note

13 oo ”

que ha uma diferenga entre “) ;" definida aqui e i definida no
Apéndice A.1, pois a série harmonica alternada 352 ;(—1)% % converge.

5.5.5 Densidade de medidas

Nesta secdo vamos explorar o conceito de densidade e como se aplica a
variaveis aleatérias absolutamente continuas.

Proposicao 5.72. Seja (2, F,P) um espago de medida e f : Q2 — [0, +00]
uma funcio mensurdvel. Entdo,

mm:/fw,wmf, (5.73)
A
define uma outra medida em (Q, F).

A demonstracao fica como exercicio. Quando v é definida a partir de p desta
maneira, costuma-se denotar v = fu e dv = fdu.

Ezemplo 5.74. Seja Q ={1,2,3,4,5,6}, F =P(Q) e P(A) = #TA. Considere
a fungao g(n) = %n Pela Proposicao 5.72, a fungdo P dada por P(A) =
Jo (g1 4)dP define uma nova medida em (£2, F). De fato, isso define uma
medida de probabilidade (exercicio!). A

Quando duas medidas p e v sdo relacionadas por (5.73), chamamos a funcao

f de derivada de Radon-Nikodym de v com respeito a v, denotada por g—;,
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de forma que v(A) = [, %(w)u(dw). Neste caso, dizemos que a derivada
S—Z existe. A proposicdo abaixo diz que a derivada de Radon-Nikodym é

essencialmente Unica.

Proposigao 5.75. Sejam p uma medida o-finita e f, g : Q — [—o00, +00| duas
fung¢oes mensurdveis. Se [, fdup e [ gdup estao definidas, e [, fdu= [, gdp
para todo A € F, entdo f =g q.l.p.

Demonstragdo. Supomos inicialmente que f e g sdo nao-negativas. Tome
By, 1 Q tais que p(By,) < oo para todo n. Defina A, = {w € B,, : 0 < g(w) <
n,g(w) < f(w)}. Como u(A,) < u(B,) < oo, temos que gl 4, ¢é finita e
integravel. Logo, [, (f—g)du= [, fdu— [, gdp = 0. Pelo Exercicio 5.60,
u(Ayp) =0. Mas A, 1T {f > g}, logo u(f > g) = 0. Um argumento idéntico
mostra que u(f < g) = 0, concluindo a prova.

Consideramos agora o caso geral. Como as integrais de f e g estdo definidas
e coincidem, podemos supor sem perda de generalidade de f~ e g~ sao
integraveis. Logo, f~ e g~ sdo finitas para p-quase todo w. Modificando f e
g em um conjunto de medida nula, podemos supor ademais que f~ e g~ sdo
finitas para todo w. Aplicando o caso anterior as fungdes (f + f~ + g7 ) e
(g+ f~ + 97 ), podemos concluir que essas duas fungoes coincidem q.t.p., e
portanto f = g q.t.p. O

Observagdo 5.76. A proposicao é falsa sem a hipétese de que p é o-finita.
Tomando Q2 = {1}, u({1}) = +oo, f(1) =1 e g(1) = 2, podemos ver que
J4 fdp = [4gdu para todo A C Q apesar de que f # g em todo ponto. A

Proposicao 5.77 (Regra da cadeia). Sejam v, medidas em um espago
mensurdvel (2, F) tais que g—; existe, e seja g : Q@ — [0,400] mensurdvel.

Entao,

| aav = [ o)) u(@w).
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Demonstragéo. Suponha que g = 14 para algum A € F. Neste caso, temos

— _ dv _ Cdv
/Q]lAdV—V(A)—/A@du—/Q]lA d#du,

como desejado. Por linearidade, a identidade também vale quando g é uma
fungdo simples nao-negativa. Pelo Teorema da Convergéncia Monétona, vale
para o caso geral. O

Definigao 5.78 (Varidveis aleatérias absolutamente continuas). Dizemos
que uma varidvel aleatéria X em um espago de probabilidade (2, F,P) é

uma varidvel aleatoria absolutamente continua se (g%( existe. Neste caso,

fx = ‘g%( é uma densidade de X. Veja que fx é determinada por X e PP,

mas este tultimo é omitido na notacgao.

Pela Proposigao 5.75, a densidade de uma variavel aleatéria absolutamente
continua é Uinica no sentido de que qualquer outra é igual em quase todo
ponto. Repare que na Sec¢ao 3.3 ndo demos uma defini¢io geral de distribuigao
absolutamente continua, pois nem sempre existe uma densidade Riemann-
integravel. Por outro lado, tomando a integral em (5.73) como de Lebesgue,
a definicdo acima é a mais geral possivel, como veremos na Secao 11.5.

Recordemos que uma varidvel aleatéria é discreta se existe uma fungao
nao-negativa px tal que Px(A) = > px(x)dz(A) para todo A € B. Isso

é 0 mesmo que dgf = px, onde v é a medida de contagem em R. Mais

geralmente, X é mista com componentes discreta e absolutamente continua,

como definido na Sec¢ao 3.5, se Px = g + pe, onde % =px e % = fx.

Teorema 5.79 (Esperanca de fungoes de varidveis mistas). Seja X uma
vartdvel aleatoria mista com componentes discreta e absolutamente continua
e seja g — [0, +o00] mensurdvel. Entdo

Elg(X)] =3 g(x) - px (2) + /R g(@) fx (z) da.

Demonstracao. Aplicando os Teoremas 5.64 e 5.65, depois a Proposigéo 5.67
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e a regra da cadeia, obtemos

Blg(0)] = [ 9()aP = [ gaPx = [ gdpa+ [ g
—/gpde+/gfxdm Zg px(w)+/Rgfxdm,

0 que prova o teorema. O

Observe que o Teorema 5.39 corresponde a caso particular em que px = 0. Ja
o Teorema 5.28 segue do Teorema 5.39 tomando-se g(z) = 2t e g(x) = 2~.

5.5.6 Espacos produto e integrais iteradas

Veremos agora condigoes sob as quais uma funcdo f(x,y) de duas varidveis
z e y pode ser integrada com respeito a ambas varidveis, e se o resultado
independe da ordem de integracdo. Para isso precisamos primeiro formalizar
o espaco onde estara definida uma funcao de duas varidveis.

Definic¢ao 5.80 (o-dlgebra produto). Sejam (21, F7) e (2, F2) dois espagos
mensuraveis. Definimos a o-dlgebra produto de F1 e Fs, denotada por F1® Fa,
como sendo a o-algebra gerada pela classe”

.7:1><.7:2={A1XAQQleﬁg:Ale./rl, AQG.FQ}
no espaco amostral 21 x Q.

Em outras palavras, F; ® F2 é a g-algebra gerada pela colecao de todos os
“retangulos” cujos “lados” estdao em Fi e Fo. Note que F1 ® Fo é muito maior
do que o Fi x Fy. Por exemplo, em R? = R x R, observamos que o circulo

{(z,y) € R? : 22 +y2 < 1},

9Aqui h4 um pequeno abuso de notagdo: Fi X F2 ndo é exatamente um produto
cartesiano, pois é uma colecao de retdngulos A X B e ndo uma colegdo de pares (A, B).
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estd em B(R) ® B(R), pois é unido enumerével de retangulos, mas nao estd
em B(R) x B(R). Literalmente, o circulo nao é um retangulo!

O seguinte teorema garante a existéncia de uma medida no espaco produto
que fatora para retangulos. A prova serd dada no Apéndice D.4.

Teorema 5.81 (Medida produto). Sejam (1, Fi,p1) e (2, Fa, p2) dois
espacos de medida, com p1 e py medidas o-finitas. Entao, existe uma unica
medida v na o-dlgebra F1 ® Fa tal que

V(A1 x Az) = 1 (A1) - p2(Az2)

para todos Ay € Fi, As € Fo. Essa medida v, dentada por py @ ps € chamada
medida produto de py e po.

Para que uma integral iterada faga sentido, ao integrar com respeito a uma
das varidveis, o resultado deveria ser uma funcao mensuravel da outra variavel.
O lema abaixo também serd provado no Apéndice D.4.

Lema 5.82. Sejam (21, F1, 1) e (Qo, Fo,v) espagos de medidas o-finitas.
Seja g : Q1 x Qg — [0, 4+00] uma fungio mensurdvel com respeito a o-dlgebra
produto F1®@Fs. Para todo x € Q fizo, a fungio y — g(x,y) é Fa-mensurdvel.
Ademais, a integral [, g(z,y)v(dy) define uma fungio Fi-mensurdvel de x.
Analogamente, para todo y € Qg fixo, a fung¢io x — g(x,y) é Fi-mensurdvel
e a integral [o g(x,y)u(dx) define uma fungdo Fa-mensurdvel de y.

Sabendo que a integral com respeito a uma das varidveis resulta em uma
funcdo mensuravel da outra varidavel, passamos a estudar integrais iteradas.

Teorema 5.83 (Teorema de Tonelli). Sejam (1, Fi,p) e (Qa, Fo,v) espagos
de medidas o-finitas, e g : 1 X Qy — [0, +00] uma fungao mensurdvel. Entdo

/Ql (/QQQ(W) v(dy) ) p(de) = /92 (Alg(x,y)u(dz))y(dy)

e essas integrais sao iguais a [ .o gd(p@v).
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A prova serd dada no Apéndice D.4. Uma aplicagdo do Teorema de Tonelli é
uma prova alternativa de que a densidade de uma varidvel aleatéria normal é
de fato uma funcdo de densidade.

Ezemplo 5.84 (Densidade da normal). Vamos calcular

+oo +o00o
/ (/ e“Qdu> eV’ dy.
0 0

Com uma mudanca de varidveis reescrevemos essa integral como

+o00 +o00
/ (/ yeIQyzdx) e*yzdy,
0 0

que, pelo Teorema de Tonelli, é igual a

+0o0o +o0o
[
0 0

pois os integrandos sdo nao-negativos. Como a integral iterada acima é igual
a 7, concluimos que

Foo 2 1
/ e U dr = —/7.
0 2

Com isso provamos que
+oo 1

—0 V2T

sem ter que usar coordenadas polares. A

e 2 dy =1

A teoria acima trata sempre de fungdes nao-negativas. Se consideramos uma
fungdo mensuravel qualquer, ainda podemos aplicar o Lema 5.82 e o Teorema
de Tonelli as suas partes positiva e negativa. Entretanto, podera haver valores
de x para os quais a integral em y nao estard definida e vice-versa. Isso
sera de fato um problema, a nao ser que integral interna esteja definida para
quase todo valor da variavel externa.

Teorema 5.85 (Teorema de Fubini). Sejam (Q1, F1, 1) e (Q2, Fa2,v) espagos
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de medidas o-finitas e f: Qy X Qo — [—00, +00| uma fungio mensurdvel. Se

/Ql (/Q [z, 9)| v(dy) ) u(dz) < oo,

entdo: [, f(z,y) v(dy) estd definida para p-quase todo x, [o, f(x,y) p(dx)
estd definida para v-quase todo y, vale a igualdade

/Ql ( o, f(x,y)u(dy))u(dm) = /92 ( o f(m,y),u((m))y(dy)?

e essas integrais sao iguatls a leXQQ fd(p®v). Nas duas integrais iteradas
logo acima, podemos substituir o valor da integral interna por zero no conjunto
(de medida nula) de pontos para os quais ela nao estd definida.

A prova sera dada no Apéndice D.4. Em sua versdo mais corrente, o enunciado
do Teorema de Fubini tem como hipotese que f seja integravel com respeito
a i ® v, que no enunciado acima foi substituida por outra mais conveniente
gragas ao Teorema de Tonelli. Vejamos um exemplo de integrais iteradas que
nao comutam, e o que nos diz o Teorema de Fubini nesse caso.

Ezemplo 5.86. Seja f :(0,1) x (0,1) — R definida por
__*r~y

Fazendo u =z + v,

_y 1/1+yu_2y 1
d dy = dudy = ——.
// (x +y)3 r= /o Y s v 2

Por outro lado, também substituindo u = x + v,

— 1 rltx 90 1
/ / Y dydx—/ / v 3 ududa:: —.
0 Jx u 2
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Podemos assim concluir que

/01 /01 |f(z,y)| dz dy = +oo,

pois caso contrario terfamos fol fol f(z,y)dedy = fol fol f(z,y) dy da. A

Como toda soma é uma integral de Lebesgue com respeito a medida de
contagem, podemos obter propriedades muito tteis de somas infinitas iteradas.
Por exemplo, o Teorema C.2 segue direto do Teorema de Tonelli.

Teorema 5.87 (Teorema de Fubini para somas). Seja (Tmn)mnen uma
sequéncia de mumeros reais estendidos duplamente indexada por m e n.

oo o0 o0 o0 0o o0
Se YD el <00 entio 3 wwa=3" 3
m=1n=1 m=1n=1 n=1m=1

estao definidas e coincidem.

Demonstragdo. Segue direto do Teorema de Fubini, pois somas infinitas
sdo integrais com respeito a medida de contagem e, quando sdo soméveis,
coincidem com a respectiva série. O

Vejamos um exemplo de somas iteradas que ndo comutam.

Ezemplo 5.88. Considere a sequéncia duplamente indexada

1 -1 0 0 0
0 1 -1 0 0
Tmn=|0 0 1 =1 0
0 0 0 1 -1

que nao é somavel. Veja que somando-se colunas e depois linhas obtém-se 1
mas somando-se linhas e depois colunas obtém-se 0. A
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Terminamos este capitulo com uma observacao sobre esperanca de fungées
de vetores aleatorios com densidade conjunta.

Observagao 5.89 (Vetores aleatérios com densidade conjunta). A medida de
Lebesgue em R™, denotada m, é definida recursivamente como m = m®---®
m. Seja h : R™ — [0, +-00] mensuravel. Como B(R") = B(R) ® - - - ® B(R),'°
concluimos que h é mensuravel com respeito a o-algebra produto. Usando o
Teorema de Tonelli recursivamente, n — 1 vezes, obtemos

/ hdm:/~--/h(xl,...,a;n)da:n---dwl. (5.90)
n R JR

Munidos da identidade acima, concluimos que a definicdo de densidade
conjunta dada na Secao 4.2 diz simplesmente que

Px(B):/fodm

para todo paralelepipedo B C R", o que implica a mesma identidade para
todo boreliano B € B(R™) usando o Teorema 3.37 (unicidade de medidas).

Ou seja, X ter densidade conjunta fx é o mesmo que ‘g%‘ = fx.

Podemos agora justificar a férmula (5.43). Para isso, observamos que

Elg(X)] = [ g(X(w))P(d)
- [ s(@)Px(da)
~ | g@)fx(@) m(de)

R
too ~+o0
— 0 oo

para qualquer g : R™ — [0, +00) mensurdvel. Em particular, pelo Lema 3.43,
vale para g continua e nao-negativa. Nas igualdades acima, usamos os

100 produto de n espacos de medida pode ser definido recursivamente, veja o Apéndice D.4
para uma descri¢do desse argumento e para a prova de que B(R") = B(R) ® - - - ® B(R).
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Teoremas 5.64 e 5.65, a regra da cadeia, e a formula (5.90), nesta ordem. A

5.6 Exercicios

§5.1

1. Um método usado por cientistas para estimar a quantidade de animais em
determinado local é o de capturar alguns deles ao acaso, marcé-los, solté-los,
voltar a capturar outros tantos, e contar quantos deles estdo marcados. Caso
sejam poucos os marcados, isso indica que a populagao é grande. Imagine
que ha 80 animais de determinada espécie, os cientistas marcam 20 deles ao
acaso, e depois capturam 20 deles ao acaso. Calcule a esperanca do nimero
de animais que terdao a marca.

2. Um baralho tem 52 cartas, sendo 13 de cada naipe. As cartas sao
embaralhadas e um jogador recebe 10 dessas cartas. Calcule a esperanca do
numero de cartas de espadas recebida pelo jogador.

3. Pedro aprendeu um truque para ganhar dinheiro na roleta, e o vem
aplicando com sucesso didrio h4d uma semana. Ele comeca com $31,00 e
aposta $1,00 nos vermelhos contra os pretos. Se ganha, vai embora feliz
com $32,00. Se perde, seu capital baixa a $30,00, entao ele aposta $2,00 nos
vermelhos, podendo ganhar e sair feliz com $32,00, ou perder e continuar
seu método. Nas préximas rodadas, ele aposta $4,00, $8,00 e $16,00, se
necessario, até ganhar. Veja que Pedro sempre termina saindo do jogo com
$32,00, a nao ser que ele seja tao azarado que todas as rodadas resultem em
numeros pretos. Supondo que nao existe a casa verde, de forma que ambos
vermelhos e pretos tenham probabilidade %, calcule a esperanca do lucro de
Pedro cada vez que ele entra numa casa de jogos determinado a aplicar essa
estratégia. Calcule a esperanca do niimero de rodadas que Pedro apostara
antes de ir embora e do capital que Pedro terd ao ir embora.

4. Considere o seguinte jogo de azar. Uma urna contém 18 bolas, sendo 9
azuis e 9 brancas. Retiram-se 3 bolas da urna ao acaso. As bolas retiradas
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sdo descartadas e o jogador marca 1 ponto se pelo menos 2 dessas 3 bolas
forem azuis. Em seguida retiram-se outras 3 bolas da urna ao acaso, as bolas
retiradas sdo descartadas e o jogador marca 1 ponto se pelo menos 2 dessas
3 bolas forem azuis. Repete-se o procedimento até que a urna esteja vazia.
Ao final, o jogador recebe um prémio X igual ao total de pontos marcados.
Calcule EX.

5. Temos duas urnas, a primeira urna contém n bolas brancas numeradas de 1
a n, enquanto a segunda possui n bolas pretas numeradas de 1 a n. Sorteamos
uma bola de cada urna e observamos os respectivos niimeros. Dizemos que
ha uma coincidéncia se os niimeros sorteados sao iguais. Descartamos as
bolas sorteadas e repetimos o procedimento até que ambas as urnas fiquem
vazias. Calcule a esperanga do nimero total de coincidéncias.

6. Seja X ~ Binom(n,p). Calcule EX2.

7. Temos cinco dados com a forma de cada um dos Poliedros de Platao. O
tetraedro tem suas faces numeradas de 1 a 4, o cubo de 1 a 6, o octaedro de
1 a 8, o dodecaedro de 1 a 12 e o icosaedro tem suas faces numeradas de 1 a
20. Lancamos todos os cinco dados simultaneamente. Calcule a esperanca
do produto do valor exibido pelo icosaedro com a soma dos valores exibidos
pelos outros quatro dados.

8. Dois dados sao lancados simultaneamente. Calcule a esperanga do maior
valor exibido.

§5.2

9. Seja X ~U|0,1]. Calcule EX? para todo t € R.

10. Sejam X ~ AN(0,1) e Y = max{0, X}. Calcule EY e EY?2.
11. Seja X ~ Beta(a,b) com a,b > 0. Calcule EX.

12. Seja X ~ Gama(n, ), com n € N. Calcule EX.

13. Seja X ~ Cauchy(a,b). Mostre que EX néao estd definida.
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14. Seja X uma varidvel aleatéria tal que P(X > p+2) =P(X < p—x)
para todo z € R. Mostre que, se X ¢é integravel, entao EX = p.

15. Sejam Xj,..., X, varidveis aleatorias nao-negativas (ou integraveis)
independentes. Prove que E[[]; X;] = [[, EXj.

16. Sejam X1, X9, X3,... uma sequéncia de variaveis independentes com
distribuicao U[0, 1] e tome a varidvel aleatéria N como sendo o menor n tal
que X1+ Xo+---+ X, > 1. Mostre que EN =e.

17. Sejam X, X1, Xo, X3, ... uma sequéncia de variaveis independentes com
distribuigao U[0, 1] e tome a varidvel aleatéria N como sendo o menor n tal
que X, > Xo. Mostre que EN = +oc.

18. Prove que, se EX estd definida e A € F, entdao E[X1 4] estd definida.
19. Prove que, se X é integravel A € F, entdao X1 4 é integravel.
20. Seja X uma variavel aleatéria tal que EX esta definida. Defina

{x X <a,
y —

a, caso contrario,

onde a € R é constante. Mostre que EY < EX.

21. Seja X uma varidvel aleatéria nao-degenerada tal que P(a < X < b) = 1.
Mostre que a < EX < b.

22. Sejam X e Y varidveis aleatorias. Mostre que:
(a) Se EX estd definida, entdo |[EX| < E|X|;
(b) Se X é integravel, entdo E[X —EX] = 0;
(c) Se 0 < |X| <Y q.c. e Y é integravel, entao X é integravel.

23. Sejam X uma varidvel aleatéria e p > 0 tais que 2PP(|X| > 2z) < M para
todo z > 0. Mostre que E|X|? < oo para todo g € [0,p). Dé um exemplo
ilustrando que é possivel termos E|X|P = +oc.
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§5.3

24. Seja U ~U[0,1] e defina X, =nl gy 11y

(a) A sequéncia (X,,), satisfaz as hip6teses dos Teoremas da Convergéncia
Monétona ou Dominada?
(b) Calcule lim, EX,, e E[lim,, X,,].

25. Sejam X uma varidvel aleatéria integravel e (A,), uma sequéncia de
eventos tal que A,, | . Mostre que lim, E[X14,]=0.

26. Sejam (X,), e X varidveis aleatérias tais que X,, | X >0 q.c. e X; é
integravel. Mostre que EX,, —» EX.

27. Sejam (X,), e X varidveis aleatérias tais que P(X,, - X) =1 e existe
M € R tal que |X,,| < M q.c. para todo n. Mostre que EX,, - EX.

28. Dé um exemplo de uma sequéncia de variaveis aleatorias (X,,), tal que
o0 oo
E[ Y X.| # Y EX,
n=1 n=1

e ambos os lados da equacao acima estejam bem definidos.

§5.4

29. Seja X ~ U[-1,1]. Considerando os eventos 41 = {X > 0} e Ay =
{X < 0}, calcule

(a) A distribuigdo condicional de X dado Aj;.
(b) A distribui¢ao condicional de X dado As.
(c) E[X|A].
(d) E[X|Ag].

30. Seja X uma variavel aleatoria exponencial com pardmetro A. Encontre
E[X|X > 2].

31. Se X ~ Geom(p), encontre E[X | X > 5].
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§5.5

32. Sejam (2, F, 1) um espaco de medida e f : Q — [—o0, +00] uma fungdo
mensuravel. Prove que f é integravel se, e somente se, [, |f|du < oo.

33. Sejam (€, F, u) um espago de medida e f, g : Q — [—o0, +0o0o] fungoes
mensuraveis. Suponha que |f| < g e g é integravel. Mostre que f é integravel.

34. Sejam (2, F, 1) um espago de medida, f: 2 — [—00, +00] uma funcao
mensuravel e A € F.

(a) Prove que, se [ f du esta definida, entdo [, f14 dp estéd definida.
(b) Prove que, se f é integravel, entdo f1 4 é integrével.

35. Mostre que a colecao de todas as fungbes mensuraveis e integraveis em
(Q, F, 1) é um espago vetorial real.

36. Seja (X,,), uma sequéncia de varidveis aleatérias estendidas ndo-negativas.
Mostre que E[>, X,,] =Y, EX,,.

37. Seja (X,), uma sequéncia i.i.d. de varidveis aleatérias estendidas nao-
negativas com EX; < co. Mostre que > o2, % < o0 quase certamente.

38. Seja (X,), uma sequéncia de varidveis aleatérias estendidas tais que
>, E|X,| < 0o. Mostre que a série Y oo X,, converge quase certamente, e
B[ ns: Xnl = 32020 EX.

39. Seja (X,), uma sequéncia de varidveis aleatoérias i.i.d. com P(X; =
—1) =P(X; = 0) = P(X; = +1) = 1. Calcule E[liminf, X,] e liminf, EX,,.
Existe alguma generalizacdo do Lema de Fatou que poderia aplicar-se aqui?
40. Sejam (9, F, ) espago de medida onde p é a medida de contagem e

f:Q — [—00, +00] uma fungdo mensuravel. Mostre que, se [, fdu é finito,
entdo {w € Q: f(w) # 0} é enumeravel.

41. Seja Y a varidvel aleatéria definida no Exemplo 3.34. Calcule EY2,

42. Sejam p; e po medidas o-finitas tais que po tenha densidade f com
respeito a py. Mostre que, se f > 0 q.t.p., entdo % ¢ uma densidade de p
com respeito a uo.
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43. Considere o espaco mensuravel (N, P(N)) e seja J; a medida de Dirac
no ponto k € N, como definida no Exemplo 1.46. Determine uma fungao
f N — [0, 00] que corresponda a derivada de Radon-Nikodym %, onde v
denota a medida de contagem em N.

44. Sejam X e Y varidveis aleatorias independentes. Prove que
P(X <Y)=E[Fx(Y)].
45. Sejam (Qq, F1,u1) e (Qo, Fa, u2) espacos de medida, onde Q; = Q9 =

[0,1], F1 = F2 = B([0,1]), u1 é a medida de Lebesgue e ug é a medida da
contagem. Seja f: Q1 x Q2 — R definida por f(w1,w2) = Ty, —y,}. Calcule

[ s paenn@a) o [ forwn) mdnnin).

Vale o Teorema de Tonelli? Por qué?



Capitulo 6

Momentos e Desigualdades

Neste capitulo introduzimos as nocoes de momentos de variaveis aleatérias,
de varidncia e covaridncia, e estudaremos varias desigualdades envolvendo
momentos, que serdo fundamentais nos capitulos seguintes.

6.1 Momentos e variancia

Sejam X e Y varidveis aleatérias com distribui¢oes uniformes em [—1, +1]
e {—1, 41}, respectivamente. Estéd claro que X tem uma dispersao de seus
valores em torno de sua média menor que a de Y. Um dos objetivos desta
secdo é quantificar o quanto uma varidvel aleatéria se espalha em torno de
determinado valor e, em particular, o quanto ela se espalha em torno de sua
média.

Definicao 6.1. Dada uma variavel aleatéria X e k =1,2,3,..., definimos
o k-ésimo momento de X como EX*, caso X* seja integravel. Neste caso,
dizemos que X tem k-ésimo momento finito, e definimos o k-ésimo momento
central de X como E(X —EX).

Observamos que, se X tem k-ésimo momento finito, entdo X tem j-ésimo

195
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momento finito para j = 1,...,k (pois | X9 <1+ |X|*) e, em particular, o
k-ésimo momento central estd bem definido.

Ezemplo 6.2. Se X ~ U0, 1], entao

L 1 1 1 : 1
IEX:/ zdz = =, EXQ:/ 22 dr = =, EXk:/ eFde = ——,
0 2 0 3 0 k+1
e o segundo momento central é dado por
2 1 2
E(X— 1)’ = [} (o= )’ de = 4. 5

Como veremos a seguir, o segundo momento central é um excelente
quantificador da dispersao de varidvel aleatéria X em torno de sua média,
com propriedades muito especiais.

Definicao 6.3 (Variancia). Seja X uma variavel aleatéria integravel. Define-
se a variancia da varidvel aleatéria X, denotada por VX, como

VX =E(X —EX)2.

Ezemplo 6.4. Se X ~ U[0, 1], entdo EX = % e VX = 1—12 A

Proposigao 6.5 (Propriedades da varidncia). Seja X uma varidvel aleatdria
com segundo momento finito. Entdo:

(1) VX =EX? — (EX)2. Em particular, VX < EX?2.
(2) VX > 0. Além disso, VX =0 se, e somente se, X =EX q.c.
(3) V[aX +b] =a? VX,

Demonstragio. Para o item (1), basta expandir VX = E(X — EX)? =
E[X? - 2XEX + (EX)?] = EX? — (EX)2.

Para o item (2), VX > 0 pois (X — EX)? > 0. Pelo item (4) da
Proposicao 5.31, VX = 0 implica que X = EX quase certamente; a reciproca
¢é imediata.
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Para provar o item (3), expandimos V[aX +b] = E(aX +b)% — (E[aX +b])? =
E[a?X? 4 2abX + b?] — (aEX +b)? = a?(EX? — (EX)?) = a? VX. O

Ezemplo 6.6. Se X ~ Bernoulli(p), entao

EX =p, EX?’=p VX=EX?’—(EX)??=p—p?’=p(l-p). o

Observe que a variancia é maxima no caso simétrico p = %
Ezemplo 6.7. Seja X ~ N (u,0?). Sabemos que X = 0Z+p com Z ~ N(0,1)
(Exercicio 3.28) e que EZ% = 1 (Exemplo 5.41). Usando proposicdo acima,

obtemos VX = o2. A

Ezemplo 6.8. Se X ~ Ula,b] entdo X ~ a+ (b—a)U, onde U é uma uniforme

no intervalo [0, 1], cuja variancia foi calculada no Exemplo 6.4. Logo, segue

(b—a)®
Ty A

do item (3) da proposicao anterior que VX =

Podemos observar que VX é uma medida da dispersdo de X em torno de
sua média, mas que dimensionalmente ndo é expressa nas mesmas unidades
de X. Por exemplo, se X for medida em kg entdo VX é medida em kg?.
Para que tenhamos uma medida de dispersdao na mesma escala da varidvel
aleatéria X, somos motivados a introduzir a préxima definigao.

Defini¢ao 6.9 (Desvio-padrao). O desvio-padrao o(X) da varidvel aleatéria
X é dado pela raiz quadrada da variancia

o(X)=vVXx. U
Ezemplo 6.10. Se X ~ Bernoulli(1), entdo
o(X)=VVX = /1 =L

A

1O significado de o(X) neste capitulo, bem como no Capitulo 9, é completamente
diferente daquele nas segbes mais avangadas dos Capitulos 3, 4 e 5, bem como nos
Capitulos 11, 12 e 13. Essa reutilizacido da letra o ndo deve causar confusao.
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Ezemplo 6.11. Se X ~ N(u,0?), do Exemplo 6.7, segue que o(X) =0. A

Gostariamos de estudar a dispersdo de uma soma de duas ou mais
varidveis aleatorias e, se possivel, relaciond-la com as respectivas variancias.

Expandindo a férmula da varidncia, obtemos
VIX+Y]= VX 4+ VY +2E[(X —EX) - (Y —EY)].

Ou seja, a varidncia de X + Y é igual a soma das varidncias de X e de Y,
mais um termo cruzado que envolve ambas as variaveis. Isto nos motiva a

introduzir o seguinte conceito.

Definicao 6.12 (Covariancia). Dadas duas varidveis aleatérias X e Y com
segundo momento finito, definimos a covaridancia de X e Y como

Cov(X,Y)=E[(X —EX)(Y —EY)].
A expressdo acima estd definida e é finita, pois |zy| < 2 + y2.

Observe que Cov(X,X) = VX, Cov(X,Y) = Cov(Y, X) (a covariancia é
simétrica), e

Cov(X,Y) = E[XY] - EX - EY.

Se Cov(X,Y) =0, dizemos que X e Y sdo nao-correlacionadas, e isso vale
se, e somente se, VIX + Y] = VX 4+ VY. Se as varidveis aleatorias X e
Y sado independentes e tém segundo momento finito entdo X e Y sdo nao-
correlacionadas e VX + Y] = VX + VY. Entretanto, nem sempre vale a
reciproca, pois E[XY] = EX - EY nao implica X e Y independentes.

Ezxemplo 6.13. Sejam X e Y varidveis aleatérias tomando valores —1,0, 1 com
distribuigao conjunta dada por p(—1,—1) =p(—1,1) =p(1,-1) =p(1,1) =
p(0,0) = £. Entdo Cov(X,Y) =0, mas X e Y ndo sdo independentes. A

Outras propriedades importantes da covariancia sdo dadas na proposicao
abaixo.
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Proposicao 6.14 (Propriedades da Covarincia). Sejam X, X1,..., X, e
Y. Y1,...,Y,, varidveis aleatorias com sequndo momento finito e ay, ..., ay,
e by, ..., by, c nimeros reais. Entdo:

(1) Cov(X,c) =0 para todo ¢ € R;

(2) Cov(XparXk, 2, 0;Y;) =32k > ; agb; Cov(Xy, Yj);

(3) V[ Xkt Xi] = Xkt Vi + 230 o jcn Cov( Xy, Xj).

Demonstragio. Expandindo Cov(X,c) = E[cX]|-EX -E[¢c] = cEX —cEX =
0, mostramos o item (1). O item (2) segue da expansiao

Zaka ijyj Zaka Zb-Y

E[) akb X3,Yj] Z arEXp) Z b;EY;)
k.

= Zakb E[X,Y;] — Zakb EXp - IEY)
k.j

—ZZakb Cov (X}, Y;).

Para provar o item (3), expandimos

V[anxk] = cov(znjxk,znjxj) = zn: Zn:COV(Xk,X
k=1 k=1 j=1

k=1j=1

= Cov(Xp, Xi) + > > 1z Cov(Xy, X;)
k=1 k=1j=1

e observamos que todo par de k e j distintos aparece duas vezes na tultima

soma acima. |

Pelo ultimo item acima, se as variaveis aleatdrias sdo nao-correlacionadas,

entao a variancia da soma ¢é a soma das variancias.
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6.2 Correlacao

Nesta secao vamos introduzir o coeficiente de correlacdo, estudar suas propri-
edades, e relaciona-lo com o método dos minimos quadrados. Observamos

que esta se¢do nao sera usada no restante do livro.

Dada uma varidvel aleatéria X nédo-degenerada com segundo momento finito,
definimos a padronizacio de X como sendo a variavel aleatoria

5 _ X -EX
VX

Ou seja, a padronizacgao é a transformacao afim crescente que leva X em
X com as propriedades que EX = 0 e VX = 1. Observe também que
a padronizacdo de X é uma varidvel aleatéria adimensional, pois VVX é
medido na mesma unidade de X.

Defini¢ao 6.15 (Coeficiente de correlagao). Dadas duas varidveis aleatdrias
X e Y com variancias finitas e positivas, definimos o coeficiente de correlagdo
p(X,Y) entre X e Y como:

X-EX Y-EY
p(X,Y):COV< )

o(X) = oY)

O coeficiente de correlagdo é adimensional, pois ele depende apenas das
padronizacoes de X e Y. Outras propriedades do coeficiente de correlagao
sdo dadas na proposicdo a seguir.

Proposicao 6.16 (Propriedades do Coeficiente de Correla¢ao). Dadas X e
Y waridveis aleatérias com varidncias finitas e positivas, valem:

(1) p(X,Y) = %(Y())((%)

(2) p(X,Y) = Wmf

(3) ( X) =

(4) (aX—l—bY)fi(XY)seabeR a#0;

() o

la
5 aX+ch+):ﬁ(XY)seabcdeReac#O

p
p
p
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Demonstragao. O item (1) é imediato da defini¢ao de coeficiente de correlacao

e da simetria da covaridncia. Para o item (2) basta utilizar o item (2) da

Proposigao 6.14. Do item (2) segue que p(X,X) = C((:E%)X) = (0_?)?)2) =1,

o que prova o item (3). Para mostrar o item (4), calculamos

~ Cov(aX +b,Y) aCov(X,Y)+bCov(l,Y)
PlaX +0.Y) = N o) o (X)o(Y)
aCov(X,Y) a

lalo(X)o(Y) — la|

p(X,Y),

onde a segunda e a terceira igualdades acima seguem dos itens (2) e (1) da
Proposicao 6.14, respectivamente.

Provamos o item (5) utilizando os itens (1) e (4):
p(aX +b,cY +d) = |‘1—|,0(X cY +d) = ﬁp(cY +d, X)
(Y, X) = #4p(X,Y). O

IGC\

Ezemplo 6.17. Sejam (X,Y’) vetor aleatério com densidade conjunta dada
por fxy(z,y) = 1 1(x) 1 (y), Z =min{X,Y} e W = max{X,Y}, entdo:

1
E[ZW] =E[XY] = / / xydxdy—z

EZ = /[/ ydy+/ xdy} / = t+r—1?) dx:%
EW:/O [/ :rdy+/ ydy} / %—%)dng

Logo, Cov(Z,W) =E[ZW] - EZ -EW = &

Lo 1
/{/ dey—i—/x:chy}dx—/o (§+x2—x3)dx:6

VZ =EZ% - (EZ)? =

Continuando,
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1

T 18

A 1 1
A2 W) = Cov(Z,W) /36 1 A\

A(Z)o(W) ~ JIJISVi/Is 2

Ja sabiamos que o coeficiente de correlagao é invariante pela padronizagao

VYW = ...exercicio- - -

das variaveis. O 1ltimo item da proposi¢do acima nos diz algo mais forte. O
valor absoluto do coeficiente de correlagao p(X,Y') é preservado por quaisquer
transformagoes afins ndo-constantes que fagamos nas variaveis X e Y.

O coeficiente de correlagao é uma indicagdo do grau de dependéncia linear
entre as varidveis aleatérias X e Y. A proposicao a seguir d4 ainda mais
sentido a esta afirmacao.

Proposicao 6.18. Sejam X e Y waridveis aleatorias nao-degeneradas com
seqgundo momento finito. Entdo —1 < p(X,Y) < 1. Ademais, p(X,Y) = £1
se, e somente se, Y = +aX + b q.c. para algum a >0 e b € R.

Veremos a demonstracdo na préxima se¢ao, como corolario da Desigualdade
de Cauchy-Schwarz.

Correlagao e o método dos minimos quadrados

O leitor talvez se lembre dos laboratorios de ciéncias naturais, em que
escolhiam-se distintos valores z1,...,x, de uma determinada grandeza,
observavam-se valores correspondentes yi,...,¥y, de uma outra grandeza
que supostamente depende da primeira, e tentava-se tracar a reta y = ax + b
que melhor se aproximasse dos n pontos (z1,¥y), - . ., (Zn, Yn) no plano, como
ilustrado na Figura 6.1. O critério mais comum para dizer que uma reta
y = ax + b se aproxime desses pontos mais que outras é o de minimizar o
erro quadratico médio, dado por % > (az; +b— yj)2.

Usando notacgao z; = % >_; %j» queremos minimizar g(a,b) = (az; + b — y;)*.

O ponto que minimiza ¢ satisfaz Vg = 0, ou seja, % = % = 0.
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Calculando as derivadas parciais, obtemos

2g(a,b) = 2x(az; + b — y;) = 2a2? + 2bT; — 2757,
2 0(a,b) = 2az; T B g; = 2a75 + 2b— 27
Resolvendo o sistema linear a—g = ig — 0, obtemos
o= TG T g a7
7} -7

Agora considere o experimento aleatdrio que consiste em selecionar um desses
n pontos ao acaso, ou seja, assuma que (X,Y) é um vetor aleatério que
assume os valores (x1,y1), ..., (Zn, yn) com probabilidade % cada. Neste caso,

a solucao acima pode ser escrita como

~ Cov(X,Y)
VX

o(Y)
o(X)

a =p(X,Y) b=EY —aEX.
Ou seja, se padronizamos tanto X quanto Y, a reta passara pela origem e

sua inclinagdo serd justamente o coeficiente de correlagéo.

X

Figura 6.1. Uma colegao de 20 pontos e a reta que minimiza a soma dos quadrados
dos comprimentos dos segmentos tracejados.
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Ademais, o problema original pode ser reescrito como: encontre a e b tal que
E(aX +b—Y)?

seja o menor possivel. Ou seja, de todas as varidveis aleatérias Y que podem
ser expressas como Y = aX + b para algum a e algum b, encontramos aquela
que minimiza E(Y — Y)2.

6.3 Desigualdades basicas

Nesta se¢do, provaremos uma série de desigualdades de fundamental
importancia. Todas elas se referem a estimativas para probabilidades de
eventos ou esperanga de varidveis aleatérias.

O primeiro teorema é emblematico, a simplicidade de sua prova contrasta
com sua enorme aplicabilidade, como veremos ao longo deste livro. Repare
que comecamos a utilizar esperanca e momentos para estimar probabilidades.

Teorema 6.19 (Desigualdade de Markov). Sejam X uma varidvel aleatdria,

A>0et>0. Entao
E X[
A\

P(X]>A) <

Demonstragio. Como |X|* = A - 1y xisaey, segue que E[ X[ > X - P(|X]" >
A). Portanto, P(|X| > A) = P(|X|' > At) < ZX 0

Teorema 6.20 (Desigualdade de Tchebyshev). Seja X uma varidvel aleatoria

integrdvel e seja A > 0 uma constante. Entdo

VX

P(X ~EX|>)) < -5

Demonstragdo. Aplicamos a Desigualdade de Markov a X — EX com t = 2:

E[(X —EX)?] VX
P(|IX —EX| > \) < v =S 0
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Ezemplo 6.21. Estimar a probabilidade de uma varidvel aleatéria X nao
diferir de sua média p por mais que duas vezes o valor do seu desvio-padrao
0. Usando a Desigualdade de Tchebyshev,

P(p—20 <X <p+20)=1-P(|X —EX| > 20)
2

VX o 3
Sl -T2 A
(20)? 402 4

Teorema 6.22 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se X e Y tém segundo
momento finito, entdo XY € integravel e

E[XY] < VEX2 VEYZ.
Ainda, se E[XY] = VEX2VEY?2, entao existe ¢ >0 tal que P(Y = ¢X) =1,

ou entdo P(X =0) = 1.

Demonstragio. Primeiro veja que XY é integravel porque | XY | < X2 + Y2
Sejam a = VEX2e b= VEY2 Sea=0oub =0, o teorema vale trivialmente.
Assumimos entdo que 0 < a < 0o e 0 < b < co. Observamos que

X v)? X2 Xy y? 2E[XY]
OSE(Z—2) =E[S 22 4 =) =9 22200
(a b) <a2 ab +b2> ab

donde
E[XY] < ab= VEX2VEY?2.

2
Se E[XY] = ab, vale a igualdade na equagdo acima, donde E(% - %) =0,
logo P(X — ¥ = 0) =1 e portanto P(Y = ¢X) = 1 com ¢ = .

Munidos dessa desigualdade, podemos finalmente provar a Proposicao 6.18.

Demonstracio da Proposicio 6.18. Sejam X e Y as padronizacoes de X e
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Y, respectivamente. Entao,
p(X,Y)=Cov(X,Y)=E[XY] < VEX2VEY2 =1,

onde a tultima desigualdade é a Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Suponha
que p(X,Y) = 1. Neste caso, vale a igualdade na equagao acima. Pela
reciproca da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, X =0q.c. ouY =cX q.c.
com ¢ > 0. Por outro lado, como VX = VY = 1, segue que ¥ = X q.c.
e, portanto, Y = aX + b q.c. com algum a > 0 e b € R. Reciprocamente,
se Y =aX +bqc comalgum a > 0eb € R, entdo Y = X q.c., donde
p(X,Y) = 1. Repetindo-se 0 mesmo argumento com —X no lugar de X,
obtemos que p(X,Y) > —1 valendo a igualdade se, e somente se, Y = aX +b
g.c. com algum a < 0e b e R. ([

Ezemplo 6.23. Sejam X = 14 e Y = 1p variaveis aleatorias de Bernoulli
com pardmetro p, onde A e B sdo eventos independentes. Entéo,

E[XY] = E[1alp] = E[lanp] = P(AN B) = P(A)P(B) = p*.

Por outro lado,

VEX2VEY? = VEX VEY = p.

Como p? < p, a Desigualdade de Cauchy-Schwarz é satisfeita, valendo a
igualdade nos casos extremos p=0e p = 1. A

As desigualdades a seguir cotam as probabilidades de uma varédvel aleatoria
ser grande ou pequena em funcgao dos seus dois primeiros momentos. Elas
sdo também conhecidas como método do primeiro e segundo momentos.

Teorema 6.24. Seja N uma varidvel aleatoria assumindo valores inteiros e
nao-negativos. Entao,
P(N > 0) < EN.

Demonstragao. Como {N > 0} = {N > 1}, aplicando a Desigualdade de
Markov, obtemos P(N > 0) =P(N > 1) < EN. O
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Teorema 6.25 (Desigualdade de Paley-Zygmund). Seja X wuma varidvel
aleatéria ndo-negativa com sequndo momento finito. Para todo 0 < a < 1
vale

2 (EX)®
EX?

P(X >aEX) > (1 —a)

Demonstracao. Basta escrever
EX =E|[X - Ix<arx)] +E|[X - Ixs0mx)] SOEX +E[X  Iixsqmn)).

Aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz ao ltimo termo, obtemos

1

EX <oEX + (EX? E[1}y..5x)])*.

Logo,

N

(1-a)EX < (EX?-P(X > aEX)).

O que conclui a prova do teorema. O

O caso especial a = 0 ja é extremamente interessante, pois d4 uma cota para
que a variavel aleatéria assuma valores ndo-nulos a partir da estimativa de
seu segundo momento em termos do quadrado do seu primeiro momento.

Terminamos esta se¢do com uma desigualdade muito ttil que diz respeito a
fungdes convexas. Dado um intervalo aberto I C R, dizemos que g : I — R é

uma fungao convera se

g(az + by) < ag(z) + bg(y)

para quaisquer z,y € I e a,b € [0,1] com a + b = 1. Essa condi¢ao de
convexidade pode ser reescrita do seguinte maneira: para todos z < z < y
em I, vale
9(2) —9(x) _ 9(y) —9(2)
< .
z—x y—z

(6.26)

Podemos obter outras caracterizacdes de convexidade explorando a possivel
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diferenciabilidade de g. Se ¢’ existe e é nao-decrescente em todo I, entao
pelo Teorema do Valor Médio g satisfaz (6.26) e portanto é convexa. Em
particular, se ¢” existe e é nao-negativa em todo I, entdao g é convexa. Sao
convexas em R as fungdes g(z) = x, g(x) = €* e g(z) = |z|P com p > 1. Séo
convexas em (0, +00) as funcdes g(z) = 271, g(z) = —v/z e g(z) = —log z.

Teorema 6.27 (Desigualdade de Jensen). Seja I C R um intervalo aberto,
g : I — R uma funcio convexa, e X uma varidvel aleatdria integravel

assumindo valores em 1. Entao E[g(x)] estd definida e

E[g(X)] = g(EX).
Observamos que o teorema acima nao exclui a possibilidade de E[g(z)] = +o0.

Demonstragao. A prova é ilustrada na Figura 6.2. Preliminarmente,
afirmamos que, para cada z € [ fixo, existe ¢ € R tal que

g(w) = g(2) + c(w — 2)

para todo w € I (caso g seja diferencidvel, podemos tomar ¢ = ¢’(z) e estamos
falando que o grafico de g estd acima de suas retas tangentes). Com efeito,
considerando os possiveis valores dos lados esquerdo e direito de (6.26) e

ve

EX

Figura 6.2. Prova da desigualdade de Jensen.
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(2)-g(@)

usando o Teorema A.1, obtemos c € R tal que £ pom < 9W=9()

c< T

para
todo x < z e todo y > z, provando a afirmacao.

Finalmente, tomando z = EX e usando X no lugar de w, obtemos
E[g(X)] = E[g(EX) + ¢(X —EX)] = g(EX) + cEX — ¢EX = g(EX),

o que conclui a demonstragao. O

Vejamos alguns exemplos comuns de uso da Desigualdade de Jensen.

Ezxemplo 6.28. Se X é integravel e p > 1, entao
E|X[P > (E|X|)? > [EX[? e E[e¥]> 5.
Se X é integravel e positiva, entao
El+]> g% e E[logX]<log(EX).

Com efeito, a primeira desigualdade é obtida usando-se a desigualdade de
Jensen com |X| no lugar de X e g(z) = |z[P, a segunda usa g(z) = |z|, e as
outras sao imediatas da Desigualdade de Jensen. A

O préximo teorema é uma importante aplicagdo da Desigualdade de Jensen.

Teorema 6.29 (Desigualdade de Lyapunov). Seja X uma varidvel aleatdria
e 0 < q<p. Entdo
1 1
(E[X]1) < (BIX[7)7.

Demonstragio. Se E|X|P = 400 a desigualdade vale trivialmente. Suponha
que E| X [P < co. Como |z|? < 1+ |z|P, segue que | X |7 é integravel.

Observando que a funcio g(x) = |z|P/9 é convexa, temos pela Desigualdade de
Jensen que (E|X|P) = E[(|X|9)P/9] > (E|X|9)P/9. Elevando todos os termos a
1/p, obtemos a desigualdade desejada. O
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6.4 Exercicios

§6.1

1. Calcule VX, onde:
(a) X ~ Geom(\).
(b) X ~ Poisson(\).
(c) X ~ Exp()).

(d) X ~ Laplace(a,b).

2. Sejam X ~ U[0,3] e Y = max{X, 1}, calcule VY.

3. Sejam X ~U[0,27], Y =sen X e Z = cos X varidveis aleatérias. Calcule
Cov(Y, Z). As varidveis Y e Z sao independentes?

4. Sejam X uma varidvel aleatéria e a < b tais que P(a < X <b) = 1.

(a) Mostre que VX < (EX — a)(b — EX).
(b) Mostre que vale a igualdade na desigualdade acima se, e somente se,
P(X =a)+P(X =b) =1.

Sugestao: Faga primeiro supondo que a =0e b = 1.

5. Mostre que, se X é integravel, entdo o minimo de E(X — ¢)? é atingido
quando ¢ = EX.

6. Dizemos que o nimero real m é uma mediana para a variavel aleatoria X,

se P(X >m) > % e P(X <m) > . Mostre que, se m uma mediana de X,

entdo o minimo de E|X — ¢| é atingido quando ¢ = m.
7. Seja X uma varidvel aleatéria discreta com funcao de probabilidade

nA"e 2

px(n) = VI n=0,1,2,3,...

Calcule VX. Dica: Desenvolver (n —1)(n —2+1)+2(n—1) 4+ 1.
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8. Seja X uma varidvel aleatéria absolutamente continua com fungao
densidade dada por

2 ST \2 B
fX(aj‘) :{ Tr2 r ({L‘ a) y se xr € [a T,(Z+T]

0, sex¢fa—r,a+r].
onde r e a sdo numeros reais com r > 0.
(a) Calcule EX e VX.

(b) Deduza uma férmula para o k-ésimo momento central de X.

9. Seja (X,Y) um vetor aleatério com distribui¢do uniforme no circulo
unitério C' = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1}, isto é, com densidade conjunta
fxy(z,y) = 21c(z,y). Calcule Cov(X,Y).

10. Sejam X e Y variaveis aleatorias independentes com quarto momento
finito. Mostre que

E(X+Y -EX+Y])' =E(X —EX)* +E(Y —EY)*+6-VX - VY.
11. Sejam X e Y varidveis aleatérias independentes, ambas com distribuigao
Bernoulli(})

(a) Mostre que X +Y e |X — Y| sdo nao-correlacionadas.
(b) Elas sao independentes?
§6.2

12. Sejam X, ..., X, varidveis aleatorias i.i.d. ndo degeneradas com segundo
momento finito. Calcule p(X; + -+ + X, X1).

13. Sejam X e Y varidveis aleatérias i.i.d.

(a) Calcule p(X,2X) e p(X, X +Y).
(b) Saberia explicar, sem fazer o calculo do item anterior, por qué os valores
de p(X,2X) e p(X, X +Y) sao iguais ou diferentes?

14. Sejam X e Y varidveis aleatérias i.i.d. com distribuicao U|0,1], Z =
min{X,Y} e W = max{X,Y}. Calcule p(Z, W).
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§6.3

15. Prove que E|X| < VEX? sem usar as desigualdades de Jensen e
Lyapunov.

16. Suponha que X seja uma variavel aleatéria tal que EX = 10, P(X <
7) =4 eP(X >13) = 3. Prove que VX > §.

17. Considere uma sequéncia de varidveis aleatérias X1, Xo, X3,... i.i.d.
com distribui¢do Bernoulli(p). Encontre um ntmero n para o qual a média
observada, dada por

n
Xn(w) == > Xj(w),
j=1
nao difira da média p por mais de 0,01, com probabilidade minima de 0,95.

18. Suponha que X seja uma varidvel aleatéria tal que P(X > 0) = 1 e
P(X > 10) = 1. Mostre que EX > 2.

19. Se X > 0 q.c., prove que
VX VX
<

= < — .
PX =0 < gxe < (EX)?

20. Sejam X e Y variaveis aleatérias com EX = EY =0, VX =VY =1e
p=Cov(X,Y).

(a) Mostre que E[max{X? Y2}] <1+ /1 p2.

(b) (Tchebyshev bi-dimensional). Conclua que, para todo & > 0,

1++/1—p2
P(X|>eou Y| >e) < %.

21. Sejam X e Y varidveis aleatérias. Prove que [Fx y(z,v)]*> < Fx(z)Fy (y)
para todos x,y € R.



Capitulo 7

Convergéncia de Variaveis
Aleatoérias

Considere uma sequéncia de varidveis aleatorias X1, X2, X3,.... Em iniimeras
situagoes tedricas e praticas, uma pergunta natural é qual o comportamento
de longo prazo da sequéncia (X,,),. Dito de outra forma: como se comporta
X, quando n é suficientemente grande?

Tratando-se de varidveis aleatérias, o conceito de convergéncia é uma
generalizacdo do conceito de convergéncia para ntimeros reais. Entretanto,
existem varias formas de se fazer essa generalizacéo, e cada forma é a mais
natural em determinado contexto. No caso de varidveis aleatérias degeneradas,
todas as defini¢Oes serdo equivalentes a convergéncia de ntimeros reais.

7.1 Modos de convergéncia

Sejam X e (X,)nen varidveis aleatérias definidas num mesmo espago de
probabilidade (2, F,P).

Defini¢ao 7.1 (Convergéncia em probabilidade). Dizemos que X,, converge

213
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em probabilidade para X, denotado por X, E X, se para todo € > 0
P{we Q: X, (w) — X(w)| > ¢e}) = 0 quando n — oo.

Ezxemplo 7.2. Sejam Xy, Xs,... varidveis aleatorias independentes, tais que
X, ~ Bernoulli(2). Temos para ¢ < 1 que

P(IX, -0/ >¢) =P(X,=1)=1 >0,

e portanto X, Eo. A

Ezxemplo 7.3. Sejam X1, Xo,... varidveis aleatorias independentes, identica-
mente distribuidas com distribuigdo Exp(1) e tome

Xn
n = .
logn
Entao
]P’(]lgé"n -0| > 5) =P(X, >elogn) =n"° =0,
X P
para todo € > 0, portanto =2 — 0. A

logn
Exemplo 7.4 (Onda dancante). Sejam U ~ U(0,1] e (I x)nx & sequéncia de
intervalos dada por I, = (2%, %], neN, k=0,...,2" — 1. Definimos as
varidveis aleatérias X, . = 11, , (U), que assemelham-se a uma onda dangante
(veja Figura 7.1) A medida que n cresce, os intervalos I, \; vao se tornando

mais estreitos, de modo que dado qualquer 0 < e < 1,
P(|Xnk| =€) =PU € I,, ;) =27" — 0 quando n — .

Podemos ordenar os pares da forma (n,k) sequencialmente da seguinte
maneira. Para todo j € N, existe um tnico par (n(j),k(j)) tal que j =
2"~ + k. Tomamos Y; = Xn(j),k(j>' Assim, Y; 50 quando j — oo. A

No exemplo acima, para todo w € 2 fixado, U(w) € I,, ;, para infinitos valores
de indices (n, k). Com efeito, para cada n € N existird um tnico valor de
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k€ {0,...,2" — 1} tal que U(w) € I, ;. Ou seja, {w e Q:Yj(w) =0} =10
apesar de que Y; 5 0. Isto é, a convergéncia em probabilidade tem suas
debilidades, o que nos motiva a fazer a proxima definicao.

Defini¢ao 7.5 (Convergéncia quase certa). Dizemos que X,, converge quase
certamente para X, denotado por X, € x , se

P({w € Q: X, (w) = X(w) quando n — co}) = 1.

A convergéncia quase certa é uma convergéncia pontual num conjunto de
probabilidade 1, ou seja, X,,(w) — X (w) para todo w, exceto em um conjunto
de probabilidade nula. Por outro lado, convergéncia em probabilidade ndo diz
respeito a convergéncia pontual. Ela apenas afirma que, para valores grandes
de n, as varidveis X,, e X sdo aproximadamente iguais com probabilidade
muito alta, conforme ilustrado no Exemplo 7.4.

Ezemplo 7.6. Sejam U ~ U[0, 1] e (X,)n a sequéncia de varidveis aleatorias
dada por X,, = U + U™. Afirmamos que X,, =5 U. Com efeito,

P(X, = U)=PU" - 0)=PU €[0,1)) = 1

q.c.
e, portanto, X,, = U. A

A A A
.—,XO-O ,_,Xl.o 9_,X1A1

] ] ] ]

I /\/~' I — I I

| | IR

I I I I L

ol
[

X, X,
K’ 2,0 2,3
] ] ] ] ]
| — | | | |
| | | IR
I I I I I °
L L > .
w 1 w 3 w 1w
4 4

oo

1
2

ST

Figura 7.1. Primeiros elementos do contra-exemplo da “onda dancante”.
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Definig¢ao 7.7 (Convergéncia em £P). Dado p > 1, dizemos que X,, converge

para X em LP, que denotamos por X, £ X, se E|X,|P < oo para todo n e
lim E|X,, — X|P =0.
n—oo

Exemplo 7.8 (Da volta a onda dancante). Seja (X, ;) a onda dancante
definida no Exemplo 7.4, definimos a “onda dangante crescente” (ka), onde
ka — on/ 2Xn7k, e definimos f/J como a correspondente sequéncia, segundo
o mesmo ordenamento feito no Exemplo 7.4. Podemos observar que no caso
p =1, vale

E|X, x| = 272 — 0 quando n — oo,

~ 1
logo Y £0 quando j — oo. Por outro lado, no caso p = 2, vale
ElX,.? =140,

portanto }7] nao converge para 0 em £2 quando j — oo. A

Proposicao 7.9. Se X, ' para algum p > 1, entdo EX,, — EX.

Demonstragdo. Pela Desigualdade de Lyapunov,
[EX, — EX| < E|X, — X| < (B|X, — X|)7 — 0. O

Defini¢ao 7.10 (Convergéncia em distribui¢do). Sejam (X,,), e X varidveis

aleatérias, (Fx, )n>1 € Fx suas respectivas fungoes de distribui¢do. Dizemos

que (Xp)n>1 converge para X em distribui¢do, denotado por X, 4 X, se
lim Fy,(z) = Fx(z),

n—oo

para todo x € R ponto de continuidade da fungao Fly.

Ezxzemplo 7.11. Seja (X,), uma sequéncia de varidveis aleatérias com X, ~
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Geom(py,), neste caso

0, se x < 0,

Fx (x) =
% () 1—(1—p)®, sex>0

Além disso, assuma que np, — A > 0, quando n — oo. Mostraremos que a
Xn
n
de pardmetro \. Para todos x € [0,00) e n > 1, nés podemos escrever

sequéncia (22), converge em distribuicdo para uma distribuigao exponencial

Fx, (z) =P(X,, <nzx) =P(X, < |nz]) =

nT Pn \nx Pn\|nz|—nz
=1-(1-py)t le_(l_T) (1—7)L J=ne,

Agora, observando que

n n

(1 _ ﬂ)nw N e—)mc e (1 - ﬂ)Lm&j—nx -1,
n n

obtemos que Fx, (z) — 1 — e quando n — oo para todo z € R. Como ji

sabemos, o limite acima é a fungao de distribuicdo de uma varidvel exponencial

de parametro . A

Ezemplo 7.12. Seja X,, = % paran > 1e X = 0. Entao X, 4 X, embora
lim;, 00 F,(0) = 0 # 1 = F(0). Mas como 0 nao é ponto de continuidade de
F', isto nao é problema. A

No exemplo acima, temos varidveis aleatorias degeneradas que assumem
os valores % e 0. Qualquer critério de convergéncia minimamente razodvel
deveria incluir esse caso. Por isso, ndo poderfamos pedir que Fx,, (z) — Fx(x)
nos pontos de descontinuidade de F'x.

Gostariamos de ressaltar que, na convergéncia em distribuicdo, néo é
necessario que as variaveis aleatérias (X,,), e X estejam definidas no mesmo
espaco de probabilidade, pois essa nocao de convergéncia leva em conta
apenas as suas respectivas fungoes de distribuicao.

Vejamos agora um critério para a convergéncia em distribuigdo de varidveis
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aleatérias assumindo valores em Ny.

Proposicao 7.13. Sejam (X,), e X varidveis aleatdrias tomando valores
em Ny. Entio X, 4 x se, e somente se, px, (k) — px (k) para todo k € Ny.

Demonstragiao. Observemos que Fx, () = Z,EQCZJO px, (k) e Fx(z) =
Z,Egopx(k) para todo x € R. Supondo que px, (k) — px(k) para todo
k € Ny, isso nos da F,(x) — F(x) para todo = € R e, portanto, X, 4 x.

Reciprocamente, suponha que X, 4 xe seja k € Ng. Como k:l:% sdo pontos
de continuidade de F'x,

px, (k) = Fx,(k+3) — Fx,(k— %) = Fx(k+3) — Fx(k — 3) = px (k)

quando n — oo, concluindo a prova. [l

Ezemplo 7.14. Sejam (X,,), e X varidveis aleatérias com X ~ Poisson(\)
e X,, ~ Binom(n, %) Conforme vimos na Segao 3.2, px, (k) — px (k) para
todo k € Ny. Logo, pela Proposigao 7.13, X, 4 x. A

Finalizamos esta secdo discutindo a unicidade dos limites de sequéncias de
variaveis aleatérias. Se X, dye Xn 47 ,entdo Y ~ Z, veremos a prova
na Secao 7.4. Se X,, =+ Y e X,, = Z quase certamente, em probabilidade ou
em LP, entdo Y = Z quase certamente, deixamos a prova como exercicio.

7.2 Lema de Borel-Cantelli

Para estudarmos a convergéncia de varidveis aleatérias, na “maioria” ou em
“quase todos” os pontos w € §2, precisaremos definir certos eventos que nos
permitirdo representar a convergéncia X,, — X de modo mais tratavel.

Definic¢ao 7.15 (Limite superior de uma sequéncia de conjuntos). Seja (Ay,)n
uma sequéncia de subconjuntos de 2. Definimos o evento limsup,, .., 4y,
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também denotado por A, infinitas vezes, ou simplesmente A, i.v. como

limsup A4, = ﬂ U Ag.

n—ro0 n=1k=n

Em palavras, o evento definido acima é o conjunto de todos w tais que, para
todo n € N existe k > n para o qual w € Ay, isto é, w € A, para infinitos
eventos da sequéncia (Ay),, dai a nomenclatura A,, infinitas vezes.

Vejamos como a noc¢do de uma sequéncia de eventos ocorrer infinitas vezes se
relaciona com a convergéncia de varidveis aleatorias. Relembremos que uma
sequéncia de nimeros reais (x,), converge para o numero real = se, para
todo € > 0, temos que |z, — z| < € para todo n suficientemente grande, ou
de modo equivalente |x,, — x| < £ para todo n, exceto para uma quantidade
finita de valores de n. Portanto, =, /~ z se, e somente se, existe ¢ > 0 tal
que |z, — x| > ¢ para infinitos valores do indice n.

Proposigao 7.16. Seja (X,,), uma sequéncia de varidveis aleatérias. Entdo
X, ¥ x se, e somente se, para todo € > 0,

P(| X, — X| > ¢ infinitas vezes) = 0.

Demonstragdo. Observemos inicialmente a seguinte igualdade de eventos
{X, A X}={FkeN/|X, - X| > % iv.} = Ugen{|Xn — X| > % iv.}.

Portanto, dada a definicdo de convergéncia quase certa, dizer que X, X
é equivalente a afirmar que P(Upen{| X, — X| > £ i.v.}) = 0, 0 que por sua

vez é equivalente a dizer que P(|X,, — X| > % i.v.) = 0 para todo k € N.

Dado qualquer € > 0, sempre existe k£ € N tal que € > % Sendo assim, as
afirmacoes P(|X,,— X| > + i.v.) = 0 paratodo k € Ne P(|X,,—X| > ¢ iv.) =
0 para todo € > 0 sdo equivalentes, o que completa esta demonstracao. [

Uma pergunta que surge naturalmente a partir da proposi¢do acima é: como
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estimar a probabilidade de uma sequéncia de eventos ocorrer infinitas vezes?
O Lema de Borel-Cantelli, que enunciaremos a seguir, fornece respostas
precisas para esta pergunta.

Teorema 7.17 (Lema de Borel-Cantelli). Sejam (Q,F,P) um espago de
probabilidade e (Ay), uma sequéncia de eventos.
(a) Se >0 P(A,) < oo, entdo P(A, iv.) =0.
(b) Se > 021 P(A,) = +00 e os eventos (Ap)n sdo independentes, entdio
P(4, iv.) =1.

Demonstragio. Para a primeira parte, observe inicialmente que (U2, Ax) |
{4, i.v.}. Portanto,

P({An iv.}) = (ﬂ UAk>

n=1k=n

HI;H;OP< U Ak)

k=n

< lim. ’; P(Ag) = 0.

O tltimo limite é zero devido & convergéncia da série > o2 P(A4,,).

Para a segunda parte, consideremos o evento {4, i.v.}°. Pela Lei de
De Morgan,

I
n=1k=n n=1k=n

Observe inicialmente que (N2, Af) T {4, i.v.}¢, logo

P({A, i.v.}©) <U ﬂAk>_hm P(ﬂAC>

n=1k=n

= i P 1 25) = iyt 10 - )

k;:n k:n
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m
< lim lim e PN = Jim  lim e 2oken PR — 0,
n—o0 Mm—oo n—oo m—oo
k=n
onde a quarta igualdade é devida & independéncia de (A;),, € por conseguinte
de (AS)n, a cota superior segue da desigualdade 1 —x < e~ para todo z € R

e a igualdade final segue da hipdtese Y o2 P(4,) = +oo. O

Corolario 7.18 (Lei 0-1 de Borel). Se (A,)n € uma sequéncia de eventos
independentes, entao P({Ay, i.v.}) =0 ou 1.

Observagdo 7.19. A hipdtese de independéncia é crucial na segunda parte do
Lema de Borel-Cantelli. Com efeito, seja A um evento qualquer com P(A) €
(0,1) e defina A,, = A para cada n € N. Neste caso, > o> P(A4,) =+ e
P(A, iv.) =P(4) < 1. A

Exemplo 7.20. Renato comega com um baralho comum (52 cartas), ele retira
de modo equiprovavel uma carta do baralho, observa sua face, repoe a
carta retirada e acrescenta mais outra carta com um coringa na face. Tal
procedimento é repetido indefinidamente: embaralham-se as cartas, uma
carta é retirada, sua face é observada, esta retorna ao baralho juntamente
com um coringa. De modo que o baralho passa a ter uma carta a mais a cada
rodada. Sejam (Ay)n>1 € (Bpn)n>2, sequéncias de eventos definidos como

A,, = {Renato tira o 4& na n-ésima rodada} e B,, = A, N A;,_1;

e P(B,) = =r—vsr—. Pelo Lema de Borel-

observe que P(A,) = (50+n)(51+n)

Cantelli,

_1
51+n
P(A,iv.)=1 e P(B,iv.)=0

Isto é, apesar de Renato retirar o 4é infinitas vezes com probabilidade
um, ele ird retird-lo duas vezes consecutivas no maximo finitas vezes com
probabilidade um. Observe que foi necessario que os eventos (Ay), fossem
independentes, embora os eventos (B, ), nao possuam tal propriedade. A

O uso mais frequente que faremos do Lema de Borel-Cantelli serd para obter
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a convergéncia quase certa. Se conseguirmos mostrar que

o0
S P(IXy—X|2e) <o
n=1

para todo € > 0, podemos concluir, pela Proposicao 7.16, que X, 1€ X.

Ezemplo 7.21. Sejam (2, F,P) um espago de probabilidade e (X,,), uma
sequéncia de varidveis aleatdrias i.i.d, com distribuigdo uniforme em [0, 1].
Defina a sequéncia de variaveis aleatoérias (Y,), como

Y, =min{X;,..., X}, n> 1.
Mostraremos que Y, 4% 0. Para todos n € Ne € € (0,1) temos
P(|Y,| >e) =P(X1 >¢,..., X, >¢)
= ﬁ P(Xy > ¢)
k=1

= P(Xl > E)n
= (1 _€)n7

onde as quatro igualdades acima seguem da defini¢do de Y, e do fato de que
as (Xp)n s@o independentes e identicamente distribuidas com distribuigao
U[0,1]. Somando as probabilidades,

SP(Ya|ze) =) (1—¢)" < oo
n=1 n=1

Logo, para cada ¢ € (0, 1), segue do Lema de Borel-Cantelli que
P{|Y,| > ¢eiv.}) =0,

e consequentemente Y, 1€ 0 devido A Proposicao 7.16. A

Ezemplo 7.22. Sejam (ay)n e (pn)n Sequéncias tais que a, T 00, p, | 0 e
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> Pn = 00, e seja (X,,), uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes,
distribuidas como

P(X,=ay,)=p, ¢ PX,=0=1-—p,, n=>1

Pelo Lema de Borel-Cantelli, P(X,, — 0) = 0, o que contrasta com o fato de
que X, 5o quando n — oo. A

Como ja vimos anteriormente, devemos ser sempre cautelosos ao utilizar a
segunda parte do Lema de Borel-Cantelli. A hipétese de independéncia deve
sempre ser verificada, conforme ilustrado no proximo exemplo.

Ezemplo 7.23. Sejam U e (X,,), varidveis aleatérias definidas como U ~
ujo,1] e X, = ]1{U<%} para n > 1. Observe que X,, ©5 0, pois P(X, —
0) =P(U € (0,1]) = 1. Entretanto, como P(X, =1) =1 e 3-2° 1 diverge,
poderiamos ser tentados a utilizar a segunda parte do Lema de Borel-Cantelli
como no exemplo anterior e concluir que P(X,, — 0) = 0, o que obviamente
nao é verdadeiro. Defina os eventos A4,, = {X,, = 1} para todo n. Observe
que os eventos (A, ), nio sao independentes, logo ndo podemos utilizar a
segunda parte do Lema de Borel-Cantelli. A

Pela segunda parte do Lema de Borel-Cantelli, quando os eventos (Ay),
sao independentes, P(A,, i.v.) = 0 implica >, P(A,) < co. Na auséncia de
independéncia isso pode ser falso, mas ainda vale que P(4,) — 0.

Proposigao 7.24. Se P(A,, i.v.) =0 entao P(A,) — 0 quando n — oo.

Demonstragao. Tome B,, = Uy Ag. Assim, B, | {4, i.v.} quando n — oc.
Como By, O A,, vale que P(4,,) < P(B,) — P(4, i.v.) =0. O

7.3 Relacoes entre os modos de convergéncia

Veremos nesta secdo que alguns dos modos de convergéncia, definidos na
Sec¢do 7.1, sdo mais fortes que outros. Mostraremos todas as implicagoes
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possiveis e ilustraremos com exemplos quando um determinado modo de
convergéncia nao implica algum outro.

Proposicao 7.25 (q.c. = P). Se X, € X, entdo X, £ x.
Demonstragdo. Para qualquer € > 0, pela Proposicao 7.16,

P(|X, — X|>eiv.)=0.
Pela Proposicao 7.24 segue que P(|X,, — X| > €) — 0, ou seja, X, 5x. O

Contra-exemplo 7.26 (LP # q.c.). No Exemplo 7.3,

IP)(lgf;n > ¢ infinitas vezes) = 1

X, 9¢
ogn 0. A

para 0 < £ < 1. Portanto ndo vale que
Proposicao 7.27 (LP = P). Se X, £x para algum p > 1, entdo X, 5 X

Demonstragdo. Pela desigualdade de Markov,

E|X, — X
<=2l L

P(X, — X| > ) < T 0
Proposicao 7.28 (L1= LP). Seq=p>1eX, = X, entdo X, ='s
Demonstragdo. Pela Desigualdade de Lyapunov,
1 1
(E[X, - X[")" < (B[X, - X|")" =0
¢ B[ X, [P < (B[ Xn|1)P/9 < oo, 0

Contra-exemplo 7.29 (q.c. # LP). Suponha que P(X,, = n?) = % =1
P(X, = 0). Entao para ¢ > 0 temos P(X,, > ¢) < #, portanto X,, &5 0.
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1
Entretanto, EX,, = n, logo ndo podemos ter X, £ 0, e pela proposigao
acima nao podemos ter convergéncia em LP para nenhum p > 1. A

Contra-exemplo 7.30 (LP # q.c.). No Exemplo 7.2,

E|X, — 0P =EXP =P(X, =1)= - — 0,

1
n
portanto X, 0 para todo p. No entanto,

P(X,, = 1 infinitas vezes) = 1

pelo Lema de Borel-Cantelli. Portanto, nao vale X, 0. A

Exemplo 7.31 (q.c. # LY). Sejam U ~ U[0,1] e X,, = nlyc1y. Entdo
X, — 0 g.c., embora X,, ndo convirja a 0 em £!, pois E|X,,| = 1. A

Os Exemplos 7.8 e 7.31 ilustram que convergéncia q.c. nao implica
convergéncia em LP e nem convergéncia em LP implica convergéncia q.c.
Observando as Proposigoes 7.25 e 7.27, convergéncia em probabilidade nao
implica convergéncia q.c. ou LP.

Proposicao 7.32 (Convergéncia por subsequéncias). Se X, B X entio
existe uma subsequéncia ny — oo tal que Xy, 1€ x.

Demonstragio. Como P(|X,, — X| > ¢) — 0 para todo € > 0, podemos tomar
ny > 0 tal que P(|X,,, — X| > 1) < 5. Novamente, podemos tomar ny > ny
tal que P(|X,, — X| > 3) < 1. Sucessivamente, podemos tomar ny > nj_y

tal que P(| X, — X| > 1) < 5.

Vamos ver que essa sequéncia ny, satisfaz X, € x. Seja € > 0. Temos que
P(| Xy, — X| > ¢e) <P(|Xp, — X| > %) para todo k > ¢~ 1. Por outro lado,
S P(1Xn, — X| = 1) < 00, logo 3, P(| Xy, — X| > €) < 00. Pelo Lema de
Borel-Cantelli, X,,, — X 2£0, ou seja, X, 1€ x. O
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Teorema 7.33 (Teorema da Convergéncia Dominada em LP). Seja p > 1.
Se X, B X e emiste Y tal que EYP? < oo e |X,| <Y q¢.c. para todo n, entdo
X, 2 X,

Demonstragdo. Suponha inicialmente que X,,—X quase certamente. Entao
| X| <Y g e |X, — X|P < (| X, +|X])P < (2Y)P, que é integravel. Por
outro lado, como | X,, — X|P < 0, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,
E| X, — X[P—0.

Finalmente, suponhamos que X,, — X em probabilidade. Queremos
mostrar que a sequéncia numérica (E|X,, — X|P), converge para zero. Isto
é equivalente a dizer que qualquer subsequéncia tem uma subsubsequéncia
que converge a zero (Teorema A.7). Seja (X, )r uma subsequéncia de
(Xn)n. Como lim, X, = X em probabilidade, segue que lim; X,,, = X em
probabilidade, e podemos tomar Xnkj tal que lim; X”kj = X q.c. Aplicando
o caso anterior, obtemos lim; E[Xnkj — X|P =0, concluindo a prova. (I

Proposigao 7.34 (P = d). Se X, 5 X entio X, S X.

Demonstragdo. Seja x € R ponto de continuidade de Fx. Temos que mostrar
que Fx, (z) = Fx(x) quando n — oco. Seja € > 0. Tome § > 0 tal que

Fx(x)—E<Fx(x—5) < Fx(.CC) §Fx(x+5) < Fx(IL’)+E.

Como {X, <z} C{|X, - X| >0} U{X <z +d}e X, % X, temos, para
todo n suficientemente grande,

Fxn(a:) ng($+5)+E<Fx($)+2E.

Da mesma forma, como {X < z — 4} C {|X,, — X| > 0} U{X, <z} e

X B x , temos, para todo n suficientemente grande,

FXn(m) }Fx(l‘*é) *€>Fx(l‘)*26.
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Portanto, Fx, () — Fx(z), como queriamos demonstrar. O

A convergéncia em probabilidade implica a convergéncia em distribuicao,
mas a reciproca ¢ falsa. De fato a reciproca nem faz muito sentido ja que
convergéncia em distribuicdo nao necessita que as variaveis estejam definidas
no mesmo espaco de probabilidade.

Ezemplo 7.35 (d # P). Sejam X, (X,,), varidveis aleatérias i.i.d. com
distribuicdo normal padrao, todas definidas em um mesmo espago de
probabilidade. Observe que X, 4 x quando n — oo trivialmente. Por
outro lado, como X,, — X ~ N(0,2) para todo n € N,

P(|X, — X| > ¢e) =P(|N(0,2)] > €) >0, para todo & > 0.
Logo, (X,), ndo converge em probabilidade para X. A

Conforme vimos nos exemplos acima, em geral convergéncia quase certa nao
implica convergéncia em LP, e vice-versa, mas a implicacdo pode valer sob
condigoes particulares. O mesmo vale para a relagdo entre convergéncia em
distribuicdo e em probabilidade.

Proposigao 7.36. Seja (X,,)n uma sequéncia de varidveis aleatorias definidas

no mesmo espaco de probabilidade. Se X, 4 para ¢ € R constante, entao
P

X, —c.

q.c.

»
constante
subsequéncia .. 2

TP=d

caso dominado " :
o

LPTS —— P

Figura 7.2. Diagrama de implicagoes entre os tipos de convergéncia.
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Demonstragdo. Convergéncia em distribui¢do a uma variavel constante quer
dizer que lim, Fix,(t) = 0set < celim, Fx,(t) = 1set > c. Sejae > 0.
Veja que

P(|Xn —cl 2 €) SP(Xn <c—¢) +P(Xn > c+ )
=Fx,(c—¢)+1—Fx,(c+5) — 0 quando n — oo.

Como isso vale para todo € > 0, isso conclui a demonstracao. O

Completamos assim o diagrama de implicacoes da Figura 7.2.

7.4 Mais sobre a convergéncia em distribuicao

Nesta secao faremos um estudo mais profundo da convergéncia em distribuicao.
Os teoremas aqui contidos sdo de natureza mais técnica e serdo usados nas
Secoes 9.3, 9.4 e 10.3.

O lema abaixo nos fornece uma informacgao interessante sobre o conjunto dos
pontos de descontinuidade de fungées mondtonas, em particular vale para
fungoes de distribuicao.

Lema 7.37. O conjunto dos pontos de descontinuidade de qualquer fungao
mondtona f : I — R, onde I € um intervalo ndo-degenerado da reta, é
enumerdavel. Em particular, qualquer intervalo ndo-degenerado J C I contém
pontos onde f é continua.

Demonstragio. Tome uma sequéncia de intervalos fechados ([ag, bx]), tais
que [ag,bx] T I quando k — oco. Suponhamos que f seja nao-decrescente;
o caso nao-crescente é totalmente andlogo. Defina D = {x € R: f(z+) —
f(x—) > 0}, o conjunto dos pontos de descontinuidade de f, e D, =
{z € [ag,b] : f(z+) — f(z—) > 1} para todo n. Temos que #D, ) <
n(f(bg) — f(ax)), logo é finito. Como D = U2, U2, Dy, i, segue que D é
enumeravel, pois é unido enumeravel de conjuntos enumeraveis. Por outro
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lado, pelo Corolario A.12, intervalos ndo-degenerados ndo sdo enumeraveis,
portanto eles devem conter pontos de continuidade de f. O

Proposicao 7.38 (Unicidade do limite em distribui¢ao). O limite em
distribuicdo € unico, isto €, se X, 4 xe Xn LY entdo X ~ Y.

Demonstragdo. Sejam Fx e Fy as fungdes de distribuicdiode X e Y, Dx e Dy
seus respectivos pontos de descontinuidade. Por hipdtese, Fx, (z) — Fx(z)
e Fx, (z) = Fy(z) para todo z € (Dx U Dy)¢, logo Fx(z) = Fy(z), Vz €
(Dx U Dy)¢. Pelo Lema 7.37, Dx U Dy é enumeravel, logo para todo
t € Dx U Dy, existem z1,...,2p, -+ € (Dx U Dy)¢ tais que z, | t. Como
Fx e Fy sdo continuas a direita,

FX(t) = nh—>nc}o Fx(zn) = nh—>nc}o Fy(zn) = Fy(t).
Portanto Fx(z) = Fy(z), Vz € R. O

Conforme vimos na se¢ao anterior, a convergéncia em distribuicdo é a mais
fraca de todas, enquanto a convergéncia quase certa é uma das mais fortes.
Sendo assim, o préximo teorema é um tanto surpreendente, pois nos garante
que quando hé a convergéncia em distribuicdo de uma sequéncia de varidveis
aleatdrias para uma outra variavel limite, existem cépias com as mesmas
distribuicoes da sequéncia original e da varidvel limite para as quais a
convergéncia é quase certa.

Teorema 7.39 (Acoplamento de Skorokhod). Se X, 4 x , entdo existe um
espago de probabilidade (', F', ") onde estio definidas varidveis aleatdrias
Y e (Y,)n tais que Y, ~ X, para todon, Y ~ X, eY, <y,

Demonstra¢io. Usaremos a funcio quantil F~! definida na Secdo 3.1.3 como

F~l(u) = min{z € R: F(x) > u},
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que permite construir uma variavel aleatéria Y com a distribuicao desejada
F a partir de uma uniforme U, tomando-se Y = F~1(U). Para construir as
variaveis aleatorias como no enunciado do teorema, usaremos uma mesma
variavel aleatéria U para todas as Fl,, . Isto é, tomamos Y = F)zl(U) eY, =
F);i(U) Vamos mostrar que F)?i(u) — Fy'(u) para todo u € (0,1) ponto
de continuidade de F'y 1 Pelo Lema 7.37, os pontos de descontinuidade de
F)}l sao enumeraveis, logo F );i(U ) S F X L(U), concluindo a prova.

Seja u ponto de continuidade de Fi', e seja e > 0. Defina x = Fy'(u). Por
continuidade, existem v e w tais que 0 <v <u<w < lex—e < Fy'(v) <
z < Fy'(w) < x4 ¢. Pelo Lema 7.37, existem y e z pontos de continuidade
de Fx tais que z — ¢ < y < Fy'(v) < x < Fy'(w) < 2 < z + . Observe
que Fx(y) <v <u < w < Fx(z), onde na primeira e tltima desigualdades
utilizamos (3.15). Como F¥x, (y) = Fx(y) < ue Fx,(z) = Fx(z) > u, segue
que Fx, (y) < u < Fx, (%) para todo n suficientemente grande. Por (3.15),
esta ultima desigualdade implica que z — ¢ < y < F);i(u) <z<z+He
Portanto, F)}i (u) = Fy Y(u), que é o que querfamos mostrar. O

Com o acoplamento de Skorokhod, estamos aptos a provar de modo simples
um critério para convergéncia em distribuicdo. Esse critério serd usado na
demonstracdo do Teorema do Limite Central que veremos no Capitulo 9.

Teorema 7.40 (Teorema de Helly-Bray). Sejam (X,), e X varidveis
aleatorias definidas em um mesmo espago de probabilidade. Sao equivalentes:
(i) X, 3 X
(13) E[f(Xn)] — E[f(X)] para toda fung¢io f: R — R continua e limitada.
(i1i) E[f(Xn)] = E[f(X)] para toda fungao f: R — R tal que f, f', f", f"
sdo continuas e limitadas.

Demonstragao. Comegamos por (i) = (i7). Suponha (i) e seja f: R — R
continua e limitada. Pelo acoplamento de Skorokhod, existem Y ~ X e
Y, ~ X, tais que Y;, ©% Y. Como f é continua, f(Yn) Y f(Y). Como f é
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limitada, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada, obtendo

E[f(Xn)] = E[f(Ya)] = E[f(Y)] = E[f(X)],

o que prova (iz). A implicacdo (i) = (zi7) é trivial.

Agora suponha (iii). Seja ¢ um ponto de continuidade de Fx, e seja € > 0.
Tome ¢’ tal que Fx(c—¢') > Fx(c) —e e f: R — [0,1] uma funcdo tal
que f, f', f", f"” sdo continuas e limitadas, f(z) =1 para todo z < c—¢' e
f(z) = 0 para todo x > ¢ (por exemplo, hd um polinémio apropriado de grau
7 em [c —¢,c]). Entao

limninf Fx, (c) = lin}linfE[]l(,oo,c] (Xn)] = lin%infE[f(Xn)] =
— B[f(X)] > B[l Caoeeq(X)] = Fx(c— &) > Fx(c) —<.

Como isso vale para todo € > 0, concluimos que liminf,, Fx, (¢) > Fx(c). De
forma andloga (trocando ¢ — &’ por ¢ + €/, e invertendo as desigualdades),
podemos obter lim sup,, Fx,, (¢) < Fx(c), o que prova (7). O

Observamos que em alguns textos a afirmagao do item (i7) do teorema acima
é tomada como a definicdo de convergéncia em distribuicdo. Isto permite
estender a definicdo de convergéncia em distribui¢do para outros contextos,
como, por exemplo, para vetores aleatérios.

Outra observacio é que o requisito de tomarmos até a derivada terceira no
teorema acima nao tem nada de especial. Poderiamos té-lo feito considerando
derivadas até uma determinada ordem n. Escolhemos derivada terceira
porque sera suficiente quando provarmos as versoes do Teorema do Limite
Central de Lyapunov e de Lindeberg nas Secbes 9.3 e 9.4.

7.5 Exercicios

§7.1
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1. Seja (Ay), uma sequéncia de eventos e (L4, ), a sequéncia de variaveis

aleatérias indicadoras das ocorréncias dos eventos correspondentes. Encontre
. - P

uma condi¢do sobre as probabilidades P(A,,) para que 14, — 0.

2. Suponha que EX,, — 0 e VX,, — 0. Prove que X, Eo.

3. Provar unicidade quase certa do limite quase certo. Isto é, se X, Cye
X, ¥ Z entao Y = Z q.c.

4. Provar unicidade quase certa do limite em probabilidade. Isto é, se
XnﬂYeXnﬂZentéoY:Zq.c.

5. Seja U ~ U[0,1] e defina X,, = nly 1y Verifique respectivamente se
existe X tal que X,, — X

(a) em distribuigao.

(b) em probabilidade.

(c) quase certamente.

(d) em L.

(e) em L2.
6. Sejam (Xp,), uma sequéncia de varidveis aleatérias com X, ~ U[1 + %
X ~U[0,1].

(a) Mostre que X, 4 x.
(b) Se (X,)n forem independentes, mostre que X, ndo converge em

le

probabilidade para X.
(c) Dé um exemplo mostrando que, se a hipétese de independéncia for
retirada, é possivel que X, 1€ x.

7. Suponha que X, tem distribui¢do uniforme no conjunto %, %, e ”771, 1}
para todo n € N. Mostre que (X,,), converge em distribuicdo para uma

varidvel com distribui¢ao uniforme em [0, 1].

8. Sejam (X,,), uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. com distribuicao
Exp(l) e Z, = max{Xi,...X,,} — logn. Mostre que Z, converge em
distribui¢do para uma Gumbel.
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9. Seja (X, ), uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes com
distribuigao uniforme em [0, 1], e ¥;, = max{ X1, ..., X,,}. Encontre a funcao
de distribuicao de Y;, e o limite em distribuicdo desta sequéncia.

1 1
10. Suponha que X, £ Xe |Z| <1 q.c. Mostre que X,,Z 5 XZ.

§7.2

11. Seja (X,,)nen uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes tais
que Exp(\,,), onde A, = n?. Prove que P(37°, X,, < o0) = 1.

12. Sejam (ap), uma sequéncia de nimeros reais e (X,,), uma sequéncia de
varidveis aleatorias com distribui¢ao dada por P(X,, = a,) = p, = 1-P(X,, =
0) para todo n € N. Mostre que se Y.°° | p, < 00, entdo X, <3 0.

13. Sejam X,, n € N, variaveis aleatorias independentes tais que X, ~

Bernoulli(p,,). Estude as condigoes sobre (p,,) para que:

(a) X, 5o.
(b) X, 0.

14. Definimos o limite inferior da sequéncia de conjuntos (Ay,), como o
conjunto liminf, oo Ap = Upz; Nie,, Ak. Mostre que:

(a) liminf,, o A, C limsup,, . Ap.
(b) Dé um exemplo onde vale a inclusdo estrita no item anterior.

15. Seja (X,), uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes com
X, ~U[—n,n]. Calcule P(|X,,| = +00) e P(|X,2| = +00).

16. Seja (X,,), uma sequéncia i.i.d. com distribuicao ¢|0, 1].

(a) Mostre que n=X» 5o.
(b) Calcule P(n=X» — 0).

17. Seja (X,), uma sequéncia i.i.d. Mostre que
Xnag
n

se, e somente se, X, for integravel.
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18. Seja (X, ), uma sequéncia i.i.d. Mostre que

.C.
<0

S

se, e somente se, EX? < oo.

19. Seja (X,,), uma sequéncia i.i.d. com distribui¢ao Exp(1). Mostre que
P(X,, > 1llogniv.)=1eP(X, > 2logn iv.) =0.

20. Seja (X;), uma sequéncia i.i.d. com distribuicao Poisson(\). Mostre que

Xn_ag
logn

Sugestao: Mostre antes que E[eX1/¢] < oco.

21. Seja (X,), uma sequéncia i.i.d. de varidveis aleatérias ndo-negativas com
EX? < co. Mostre que

(55 <a) -

n=1
22.
(a) Seja X uma variavel aleatéria com distribuigdo normal padrao. Mostre
que
P(X >x
1( _IQ/)Q — 1 quando x — +o0.
PN

(b) Seja (X;)n uma sequéncia de varidveis i.i.d. com distribuigdo normal

padrao. Encontre uma sequéncia de nimeros reais (a,) tais que
P(X,>(1-¢)ayiv)=1eP(X,, > (1+¢)a,iv.)=0

para todo € > 0.

23. Seja (X,,)n, uma sequéncia qualquer de varidveis aleatérias. Mostre que
. N , . q.c.
sempre existe uma sequéncia de ntimeros reais (a,), tal que % = 0.
n
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§7.3
24. Dé uma solucdo alternativa ao Exercicio 4, usando a Proposicao 7.32.
25. Seja (X,), uma sequéncia de varidveis aleatoérias tais que EX,, — ¢
quando n — oo, onde ¢ € R.

(a) Mostre que, se Y o2 ; VX,, converge, entdao X, e

(b) Mostre que, se VX,, — 0, entdo X, B
(¢) Se VX, — 0, entdo necessariamente X,, =5 ¢?

26. Seja (X)), uma sequéncia de variaveis aleatdrias i.i.d. com distribuicao
U[0,1] e Y, = n=*» para todo n € N. Mostre que Y,, — 0 em probabilidade
mas nao quase certamente.

27. Seja X uma varidvel aleatéria integravel, e seja (A, ), uma sequéncia de
eventos tais que P(A,) — 0. Prove que E[X14,] — 0.

§7.4
28. Mostre que, se X, CyeX, 4 Z,entao Y ~ Z.

29. Sejam X, (X,), varidveis aleatérias tais que X, 4 X e g:R—>R
fungao continua. Mostre que g(X,) LN 9(X).

30. Dé uma prova alternativa da Proposicdo 7.34 usando o Teorema de
Helly-Bray. Sugestao: Primeiro prove supondo convergéncia quase certa, e
depois use um argumento semelhante ao da prova do Teorema 7.33.
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Capitulo 8

Lei dos Grandes Numeros

Um dos principais tépicos da Teoria da Probabilidade é o estudo da chamada
Lei dos Grandes Ntuimeros. Ela diz que a soma de muitas varidveis aleatérias

independentes (ou nao-correlacionadas, etc.) tende a estar préxima da sua

n

esperanca. Mais precisamente, a média observada , que ¢é aleatoria,

n

se aproxima da média teérica E] , que é deterministica.

Sua manifestacdo mais simples é na frequéncia relativa. Imagine que
realizamos o mesmo experimento muitas vezes, sob as mesmas condigoes, e
contamos quantos resultaram em sucesso e quantos resultaram em fracasso.
Tomando X,, = 1 para indicar sucesso na n-ésima tentativa em X, = 0

para indicar fracasso, a frequéncia relativa observada é dada justamente

n

lancamento de uma moeda honesta um milhdo de vezes, e obtiveram coroa

por . Enquanto escreviam este preambulo, os autores simularam o
499.947 vezes. Repetindo o mesmo procedimento, obtiveram coroa 499.508
vezes, depois 500.318 vezes, e depois 500.512 vezes. Como previsto pela Lei
dos Grandes Numeros, a frequéncia relativa ficou sempre muito préxima da
probabilidade de se obter coroa em cada lancamento, que é exatamente %
Intuitivamente, tendemos a associar probabilidade de sucesso a frequéncia
relativa de sucessos, e essa associacdo ja estd quase naturalizada no nosso
pensamento. Entretanto, no estudo da Teoria da Probabilidade como uma

237
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teoria axiomatica, isso serd um teorema e nao uma definicdo. Se, por um lado,
nao definimos a probabilidade de se obter coroa no lancamento da moeda
como sendo dada pela frequéncia relativa, por outro lado, é reconfortante
que a teoria seja capaz de autojustificar-se ao estabelecer que tal frequéncia
relativa deve se aproximar do valor teérico quando o ntimero de realizagoes
do experimento aumenta.

De forma mais geral, o resultado relevante de cada experimento nao precisa
ser 0 ou 1 para representar fracasso ou sucesso, de fato pode ser qualquer
varidvel aleatéria. Antes de escrever este paragrafo, os autores langaram um
dado dez vezes, e a soma dos valores obtidos foi de 38. Repetindo o mesmo
procedimento, obtiveram 33, 28, 37 e por iltimo 43. Nao pareceu que esta
soma estivesse muito bem concentrada proxima de algum valor deterministico.
Entretanto, os autores depois simularam dez mil lancamentos do dado, e a
soma dos resultados foi 35.082. Repetindo o mesmo procedimento, obtiveram
como soma 34.769, depois 35.419, e depois 34.691. Como previsto pela Lei

dos Grandes Numeros, quando o nimero de langamentos foi grande, a média

observada se aproximou da média tedrica, dada por EX; = %

Nas se¢Oes seguintes, vamos provar que vale a Lei dos Grandes Ntmeros
sob diferentes hipdteses, com demonstragoes que vao aumentando em nivel
de complexidade. Ademais, como visto no capitulo anterior, a nocao de
“aproximar-se” pode ter mais de um significado quando falamos de quantidades
aleatdrias, o que se traduz em distintas formulagoes da Lei dos Grandes
Numeros. Estudaremos hipdteses sob as quais essa aproximacao se dard em

diferentes sentidos. Finalizamos com algumas aplicagbes na tltima segao.

8.1 Lei Fraca dos Grandes Numeros

Sejam X7, Xy, ... varidveis aleatérias integraveis em (92, F,P) e S1,S,...
suas somas parciais dadas por
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A Lei Fraca dos Grandes Ndmeros diz que, sob certas hipdteses,

S, —ES

2n = =0 B, (8.1)
n

Teorema 8.2 (Lei dos Grandes Ntumeros de Bernoulli). Considere uma

sequéncia de ensaios independentes tendo probabilidade p de sucesso em cada

ensaio. Se Sy € o nimero de sucessos nos primeiros n ensaios, entao

Sn P
— = p.

n
A Lei dos Grandes Nimeros de Bernoulli tem uma importancia histérica
inestimével'>.  De certa forma, esse teorema justifica o conceito de
probabilidade como sendo a frequéncia relativa de ocorréncia de um evento,
isto é,

nimero de experimentos em que o evento é observado

p =

Y

numero total de experimentos realizados

onde a ideia de aproximacio passa a ter um significado mais preciso, o da
convergéncia em probabilidade. Nao veremos a demonstracdo original de
Bernoulli, o teorema abaixo é mais geral.

Teorema 8.3 (Lei dos Grandes Numeros de Tchebyshev). Sejam X7, Xo, ...
varidveis aleatorias ndo-correlacionadas. Suponha que existe M finito tal que
VX, < M para todo n. Entdo

Sp—ES, p
-
n

0.

Demonstragdo. Pela Desigualdade de Tchebyshev,

IP’(‘S" —-ES,
n

12A Lei dos Grande Numeros de Bernoulli aparece pela primeira vez sob o nome de
Teorema Aureo em seu livro Ars Conjectandi publicado postumamente em 1713.

n

— 0. O

=

_VE) VS, YiaVX _n-M
°)s 2 2p2  2p2 T g2p2
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Posteriormente, foi provada por A.Y. Khintchine a versdo abaixo que retira
a hipotese de variancia finita, mas precisa que as variaveis sejam i.i.d.

Teorema 8.4 (Lei dos Grandes Numeros de Khintchine). Sejam Xi, X», ...
varidveis aleatorias independentes, identicamente distribuidas e integrdveis,

com média p. Entdo

Sn By
n
A demonstragdo original de Khintchine foi feita usando o método de
truncamento, aparentemente introduzido por Markov, e utilizado em seguida
por Kolmogorov na prova da Lei Forte dos Grandes Numeros. Este teorema
é corolario da Lei Forte dos Grandes Numeros de Kolmogorov, que sera
enunciada na proéxima secdo e provada na secdo seguinte. Uma prova
alternativa usando fungbes caracteristicas serda dada na Secgao 10.2.

8.2 Lei Forte dos Grandes Numeros

Considere uma sequéncia (X,,), de varidveis aleatérias, todas com média p.
A Lei Fraca dos Grandes Numeros diz que, se tomamos um valor de n grande
o suficiente, entao, como alta probabilidade, % estard bem préximo de p.
Observe que essa a afirmacao diz respeito ao comportamento estatistico de
Sy, para qualquer valor de n previamente selecionado, desde que seja grande.
Mas nada impede que % esteja longe de p para infinitos de valores de n
posteriores aquele previamente selecionado. Em contraste, a Lei Forte dos
Grandes Numeros, que definimos abaixo, se refere ao comportamento da
sequéncia aleatdria (%)nGN como um todo. Ela diz que, quase certamente, a
média observada S;L—” se aproxima de p quando n cresce, ndo deixando aberta

a possibilidade de que ela siga oscilando indefinidamente.

A Lei Forte dos Grandes Numeros diz que, sob certas hipoteses,

Sn = ESn 1€0. (8.5)

n
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Na Secao 7.3, vimos que convergéncia quase certa implica convergéncia em
probabilidade. Portanto, a Lei Forte implica a Lei Fraca.

Teorema 8.6 (Lei dos Grandes Numeros de Borel). Considere uma sequéncia
de ensaios independentes tendo a mesma probabilidade p de sucesso em cada
ensaio. Se Sy € o numero de sucessos nos primeiros n ensaios, entdo

Sh q.c.
— = p.

n

Nao veremos a demonstragao original de Borel. A seguir, enunciaremos e

provaremos a Lei dos Grandes Numeros de Cantelli, que é mais geral que a
de Borel.

Teorema 8.7 (Lei dos Grandes Nimeros de Cantelli). Sejam Xi, Xs, ...
varidveis aleatorias independentes com quarto momento limitado. Entdo
Sn —BSn ag
n
Demonstragao. Podemos supor que EX,, = 0 (sendo consideramos X, —EX,,
e usamos as desigualdades |z| < 1+z% e (x —¢)* < 162 4 16¢* para mostrar
que essa sequéncia também tem quarto momento limitado). Observe que

4]

2v2
ﬁZXTXjJr

r<j

Sp=(X1++X)' =Y XXX =) X!+
r,5,k,l T

4! 4l
gy XX o D0 XPXG X 41y X XXX
T r#k ’ ];‘kkz r<j<k<l
T ]7

Por independéncia,

ES, =Y EX;!+6) E[X X7+

r<j

+ Y B[N XP 41230 X2X; + 24) ) X, X X |EX
k
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Como assumimos que EX; = 0, a segunda linha ¢é igual a zero. Tome M
tal que EX ,‘j < M para todo k. Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz,
E[X?X?] < VMVM = M. Assim,

ES; <nM +6(3)M = (3n® — 2n)M < 3n*M.

Pela Desigualdade de Markov,
2(%
n

e pelo Lema de Borel-Cantelli segue que

ESE  3M
>¢) < i < e

S, 9
2n = 0. (I
Teorema 8.8 (Lei dos Grandes Niimeros de Kolmogorov). Sejam X1, Xo, . ..
varidveis aleatorias independentes duas a duas, identicamente distribuidas e

integrdveis. Entdo
Sn
q.c.
— S EX;.
n
O teorema como enunciado acima é um caso particular do Teorema 8.13,

visto na Secdo 8.3, ou do Teorema Ergddico de Birkhoff, visto na Segdo 14.3.

Enfatizamos que a hipétese de X ser integravel é a mais fraca possivel para
que valha a Lei Forte dos Grandes Numeros quando a sequéncia (X, ), for

q.

.. , . ’ , . C.
i.i.d. Isto é, X ser integravel é equivalente a % = u para algum

i € R, conforme mostramos na seguinte proposigao.

Proposicao 8.9. Seja (X)), uma sequéncia de varidveis aleatdrias i.i.d. tal
que % 1, onde p é um nimero real. Entio E|X| < oo e p = EX].
Demonstragdo. Observe que, por hipétese,

&_X1+”'+Xn_n—l.X1+"'+Xn_1 q;c>.0
n n n n—1 '

Pela Proposicao 7.16, P({|X,| > n i.v.}) = 0. Como a sequéncia (X,), €
independente, segue do Lema de Borel-Cantelli que >, P(|X,,| > n) < oo
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Como (X,,)n € identicamente distribuida, >, P(|X1| > n) < co. Isso que
garante a integrabilidade de X; pela Proposicao 5.35. O

8.3 Leis Fortes de Kolmogorov

Nesta secdo provaremos outras duas versoes de Leis Forte dos Grandes
Ntimeros com hipéteses mais generosas que aquelas dos Teoremas 8.7 e 8.8.

A Primeira Lei Forte de Kolmogorov, provada em 1930, permite que as
varidveis nao tenham a mesma distribuicdo, mas tem uma condicdo sobre as
varidncias. A chamada Lei Forte de Kolmogorov, provada em 1933, estabelece
que a hipotese de integrabilidade é suficiente no caso de variaveis i.i.d., e é
baseada na Primeira Lei Forte combinada com o método de truncamento.

A prova que daremos para a Primeira Lei Forte de Kolmogorov usa a elegante
ideia, introduzida por Etemadi em 1981, de considerar varidveis ndo-negativas
e estudar uma subsequéncia que cresce exponencialmente rapido porém com
expoente pequeno. Com essa ideia precisamos apenas que as varidveis sejam
independentes duas a duas, mas temos que supor uma condicdo sobre o
primeiro momento que nao era usada na demonstracao original. Isso também
permite provar a Lei Forte de Kolmogorov supondo apenas que as variaveis
sejam independentes duas a duas.

Teorema 8.10 (Primeira Lei Forte dos Grandes Numeros). Sejam (Y;,)n

varidveis independentes duas a duas. Suponha que sup,E|Y,| < oo e

2
ol ]Es;" < o0. Entao

n

Demonstragio. Utilizando a decomposicio Y,, = Y,F — Y, podemos supor,
sem perda de generalidade, que Y,, é ndo-negativa para todo n € N.
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Denotamos as somas por T, = Y7 + - -- +Y,,. Mostraremos primeiro que

Ti, —ETk, ag
kn

para uma familia especial de subsequéncias (ky),. Seja @ > 1. Defina
kn = |a™|. Note que k,;? < 4a 2" e kz“ — a. Para cada r > 1, escrevemos
n, = min{n : k, = r} = [log, r|.

Estimando a partir da Desigualdade de Tchebyshev, obtemos

o) fe'e) VT 00 kn
SOP(| Tk, — ETy,| = ckn) < Y 52155 =e? Zkz;QZVYT =
n=1 n=1
_QZVY o k= _ZZVYZkQ
nkn>r n=nr
72 Aoy —2n,
;VY T < — Z

onde na primeira igualdade usamos a hipétese de que as variaveis (Y,,),, sdo
independentes duas a duas. Pelos Lema de Borel-Cantelli e Proposicao 7.16,

Ty, — ET;
Thn = 0k A€ (8.11)
kn,

Para concluir a prova, falta preencher as lacunas, controlando a diferencga

T, — ET,
r

para todo r € N grande e ndo apenas na subsequéncia k. E aqui que usamos
a hipétese de que as Y, sdo ndo-negativas. Para cada r > «, tomamos
n =n, — 1, de forma que 1 < k, < r < ky4+1. Usando o fato de que T; e
ET, sao nao-decrescentes e M = sup, EY, < oo, vamos trabalhar a expressao
acima para reduzir o problema a (8.11). Para isso, primeiro majoramos,
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depois alinhamos os indices do numerador, e finalmente os do denominador:

n

TT - ET’I’ < Tkn+l - ETkn < Tkn"rl _ ETk

~X

r T k’n k’n+1
Tonsr _ BTy 1 1 BTk, 1 — Th,]
— n _ n 1 1 ET n+41 mn
K, K * (k" k”Jrl) i knt1
kn+1 Tk 41 ]ET]C 41 1 1 kn+1 - kn
< - - = — —)kpo 1M + ——— M.
kn ki1 + (5, an) n+1 M kpt1

Usando (8.11), vemos que limsup, =21 < a0+ (o — 1)M + (1 —a~ )M
g.c. Como isso vale para todo o > 1, limsup, w < 0 g.c. De forma
analoga, mostramos que lim inf, % > 0 g.c., o que conclui a prova. [

Lema 8.12. Seja (X,,), uma sequéncia de varidveis aleatdrias identicamente
distribuidas e integrdveis. Para cadan € N, defina Y, = X1 x, |<n}- Entdo

oo EY;2

n=1 72 < 00.

Demonstragio. Escrevendo X = |X| por simplicidade,

o0 o o0
> nTEY =3 nTPEXIx, ] = D n T EX Ly =
n=1 n=1 n=1

oo
=E|X2Y n M xen| <E[XA(X 7'+ X7 = 14+EX < o,
n=1
onde usamos o Teorema da Convergéncia Mondtona para comutar soma e
esperanca, além da estimativa Zn>m n~ 2 <a~ ! + 272 para z > 0. (Il

Teorema 8.13 (Segunda Lei Forte dos Grandes Numeros). Seja (Xp,)n
sequéncia de varidveis aleatorias, independentes duas a duas, identicamente
distribuidas e integrdaveis. Entao
X1+ -+ X, qe
ME T A ae gy

n
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Demonstragao. Seja Y, = X, 1y x,|<n} para cada n € N. Combinando o
Lema 8.12 com a Primeira Lei Forte dos Grandes Nuimeros, obtemos

Yi+-+Y,—EYi+- -+ Y,] qc
— 0.

n

Por outro lado, do Teorema da Convergéncia Dominada,
EY, = E[Xn1{x, <n}] = E[X11{x,1<ny] = EXy

e, por conseguinte,

ElY: +... 4V
Mt 4Vl gy
n
Combinando estes limites, obtemos
Yi+--+Y, qe 1S X

n

Finalmente, escrevemos X, =Y, + Z,, onde Z,, = Xn]l{‘ann}. Veja que

o0 e}

Z Z#OZZ |X]>n:Z (|X1] >n) < o0
n=1

pela Proposigao 5.35. Pelo Lema de Borel-Cantelli, P(Z,, # 0 i.v.) = 0, logo

Zn S 0e portanto

1+ + 2y L
n

concluindo a prova. O

8.4 Algumas aplicacoes

Nesta secao faremos quatro aplicagoes da Lei dos Grandes Ntumeros. Elas
podem ser lidas em qualquer ordem. A terceira é aplicacao da Lei Fraca, a
primeira e a ultima, da Lei Forte. A segunda é na verdade uma aplicacdo da
Desigualdade de Tchebyshev, como feito na demostracao da Lei Fraca.
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Teorema de Glivenko-Cantelli

O teorema abaixo tem um papel central em Estatistica Matematica. Ele
relaciona a chamada funcdo de distribuicao empirica, construida a partir de
observagoes de variaveis aleatorias i.i.d., com a func¢ao de distribui¢do comum
a essas varidveis, em principio desconhecida. Suas aplicagdes ocorrem em
varias areas, como Econometria e Aprendizado de Maquina.

Teorema 8.14 (Teorema de Glivenko-Cantelli). Sejam (X,), varidveis
aleatdrias i.i.d. com fungdo de distribuicio Fx, e defina

A 1&
k=1

Entao

P(nlbngoigg |Fn(z) — Fx(z)| = O) =1

Demonstragio. Defina Gx(z) = Fx(z—) =P(X < z) e Gu(z) = E,(z—) =
n~t YR Ax,<q}, as fungdes andlogas a Fx(z) e F, () porém continuas &
esquerda.

Sejae > 0. Tome k € Nexy < -+ < xy tais que Gx(z1) < ¢, Fx(zr) > 1—¢
e Gx(zj) < F(xzj—1) + ¢ para j = 2,...,k. Isso pode ser feito a partir da
funcdo quantil F' )}1, tomando uma cole¢do de pontos em (0, 1) com separagao
menor que ¢ (a condicdo Gx(z;) < F(xj—1) + € pode parecer incompativel
com o fato de Fx ter saltos, mas isso ndo é um problema se os pontos onde
Fx salta mais que ¢ estiverem entre os x1, ..., Tk).

Seja § > 0. Pela Lei dos Grandes Nuiimeros de Borel, quase certamente existem
N1, ..., Ny aleatérios tais que |Ey, () — Fx ()| < 8 e |Gn(z;) —Gx(z;)| < 8
para todo j =1,...,k e todo n > N;. Tomamos Ny como o maximo dos IV;.

Agora seja x tal que x;_1 < x < z; para algum j. Temos

A

Fy(j-1) < Fo(z) < Gulz;) e Fx(zj-1) < Fx(z) < Gx(x).
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Subtraindo,

Gulz;) — Gx(z;) +¢
E

n(zj-1) — Fx(zj-1) —¢,

logo, para n > Ny, vale |Fy,(z) — Fx (z)| < 6+&. Argumento similar vale para
& < 1 e também para x > x,. Para x = x1,...,xp, vale |Fy(z) — Fx(z)| < 6.
Ou seja, sup,eg |Fn(x) — Fx(x)| < 6 + ¢ para todo n > Ny. Portanto,

P(limsupsup |y (z) — Fx ()] < 5+5> = 1.
Fazendo ¢ = 0 = % e tomando a intersecdo sobre m € N, obtemos a
convergéncia do enunciado. (I

Teorema de Weierstrass

A esta altura esta claro que Anélise Real e Teoria da Medida sdo ferramentas
mais que importantes para o estudo de Probabilidade. Porém, um fato notavel
é que temos uma via de mao dupla. Ha teoremas da Analise que podem ser
obtidos com demonstrac¢oes probabilisticas. O Teorema de Weierstrass diz
que toda funcdo f : [a,b] — R continua, por mais complicada que seja, pode
ser aproximada uniformemente por uma sequéncia de polinémios.'® Observe
que trata-se de um teorema puramente de Andlise Real.

Teorema 8.15 (Teorema de Weierstrass). Seja f : [a,b] — R fungdo continua
e e > 0. Existe um polinomio g tal que |g(z) — f(x)| < € para todo x € [a,b].

Sejam f e £ como no enunciado. Podemos supor que a =0 e b = 1, pois héd
uma bijecdo entre [0,1] e [a,b] em forma de polindmio. Como f é continua
no intervalo fechado [0, 1], existe M tal que |f(p)| < M para todo p € [0, 1].

130 Teorema 8.15 foi provado originalmente por Weierstrass em 1885. A demonstracio
probabilistica que fornecemos é devida a Bernstein, publicada em 1912.
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Ademais, existe § > 0 tal que |f(p) — f(q)| < § para todos p,q € [0,1] tais
que |p — q| < 4, porque f é uniformemente continua (Teorema A.16).

O polinémio que vai aproximar f serd a esperanca de uma varidvel aleatéria

cuja distribuicdo é parametrizada por p.

Fixe algum n > a%. Para p € [0, 1], defina uma varidvel aleatéria Z, ~

Binom(n,p) e X, = % Note que X, toma valores em [0, 1] e tem média p.

O polinémio desejado serda dado por

que é chamado polinémio de Bernstein.

Estimamos g(p) — f(p) usando a Desigualdade de Tchebyshev:

l9(p) — ()| = [E[f(X,) — f(0)]] < Elf(X,p) — f(p)
=E[|f(Xp) — F®Igx,—pl<sy) + E[If(Xp) — f(0) L 1x,-p|>6}]

VX
<§5+2MP(|1X, —pl =2 0) < §+2M-5~
_ p(1-p) M
_%+2M nd? <%+2n62<€’

o que conclui a prova do Teorema de Weierstrass.

Método de Monte Carlo

No problema da agulha de Buffon (Se¢ao 1.1.3), vimos que ao langarmos
aleatoriamente uma agulha de comprimento ¢ sobre um piso cortado por um
feixe de retas paralelas e equidistantes também de ¢, a probabilidade de a
agulha cruzar uma das retas do piso é de % Sendo assim, se langarmos uma
agulha sucessivas vezes e de modo independente, a Lei Forte dos Grandes

Ntmeros nos diz que
X1+ +Xnge 2
T
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onde X} é a funcao indicadora do evento que a agulha cruza alguma reta do
piso na k-ésima tentativa. Portanto, a Lei dos Grandes Numeros pode ser
usada em simulagoes de lancamentos de agulha para estimarmos o valor de

m. Isto é - se aproxima de 7 quando o nimero de tentativas, n, é
n

2
grande. Mais que isto, a Desigualdade de Tchebyshev nos diz que
VX, 1

P(‘M _ <

2

2] <
n T
Ou seja, temos inclusive um certo controle do quao grande deve ser o nimero

de lancamentos, n, para que uma aproximac¢do com margem de erro € tenha
1 ) 14
4ne2 /-

determinado nivel de confiabilidade (no caso, 1 —

Esta mesma ideia pode ser utilizada para se estimar, via Lei dos Grandes
Ntmeros, diversas outras quantidades como no exemplo a seguir.

Ezemplo 8.16. Seja f : [0,1] — [0,1] uma fungdo integrével, gostariamos
de determinar quanto vale a integral fol f(z)dz. Sejam (X)), e (Yy)n duas
sequéncias variaveis aleatorias independentes, todas elas com distribuicao
uniforme no intervalo [0, 1] e (Z,), a sequéncia dada por Z, = 1yf(x,)>v,}-
Isto é, para todo n € N, (X,,Y,,) sdo as coordenadas de um ponto sorteado
uniformemente no quadrado [0, 1]? e Z,, é a variavel que indica se tal ponto
se encontra abaixo do grafico da fungao f. Como a sequéncia (Z,), é i.i.d.,
pela Lei Forte dos Grandes Niimeros,

Jidt...L 7 1
At Hnas g, :/ F(z)da.
n 0

Ou seja, simulando distribuigdes uniformes no intervalo [0,1], podemos
aproximar a integral definida fol f(z)dz por mais complicada que seja a
funcao f. A

Damos o nome de Método de Monte Carlo a qualquer calculo que fagamos
via simulagdo (seja com computadores, langando agulhas, dados, etc.),

14Este experimento ja foi realizado por diversas personalidades ao longo do tempo, sendo
que a provavel primeira aproximagao foi realizada pelo astrénomo suico R. Wolf em 1850
que ao langar uma agulha 5.000 vezes encontrou a aproximacio m =~ 3,1596.
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onde utilizamos a Lei dos Grandes Numeros para justificar o referido
calculo, como no exemplo acima. Tal ideia é utilizada em diversos campos
do conhecimento, podendo ser aplicada desde o calculo de velocidade de
moléculas a probabilidades relacionadas a campeonatos de futebol.

Numeros normais

Suponha que z tenha sido sorteado de modo uniforme em [0,1), o que
podemos dizer sobre a frequéncia relativa com que cada digito aparece na
expansao decimal de x?

De modo mais formal, seja U uma variavel aleatéria com distribui¢ao uniforme
em [0,1) e defina (X,),, tomando valores em {0,1,...,9} como sendo a
sequéncia de digitos na expansao decimal de U.

Analogamente ao Lema 4.27, a sequéncia (X,,), ¢é i.i.d. com distribuigao
uniforme no conjunto {0,1,...,9}. Portanto, para todo digito k €
{0,1,...,9}, a sequéncia (Z¥),, dada por ZF = 1;x,=k}, também ¢é i.i.d.
com distribuicao Bernoulli(%o). Pela Lei Forte dos Grandes Numeros,

ZF -+ ZF g

nots i, para todo k € {0,1,...,9}.

n 10

Dizemos que um ntmero é simplesmente normal na base 10 se todos os
digitos de sua expansao decimal aparecem com frequéncia relativa igual a
%. Observe que um namero racional é simplesmente normal na base 10 se,
e somente se, sua dizima periddica contém todos os 10 digitos e todos eles
tém a mesma frequéncia de 1—10. Pela afirmacao acima, um nimero sorteado
uniformemente em [0, 1) é simplesmente normal na base 10, quase certamente.
Acredita-se que e, 7 e v/2 sejam normais apesar de ndo haver ainda uma
prova.

Dizemos que um niimero é normal na base 10 se, para todo [ € N, todas as

10* sequéncias de [ digitos aparecem em sua expansao decimal com frequéncia

1

7or- Utilizando a Lei Forte dos Grandes Numeros e com algum

relativa igual a
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esfor¢o adicional, pode-se mostrar que um nimero sorteado uniformemente
em [0,1) é quase certamente normal na base 10. A prova serd dada como
exercicio guiado ao final deste capitulo.

Dado um nimero natural b > 2, dizemos que um nimero real é simplesmente
normal na base b se todos os digitos de sua expansdo na base b aparecem
com frequéncia relativa igual a %, e dizemos que um numero real é normal na
base b se, para todo [ € N, todas as b sequéncias de [ digitos aparecem em
sua expansao decimal com frequéncia relativa igual a é. No mesmo exercicio
guiado vamos mostrar que um nimero sorteado uniformemente em [0, 1) é

quase certamente normal na base b.

Finalmente, dizemos que um nimero é normal se ele é normal em toda base.
Observe que um nimero sorteado uniformemente em [0, 1) é quase certamente
normal, pois o evento de ser normal é interse¢do enumerdvel de eventos com
probabilidade 1. Apesar disso, a construgao explicita de um niimero normal
é algo bastante desafiador.

8.5 Exercicios

§8.1

1. Se, no jogo de roleta, apostamos 1 ficha no nimero 27, o nosso ganho
esperado é de —32—8 fichas. O que diz a Lei dos Grandes Numeros sobre o
ganho acumulado de um jogador que repete esta aposta indefinidamente? E

se ele variar o numero apostado?

2. Temos dois dados honestos, um ciibico numerado de 1 a 6 e um octaédrico
numerado de 1 a 8. Um destes dados é escolhido aleatoriamente e langado n
vezes.

(a) A Lei dos Grandes Numeros pode ser usada para prever a frequéncia
relativa com que aparece o nimero 67

(b) Descreva um critério que permita inferir qual dado foi escolhido sabendo-
se apenas a frequéncia relativa do nimero 6.
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¢) Encontre um valor de n para o qual seja possivel afirmar que a
p q Ja p q
probabilidade de que o critério descrito no item anterior acerte seja de

9
pelo menos ;5.

3. Exiba um exemplo de sequéncia de varidveis aleatérias ilustrando que a
hipotese de varidveis nao-correlacionadas ndo pode ser retirada na Lei Fraca
de Tchebyshev.

4. Seja (X,)n, uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes com
X, ~ U[0,n] para todo n € N. Defina a sequéncia (Y},),, dada por Y,, =
L(x,,>X,,_,}- Calcule o limite em probabilidade da sequéncia (S—") quando

n
n—oo,onde S, =Y +---+7Y,.

5. Exiba um exemplo de sequéncia de varidveis aleatérias ilustrando que
a hipotese de variancias limitadas ndo pode ser retirada na Lei Fraca de
Tchebyshev. Dica: Tente com variaveis normais.

§8.2

6. Sejam (X,,), uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. com distribuicao
normal padrao. Calcule quanto vale quase certamente o limite

i (aX1+b)2 + -+ (aX, + b)?

, a,belR.

7. Sejam (X,,), uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. com distribuicao
U[0, 1], calcule o limite quase certo da média geométrica

VXX,

8. Seja (X, ), uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes com
Xy, ~ U0, n]. Defina Z, =Ty, >xp,,1} € Sn =21+ -+ Zn.
(a) Calcule lim, 0 Sn—"

b) A convergéncia acima vale quase certamente ou apenas em probabili-
g q p p
dade? Justifique.
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9. Seja (X, ), uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes com
P(X, =n?%) = % =1—P(X, = 0) para todo n € N. Vale (8.1) ou (8.5)?

10. Seja (X,), uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes com
P(X, =n?) = % =1—-P(X,, =0) para todo n € N. Vale (8.1) ou (8.5)?

11. Seja (X,), uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes com
n € N. Mostre que vale (8.1) mas ndo vale (8.5).

-~ log — para todo

§8.3

12. Seja (X)), uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes duas a
duas. Diga se vale (8.1) ou (8.5) nos seguintes casos:

(a) P(X, =n)=P(X, = —n) = 1.

(b) P(X, =2") =P(X, =-2")=2"""1eP(X, =0)=1-2"2"
(c) P(X, =2") =2~ ”eIP’(X =0)=1-2""
(d) P(X,,=n?)=PX,,=-nY)=(n+1)3eP(X,=0)=1-2(n+1)"3

13. Seja (X,,), uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. tais que EX; =
+00. Mostre que % ¥ foo.

14 (Lei Forte para segundo momento limitado). Seja (X ), uma sequéncia
de varidveis aleatérias nao-correlacionadas, tais que EX2 < C para algum
C > 0, para todo n € N. Vamos mostrar que

Sn —ESh qe.

= 0,
n

onde S, = X +---+ X, para todo n € N, seguindo os passos abaixo.

(a) Mostre que, sem perda de generalidade, podemos supor que EX,, =0
para todo n e N

(b) Mostre que 2% 0 quando m — oco.

(c) Dado n € N, seJa m o nico nimero m € N tal que m? < n < (m+ 1)?

e defina r,, = m?. Mostre que ST" $o.
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(d) Mostre que

Sn - Srn 2 20 C
E( " ) < e + =
(e) Mostre que % S

(f) Conclua o exercicio.

§8.4

15. Seguindo os passos abaixo, mostre que, quase certamente, um nimero X

sorteado uniformemente no intervalo [0, 1] é normal na base b.

(a)

Seja (X, )n a sequéncia dos digitos de X na base b, de forma que (Xp,)y,
¢ ii.d. com distribui¢do uniforme discreta em {0,...,b — 1}. Dada
um par ordenado (z1,22) € {0,1,...,b — 1}2, defina a sequéncia de

variaveis aleatérias (Y )n, onde Y, = 1yx, x } para todo

n+1)=(21,22)
n € N. Verifique que a sequéncia (Y,), é identicamente distribuida,
nao é independente, mas a sequéncia (Y2,_1), é independente, assim
como a sequéncia (Yay )n.

Mostre que

. Yi+Ys+- - +Yo . Yo+ Yi+-o-4Ye, 1
lim = lim = —,
n n n n b2

portanto

Vit Yot Ye 1
lim = —.
n n b2

Mostre que

Yi+Yo+---+Yy Yi+Yo+---4Yo <1
2n 2n — 1 S on—1

e conclua que todo par ordenado (21, z2) € {0,1,...,b — 1}? aparece
na expansao de X na base b com frequéncia relativa igual a b% quase
certamente.

Generalize os itens anteriores, considerando [ > 2 inteiro e [-uplas
ordenadas da forma (z1,..., %) € {0,1,...,b— 1}, e conclua que X é
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normal na base b quase certamente.



Capitulo 9

Teorema do Limite Central

Seja (X, )n uma sequéncia i.i.d. de varidveis aleatdrias. Pela Lei dos Grandes

Sn — Xat 4 X
n n

Numeros sabemos que a média observada 2 se aproxima de

sua média p para valores grandes de n, isto é,
Sn

— = U

n

Porém, nao é razoavel esperar que %" seja exatamente igual a . Entdo a

primeira pergunta que surge é sobre a flutuagdo da média observada, %, em

torno de sua média u. Tipicamente, essa diferenca % — 1 ocorre em qual

escala? Nessa escala, podemos dizer como se distribui essa flutuacao?

9.1 Teorema do Limite Central

Continuando a discussao do preambulo deste capitulo, ndo é dificil adivinhar a
escala em que ocorre essa flutuacdo. De fato, sabemos que ES,, = nEX; = nu
e, denotando % = VX1, temos VS, = nVX; = no?, logo
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Ou seja, a esperanca da média observada é p e seu desvio-padrao é ﬁ Isso
é uma indicacdo de que tipicamente as flutuagoes assumem valores da ordem
ﬁ. Vamos supor que esse argumento estd correto para tentar entender qual
poderia ser o comportamento estatistico das flutuacoes nessa escala. Primeiro
€sCrevermos

de forma que EY,, = 0 e VY,, = 1. Sera que a distribuicdo de Y;, se aproxima
de alguma distribuicdo que nao depende de n? Observe que, se X, ~
N (p, %), vimos na Secio 4.3 que S, ~ N (nu,no?), logo Y, ~ N(0,1). Ou
seja, pelo menos neste caso, Y, 4N (0,1). Uma das razbes pelas quais
a distribuicdo normal é tdo importante é que essa aproximacao vale para
qualquer distribuicdo com segundo momento finito.

Teorema 9.1 (Teorema do Limite Central, caso i.i.d.). Seja (X )nen uma
sequéncia de varidveis aleatérias i.1i.d. ndo-degeneradas com sequndo momento
finito. Tome S, = X1+ Xo+ -+ X,,. Entdo,

S, —ES,, 4

Podemos reescrever o limite acima e obter, informalmente,

n o
F o+ % Z,

com Z ~ N(0,1). Ou seja, a escala em que a média observada % flutua em
torno de p é de fato dada por ﬁ Ademais, seu comportamento nessa escala
possui forte regularidade estatistica, e sua distribuicio se aproxima de uma
normal padrao. Dito de outra forma, a distribuicao de S,, pode ser aproximada
por uma normal com mesma média e variancia: S,, =~ N (ES,,VS,).

Enfatizamos que o teorema acima é muito abrangente, pois ele vale para
qualquer distribuicdo com sequndo momento finito. Ainda assim, ele nao
d4 uma ideia do verdadeiro nivel de generalidade com que o fen6meno
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de aproximagéo & normal é observado na préatica. Apesar de a hipdtese
EX,? < o0 ser necessaria para que (9.2) faga sentido, e abandonar a hipotese
de independéncia estaria acima dos nossos objetivos, podemos questionar a
necessidade de as varidveis da sequéncia (X,,), terem a mesma distribuicao.

Como regra geral, se n é grande e cada uma das X} é pequena se comparada
a v/VS,, entdao a distribuicdo de S"g,i\/%‘gn ¢é aproximadamente uma normal
padrdo. Esse fenémeno ocorre em diversas situagoes, quando uma grandeza é
determinada pela contribuicdo de muitissimos fatores, cada um deles pequeno
se comparado com o todo, e ocorre mesmo que esses fatores ndo tenham a
mesma distribui¢do. Por isso a distribuicdo normal surge em tantos contextos:
erros de medidas em experimentos feitos com cuidado profissional, altura das
pessoas em uma populacdao homogénea em sexo e etnia, erros de horario em

relégios de alto padrao, etc...

O enunciado abaixo, ainda simples, vai além do caso de distribuigoes idénticas,
aceitamos em troca a hipotese de terceiros momentos limitados.

Teorema 9.3. Seja (X, )nen uma sequéncia de varidveis aleatorias inde-
pendentes tais que, para algum & > 0 e algum M < oo, vale E|X3| < M e
VX, = e para todo n. Entdo,

S, —ES, 4
On — B 0.1).
5. NGO

O enunciado acima é um corolario do Teorema do Limite Central de Lyapunov,
que serd visto na Se¢ao 9.3. Esse teorema é suficiente para a grande maioria
das aplicagoes praticas. Sua prova é simples e bastante transparente.

Ainda sem questionar a hipétese de independéncia, poderiamos perguntar-nos
se as hipoteses do Teorema de Lyapunov com respeito a varidncia e terceiro
momento sdo realmente necessarias. A resposta é dada pelo Teorema do
Limite Central de Lindeberg, visto na Se¢ao 9.4. Ali vamos demonstrar o
limite (9.2) sob hipéteses minimas. Concluimos este capitulo com a Se¢ao 9.5,
onde provamos os Teoremas de Slutsky e o Método Delta, que tém importantes
aplicacoes em Estatistica.
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Se ao Teorema 9.1 agregarmos a hipotese de terceiro momento finito, ele
passa a ser um corolario do Teorema 9.3. Sem essa hipotese, serd obtido como
aplicagdo do Teorema do Limite Central de Lindeberg na Sec¢ao 9.4, ou como
aplicacdo do Teorema da Continuidade de Lévy para fungoes caracteristicas,

que serd vista mais adiante, no Capitulo 10.

O caso mais simples do Teorema do Limite Central é para distribuicdo de
Bernoulli, conhecido como Teorema de De Moivre-Laplace. Sua demonstracao
requer apenas conhecimentos de Calculo e alguma perseveranga com contas,
e este serd o primeiro que veremos neste capitulo.

As trés secOes seguintes sdo independentes entre si, é possivel ler qualquer
uma delas mesmo tendo saltado as anteriores.

9.2 Teorema de De Moivre-Laplace

O exemplo mais simples da aproximacio S,, ~ N (nu, no?) é quando lancamos
uma moeda honesta n vezes e contamos o nimero .5,, de caras. Neste caso S,

L & A J

Sn—np

Figura 9.1. Fungao de probabilidade de =2—=F para S, com distribui-
¢oes Binom(4, 1) e Binom(16, 3) para valores entre —{e 3. A area de cada retdngulo
é dada pela funcao de probabilidade. O terceiro grafico é a funcao de densidade de
uma normal padrdo, assim como as linhas pontilhadas. O quarto gréafico representa
as frequéncias relativas de 52=" para S, com distribui¢io Binom (16, 3), em um

(e
experimento real com 200 amostras.
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tem distribuigdo Binom(n, %) Na Figura 9.1 vemos como essa distribuigao,
devidamente normalizada, se aproxima da distribuicdo normal padrao.

Teorema 9.4 (Teorema de De Moivre-Laplace). Seja (X, )nen uma sequéncia
de varidveis aleatorias independentes, com distribui¢io Bernoulli(p), onde
p=1—q€(0,1), e tome S, = X7 +---+ X,,. Entao para todos a < b

Sn —np 1 b g2
Pla < —<b —>—/e 2 dz.
( /1pq > V21 Ja
1

O teorema foi provado inicialmente por De Moivre supondo que p = 3
e generalizado por Laplace para 0 < p < 1. De fato, ele segue de uma
aproximacdo muito mais fina:'®

n! kE n—k 1 ik
k!'(n—k)! P \/27T7”qu6 o (9:5)

onde

T = mn,k = .

v/ 1pq
Nesta secao, denotaremos por a,, ; ~ by, 1 a propriedade de que

a . Qn k
max —— —1 e min —~%
ki | <M by g kileg |<M by g

quando n — oo, para todo M < oo fixo.

Essa aproximacao é muito mais fina porque diz ndo apenas que a probabilidade
de a flutuagdo estar dentro de um certo intervalo é bem aproximada pela
normal, mas também que a fun¢do de probabilidade de cada um dos possiveis
valores dentro de um intervalo fixo é aproximada pela densidade da normal.

Para entender de onde vem essa aproximacao, primeiro precisamos de
uma expressdo mais palpavel para n!. Qual a probabilidade de obtermos

15Fssa aproximacio é conhecida como Teorema do Limite Local e é aparentemente a

. . o ~ - 2
primeira vez na Matematica em que aparece a famosa funcio e~ /2.
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exatamente 60 caras se langamos uma moeda 120 vezes? A resposta é facil:

120! 1

]P(SlQO == 60) == m X ﬁ

Essa expressao é simples e matematicamente perfeita. Porém, quanto vale
essa probabilidade? Mais de 0,157 Menos de 0,057 Entre 0,05 e 0,107 Boas
calculadoras cientificas ndo tém capacidade de calcular 120!. Num computador
esse calculo resulta em 0,072684979. Mas e se fossem 40.000 lancamentos
da moeda? E se estivéssemos interessados em calcular P(S40.000 < 19.750),
fariamos um calculo semelhante 250 vezes para depois somar? As expressoes
com fatorial sdo perfeitas para a combinatoria, mas impraticiveis para se
fazer estimativas. Nosso socorro serd a formula de Stirling

nl ~n"e " V2mn,

provada no Apéndice B. Essa aproximagao de n! pela férmula de Stirling é
muito boa mesmo sem tomar n grande. Ela aproxima 1! por 0,92, 2! por 1,92,
4! por 23,5, e a partir de 9! = 362.880, que é aproximado por 359.537, o erro
é menor que 1%. A primeira vista n™ e~™ /2mn néo parece mais agradavel
do que n!. Mas vejamos como isso ajuda com o cdlculo anterior. Temos:
@e)r 1 @k)%eViaxk 1]
2

KUkl 22k (kke—k\/27k) 22k /nk

que para k = 60 pode até ser calculado & méao, obtendo-se 0,0728.... Mais

do que isso, acabamos de obter a aproximacao (9.5) no caso particular em
quep:q:%emk:O.

Vamos mostrar (9.5) para M fixo. Aplicando a férmula de Stirling obtemos

n! E n—k ne "/ 2mnpk ¢k
k!l (n —k)! b kke=k\/2nk(n — k)n—kek—n, /27 (n — k)

(P ()

V2rk(n —k)/n’
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Observe que, com a restricao |zx| < M, vale

k=mnp-+ /npqxi ~np e n—k=nqg— \/npgxi ~ ng.

Dai obtemos

n!

) () (22)"" pn)
E!'(n —k)!

~ =

V2mnpq V2mnpq

Vamos estudar log f(n, k). Reescrevendo cada termo,

np npq T nq npq Ty
Oy VIPATE Ny VAT
k k n—k n—=k

k n—k
q

A expansao de Taylor de log(1 + x) até o termo de segunda ordem nos da

2
log(1+z)=a— % +r(z), onde L:;:) — 0 quando z — 0.
x

Assim,

2
Vv 1pq Tk, npqx /npqx
1ogf(n,k)—k<— k — 2k2k—|—7“( iq k)>+

2
V1Pq T npqx V/pq T

Note que os primeiros termos se cancelam e, quando n — oo,

log f(n, k) ~ _MPgTE  mpgri 9%k prR_ %}
’ 2k 2(n—k) 2 2 2"
Dai segue que
2
fln,k) ~e %

pois, sob a restrigdo |xi| < M, podemos tomar a exponencial de ambos os
lados e ainda manter a equivaléncia assintdtica. Isso termina a prova de (9.5).
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Somando sobre os possiveis valores de S, obtemos

|
Snfnp _ _ _ n. k n—k
P(a<m<b>— Z P(S, =k) = Z 7kl(n—k)!pq )
a<zp<b a<zp<b
onde os somatorios sdo sobre k com a condicdo sobre x, que é dado por
T = %. Observando que

1
N

Tyl — Tk =

e substituindo (9.5), obtemos

2
_ 2
e 2 1 Tk
Pla < 52202 < ) ~ E = E €2 - [T — Tk
( " ) a<rp<b V 27mpq v 2m a<rp<b

Finalmente, observamos que o somatério acima é uma soma de Riemann.

362
Pelo Teorema A.2, ela se aproxima de \/% i) ; e~ 2 dz quando n — oo. Isso
termina a prova do Teorema 9.4.

9.3 Teorema do Limite Central de Lyapunov

Nesta secao apresentaremos uma versao de Teorema do Limite Central que,
ainda sob a hipétese de independéncia, é a primeira versao que permite
variaveis aleatérias com distribuicoes diferentes.

Teorema 9.6 (Teorema do Limite Central de Lyapunov). Sejam (X,)n
varidveis aleatorias independentes com terceiros momentos finitos satisfazendo

T EIX - EXG)P
372
(55 V)

— 0, quando n — oo.
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Entao,
S, — ES, i

7S N(0,1).

Demonstragdo. Pelo Teorema de Helly-Bray, basta mostrar que

EP(W” — /_O:o f(:v)e\/x;/jdx quando n — oo

para qualquer f tal que f, f/, f” e f"” sejam limitadas.

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que EX; = 0. Escreva o} =
VVXj. Considere (Y,,), independentes, e também independentes de (X, ),
com a distribui¢io N (0,07). (Aceitaremos sem prova existéncia de tal
sequéncia no mesmo espago de probabilidade.)

Escreva
i+ 4Y, Xi+-+ X
W,=————~N(0,1 Ly = ———————.
VS, 0.1) e VS,
Fixe n, defina Z° = W,, e, para k = 1,...,n, defina
_ Y: Xy
Uk — Zk 1 _ Zk — Uk? ’
Vs, © T Vs,

de modo que Z™ = Z,,. Agora,
E[f(Zn)] — ELf(Wn)] = E[f(Z")] - E[f(2°)] = zn: E[f(Z")] - E[f(Z* ).
k=1

Usando a expansao de Taylor de f com resto de Lagrange,

, X
S5 = WU+ ) = 0N + S0 =+

L0 XE Y X
2 VS, 6 (VS,)3/2’
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_ . ) Y,
J(Z7Y) = JWUk+ ) = JU) + 7' (U) 7=

U Y2 e v
2 VS, 6 (VS,)32

+

_l’_

onde ) e 0 vém da expansdo de Taylor e dependem de Uy, Xj e Y.
Observe que EX; = EY, EX ,% = EYkQ, que Uy é independente de X e Yy, e

recordemos que f e suas trés primeiras derivadas sao limitadas. Queremos
tomar a esperanca acima e subtrair. Como f é limitada, f(U¥) é integravel
e este primeiro termo se cancela. Além disso, f/(U*) é integravel e, usando a
independéncia,

E[f(U")Xx] = E[f'(U")] - EXi = E[f'(U")] - EY; = E[f'(U")Ya],

de forma que este termo também se cancela, bem como o terceiro termo pelo
mesmo motivo. Portanto,

E[f" (06) X7) — EL/"(00) Y]

Tomando C = sup,, |f"(z)|, podemos estimar

CE|Xi|? + CE|Y;|?
6(VS,)3/2
E| X[

SCioa 373
(VS,,)3/2

[ELF(24)] - ElF(Z4 ]| <

1. . 409
onde na tltima desigualdade usamos que E|Yy|? = \/% < 20} e que

1 1
or, = (E[Xk*)? < (B|[X4[%)3
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pela desigualdade de Lyapunov. Finalmente, somando sobre k,

Elr(27) - (2% < i\Emzk)} ~E[f(2* )

Zk LE[ X3
<zk LV X;)32

quando n — oo por hipdtese, o que conclui a prova do teorema. O

9.4 Teorema do Limite Central de Lindeberg

Nesta se¢ao provaremos a versdo mais geral do Teorema do Limite Central
no contexto de sequéncias de varidveis independentes, o chamado Teorema
de Lindeberg.

Ao longo desta secao, sempre suporemos que (X,,), é sequéncia de varidveis
aleatérias definidas em um mesmo espago de probabilidade, para cada n € N
denotamos Sy, = > 5 Xp, p = EXy, 07 =VX,,, s
que s, — +00.

52 = VS, e assumiremos

Definicao 9.7 (Condigdo de Lindeberg). Dizemos que a sequéncia de
variaveis aleatérias (X,,), satisfaz & condigio de Lindeberg se

lim / (Xp — ) > dP = 0.
=00 32 Z {1 X5~ uk|>€sn} ki)

para todo £ > 0.

Agora estamos prontos para enunciar o Teorema de Lindeberg.

Teorema 9.8 (Teorema de Lindeberg). Seja (X,), uma sequéncia de
varidveis aleatorias independentes. Se a condi¢do de Lindeberg é satisfeita,
entao

S, —ES,, 4

T N,
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Ao final desta se¢do, enunciaremos uma versao mais geral, em que as variaveis
X1,..., X, que compoem S, serao denotadas X, 1,..., X, porque podem
ser diferentes para cada n.

Demonstragdodo Teorema 9.1. Basta verificar que, no caso i.i.d. com segundo
momento finito, a condi¢do de Lindeberg é satisfeita. Escrevemos p =EX; e

0? = VX7, assim s2 = no?. Usando o Teorema da Convergéncia Dominada,

2 Z/ (Xp — ) dP = =

1
5/ (X; — w)*dP 0,
2 = Jxe—pl>esn} 02 J{x,—pl>eo /i)

pois {| X1 — u| > eoy/n} | 0 quando n — . 0
Para o Teorema do Limite Central de Lyapunov, obtemos a versao abaixo
que é mais geral do que aquela considerada na Segao 9.3.

Corolario 9.9 (Teorema do Limite Central de Lyapunov). Seja (X,), uma
sequéncia de varidveis aleatorias independentes. Se existe § > 0 tal que

1 n
lim ZE[Xk — ) ?T0 =

n=c0 g 210

Sn k=1
entao S, _ES
- n d
—— = N(0,1
V5 (0,1).

Demonstragdo. Observe que

2+6 2+6
S SN > Mz/ — 0 ap
Sn' =1 {1Xk— uk\>58n}

= (Xk — p) [ X5, — pug]* AP
2+6 Z/lxk k| >esn}

€ n
> —QZ/ (Xp, — i) > dP

‘Xk Mk|>5sn}
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para todo € > 0 e, portanto, vale a condi¢do de Lindeberg. [l

Apesar de ser mais simples de ser verificada na pratica, a condicdo de
Lyapunov é mais restritiva que a de Lindeberg, como vemos no seguinte
exemplo.

Ezemplo 9.10. Seja (X)), uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. com

distribuicdo comum P(X = k) = para todo k € N, onde C ¢é a

C
£ log? k
constante tal que C~1 = 3722, m. Podemos verificar que EX? < oo,
logo a sequéncia (Xy,), satisfaz & condigdo de Lindeberg conforme visto na
demonstragio do Teorema 9.1. Por outro lado, E|X|**? = 400 para todo

0 > 0, portanto a condigdo de Lyapunov nunca é satisfeita. A

A condicdo de Lindeberg é uma forma de quantificar a ideia de que a

contribuicao de cada parcela K=tk pa soma Sn
’ﬂ

ES" é pequena quando n
se torna grande. Malis precisamente, ela diz que as contribui¢bes para
a esperanca do desvio quadratico, mesmo quando somadas, provém de
desvios relativamente pequenos se comparados com o desvio-padrao de .S5,,.
A proposicio abaixo diz que, neste caso, a contribuicdo de cada parcela na

variancia de S, é desprezivel.

Proposicao 9.11. Seja (X,), uma sequéncia de varidveis aleatorias
2
satisfazendo a condicdo de Lindeberg. Entdo, Z—Q — 0.

Omitimos a prova pois serd um caso particular da Proposicao 9.14.

Ezemplo 9.12. Seja (X,,), uma sequéncia de varidveis independentes, com
X1 ~N(0,1) e X, ~ N(0,2"72) para todo n > 2. Como s2 = 271

. o2 2n—2 1
lim - = lim = —.
n—o0 s n—o0 2N— 2

Pela Proposicao 9.11, a condigdo de Lindeberg nao ¢é satisfeita. Entretanto,
vale (9.2), pois S, tem distribui¢do normal para todo n. A

O exemplo acima ilustra que a condigdo de Lindeberg ndo é necessaria para
que valha a conclusdo do Teorema do Limite Central. O Teorema de Feller,
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que enunciaremos abaixo sem prova, diz que esse tipo de exemplo somente
pode ocorrer quando o2 é responsével por uma fragio nao-desprezivel de s2.
A prova desse teorema encontra-se na Sec¢ao I11.4 de Shiryaev (1996) ou na
Secao XV.6 de Feller (1971).

Teorema 9.13 (Teorema de Feller). Seja (X)), uma sequéncia de varidveis
‘. . — d
aleatorias independentes. Se SRT\/%L = N(0,1) e Z—?’: — 0 quando n — o0,

entdo a condigdo de Lindeberg € satisfeita.

Concluimos esta secdo com a versao do Teorema de Lindeberg para arranjos
triangulares de variaveis aleatérias. Para isto, a partir de agora consideremos
uma sequéncia triangular de varidveis aleatérias (Xj,), n€ Nek=1,...,n.
Definimos iy, , = EXp p, O’,%JL =VXkn, Sn =371 Xgn € 82 =VG,,.

Dizemos que o arranjo (X, ),k satisfaz a condicdio de Lindeberg se

n—oo g2

1L
tm > [ (Xiom — firn) dP = 0
n p—1 {1 Xk,n—tk,n|>€sn}

para todo € > 0.

Observe que, dada uma sequéncia (X,,), de varidveis aleatérias satisfazendo
a condicdo de Lindeberg para sequéncias, definida no inicio desta secéo,
podemos definir o arranjo triangular (Zy ,,)n 1 por Zi, = Xy, € esse arranjo
satisfard a condi¢do de Lindeberg para arranjos, definida logo acima. Assim,
o Teorema 9.8 ¢ corolario desse que enunciaremos e provaremos abaixo. Para
isso, vamos precisar da seguinte generalizacao da Proposicao 9.11.

Proposicao 9.14. Seja (Xjpn)nkr wm arranjo triangular de varidveis
aleatorias satisfazendo a condigcdo de Lindeberg. Entdo,

2

o
. k,n
lim max — = (.
n—o0 1<k<n S2

Demonstragio. Defina Yy, = X“Si;“’“” para k = 1,...,n. Dado qualquer
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e >0,

2
g 2
max = max EY;,

1<k<n $2 1<k<n

< &% + max / Y2, dP
{Ye,nl>e}

1<k<n ’

<8+ ) / v, dP
k=11

|Yk,n|>5}

1 n
=52

,n

(Xkm — fikn)” dP.

S

/{IXk,n—Mk,n|>€5n}

Como a condicado de Lindeberg é satisfeita,

2

. Ik
lim sup max 2" < €2, para todo € > 0.
n—oo 1<k<n 87

O que conclui a prova dessa proposi¢ao. [l

Teorema 9.15 (Teorema de Lindeberg para arranjos triangulares). Seja
(Xkn)nks n€Nek=1,...,n, um arranjo triangular de varidveis aleatorias
independentes. Se a condicdo de Lindeberg é satisfeita, entdo

S, —ES,, 4
_— 1).
e 4 N 0,)

Demonstragio. Sem perda de generalidade, podemos supor que pig, = 0 e
sp = 1 paratodosn € Ne k =1,...,n. Queremos mostrar que Sy, N N(0,1).
Pelo Teorema de Helly-Bray, ¢ suficiente mostrar que E[f(S,)] — E[f(N)],
para toda funcao f : R — R tal que f, f/, f”, f"" sao continuas e limitadas,
onde N ~ N(0,1). Fixe f com tais propriedades.

Seja (Ngn)nk, n € Nek=1,...,n arranjo triangular de varidveis aleatorias
independentes entre si, independentes de (Xg,)nk € Nin ~ N(0,0%,)
(tomando um espago-produto, podemos supor que todas essas varidveis
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estao definidas no mesmo espago de probabilidade). Observe que
n
Z Nk,n ~ N(07 1)5
k=1
logo

E[f( kgm)] — E[f(N)].

Fixado n € N, para cada k = 1,...,n, definimos a variavel
k—1 n
Zkn =) Xjn+ D Njn
Jj=1 j=k+1

e observe que Zy, , +Xpn = Sp € Z1 5+ N1y ~ N(0,1). Observando também
que Zip + Xin = Zi+1,n + Nit1,n, obtemos

[E[f(Sn)] = E[f(N)]| = [E[f(Znsn + Xnn)] = E[f(Z1,n + N1n)l|

NE

E[f(Zk,n + Xk,n)] - E[f(Zk:,n + Nk,n)] |

B
Il

1

(L (Zin + X)) = ELf (Zin + Nicw)]|

NE

<
k

Il
—

A ideia é mostrar que, ao trocarmos as variaveis (Xp ) por (N ), uma de
cada vez para k = 1,...,n, as a distancia entre Zj , + Xy, € Zr, + Nip
sera pequena, mesmo depois de somar sobre k.

Defina g : R — R como

" T 2
g(h) = sup |f(x) — fla+h)— f(ayh— T

z€R 2
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Pela Formula de Taylor com resto de Lagrange de terceira ordem,

(@), f"(y),3
2 = 3! o

f@) = flw+h) = f(2)h -

para algum y € (z — h,x + h). Como f é limitada, existe constante C' > 0,
tal que g(h) < C|h|? para todo h € R.
Agora, pela formula de Taylor com resto de Lagrange de segunda ordem,

(@), o fy) = (@)
2 h* = 2 %,

f@@) = flz+h) = f(x)h -

para algum y € (x — h,z + h). Novamente, como f” é limitada, existe uma
outra constante M > 0 tal que g(h) < M|h|? para todo h € R. Essa cota é
melhor que a anterior quando h nao é muito pequeno.

Por outro lado, a partir da defini¢do de g, podemos verificar que

f"(x)(h5 — hY)

f(x 4 h1) = f(x 4 ha) — f'(x)(hg — h1) — 5 < g(h1) + g(h2).

Aplicando a diferenca das esperancas que queremos estimar, usaremos as
cotas acima com x = Zj, ,, h1 = X}, € ho = Nj . Da desigualdade acima,

|E[f(an + Xk n) - f(an + Nk n)” B E[ (Xk n) + g(Nk:,n)]+
+|E[ an)(Xk:n Nkn |+’E[ H Zk:n)<XI%,n_ng,n>H‘
Observe que Zj,, é independente de Xy, € Ny ,. Como E[X},, — N ] =

E[XZ, — NZ,] =0, as parcelas envolvendo f’ e f” na estimativa acima sdo
nulas. Portanto,

ELF(S,)] — i 9(X)] + Elg(Nen)).
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Dessa forma, para concluir a demonstragao basta mostrar que

n—oo n—oo

lim S Elg(Xe)] =0 o lim > Elg(Nin)] =0.
1

Comecemos pelo primeiro limite. Seja € > 0. Vamos estimar separando
valores de X pequenos dos demais:

Blg(Xea)) = [ g(Xpn)dP+ 0(Xy,) AP
{IXk,nl<e} {IXk,n|>e}

< C / al? X2, dP
{1 Xk,nl<e} {1 Xpnl>}

<ec/xgndP+M X2, dP
Q 7 {|Xknl>er

<eCot, +M X2, dP.
’ {|Xk,n‘>5} ’

Na primeira desigualdade, utilizamos a cota g(h) < C|h|® para a primeira
integral e g(h) < Mh? para a segunda. Somando em k, tomando o limite
n — oo e usando a condicao de Lindeberg, obtemos

hmsupZE (Xkn)] <eC+ M lim Z/ and]P’—EC
{1 Xk,nl>e}

n—00 n—o0
k=1

Como a desigualdade acima é valida para todo € > 0,

n—oo

lim 3 Elg(Xj0)] = 0.
1

Para a estimativa do segundo limite, com N , no lugar de Xy ,, procedemos
de modo idéntico e obtemos

n—oo n—oo

lim > E[g(Ngn)] <eC+ M lim Z/ NZ, dP.
- {INknl>e}
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Apesar de nao sabermos de antemao se (Nj,)n i satisfaz a condigdo de
Lindeberg, podemos fazer a seguinte estimativa

n 1 "
> NE, dP < = S E|Ng,|?
k=1 /{|Nk,n|>e} ko e Z ’ k,n‘ E kn

E|NJ3 E|N|3
< | ‘(maxakn>20kn— | |(maxakn)—>0,

£ 1<k<n 1<k<

E]N

pois como vale a condi¢do de Lindeberg para (Xj )n k, podemos evocar a
Proposigao 9.14. Isto mostra que

lim 3" Elg(Nen)] = 0,
1

n—00

o que conclui a prova do Teorema de Lindeberg. U

9.5 Teorema de Slutsky e Método Delta

Nesta secao veremos o Teorema de Slutsky e o Método Delta, ambos de
suma importancia em Inferéncia Estatistica. Comecamos pelo Teorema do
Mapeamento Continuo, que é uma propriedade fundamental da convergéncia
em distribuicao.

Teorema 9.16 (Teorema do Mapeamento Continuo). Sejam (X,), e X
varidveis aleatorias e g : R — R uma fungdo mensurdvel. Suponha que g seja
continua em todos os pontos de algum conjunto C € B tal que P(X € C) = 1.
Se X, % X, entao g(X,) 4 9(X).

Demonstragdo. Pelo acoplamento de Skorokhod, existem ¥ ~ X e Y,, ~ X,
tais que P({w : Y, (w) — Y (w)}) = 1. Por hipétese, P({w : Y (w) € C}) = 1.
Além disso, para todo w tal que Y, (w) — Y (w) e tal que Y(w) € C, vale
g(Yn(w)) = g(Y(w)). Portanto, g(¥;) 5 ¢(Y). Em particular, g(Y;,) N
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g(Y). Por outro lado, g(Y,) ~ g(X,) e g(Y) ~ g(X) e, pela unicidade do
limite em distribuicao, g(Xy,) 4 9(X), concluindo a prova. O

Abaixo usaremos o teorema acima em toda a sua generalidade, e também
/. T d d
corolarios 6bvios como ¢X,, > cX e X,, +c—> X +c.

Teorema 9.17 (Teorema de Slutskty). Sejam X, (X,)n, (Yn)n varidveis
aleatorias e c € R. Se X, 4 x e Y., 4 c, entdo:

(1) Xp+Y, 3 X +¢;
(2) Yy X, S eX;

(3) )}% 4 %, caso c#0 eY, #0 q.c. para todo n.

Demonstragiao. Comegamos pelo item (1). Supomos inicialmente que ¢ =
0. Vamos usar o Teorema de Helly-Bray trés vezes. Seja g : R — R
continua, limitada e com derivada limitada. Tome M = sup,cg |g(z)| e
C = sup,er |¢'(x)|, de modo que |g(z) —g(y)| < C |z —y| para todos z,y € R.
Desenvolvemos

|E[9(Xn + Yn)] - ]E[g(Xn)” |9(Xn + Yn) - g(Xn)|

<E

< E[min{2M, C |Y,|}]

A dltima esperanca converge a zero pelo Teorema de Helly-Bray, pois
min{2M, C |y|} é uma funcao continua e limitada de y, e Y, 4 0. Da mesma
forma, E[g(X,,)] — E[g(X)], pois g é continua, limitada e X, 4 X, Portanto,
E[g(X, + Yn)] = E[g(X)]. Como isso vale para toda fungdo continua com
derivada limitada, novamente pelo Teorema de Helly-Bray concluimos que
X,+Y, 4 X, No caso ¢ # 0, escrevemos X, + Y, = (X, +¢) + (Y, —¢).
Observe que X, + ¢ i> X+ceY,—c i> 0. Aplicando o caso anterior com
X,+cno lugar de X, e Y;,—c no lugar de Y}, concluimos que X, +Y, LY X—+c.

Passamos ao item (2). Como no item anterior, vamos supor inicialmente
que ¢ = 0. Sejam € > 0e d > 0. Tome K > 0 tal que P(|X| > K) <d e
K e —K sejam pontos de continuidade de Fx (é possivel tomar tal K pois
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{IX| > n} ] 0 quando n — oo e o conjunto de pontos onde Fx é descontinua

é enumeravel). Vamos mostrar que X,,Y,, 5o. Expandindo:

limsup B(| X, ¥, | > €) < T P(| X, | > K) + i PV > £)

=P(|X|>K)+0<9,

onde na igualdade acima utilizamos que Y, 4 0. Como isso vale para todo
0 > 0, temos lim, P(|X,,Y,| > ¢) = 0, donde XY, o e, em particular,
XY, 40, No caso ¢ # 0, escrevemos X, Y, = X, (Y, — ¢) + ¢X,,. Observe
que cX, i> cXeY,—c i> 0. Pelo caso anterior com Y,, — ¢ no lugar de Y,,,
obtemos X, (Y, — ¢) 4 0. Pelo item (1), Y, X, 4 ex.

Provemos finalmente (3). Considere ¢ : R — R dada por ¢g(0) = 0 e
g(y) =y~ se y #0. Pelo Teorema do Mapeamento Continuo, Y% 4 %, pois
g ¢ descontinua apenas em 0 e ¢ # 0. Aplicando o item (2) com Y% no lugar
de Y,,, concluimos que )}f—: 4 % ([l

Corolario 9.18. Sejam X e (X,,), varidveis aleatorias e sejam ¢ e (cp)n
. d - d d
constantes reais. Se X,, — X ec, — ¢, entio cp, X,, > cX e X, +¢, > X +c.

Observagdo 9.19. A conclusao do teorema acima pode ser falsa se Y, 4y
com Y aleatéria, pois as hipoteses do teorema nada dizem sobre a distribuicao
conjunta de X,, e Y;,. Com efeito, tome Z ~ N (0,1), X, =Y, =2, X =7
eY = —Z. Observe que X, +Y, ~N(0,2) e X +Y =0 q.c., de forma que
X, 4 X, Y, LN Y, mas X,, + Y, ndo converge para X + Y. A

Ezemplo 9.20. Considere uma sequéncia (X,,),, de varidveis aleatérias i.i.d.
nao-degeneradas com segundo momento finito, com média p e varidncia o. Se
i € desconhecido, um estimador para p apés observar os valores Xi,..., X,
é

R X1+ + X,

Hn =
n

Pela Lei dos Grandes Numeros de Kolmogorov, fi, Ea . Queremos saber
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qual é a distribuicao do erro fi,, — p. Pelo Teorema do Limite Central,
N ((US)
o

ou seja, fi, — p tem distribuicdo aproximadamente normal com média zero
e variancia o?/n. Porém, gostariamos de saber a distribuicdo aproximada
de fi, — pu sem ter que fazer referéncia ao parametro o2, pois este pode ser

também desconhecido. Um estimador para o2 é dado por'®

2 k=1 (Xk — 30 X5)?

Sn

n—1

Reescrevendo e expandindo a expressao acima, chegamos a

. n 1 & 1 & 2] qec.
sfl:n_l[<nk§:1X,§)—(nkz::1Xk)}%EX%—(}EXl)?:aQ

pela Lei dos Grandes Niumeros de Kolmogorov. Em particular,

4

SHRE

e, pelo item (3) do Teorema de Slutsky,

Ny i B Y V(I D
Sy, o-(8,/0)
ou seja, i, — p tem distribuicdo aproximadamente normal com média zero e
varidncia 52 /n (para que o quociente acima esteja definido, substituimos §,
por 1 caso seu valor seja 0; a probabilidade desse evento tende a zero). A

1

No exemplo acima, qual a distribuicio aproximada de ;' — p~!, ou de

A

{12 — u?? A resposta é dada por outra aplicacio do Teorema de Slutsky.

Teorema 9.21 (Método Delta). Seja (Y,,), uma sequéncia de varidveis

16 A razdo para tomar-se n — 1 no denominador é para que E[§i] = o2
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aleatorias tais que
Tn - (Yn - N) i) Z

para alguma sequéncia de numeros reais rn, — 400, algum u € R e alguma
varidvel aleatéria Z. Se g : R — R é uma funcdo mensurdvel e g é
diferencidvel em p, entao

Demonstragio. Defina h : R — R como h(u) = ¢'(1) e h(z) = 9@)=9() para
T # 1, e observe que h é continua em p. Reescrevemos

n - [9(Yn) — g(w)] =1 - B(Y) - (Yo — ).

Observe que, pelo Corolario 9.18, V,, = p+r;t -7, - (Y — p) N p. Pelo
Teorema do Mapeamento Continuo, h(Y,) N h(u) = ¢'(1), pois h é continua
em u. Por outro lado, ry, - (Y, — p) 4z e, pelo item (2) do Teorema de
Slutsky, h(Yy,) - rn - (Y, — 1) 4 g'(p) Z, concluindo a prova. O

Observagdo 9.22. No contexto do Teorema do Limite Central, se

Sp—np g

com S, = X1 + ---+ X,,, podemos tomar Y,, = X,, = Sn g rn = \/n, de

n
forma a reescrever a Convergéncia como

Vi (X, — 1) S N(0,0%).
Neste caso, o Método Delta nos da
> d
Vi (9(Xn) = g(w)) = N(0,0° g'(1)?)

supondo que ¢'(u) # 0 (ou, caso ¢'(u) = 0, convencionando que N(0,0)
denota uma varidvel aleatéria degenerada q.c. igual a zero). A
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Exemplo 9.23. Sejam (X,,),, varidveis aleatorias i.i.d. com distribuicao Exp(\)
e considere o estimador

n

L
"Xy 4+ X,

para o pardmetro A. Pela Lei dos Grandes Niimeros de Cantelli, A B Ne
gostariamos de saber a distribui¢do aproximada do erro An — A. Observe que,
pelo Teorema do Limite Central,

V(o= S A0, 072).
Aplicando o Método Delta com g(z) = 27!, obtemos
V(A — A) = N(0,22). A

Ezemplo 9.24. Sejam (X,,), varidveis aleatérias i.i.d. com média pu > 0 e

varidncia o2, e defina
N X1+ + X,
fly = ——.
n

Suponha que estamos interessados na grandeza u? = (EX;)?2, e usamos 2
para estima-la. Para o erro desse estimador, o Método Delta nos da

Vi (2 = 1) 55 N0, 40%2). A

9.6 Exercicios

§9.1

1. Um par de dados honestos é langado 180 vezes por hora.

(a) Qual a probabilidade aproximada de que 25 ou mais langamentos
tenham tido soma 7 na primeira hora?

(b) Qual a probabilidade aproximada de que entre 700 e 750 lancamentos
tenham tido soma 7 durante 24 horas?
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2. Imagine um modelo idealizado com M eleitores, dos quais M4 pretendem
votar no candidato A. Suponha que seja possivel sortear um desses eleitores
ao acaso, e de forma equiprovavel. Definimos

X L
0, caso contrario.

caso o eleitor sorteado va votar no candidato A,

Deseja-se estimar a proporcao p = % de eleitores do candidato A, que
é desconhecida. Para isso, repete-se este processo N vezes, obtendo-se
X1,...,Xn. Para estimar o valor de p considera-se

~ _X1+'-‘+XN
pN——N .

1
e Se

entrevistamos N = 2500 eleitores, calcule aproximadamente a probabilidade

Supomos a priori que p é bem proximo de %, de forma que VX =

de essa pesquisa cometer um erro [py — p| maior que 0,01.

3. A quantidade de uvas-passas encontradas em cada panetone de uma
determinada marca é independente dos demais panetones e segue a
distribuicdo de Poisson com parametro A = 25 (ou seja, tém esperanca
igual a varidncia, igual a \). Um grupo de estudantes de férias resolve
estimar o valor de A\, uma vez que o mesmo é desconhecido para eles. Para
isso, vao contar as uvas-passas de uma amostra de N = 625 panetones e
registrar o resultado de cada contagem Xi,..., Xy. A estimativa A N para o
valor de A que os estudantes vao adotar serd dada por

<~ Xi++ Xy

(a) Qual é o valor aproximado da probabilidade de que o valor Py N esteja
entre 24,8 e 25,47

(b) Para que o erro ]XN — A| fosse menor que 0,075 com probabilidade
pelo menos igual a 0,8664, qual deveria ser o nimero N de panetones
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examinados?

4. Use o Teorema do Limite Central para verificar que
n k
2n
. n .
nhm e ,;_0 = 1.

5. Se lancamos 10.000 vezes uma moeda honesta, calcule aproximadamente
a probabilidade de que o niimero de vezes que se obtém coroa seja no minimo
4.893 e no maximo 4.967.

§9.2

6. Sejam (X,,), iid. com P(X; = +1) = P(X; = —1) = 1 e considere o
passeio aleatério dado por Sy =0e S, = X1 +---+ X,. Seja Z,, o nimero
de vezes que o passeio aleatério retorna ao ponto inicial x = 0 até o tempo n.
Mostre que lim, EZ,, = +o0.

7. Seja T o primeiro tempo de retorno a origem do passeio aleatério simples
simétrico definido no exercicio acima. Mostre que, quando n — oo,

1 1
P(r>2n)~ — e P(r=2n)~ .
v 2/mn3

Dica: No Capitulo 1, provamos que P(7 > 2n) = P(Ss, = 0).

§9.3

8. Seja (Xp), uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes, mostre
que vale (9.2) nos seguintes casos:
(a) XTL ~ U[Oa n];
(b) P(X,, =n) =P(X,, = —n) =

N[

9. Seja (X)), uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes tais que
X, ~ U0, 1] para n par e X,, ~ U|0,2] para n impar. Mostre que vale (9.2).
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10. Seja (Y;,), uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes, com
Y, ~ U[—n,n| e defina X,, =senY,,. Vale (9.2)?

§94
11. Sejam X7q,...,X,,... varidveis aleatorias independentes tais que
P(X, = n%) = P(Xp = —n®) = —— o P(Xp=0)=1— ——
n - n T gn2(e—1) no R 3n2(a-1)"

Mostre que a sequéncia (X,,),, satisfaz a condigdo de Lindeberg se, e somente
se, a < %

12. Dé um exemplo de uma sequéncia (X,), de varidveis aleatérias
independentes, para a qual vale (9.2) mas nao vale a condi¢do de Lindeberg.
Dica: Tente com variaveis normais.

13. Dé um exemplo de uma sequéncia (X,), de varidveis aleatérias
independentes com média zero e varidncia um, para a qual nao vale (9.2).
Dica: Tente com P(X2 = n?) =n~2.
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Capitulo 10

Transformadas

A funcédo geradora de momentos e a funcdo caracteristica estdo entre os
exemplos mais importantes de transformadas. A ideia geral de transformada
é mapear certos objetos em objetos de outro tipo e outras propriedades, onde
determinadas andlises sdo possivelmente mais faceis. Isso ficara claro nos
exemplos e aplicagbes. A funcio geradora de momentos é a instdncia da
transformada de Laplace de uma distribuicdo em R, e a fungdo caracteristica
é a transformada de Fourier.

10.1 Funcao geradora de momentos

Definicao 10.1. Seja X uma varidvel aleatéria. Define-se a funcdo geradora
de momentos de X como a fun¢do Mx : R — [0, +oco] dada por

My (t) = E[e™].

Pelo Teorema 5.36, podemos calcular a funcao geradora de momentos por

Mx(t)=> e P(X =x)

285
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se X é discreta. Pelo Teorema 5.39,
My (t) = / e fy (2) da

se X é absolutamente continua com densidade fx.

Ezemplo 10.2 (Bernoulli). Se X ~ Bernoulli(p), entao
Mx(t) =pe' +1—p=1+p(e' —1). A

Ezemplo 10.3 (Geométrica). Se X ~ Geom(p), entao

>0 #, t <lo L,
Mx(t) —_ Z etnp(l _p)n—l — e~ t4+p—1 g 1;17 A
n=1 +OO, t 2 log ﬁ
Ezemplo 10.4 (Poisson). Se X ~ Poisson(\), entao
00 —A\n oo t\n
_ m€ AT e (M) aaet L aet-1)
MX(t)—nz:%e ¢ ;T—e e’ =e . A

Proposicao 10.5. Se X e Y sdo independentes, entdo
Mxiy(t) = Mx(t) - My ()
para todo t onde ambas Mx e My estejam definidas.

tX

Demonstracio. Como X e Y sdo independentes, !X e e/ também o sdo

(Observagao 4.13). Logo podemos escrever
Mx vy (t) = E[e!XHV)] = B[t . Y] = E[e!¥|E[e!] = Mx (1) - My (t). O

Exemplo 10.6 (Binomial). Se X ~ Binom(n,p), entdo X é distribuida como a
soma de n varidveis X, ..., X, independentes com distribui¢do Bernoulli(p).
Portanto,

Mx(t) = Mx, (t) - Mx, (t) = [1 + p(e" — 1)]™. A
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A proposicao abaixo explica o porqué do nome func¢ao geradora de momentos.

Proposicao 10.7. Se Mx ¢é finita em algum intervalo (—e,~+¢), entdo os
momentos de X podem ser obtidos através das derivadas de Mx por

ExF =MP0), k=123, ...

Demonstracdo. Para lembrar da férmula é interessante entender a ideia da
prova:

dk _ d* tX] _ dF tx | _ k_tX
No caso de X ser uma variavel aleatoria simples, essa é a demonstracao, pois
a esperanca é uma soma finita e podemos derivar dentro da soma. No caso

geral, ha que se justificar a derivada dentro da esperanca.

Para continuar a demonstracao, o leitor tem que ter passado pela Segao 5.3,
pois vamos usar o Teorema 5.49.

Vamos mostrar, por inducdo em k, que a féormula acima vale para todo
t € (—e,4¢). Para k = 0, a identidade vale trivialmente. Suponhamos a
identidade acima valida para algum k € Ny. Queremos mostrar que

LE[xFe!] = E[x kel (10.8)

para todo t € (—e,¢). Sejam b e § tais que 0 < b < § < €. Definimos f(¢,x) =

ket de forma que %f(t, z) = xF*1e!®. Observe que, para t € [—b, b],

‘%f(ta X)‘ _ |Xk+1‘etX < ’Xk+1|eb|X| < Ced X < C(eax +675X)7

onde C depende de k, b e §. Como o ultimo termo das desigualdades acima é
integréavel, pelo Teorema 5.49 temos (10.8) para todo ¢t € [—b,b]. Como b < ¢
é arbitrario, o mesmo vale para todo t € (—¢,¢), o que conclui a prova. [

Nos exemplos abaixo, ilustramos como calcular EX e VX para algumas
distribuicgoes cujas funcodes geradoras de momento ja nos sdo conhecidas.
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Ezemplo 10.9 (Geométrica). Se X ~ Geom(p), entao

EX = Myx(0) = 1, EX? = M%(0) = 3 -1, VX = EX’—(EX)* = 2. A

Ezemplo 10.10 (Poisson). Se X ~ Poisson(\), entao
EX = M4%(0) =\, EX? = MY%(0) =) >+ ), VX =EX? — (EX) =)\ &

Teorema 10.11 (Unicidade). Dadas X e Y waridveis aleatorias, se existe
e > 0 tal que Mx(t) = My (t) < oo para todo t € (—¢,+¢), entio X ~Y.

A demonstracao envolve aspectos técnicos acima dos nossos objetivos, e de
fato é dificil encontra-la em livros-texto.!”

Ezemplo 10.12 (Soma de variaveis Poisson independentes). Se X ~ Poisson(\)
e Y ~ Poisson(u) sdo independentes, entao

My iy (t) = Mx(t) - My (t) = N "Deule' =) = (OFtmle=1) — pp(p),

onde Z ~ Poisson(\ + ). Portanto, X + Y ~ Poisson(\ + p). A

10.2 Funcao caracteristica

Do ponto de vista tedrico, a funcdo caracteristica é bem mais robusta
e funcional que a funcdo geradora de momentos: estd definida para
qualquer distribui¢do; sempre determina a distribuicao; determina também a
convergéncia em distribuicdo; ndo bastasse, ainda gera momentos. Entretanto,
a funcdo caracteristica envolve a manipulacdo de numeros complexos.
Ressaltamos, porém, que o estudo de fungoes caracteristicas ndo requer
conhecimentos de calculo em uma varidvel complexa. Isso porque as integrais
sdo calculadas em dx para = € R e ndao em dz para caminhos v C C.

1Veja [Billingsley, P. Probability and Measure. Third edition. Wiley Series in Probability
and Mathematical Statistics, 1995, section 30] ou [Curtiss, J. H. A note on the theory of
moment generating functions. Ann. Math. Statistics 13:430-433, 1942].
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Definicdo 10.13 (Varidvel aleatéria complexa). Uma varidvel aleatoria
complexa é uma funcio Z : > C tal que Z = X +1Y, onde X e Y sado
varidveis aleatorias reais. Se X e Y sdo integraveis, dizemos que Z ¢é integravel

e definimos
EZ =EX +:EY.

A integragdo de fung¢bes complexas em dominios reais pode ser feita, para
todos os fins praticos, como no caso real. Ou seja, se F': R — C satisfaz
4 F(z) = f(z) para x € [a,b], entdo

/ ' f(a)dz = F(b) - Fla). (10.14)
a
Vamos utilizar a férmula de Fuler
" = cos(y) + isen(y), le¥| =1,
e usaremos sem demonstragdo os seguintes fatos:

z
e? = 2 :7’ 6z+w — ezew’
n!
n

z n
(e9) =e%¢, (14—;) — €° se zp, — 2.

Proposicao 10.15. Se Z e W sdo varidveis aleatérias complexas integrdvets,
entio Z + W ¢é integravel com E[Z + W] =EZ +EW, e para z € C tem-se
27 integravel com E[zZ] = zEZ. Se, além disso, Z ¢ W sao independentes,
entao ZW € integrdavel com E[ZW] =EZ -EW.

Demonstragdo. Sejam z = x4+ iy € C,comz,y e R,e Z=X+iY, W =
A+1iB com X,Y, A e B varidveis aleatérias reais integraveis, entdo Z + W =
(X+A)+i(Y+DB)ezZ = (zX—yY)+i(zY +yX). Logo, a integrabilidade
de Z + W e zZ segue da integrabilidade de suas respectivas partes real e
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imaginaria. Portanto,
E[Z+W]=E[X+A]+:E[Y +B] = (EX +iEY)+(EA+:EB) = EZ+EW
e

E[zZ] =E[zX —yY ]+ iE[zY + yX] = (z + iy)EX +i(z +iy) EY = 2 EZ.

Se Z e W sao independentes, entdo (X,Y) e (A, B) sao independentes. Logo

E[ZW] =E[XA - YB]+iE[XB + Y Al
— (EX -EA —EY -EB) 4+ i(EX - EB + EY - EA)
— (EX +iEY)(EA+iEB) =EZ-EW.

A hipétese de independéncia foi usada na segunda igualdade. O

Proposigao 10.16. Se E|Z| < oo entdo Z € integrdvel e |[EZ| < E|Z|.

Demonstragao. Escreva Z = X +iY. Como |X| < |Z| e |Y]| < |Z], segue que
X e Y sado integraveis, logo Z é integravel. Se EZ € R, entdo |[EZ| = |[EX| <
E|X| < E|Z|. No caso geral, escrevemos |[EZ| = wEZ, com |w| = 1, de
forma que EjwZ] = wEZ = |[EZ| € R e, pelo caso anterior, |[EZ| = |wEZ| =
|[ElwZ]| < E|lwZ| = E|Z|. O

A seguir definiremos a funcao caracteristica de uma varidvel aleatéria.

Definicao 10.17 (Funcao caracteristica). A fungdo caracteristica de uma
variavel aleatéria X, denotada por ¢x, é a fungdo px : R — C definida como

ox(t) = E[e"*] = E[cos(tX)] + iE[sen(tX)], t€R.

Observe que a fungao caracteristica de uma variavel aleatoria depende de fato
apenas de sua distribuicdo. Quando a variavel for absolutamente continua com
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funcao densidade f, sua funcao caracteristica é simplesmente a transformada
de Fourier da funcao f.

Observagio 10.18. Como |e"X| = 1, x () estd definida para todo t € R. A
Ezemplo 10.19 (Uniforme). Se X ~ U|a,b], entao

ox(t) = E[e™X] = E[cos(tX)] + i E[sen(tX)]
b 1
adx —i—z’/ sen(tx)b dzx

b 1
— t
/a cos( x)b_ —

sen(tb) —sen(ta)  .cos(tb) — cos(ta)

t(b—a) t(b—a)

_Z'eztb 4 Z'ezta eztb _ ezta

ttb—a)  itlb—a)’

Ou, usando (10.14):

'tb_eita
/b—ax:zt(b Q) 2

Ezemplo 10.20 (Poisson). Se X ~ Poisson(\), entao:

. O e\ o ltA i o
@X(t) — E[eti] — Zeztni — —)\ Z — €_>\€e A e)\(e —1)‘ A
n=0 n!
Ezemplo 10.21 (Geométrica). Se X ~ Geom(p), entao

[e.e]

oo
b
; p(1—p —epz :76*“4—]9—1’&

Proposigao 10.22. Para todot € R, vale |px(t)| < 1. Além disso, p(0) = 1.
Ademais, pax41(t) = e®px(at) para a,b € R.

Demonstracdo. Basta observar que

lpx (t)] = [E[e"]] < Ele™| = E[sen®(tX) + cos®(tX)] =
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(aner(t) _ E[eit(aXer)] — olth E[eitaX] _ 6itbtpx(at). 0

Proposicao 10.23 (Independéncia). Se X e Y sdo independentes, entio

ex+y () = ox(t) - ey (1)
para todo t € R.

Demonstracio. Observe que, se X e Y sdo independentes, entdo e*X e Y

também o sdo. Logo podemos escrever
S0X+Y(t) _ E[eit(XJrY)] — E{eitXeitY} = oy (t) . (py(t),
onde a independéncia foi utilizada na ltima igualdade. O

Proposigdo 10.24 (Célculo de Momentos). Se E|X*| < co entdo ox tem
k-ésima derivada, e ademais

P(0) = *EXF.

Demonstragdo. Assim como fizemos para a fungao geradora de momentos,
gostariamos de derivar dentro da esperanca de modo que possamos escrever

oW (1) = B[k XFeitX), (10.25)

obtendo assim gog];) (0) = i* EX*. Vamos mostrar, por inducio em k, que, se

E|X*| < oo, entdo vale (10.25) para todo t € R.

O caso k = 0 é trivial. Suponha que a afirmagdo vale para algum k, e seja X
tal que E|X* 1| < co. Observe que E|X*| < oo, pois |zF| < 14 |2F*1], logo
vale (10.25). Agora Seja f(t,z) = i* X¥e, Observe que

|58, X)] = XM X<,
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e este ultimo ¢é integravel por hipdtese. Pelo Teorema 5.49,

(’Dglg+1) (t) = %Sogl;) (t) = %E[ika X = E[{FH1 X FH1 ¢itX]

para todo t € R, o que conclui a prova por inducéo. [l

2
Ezemplo 10.26 (Normal). Se X ~ N (0, 1), entdao ¢ x (t) = e~ 7. Usando (10.25),
podemos derivar dentro da integral, e integrando por partes obtemos

+o0 zxe T +oo z2tem
O (t) = x—/ dx:—tcpx(t).

—00

As solugdes da equagdo ¢’y (t) = —tpx(t) Vt € R sdo dadas por ¢x(t) =
2 2
ce_%, com ¢ € C. Avaliando no ponto ¢ = 0, obtemos px(t) = 6_%, como

anunciado acima.

L p242
Ademais, se X ~ N(u,0?), entdo px(t) = eith—"5- pela Proposicdo 10.22,
pois escrevendo X ~ u + o0Z obtemos Z ~ N(0,1). A

Corolario 10.27 (Expansdo de Taylor). Se E|X*| < oo, entdo

t3 B tF
px (1) = ox(0) + g (0) -1+ (0) 5 ol =+ W L ()
EX? EX3 EXF
=1+iEX t— — 2 . 3 —|—---+ithk+rk(t),

onde o resto r(t) é pequeno: r’zl(f) — 0 quando t — 0.

Demonstragao. Imediato da Proposi¢ao 10.24 e Teorema A.5. U

Ezemplo 10.28 (Poisson). Calculando os momentos da Poisson: EX =
—i ¢ (0) = A, EX? = —¢(0) = A + A, VX = EX” — (EX)* = \. A

Outra grande utilidade da funcdo caracteristica é que permite determinar a
distribuicdo de determinada variavel aleatéria. Enunciaremos agora este fato,
mas sua prova serd dada na secdo seguinte.
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Teorema 10.29 (Teorema de Unicidade). Se duas varidveis aleatorias tém
a mesma fungdo caracteristica, entdo tém a mesma distribuicdo.

Ezemplo 10.30 (Soma de variaveis Poisson independentes). Se X ~ Poisson(\)
e Y ~ Poisson(u) sdo independentes, entao

pxy () = ox(t) - gy (t) = NVl 1) — LOFME =1 — (),

onde Z ~ Poisson(A + p). Portanto, X +Y ~ Poisson(\ + p). A

A seguir enunciaremos uma versao simplificada do mais importante teorema
deste capitulo, o Teorema da Continuidade de Lévy, que relaciona convergén-
cia de fungOes caracteristicas com a convergéncia em distribuicdo estudada
no Capitulo 7. Daremos alguns exemplos de sua grande aplicabilidade. Na
Secao 10.3, enunciaremos e provaremos uma versao um pouco mais geral que
a enunciada abaixo.

Teorema 10.31 (Teorema da Continuidade de Lévy). Sejam X e (Xp,)nen
varidveis aleatorias. Entao X, converge em distribuicdo para X se, e somente
se, px, (t) — @x(t) para todo t € R.

Como exemplos da forca do Teorema da Continuidade, forneceremos novas
provas da convergéncia de binomial a Poisson, da Lei Fraca dos Grandes
Numeros e do Teorema do Limite Central para o caso i.i.d.

Ezemplo 10.32 (Binomial Converge para Poisson). Seja A > 0 e para n >
A1 considere X,, ~ Binom(n,%). Entdo X, 5 Poisson()\). Com efeito,
analisando a funcéo caracterfstica das X, obtemos ¢x,, (t) = [1+2 (e —1)]" —

eXet=1) px(t) onde X ~ Poisson(\) . &

Ezemplo 10.33 (Lei Fraca dos Grandes Numeros para o caso i.i.d.). Faremos
uma demonstragao curta do Teorema 8.4. Como as X, sao i.i.d.,

n

05 (t) = @5, (L) = ox, () ox,(£) =[x, (£)]" = |1+ Z%t +ri(5)]

n

ri(w)

onde r1(-) é tal que — 0 quando w — 0. Segue que @s, (t) — e+
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quando n — oo, para todo t € R. Pelo Teorema da Continuidade de Lévy,
%” 4 . Como p é constante, segue da Proposicao 7.36 que Sn—" 5 L A

Ezemplo 10.34 (Teorema do Limite Central). Faremos uma demonstragao
curta do Teorema 9.1. Supomos sem perda de generalidade que u = 0. Como
as X, sadoii.d.,

‘H

B

b = 5.t = o ()] = |1 55+ ()|

2
onde 75(-) é tal que 7”35;”’ — 0 quando w — 0. Segue que ¢ s, (t) = e~ =
ovn

—t2/2

quando n — oo, para todo t € R. Como e ¢é a funcao caracteristica de

uma normal padrao (Exemplo 10.26), pelo Teorema da Continuidade de Lévy,

segue que U*?% N N(0,1). A

10.3 Unicidade e convergéncia

Nesta se¢do provaremos o Teorema da Unicidade e o Teorema da Continuidade
de Lévy. A maior parte desta se¢do serda uma continuagdo da Segdo 7.4, em que
vamos estabelecer propriedades de convergéncia em distribuicao de variaveis
aleatérias analogas as de convergéncia de niimeros reais.

A analogia com convergéncia de nimeros reais é a seguinte. Dada uma
sequéncia de nimeros (z,,),, sempre podemos selecionar uma subsequéncia
(xn, )k tal que limg x,, existe, mas o limite pode ser infinito. Se pudermos
mostrar que a sequéncia ¢ limitada, hd uma subsequéncia (z,, ) que converge.
Se mostramos também que existe z € R tal que limy z,, = x para toda
subsequéncia convergente, entdo x, — x. Indo um passo mais adiante,
gostarfamos de poder identificar o limite z = lim; x; sabendo apenas que
lim; g/(x;) = g¢(x) para uma familia de fun¢oes indexadas por t. Se as
fungoes g; forem continuas e a familia {g; }; for “injetiva”, isto é, g.(x) = g:(y)
para todo t implica = y, entdo podemos de fato concluir que xz; — x.
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Passemos aos andlogos desses enunciados para sequéncias de varidveis

aleatérias, comecgando pela existéncia de subsequéncias convergentes.

Teorema 10.35 (Teorema da Selecdo de Helly). Dada uma sequéncia (Fy,)n
de fungoes de distribuicdo, existem uma subsequéncia (F,, )i e uma fun¢ao
F : R — [0,1] nao-decrescente e continua a direita tal que F,, (x) — F(z)
quando k — oo, para todo x ponto de continuidade de F'.

Demonstragao. Seja B = {ry,r9,73,...} um conjunto denso em R. Como
(F(r1))n é uma sequéncia limitada ao intervalo [0, 1], existe uma subsequéncia
(njl)j de N tal que Fn; (r1) = G(r1) para algum ndimero G(r1) € [0,1].
Da mesma maneira, existe uma subsequéncia (n?)] de (nj); tal que
FnJZ (re) — G(r2) para algum ntmero G(rz) € [0,1]. Por conveniéncia,

podemos supor que n? = ni e nj = ni. Prosseguindo recursivamente,

para todo k € N existe (né“) ;j subsequéncia de (nf_l) ; tal que nf = nf~! para
l=1,...,k e tal que F (ry) — G(ry) para algum niumero G(r;) € [0, 1].
A subsequéncia (n;); deéejada ¢ definida tomando-se n; = n? para todo
j € N. Observe que, para cada k € N, (n;); é subsequéncia de (né‘})j, logo

F, . (ri) = G(rg). Ademais, G : B — [0, 1] é nao-decrescente.

Defina F(x) = inf{G(r) : » € B,r > x}. Note que F é nao-decrescente
por inclusdo, e é continua a direita pois inf A,, | inf A sempre que A, 1

J

A C R. Resta mostrar que [y, (r) — F(z) para todo ponto x onde F' é
continua. Seja € > 0 e x € R ponto de continuidade. Tome § > 0 tal que
Fz)—e < F(x—96) < F(x+6) < F(z) +¢, e tome ', 7" € B tais que
z—0 <71 <z <r"<z+4d. Pela defini¢cio de F' e como G é nao-decrescente,
F(zx —9) < G(r') < F(z) < G(r") < F(z + 6). Dai segue que, para todo j
suficientemente grande, F'(z) — e < Fy,; (') < Fp, (") < F(z) + € e, como a

funcdo F,,; é ndo-decrescente, F'(x) — e < Fy, () < F(z) + €. O

Observe que o Teorema de Selecao de Helly nao garante que a fungédo limite
F' seja uma funcdo de distribuicdo. Intuitivamente, isso pode falhar porque é
possivel deixar massa escapar ao infinito. Por exemplo, se X,, ~ U[—n, 2n],
entdo Fy,(z) — 3 para todo z € R. A funcdo limite F° é ndo-decrescente e
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continua a direita, mas nao é fungao de distribui¢do pois limy—, 1o F'(x) = %
1 2
Nesse exemplo, podemos pensar que 3 da massa escapou para —oo e 3 da

massa escaparam para +oo. Por isso introduzimos a seguinte definicao.

Defini¢ao 10.36. Dada uma sequéncia (X)), de varidveis aleatérias, dizemos
que a sequéncia estd confinada se, para todo € > 0, existe um conjunto
compacto K tal que P(X,, ¢ K) < € para todo n € N.

Podemos agora enunciar o seguinte coroldrio do Teorema de Sele¢ao de Helly.

Corolario 10.37. Seja (X)), uma sequéncia confinada de wvaridveis

aleatdrias. Entao existem uma subsequéncia (X, )i e uma varidvel aleatdria
. d

X tais que X,, — X.

Demonstragao. Sejam (F,), as respectivas fung¢oes de distribuigao de (X,)y.
Pelo Teorema da Selecao de Helly, existem uma subsequéncia (F},, ), e uma
funcdo F': R — [0, 1] ndo-decrescente e continua a direita tais que F,, (x) —
F(x) para todo = ponto de continuidade de F. Para que F' seja de fato uma
funcdo de distribuigdo, basta que ela satisfaga lim,_, o (F(z) — F(—z)) = 1.
Seja € > 0. Tome M tal que P(|X,,| > M) < € para todo n e tal que M
sejam pontos de continuidade de F'. Entao F(M)— F(—M) = lim,, F,,(M) —
F,(—M) > 1 — ¢, o que conclui a prova. O

Como no caso de sequéncias de nimeros deterministicos, podemos usar o
corolario acima para obter outro que permitird estabelecer convergéncia de
uma sequéncia olhando para subsequéncias.

Corolario 10.38. Seja (X,,), uma sequéncia confinada de varidveis
aleatorias. Suponha que existe X tal que Xy, 4 x para qualquer subsequéncia
(X, )k que convirja em distribui¢do. Entio X, — X.

Demonstragdo. Seja g : R — R continua e limitada. Pelo Teorema de Helly-
Bray, basta mostrar que a sequéncia numérica (E[g(X,,)]), converge para
E[g(X)]. Para isso, basta mostrar que toda subsequéncia (E[g(X},)])r tem
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uma subsubsequéncia (E[g(Xnkj )]); que converge para E[g(X )] — Teorema A.7.
Seja (ng)r uma tal subsequéncia. Pelo Corolario 10.37, existe uma
subsubsequéncia (ng;); tal que (Xnkj ); converge em distribui¢do para alguma
variavel aleatéria. Por hipdtese, essa varidvel aleatéria é X, ou seja,
Xy, 4 X. Pelo Teorema de Helly-Bray, (E[g(Xnkj)])j — E[g(X)], como
queriamos demonstrar. O

De volta a funcdo caracteristica, gostariamos de um critério para mostrar
7
que uma dada sequéncia de varidveis aleatOrias estd confinada.

Lema 10.39. Seja X wma varidvel aleatoria. Para todo § > 0, wvale a
estimativa P(|X| = 2) < 2 [P E[1 — cos(tX)]dt.

Demonstragao. Comutando a esperanca e a integral,

é é
% /0 E[l—cos(tX)]dt:EB /0 [1—cos(tX)]dt] -

=t - =) > (1 - =1 ] > B3> )

pois 1 — *%% > ( para todo v # 0 e 1 — 504 > % se |u] > 2. Comutar a

esperanca e a integral esta justificado pelo Teorema de Tonelli. O

Para que a funcdo caracteristica possa cumprir o papel da familia {g:}:,
discutida no inicio desta seg¢ao, vamos combinar o Teorema da Unicidade
com a proposicao abaixo.

Proposigio 10.40. Se X, 5 X, entdo vx, (t) = px(t) para todo t € R.

Demonstragio. Seja t € R. Como sen(tx) e cos(tz) sdo fungdes continuas
e limitadas de x, segue do Teorema de Helly-Bray que E[cos(tX,)] —
E[cos(tX)] e E[sen(tX,)] — E[sen(tX)], donde ¢x, (t) = @x(t). O

Agora estamos prontos para mostrar o Teorema da Continuidade de Lévy.
Na verdade enunciaremos e provaremos abaixo uma versao um pouco mais



10.3. UNICIDADE E CONVERGENCIA 299

forte que aquela enunciada na secao anterior. Ela nos diz que basta que a
sequéncia de fungoes caracteristicas (¢x, ), convirja para uma func¢ao que
seja continua em t = 0, e isto ja serd suficiente para garantir que o limite das
funcbes caracteristicas também seja uma funcgdo caracteristica. Esta tltima
serd a fungdo caracteristica de uma variavel aleatoria X que serd o limite em
distribuigao da sequéncia (Xp,)s,.

Teorema 10.41 (Teorema da Continuidade de Lévy). Sejam (Xp)nen
varidveis aleatorias e (px, )neN Suas respectivas fungoes caracteristicas. Se
existe lim, px, (t) = ¢(t) para todo t real e ¢ é continua em t = 0, entdo
existe uma varidvel aleatoria X, tal que ¢ = px e X, 4 x.

Demonstragdo. Do Lema 10.39 e do Teorema da Convergéncia Dominada,

d
P(Xl>3) <3 [ [1 - cos(tXu)dt =

0 6

- g/o 1= Rpx, ()]dt — %/O (1 — Re(t)]dt
para todo § > 0. Seja € > 0. Como ¢ é continua em ¢ = 0, podemos tomar
do > 0 tal que |1 — Rp(t)| < 5 para todo t € [0,dq]. Assim podemos tomar
ng tal que P(|X,,| > 26,') < ¢ para todo n > ng. Para cada n < ng, sempre
existe 6, > 0 tal que P(|X,| > 20,') < e. Tomando § = min{dy, 1, ..., 0ny},
obtemos P(|X,| > 20~!) < ¢ para todo n € N. Portanto, a sequéncia (X, )
estd confinada.

Pelo Corolario 10.37, existem uma varidvel aleatéria X e uma subsequéncia
(Xn, )k tais que X, 4 X. Pela Proposicao 10.40, ¢x = ¢. Agora seja Xnﬁc
outra subsequéncia que converge em distribuicao para alguma X’. Novamente,
pela Proposi¢ao 10.40, px» = ¢ e, pelo Teorema de Unicidade, X’ ~ X. Pelo
Corolério 10.38, X, 4 x , concluindo a prova. O

Ficou faltando apenas demonstrar o Teorema de Unicidade.

Prova do Teorema de Unicidade. Basta mostrar que, dados a,b € R, vale
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Pla < X < b) = Pla <Y < D), pois segue que Fx = Fy tomando-se
a ] —oo. Para isso, vamos aproximar 1, por uma combinacao de fungoes
trigonométricas e usar a hipdtese de que px = py.

Sejam —oo < a < b < ooee>0. Tome f¢(x): R — [0, 1] continua tal que
f(x) =1parax € [a,b] e f(x) =0paraz & [a—e,b+e]. Sejan > |a|+|b|+e.
Note que f¢ é uma fungdo continua em [—n,n] e fé(—n) = f(n) = 0.

Pela versao trigonométrica do Teorema de Weierstrass (Teorema A.15),

f¢ pode ser aproximada em [—n,n] por polindémios trigonométricos. Em
particular, existem m € N e a_,,, ..., a, € C tais que a funcao

m km
falz)= Y age'n”

k=—m
assume valores reais e satisfaz
sup |fr(z) — ff(x)| <5 e supl|fi(z)] <2, (10.42)
z€[—n,n] z€R

onde a segunda estimativa acima segue da primeira e do fato que f; é uma
funcao periédica de periodo 2n. Tomando-se a esperanca,

E[f(X)] = > arpx(58) = > arpy (5F) = E[fr(Y)]. (10.43)
k=1 k=1

Observe que

Pla < X <b) <E[f(X)] <E[fy(X)]+ £ +2P(X| > n) e
Pla—e <Y <b+e) 2E[f5(YV)] = E[f5(Y)] - & —2P([Y| > n).

Em cada linha acima, a primeira desigualdade é devida a definicao de f© e
segunda segue das estimativas em (10.42). Substituindo a identidade (10.43),
tomando n — oo e depois € | 0, chegamos a P(a < X <b) <Pla <Y <b).
De forma idéntica provamos a desigualdade oposta, donde segue que Fy = Fy,
concluindo a prova. ([
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10.4 Formula de inversao

A prova do Teorema de Unicidade que demos na secdo anterior é muito
instrutiva. Ela estd baseada no fato de que, se duas distribuicées sao
indistinguiveis quando testadas em fungoes trigonométricas, entdo elas sao

as mesmas.

Entretanto, aquela prova ndo é auto-contida pois usa a versao trigonométrica
do Teorema de Weierstrass. Daremos nesta se¢do uma prova auto-contida,
que terd seus pontos altos como transformada de Fourier inversa e calculo da

integral de Dirichlet sem utilizar Analise Complexa.

Enunciamos e provamos agora a férmula de inversao, que tem o Teorema de
Unicidade como corolario. Se bem que nem o enunciado nem as técnicas de
prova serdao usadas no restante desse livro, sua leitura envolve um uso mais
engenhoso da integral de Lebesgue, o que pode causar certa satisfacio.

Teorema 10.44 (Férmula de inversdo). Seja X uma varidvel aleatdria e
a < b dois pontos de continuidade de Fx. Entdo

Fx(b) — Fx(a) = lim / L e (b dtda.

c—r+oo 2T

Informalmente, se X tem densidade suave e com cauda leve,

ox(t)= [ e () da

cuja transformada de Fourier inversa'® é dada por

1

@) =5 [ e ot ar

Integrando em [a, b] obtemos

FX(b)—FX(a):/abe(a;)d 277/ /+°° g, (1) dt da,
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explicando a férmula de inversdo. Havendo motivado a férmula, passemos a
demonstracao, sem supor suavidade de nenhum tipo.

Demonstragdo. Sejam —oo < a < b < co. Para cada ¢ > 0, definimos

1 bofte —ixt
A= %/ / e “rox(t)dtde.

Usando o Teorema de Fubini para inverter as integrais,

A, = ;E{/:C /: e~ UX g dt},

que se justifica porque ff [C.|e” et X |dtdx = 2¢(b — a) < oo.

A partir da expressdo acima, definimos

+c b . .
ge(2) = / / e elE dp dt.
—C a

Integrando, expandindo, usando que o cosseno é par, e substituindo, obtemos

+c(z—a) +c(z—b)
g0(2) :/ senvdv_/ senvdv.

—c(z—a) v —c(z-b) v

Observe que a funcao h(r,s) = [’ *2¥ dv ¢ limitada e tende a algum nimero

positivo A > 0 quando s - —oo e r — 400. Mais abaixo vamos descobrir o

valor desse limite .

De volta as fungoes g., separando em casos, obtemos

lim gc(z) =2\ {]l(al,)(z) + %]l{ayb}(z)} .

c——+00

18 A transformada de Fourier inversa ndo serd usada neste livro, é mencionada apenas
para explicar de onde veio a formula de inversdo. Em Anélise, o sinal de menos no expoente
aparece na transformada e ndo na sua inversa, e usa-se /27 em ambas ao invés de 27 na
inversa.
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Como g, é limitada, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

lim A.= lim £E[g.(X)] = 2P(a < X <b) + $2P(X € {a,b}).

c—+00 c—+00

Repare que o enunciado do teorema ¢é para pontos a e b onde Fx é continua.
Usando o fato de que fjcc = *dv — 7, isso completa a prova do teorema.

Provaremos agora que A = m, isto é, fjcc =tdv — m. Esta integral,
condicionalmente convergente, é conhecida como integral de Dirichlet.

Consideramos o caso X ~ N (0, 1), que, convenientemente, tem como fun¢ao
caracteristica um multiplo da sua densidade. Pela férmula de inversao,

%[Fx(b)—Fx(a)]ch{{loo% [ ] e extara
o—12/2

+c
- / -
0—12100 a \/27T( —c ¢ \/27T
b 1 400 ) 6—t2/2
= — e U dt) dz
/a \/27r(/—oo v 2T )

e /2 dg

dt) dz

b
:/a Var
— Fx(b) — Fx(a),

donde concluimos que A = 7. Nas igualdades acima usamos o Teorema da
Convergéncia Dominada (a densidade ¢ integravel e |e”%| = 1), e o valor da
integral correspondente a funcdo caracteristica da normal.

Essa prova de que ffcc *0dv — 7 ilustra a técnica de aceitar um resultado
parcial com constante indeterminada e descobrir a constante apds aplicar
o0 argumento a um caso concreto. Outra prova de ffcc =rdv — 7, que
tampouco usa Andlise Complexa, consiste em escrever

+c +c +oo —+o00 +c
/ dy = / / e "senvdrdv = / / e " senvdvdx
0 o Jo 0 0
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Too 1 —e % (cosc + xsenc) oo 1 T

= 5 dz — ——dr =

0 I+ 0 14+ 2
quando ¢ — +o0o. Comutar as integrais é justificado pelo Teorema de Fubini
pois [y |®2¢|dv < 1+ [logd)™ < oo, enquanto o limite é justificado pelo
Teorema da Convergéncia Dominada pois o numerador é dominado por

14+14et para todoxz >0ec > 1.

Assim completamos a prova de que fjcc = dv — 7 e, com isso, provamos a
féormula de inversio. ]

10.5 Exercicios

§10.1
1. Seja X ~ N (u,0?).

2
(a) Mostre que, se p=0e o =1, entdo Mx(t) = .
2,42

(b) Mostre que Mx(t) = e”2 +H,
(c) Use a fungéo geradora de momentos para calcular EX e VX.

Dica: 2tz — 2% =t — (z — t)%.
2. Seja X ~ Ula,b].
(a) Mostre que Mx(t) = %.
(b) Use a fungao geradora de momentos para calcular EX e VX.
3. Seja X ~ Exp(\).

a) Mostre que My (t) = <& para t < \ e 400 para t > ).
-
(b) Use a funcdo geradora de momentos para calcular EX e VX.

4. Seja Y uma variavel aleatéria absolutamente continua com fungao de

densidade dada por

e Y, 0,
fr(y) = {y v

0, caso contrario.
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Ache a funcao geradora de momentos de Y e use-a para calcular EY e VY.

5. Seja X uma varidvel aleatéria. Mostre que o conjunto {t € R : Mx(¢t) <
oo} é um intervalo que contém o ponto ¢t = 0.

§10.2
6. Seja X ~ Exp(A), calcule px(%).

7. Sejam X7 ~ N (u1,0%) e Xo ~ N(juz,02) independentes. Utilize funcoes
caracteristicas para mostrar que X7 + Xo ~ N (Ml + o, a% + a%).

8. Suponha que gy (t) = e~ l. Mostre que X ndo é integravel.

9. Mostre que uma variavel aleatéria X é simétrica, isto é, X ~ —X se, e
somente se, sua fun¢do carateristica é uma fungao real.

10. Dado a > 0, qual é a variavel aleatéria cuja fungdo caracteristica é
cos(at)? Qual a varidvel aleatéria cuja funcio caracteristica é cos?t?

§10.3

11. Sejam X uma varidvel aleatéria e ¢ sua respectiva funcio carateristica.

(a) Mostre que se existe tg # 0 tal que |p(to)| = 1, entéo existe a € R de
modo que a distribuicdo de X esteja concentrada nos nimeros da forma
a+ 2?—0”, ne’ Istoé, Y, ,P(X =a+ 2?—0") =1

(b) Mostre que, se |p(t)| = 1 para todo ¢ € R, entdo X é degenerada.

12. Sejam (X,), e (¢n), uma sequéncia de varidveis aleatérias e suas
. ~ ;- d

respectivas fungoes caracteristicas. Mostre que X,, — 0 se, e somente se,

existe € > 0 tal que ¢, (t) — 1, quando n — oo, para todo t € (—¢,¢).

§10.4

13. Suponha que [ |px(t)|dt < co. Prove que X ¢é absolutamente continua
com densidade fx(z) = 5= [p e @ox(t)dt.
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14. Sejam X,Y independentes com distribuicdo Exp(1) e defina Z = X — Y.

(a) Mostre que @z(t) = px(t)py(—t) para todo t € R.
(b) Encontre ¢y.
(c) Encontre fz.
)

1 —itx _ 1 _ el
(d) Prove que 5- [pe "z dt = &5

z|

15. Suponha que X ~ Cauchy(0,1). Prove que @y (t) = eIt



Capitulo 11

Esperanca Condicional

Em intmeras situagoes queremos estudar o comportamento de uma dada
variavel aleatoria X em termos de outra variavel aleatéria Y, seja porque
dispomos de informacdo acerca de Y, seja porque é mais conveniente fazer
calculos primeiro tendo seu valor congelado e depois integrando sobre seus

possiveis valores.

De forma mais abstrata, podemos estar interessados no comportamento de
uma varidvel aleatéria X tendo acesso a determinado tipo de informacao, nao
necessariamente representada por outra variavel aleatéria. No caso mais geral,
essa informagcao é representada pela o-algebra dos eventos cuja ocorréncia

podemos observar a priori. Comecgaremos por um caso mais simples.

11.1 Esperanca condicional dada uma particao

Muitas vezes conseguimos dividir {2 em poucas classes que podem ser estuda-
das separadamente para depois ver-se o todo. Nesta secao vamos trabalhar

com partigoes finitas, isto é, partigdes da forma D = {Dy, Do, ..., D,,} para
algum m € N.
Ezemplo 11.1. Sejam X7, Xa, X3, ... varidveis aleatorias assumindo valores

307
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em {—1,1}. O espago €2 pode ser dividido em quatro eventos onde ambas
X1 e X5 sao constantes. A

Recordemos a definicdo de esperanca condicional de uma varidvel aleatéria
simples X dado um evento A, vista na Secéo 5.4:

E[X]|A] =) z-P(X = z|A).

Defini¢ao 11.2 (Esperancga condicional dada uma partigdo). Sejam X
uma varidvel aleatéria simples e D uma particdo finita de 2. Definimos a
esperanga condicional de X dado D, denotada por E[X|D], como sendo a
variavel aleatéria dada por

E[X|D](w) = ) _E[X|Dg] 1p,(w).
k

Ou seja, para cada D € D, a vardvel aleatéria E[X|D] assume o valor E[X|D]
quando D ocorre.

A esperanga condicional E[X|D] é a uma aproximagao para X que depende
apenas da informagao relacionada a particao D. Ela é grosseira o suficiente
para atender & restri¢do de ser constante no eventos de D, mas fina o suficiente
para ser a melhor entre todas as aproximagoes sujeitas a essa restricdo. Veja
a Figura 11.1.

Exemplo 11.3. Um dado honesto é lancado. Seja X o valor exibido pelo dado

Q T T D T T

Figura 11.1. ITlustracao da definicado de esperanca condicional.
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e defina a particao D = {{X é par}, {X é impar}}. Neste caso,

E[X|X é par], se X (w) é par,
E[X|X ¢é impar], se X(w) ¢ impar.

E[X|D)(w) = {

Assim,
4, se X é ,
E[X|D](w) = ) Car s
3, se X(w) é impar.
Proposig¢ao 11.4 (Propriedades da esperanga condicional). Sejam X e Y
varidveis aleatorias simples, D uma particdo finita de Q e a,b € R. Entdo
valem as sequintes propriedades:
(1) E[a| D] = a.
(2) Se X <Y, entao E[X|D] < E[Y|D].
(3) ElaX +bY|D] = aE[X|D] + bE[Y|D].

Demonstragdo. A prova é baseada no fato de que essas mesmas propriedades
valem quando condicionamos a um evento D fixo. Com efeito, E[a|D] =
Y Ela|Di]lp, =adY,1p, =a, ElaX +bY|D] = >, E[aX + bY |Di]lp, =
aY L E[X|Dillp, + 0> L E[Y|Dg]lp, = aE[X|D] + bE[Y|D] e, se X <Y,
vale E[X|D] = YL E[X|Di|1p, < > E[Y|Dgllp, = E[Y|D]. O

Teorema 11.5 (Esperanca iterada). Sejam X uma varidvel aleatoria simples
e D uma particio finita. Entdo

EX = E[E[X|D]].
Demonstragao. Expandindo a defini¢do de E[X|D], obtemos

E[E[X|D]] = E[3 4 E[X|Dy] 1p, ] = 324 E[X|Dy] P(Dy)
=YW E[X -1p,] =E[X - Y, 1p,] = EX,

sendo que a terceira igualdade segue da Proposigao 5.53. U
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Exemplo 11.6. No lancamento do dado considerado no Exemplo 11.3,

11
EX = E[E[X|D]] :§4+§3:g. A

Definicao 11.7. Seja D = {D,...,D,,} uma partigdo finita e X uma
variavel aleatéria simples. Dizemos que X é D-mensurdvel se existem niimeros
zi,...,Tm, N80 necessariamente distintos, tais que

X = Z:Ek]le.
k

A equacao acima diz que X é constante nos eventos de D, o que também
interpretamos como que a informacao sobre D determina o valor de X.

Observe que E[X|D] sempre é D-mensurével.

O teorema a seguir diz que, se uma dada varidvel aleatoria é D-mensuravel,
entdo ela sai da esperanca condicional como se fosse uma constante.

Teorema 11.8. Sejam X e Y waridveis aleatorias simples e D uma particao
finita. Se'Y € D-mensurdvel, entdo

E[XY|D] =Y - E[X|D]
e, em particular, EY|D] =Y.

Demonstragdo. Escrevendo Y = Zj yjlp,, para cada j fixado, vale a
identidade

E[XY|D;] = E[y; X|D;] = y;E[X|Dj],
donde E[XY|D] =Y - E[X|D] para todo w € D;. Como isso vale para todo
j, vale a identidade para todo w € €. ([l

Observagio 11.9 (Melhor aproximagao na média quadratica). Vejamos que
E[X|D] é a melhor aproximagao D-mensuravel para X, no sentido de que,
dentre todas as variaveis aleatérias Z que sdo D-mensuraveis, é a que minimiza
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o erro quadréatico médio E|Z — X|?. Com efeito, tomando W = E[X|D],
mostraremos que E|X —W|? < E|X — Z|? para toda varidvel Z, D-mensurével.
Expandindo e usando o Teorema 11.8 duas vezes,

E[(X — Z)?|D] - E[(X — W)?|D] - E[(Z — W)*|D)]
— 2E[(X — W)(W - 2)| D]
— (W - 2)(E[X|D] - E[W|D])
— 2(W — Z)(E[X|D] - W) =0,

pois W — Z e W sdo D-mensuraveis. Tomando esperanca na equagao acima,

E(X -2 =E(X -W)*+EZ-W)?>EX - W) A

Observamos que a esperanga condicional E[X|D] é a tunica varidvel aleatoéria

D-mensuravel tal que
E[E[X|D]1p] = E[X15] (11.10)

para todo B € D. A unicidade aqui é no sentido de que qualquer outra
variavel aleatoria cumprindo essas duas condi¢Ges tem que ser necessariamente
igual a E[X|D] exceto nos eventos de D que tenham probabilidade zero.

As principais propriedades da esperanga condicional podem ser obtidas
diretamente a partir desta caracterizagdo de E[X|D]. Veremos como essa
defini¢do alternativa ajuda na prova do teorema abaixo.

Dadas duas particoes C e D, dizemos que D é mais fina que C, denotado
por D = C, se para todo D € D existe C € C tal que D C C. Isso significa
que D tem “mais informacao” do que C, pois os eventos de D formam uma
subdivisao dos eventos de C.

Teorema 11.11 (Esperanca condicional iterada). Sejam X wma varidvel
aleatoria simples e C e D particoes finitas de ). Se D = C, entdo

(1) E[E[X|C]|D] =E[X|C] quase certamente,
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(2) E[EX|DP]|C] =E[X|C] quase certamente.
A propriedade acima ¢ ilustrada na Figura 11.2.

Demonstragio. Para clarificar a notagao, denotamos Y = E[X|D] e Z =
E[X|C]. Para o item (1), como Z é C-mensuravel e D = C, segue que Z é D-
mensuravel, donde E[Z|D] = Z. Provemos agora o item (2). Seja A € C. Pela
defini¢do de Z, temos E[Z1 4] = E[X1 4]. Por outro lado, A = B; U--- U By,
com By, ..., By € D e, pela definicio de Y, temos E[X1 ;] = E[Y1p,] para
j =1,...,k. Somando sobre j, obtemos E[X14] = E[Y14]. Como Z é C-
mensuravel e E[Z1 4] = E[Y'1 4] para todo A € C, concluimos que Z = E[Y|C]
q.c. pela observacao acima. O

11.2 Funcao de probabilidade condicional

Consideramos agora o caso em que a particdo é dada pelos valores assumidos
por uma outra variavel aleatoria.

Defini¢ao 11.12 (Particao induzida por uma varidvel aleatéria). Seja Y uma
variavel aleatéria simples. Sejam aq, ..., a;, os distintos valores assumidos
por Y e D; = {Y = a;}, de forma que Y = }>7;", aylp,. Definimos a
parti¢io induzida por'Y como Dy = {D1,Da,...,Dn}.

Observe que Y sempre é Dy-mensuravel. Ademais, se X = g(Y') para alguma

ELD) Al
q 2 oy b F - /@
N —
E[-|C]

Figura 11.2. Diagrama ilustrando a esperanga condicional iterada.
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funcdo g : R — R, entdo X também é Dy-mensuravel. Reciprocamente, se
X é Dy-mensurdvel, entdo X = g(Y') para alguma g : R — R.

Definig¢ao 11.13 (Esperanca condicional dada uma variavel aleatéria). Sejam
X e Y variaveis aleatérias simples. Definimos a esperanca condicional de X
dado Y como sendo a varidvel aleatoria

E[X|Y] = E[X|Dy].

Ou seja, E[X|Y] assume o valor E[X|Y = y] no evento {Y = y}.

Neste contexto, a Observagdo 11.9 nos diz que E[X|Y] é, dentre todas a
varidveis aleatérias Z que podem ser expressas como Z = ¢g(Y') para alguma
g:R — R, a que minimiza E(Z — X)2.

Na prética, podemos calcular E[X|Y] da seguinte maneira. Primeiro definimos
a funcao de probabilidade condicional de X dado Y como

pxy(Z,y)

or () (11.14)

x|y (z|y) =

para todo y tal que py(y) > 0. Nos pontos y tais que py(y) = 0 podemos
definir pxy (z|y) = px(x). Depois calculamos

EX|Y =y] =)z pxy(aly). (11.15)

Ezemplo 11.16. Seja (X,Y’) vetor aleatério com fungéo de probabilidade

conjunta dada por pxy(0,0) = %, pxy(0,1) = %, pxy(1,0) = 1—10 e

pxy(1,1) = 13—0. Entado, a funcdo de probabilidade marginal de Y, py,
é dada por
1 1
=5 o ()=,

0 que por sua vez nos permite calcular a funcdo de probabilidade condicional
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de X dado Y, px|y(x|y), através de (11.14), obtendo

4 1 2 3
pxjy(0]0) = =, pxv(110) = <, pxy(0[1) = -, pxy(1]1) = ¢,
) ) 5 9
isto é,
4—2y 142y
3 e pxy(lly) = :

5)
Portanto, podemos calcular, via (11.15), que

pxy(0ly) =

142
EX)Y =y] = —Ey, paray =0ouy =1,
logo E[X|Y] = 12X quase certamente. A

Ezemplo 11.17. Sejam X ~ Binom(n,p) e Z ~ Binom(m,p) varidveis
independentes e Y = X + Z. Conforme visto no Exemplo 4.20, ¥ ~
Binom(n + m, p), logo, py (y) = (m;”)py(l — p)™tNTY. Assim,

pxy(@,y)  pxzlxy—z) px@)pz(y —2)

pxiy (oly) = py(y’) T oy ()
_ Gt A ) ()G
(n+m)py(1 _ p)n+mfy (n+m) 3

Y Yy

onde na terceira igualdade utilizamos o fato de X e Z serem independentes.
Portanto, para todo y =0,...,n+m,

() nEe (o))

E[X|Y = y] = Zl‘ (n+m) = (n+m)
@ y y
) oy
Logo, E[X|Y] = 7.V quase certamente. A

Nos exemplos acima, px|y foi calculado a partir de px y via (11.14). Isso é
util quando literalmente podemos observar Y e queremos atualizar nossas
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expectativas com respeito a distribuicao de X. H& também o caso em
que px|y, ao invés de calculado, ¢ especificado ou deduzido por primeiros
principios, e serve para aplicar (11.15) entre outras ferramentas.

Exemplo 11.18. Um jogador langa um dado, e Y denota o nimero observado.
Em seguida langa uma moeda honesta Y vezes, e X denota o ntimero de
coroas obtidas. Queremos calcular E[X|Y] e EX. Paracaday=1,...,6 e
z=0,...,y, temos px|y(zly) = (¥)27¥. Calculamos entdo E[X|Y = y] =
Y.z (Y)27Y = 4. Portanto, E[X|Y] = % e, tomando a esperanca iterada,
EX = E[E[X|Y)] = E[¥] = L. A
A partir da funcdo de probabilidade condicional de X dado Y, podemos
também estudar a distribuicdo condicional de X dado Y, definida por

Pyy(Bly) = Y pxjy(zly) (11.19)
r€EB

para todo evento B.

FEzemplo 11.20. Jogamos n moedas honestas, as que exibem cara permanecem
como estdo e as que exibem coroa sdo novamente langadas. Sejam Y o
nimero de coroas obtidas apds a primeira rodada de langamentos e X o
nimero de coroas restantes apds a segunda rodada de langamentos. Neste
caso, pxy(z|y) = (¥)27Y. Sendo assim, a distribui¢ao condicional Px/y (-|y)
corresponde a distribuigdo Binom(y, %) A

O comportamento conjunto de X e Y, ou de X isoladamente, pode ser
estudado a partir dessa distribuicdo condicional, calculando-se a média sobre
y. Mais precisamente,

P(X € B,Y € C) =) Pxy(Bly)py(y) (11.21)
yeC

para quaisquer subconjuntos B,C C R.

Ezemplo 11.22. Sejam X e Y as variaveis aleatorias definidas no Exem-
plo 11.20. Observando que quase certamente as varidveis X e Y assumem
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valores no conjunto {0,...,n}, podemos calcular a distribuicdo de X
utilizando (11.21), com B = {k} e C = {0,...,n}, isto é,

B(X = k) = P(X = k.Y € {0.....n}) = > Bxiy (1} [0)pv ()
y=0

S MPERR S WIS

|
e

n

— () Y (52 = a7

™

Jj=0 J=0
- —k k(3\n—k
=47+ = (@
onde utilizamos o Teorema Binomial. Portanto, X ~ Binom(n, 7). A

A proposigao abaixo diz que, se uma variavel Y néo nos da informacao alguma
acerca de outra varidvel X, entao a melhor aproximacao para o valor de X
sabendo-se o valor de Y nada mais é do que a prépria esperanca de X, ndo
importando o valor de Y.

Proposicao 11.23 (Varidveis independentes). Sejam X e Y waridveis
aleatorias simples. Se X eY sdo independentes, entdo E[X|Y] =EX.

Demonstragdo. Imediato pois
EX|Y =y| = Zac px|y (zly) = ZJE px(r) =EX
para todo y € R. O

Ezxemplo 11.24. Sejam Xy, ..., X,, varidaveis com a mesma esperanca, e [N
uma variavel aleatéria assumindo valores em {1,...,m} independente de
X1,..., X Definimos



11.2. FUNCAO DE PROBABILIDADE CONDICIONAL 317

a soma dos N primeiros termos da sequéncia. Ou seja, Sy é a soma de uma
quantidade aleatéria de varidveis aleatérias. Mais formalmente, definimos
Sn = X1+ -+ + Xp, para todo n, e entao definimos Sy = > ) Sk Lin—p}-
Vamos mostrar que

E[SN|N] = N -EXi,

e, portanto, pelo Teorema 11.5,
E[Sy] =EN -EX;,

isto é, o valor médio de uma soma aleatéria é o valor médio do nimero de
parcelas vezes o valor médio de cada parcela. Com efeito,

E[SN’N] = i E[(Xl + -+ Xk)]l{N:k}|N]

£
Il
—

M

Tin—iy E[(X1 + - + X)|N]

£
Il
—

k

Tin—ky Y E[X;|N]
i=1

-

B
Il
N

k
Len—ry Z E[X;]
1 i=1

EX1 Y klgn_p
k=1

-

B
Il

N -EX;.

Na segunda igualdade usamos o Teorema 11.8. Na quarta, usamos que X é
independente de N, donde podemos aplicar a Proposicao 11.23. Na quinta,
usamos o fato de as varidveis (X;); terem a mesma esperanga. A
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11.3 Densidade condicional

Dadas duas varidveis aleatoérias simples X e Y, na se¢do anterior definimos
a varidvel aleatéria E[X | Y], que assume o valor E[X |Y = y] no evento
{Y(w) = y}. Naquele contexto, o valor E[X |Y = y| para y tal que P(Y =
y) > 0 pode ser calculado a partir da distribuigdo condicional

P(X € B,Y =y)

Py (Bly) = P(X € B|Y =y) = =57 =,

(11.25)

como feito nas Secoes 3.4 e 5.4. Entretanto, quando Y é uma varidvel
aleatdria continua, a férmula (11.25) resulta na forma indeterminada %.
Gostariamos de poder definir Py y (Bly) de forma tal que permita recuperar
as propriedades vistas na secdo anterior.

Nesta secao consideraremos o caso em que X e Y tém densidade conjunta.
Faremos uma apresentagdo informal buscando motivar as defini¢es e
propriedades mais importantes. Uma justificativa mais rigorosa das
propriedades aqui enunciadas serd dada na Sec¢ao 11.6.

Por analogia a (11.14) definimos a densidade condicional de X dado Y por

fxy(z,y)
Ixpy(@ly) = ———=— 11.26
X1y (z]y) e (v) ( )
para todo y tal que fy(y) > 0. Para os pontos y onde fy(y) = 0, definimos,
por convenio fxy (zly) = fx ()

Observe-se que, se multiplicamos a equacao acima por Az, obtemos

Ixy (zly) Ar = Ixy@yAedy ~ Pl < X <z+Az,y <Y <Y +Ay)
| Fr(y)By Py <Y <Y +Ay)

=Plz< X <z+Azly<Y <Y + Ay).

Ou seja, coerentemente com a ideia de que fx(z)Ax representa a proba-
bilidade de que X estar em [z,z + Az, aqui fx|y(z|y) Az representa a
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probabilidade condicional de tal evento dado que Y estd em [y, y + Ay].

A densidade condicional de X dado Y define uma distribuicido parametrizada
por ¥y, & que chamamos distribuicio condicional de X dado Y, dada por

Py (Bly) = /B Fxpy (2ly) de (11.27)

para todo intervalo B C R. Repare na semelhanca com (11.19).

Assim como vimos no caso discreto, a distribuicdo conjunta de X e Y, ou de
X isoladamente, pode ser calculada a partir dessa distribui¢ao condicional,
tomando-se a média sobre y, isto é,

P(X € B,Y € C) = /C Py (Bly) fy () dy, (11.28)

para quaisquer intervalos B e C, veja a semelhanca com (11.21).

Observe que logramos obter expressoes tuteis envolvendo probabilidades
condicionais, apesar de estarmos condicionando em um evento de medida
zero. Essas expressoes justificam-se mutuamente, pois

— Ixy(zy)
J| pxradedy= [ ([ Bretan) pway. 129)

Exemplo 11.30. Sejam X e Y com densidade conjunta

bry2—x—y), 0<zx<l,0<y<l,

0, caso contrario.

fX,Y (.’E, y) = {
Vamos determinar a densidade condicional de X dado Y. Primeiramente,

“+o00 1
bW = [ erleyde = [ 6y - y)de = 4y - 35°

—00
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se y € (0,1) e 0 caso contrario. Para y € [0, 1], calculamos

, 6x(2 —x —
fxyy(rly) = ijc);((z)y) = x(4_§y y)ﬂ[o,l](x)

Para y ¢ [0, 1], tomamos, por exemplo, fxy(z|y) = 6x(1 — )L 1y(z). A

Exemplo 11.31. Sejam X e Y com densidade conjunta

%ye*xy, O<x<oo e 0<y <2,

fxy(z,y) = {

0, caso contrario.

Vamos determinar a densidade condicional de X dado Y. Temos

+oo 1 00 o 1
fy(y) = L I[xy(z,y)dr = 2/0 ye~Wdz = 3

para 0 <y < 2. Logo Y ~ U[0,2]. Assim, para y € (0,2) temos

ey, N
fXY(w\y)zw: {ye x>

0, z<0

Uma situagao muito comum na prética ¢ quando sao especificadas fy e fx|y-
Neste caso, podemos estudar a varidavel X a partir de Y e da informagao
sobre como esta influencia aquela. Mais precisamente, podemos usar

fxy(z,y) = fxiy(=ly) fr(y)

+oo
fx@)= [ frv(aln) fr (@) dy.

Ezemplo 11.32. Sejam X e Y varidveis aleatérias tais que Y ~ U]0,2] e,
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condicionado a que Y = y, X tem distribui¢do uniforme em [0, y]. Isto é,

1

fxiy(zly) = {

0, caso contrario.

0<z<y<2,

Sendo assim, podemos calcular as densidades conjunta e marginal utilizando
as férmulas acima, obtendo

1

fX,Y(xvy) = fX|Y(l'|y) fy(y) — {2?/’

O<r<y <2,

0, caso contrario.
© + 211 1
oo T
fx(x) /;ﬁ&wmwﬁ@)y 42y2y 5108 5
para x € (0,2] e zero caso contrario. A

Ezemplo 11.33. Sejam X e Y varidveis aleatéria, onde Y ~ Gama(2,\) e
condicionado que Y = y, X tem distribuicao U[0,y]. Isto é, a densidade
condicional fx|y € especificada e vale %]l[o,y] (z). Sendo assim, podemos
determinar a densidade de X como

+o0 Foo
fx@) = [ peral @) dy = Lo so@) [ Ny

= Xe Mg 400) (7).

Isto é, X ~ Exp(A). N

A partir da distribuicdo condicional de X dado Y, podemos calcular a
esperanca condicional de X dado Y. Por analogia a (11.15), definimos

—+00

EX)Y =9 = [ - fxy(aly)de. (11.34)
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Exemplo 11.35. Se X e Y sdo as varidveis do Exemplo 11.32, podemos calcular

+o0

)

BIX|Y = y) = |

—00

Yax
w'fX\Y(ﬂc!y)d%:/ —dz =
0oy

N

o que ja era de se esperar dado que, condicionado ao evento {Y = y}, a
varidgvel X tem distribuicdo uniforme em [0, y]. A

Como na sec¢ao anterior, definimos E[X|Y] como a varidvel aleatéria que
toma valor E[X|Y = y] no evento {Y = y}. Observe que E[X|Y] é uma
variavel aleatéria que pode ser expressada como uma funcdo de Y.

Ezemplo 11.36. No Exemplo 11.31, calculemos E[X?|Y] e E[X?|Y = 1].

Considerando a densidade condicional ja calculada no Exemplo 11.31, temos

+oo 2 [too 2
EX?Y =y] = / r?ye Vdr = f/ e Ydr = —.
0 yJo Y

Logo,
2
E[X?|Y] =33 ° E[X?y =1] =2. A

Como no Teorema 11.5, vale a propriedade da esperanca iterada:
EX = E[E[X|Y]]. (11.37)

No contexto da secao anterior, esta férmula toma a forma

EX =Y E[X]Y = y]py(y),

enquanto que no contexto desta se¢ao temos,

EX = /_:OE[X\Y =y] fy(y) dy.
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Exemplo 11.38. Continuando os Exemplos 11.32 e 11.35,

+o0 1
EX:/_ EXY =y fy(y)dy = o =75 A

11.4 Esperanca condicional dada uma o-algebra

Na Secao 11.1, mencionamos que particbes mais finas que outras codificam
uma situagdo em que se tem acesso a mais informacdo. Pensamos em
“informacao” como a colecdo de eventos cuja ocorréncia é acessivel a um
determinado observador. A forma mais geral de representar informacao,
quando tem-se acesso a infinitos eventos, é através de uma o-algebra. Sejam
(©2, F,P) um espago de probabilidade, X uma varidvel aleatéria e G uma
o-algebra mais grosseira que F, isto é, G C F. Nao ha motivo algum para
que X seja também mensuravel com respeito a o-dlgebra G. Em outras
palavras, ndo ha motivo para que a informacao codificada por G, que é
mais grosseira que F, seja suficiente para determinar o valor de X. Uma
pergunta natural surge: qual seria a melhor variavel aleatéria G-mensuravel
que poderia aproximar X em algum sentido? Reformulando a pergunta: qual
a melhor aproximagcao para X quando temos acesso a informacao codificada
por G7 Nesta secdo, daremos esta resposta. Trata-se de um conceito bastante
abstrato, porém dos mais tteis e importantes em Probabilidade.

Teorema 11.39 (Esperanca condicional dada uma o-édlgebra). Sejam
(Q, F,P) um espago de probabilidade, X uma varidvel aleatdria estendida
integravel ou nao-negativa, e G C F uma o-dlgebra. Entdo existe uma varidvel
aleatoria estendida Z que é G-mensurdvel e satisfaz

/ZdIP’:/XdIP’ para todo A € G. (11.40)
A A

Dizemos que uma varidvel aleatoria estendida com essas duas propriedades é
uma esperanca condicional de X dado G, e a denotamos por E[X|G].

A prova serd dada na proxima secao.
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Observagao 11.41. A esperanga condicional é inica no seguinte sentido. Se Z e
W sao duas esperancas condicionais de X dado G, entdo, pela Proposigao 5.75,
Z = W q.c. Como a condi¢ao (11.40) é insensivel ao que acontece em
conjuntos de medida nula, somente podemos esperar unicidade nesse sentido.
Por isso, toda afirmacao a respeito de E[X|G] vird com um quantificador de
que vale quase certamente. A

Observagao 11.42. Se X ¢ integravel, entao E[X |G| também ¢é integravel e
podemos supor que E[X|G] é uma varidvel aleatéria real (ndo assume valores
infinitos). Se X é ndo-negativa, pelo Exercicio 5.63 podemos assumir que
E[X|G] assume valores em [0, +00]. A

Tomando A = Q em (11.40), obtemos a propriedade da esperanca iterada:
E[E[X|]G]] = EX.

Outra propriedade da esperanca condicional é que, se X é G-mensuravel,
entdo E[X|G] = X q.c.

Uma vantagem da defini¢do de esperanga condicional de uma varidvel aleatoéria
estendida X dada uma o-dlgebra G é a sua generalidade, pois, como dissemos
acima, o-algebras sdo a ferramenta ideal para codificar informagao. Com
efeito, os objetos definidos nas duas se¢oes anteriores sao casos particulares da
definicao abaixo, como serd justificado na Se¢do 11.6. A esperanca condicional
dada uma partigdo também é um caso particular, o que segue de (11.10).

No restante desta segdo, assumimos que (€2, F,P) é um espago de probabili-
dade fixado.

Defini¢ao 11.43. Dadas duas variaveis aleatorias estendidas X e Y tais que
X é integravel ou ndo-negativa, definimos a esperanca condicional de X dada
Y por

E[X]Y] = E[X[o(Y)],

ou seja, é a esperanca condicional dada a o-algebra gerada por Y.
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Teorema 11.44 (Propriedades da esperanca condicional). Sejam X e Y
varidveis aleatorias integrdaveis, G C F uma o-dlgebra e a,b,c € R. Entdo:

(1) Elc|G] = ¢ q.c.
(2) Se X <Y q.c., entio E[X|G] < E[Y|F] g.c.
(3) E[aX + bY|G] = aE[X|G] + bE[Y|G] g.c.

FEssas propriedades também valem para varidveis aleatorias estendidas nao-
negativas X e Y com constantes a,b,c € [0, +00].

Demonstragao. Para o item (1), observe que a varidvel constante X (w) = ¢

é G-mensuravel e [, X dP = [, cdP para todo A € G.

Para o item (3), observe que

/A(aX+bY)dIP’:a/AXd]PH—b/AYdIP’:a/AIE[X]g]quLb/AE[Y]g]dP

:/ (aE[xX|G] + bE[Y|G])dP,
A

para todo A € G, ou seja, E[aX + bY|G] = a E[X|G] + bE[Y|F] q.c.

Para provar o item (2), suponha que X < Y q.c. Neste caso, podemos
escrever Y = X + Z q.c., onde Z é ndo-negativa. Pelo Exercicio 5.63, E[Z|G]
¢ nado-negativa q.c., e, pelo item (3), E[Y|G] = E[X|G] + E[Z|G] > 0 q.c.,
concluindo a prova. ([l

O teorema seguinte nos diz que, se o valor de uma variavel aleatéria estendida
é determinado pela a informagao codificada pela o-algebra em questao, entao
ela sai da esperanca condicional como se fosse uma constante. O Teorema 11.8
é um caso particular.

Teorema 11.45. Se Y é G-mensurdvel, E|X| < oo e E|XY| < 0o, entdo
E[XY|g] =YV -E[X|]] q.c.

O mesmo vale se X eY sdo nao-negativas.
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Demonstragdo. Consideramos primeiro o caso em que X e Y sdo nao-
negativas. Seja A € G. Tomando Yy = 15 para algum B € G,

/XYOdIP:/ XdP = E[X\Q]dIP’:/YO-IE[XW]dP.
A ANB ANB A
Por linearidade, se Y,, é uma variavel aleatéria simples G-mensuravel, vale
/ XY, dP = / Y, - E[X|G] dP.
A A
Tomando 0 <Y, 1Y, pelo Teorema da Convergéncia Mondétona obtemos
/ XY dP = / Y -E[X]|G]dP,
A A

o que conclui a prova ja que Y - E[X|G] é G-mensurével.

Consideramos agora o caso em que X e XY sdo integraveis. Queremos mostrar
que vale a identidade acima para todo A € G. Escrevendo X = X+ — X~ e
Y =Y+ — Y~ eobservando que E[X|G] = E[XT|G] — E[X|G], é suficiente
mostrar que

/XiYi dP:/ Y+ . E[X*|G]dP,
A A

mas isso segue diretamente do caso anterior. ([

O teorema seguinte generaliza o Teorema 11.11.

Teorema 11.46 (Esperanca condicional iterada). Seja H uma o-dlgebra
tal que H C G C F, e X uma varidvel aleatoria estendida integrdavel ou
ndo-negativa. Entdo valem as sequintes identidades:

(1) E[E[X|H]|G] = E[X|H] g.c.
(2) E[E[X|G]|H] = E[X|H] g.c.

Uma interpretacao visual do teorema acima no caso de o-algebras geradas
por finitos eventos é dada na Figura 11.2.
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Demonstragio. Para clarificar, escrevemos Y = E[X|G] e Z = E[X|H]. Para
a primeira igualdade, basta observar que Z é G-mensuravel, donde E[Z|G]| = Z
g.c. Provemos agora a segunda igualdade. Seja A € H. Pela definicao de
Z, temos [, ZdP = [, X dP. Por outro lado, como A € G, pela defini¢ao de
Y temos [, X dP = [, Y dP. Como Z é H-mensurdvel e [, ZdP = [, Y dP
para todo A € H, concluimos que Z = E[Y|H] q.c. O

Definicao 11.47. Dizemos que uma varidvel aleatoria estendida X é
independente da o-dlgebra G se {X < a} e A sdo independentes para todos
ac€ReAecd.

Proposicao 11.48. Se X ¢é € uma varidvel aleatoria estendida integrdvel ou
ndo-negativa, e X € independente de G, entio E[X|G] = EX gq.c.

Demonstragdo. Pela independéncia de X e G, temos, para todo A € G,
/;xwm:EumAy:EX-EmAp:/(EXﬁW
A A
e, sendo constante, EX é G-mensuravel, o que conclui a prova. O

Os teoremas de convergéncia da esperanca, vistos na Secao 5.5, também
tém seus andlogos no contexto de esperanca condicional. Nos trés teoremas
abaixo, (Xp)n, X e Y denotam varidveis aleatérias definidas num mesmo
espaco de probabilidade.

Teorema 11.49 (Convergéncia Mondétona). Sejam (X,), e X wvaridveis
aleatorias estendidas nao-negativas tais que 0 < X, T X q.c. Seja G C F
uma o-dlgebra. Entao E[X,,|G] — E[X]F] q.c.

Demonstragio. Tome Y = limsup, E[X,|G], que é G-mensuravel. Como
0 < E[X,|9] < E[X,+1]G] q.c., segue que 0 < E[X,|G] 1Y q.c. Para A € G,

A&wzém&mw
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e, aplicando o Teorema da Convergéncia Monoétona em ambos os lados,

/ XdP = / YdP,
A A

donde E[X|G] =Y q.c. O

Teorema 11.50 (Lema de Fatou). Sejam (X,,), uma sequéncia de varidveis
aleatdrias estendidas mdo-negativas e uma o-dlgebra G C F. Entdo
E[liminf,, X,,|G] < liminf,, E[X,|G] ¢.c.

A demonstragao é analoga a do Teorema 5.68, trocando-se [, - du por E[-|G].

Teorema 11.51 (Convergéncia Dominada). Sejam (Xy,)n, X e Y wvaridveis
aleatorias estendidas e uma o-dlgebra G C F. Se X, — X q.c. e | Xp| <Y
q.c. para alguma Y integrdvel, entio E[X,|G] — E[X|G] q.c.

A demonstragao é analoga a do Teorema 5.69, trocando-se [, - du por E[-|G].

Teorema 11.52 (Desigualdade de Jensen). Sejam G C F uma o-dlgebra,
I um intervalo aberto, g : I — R uma funcdo convexa, e X uma varidvel
aleatdria que assume valores em I. Suponha que X e g(X) sejam integrdveis.
Entao

9(E[X1G]) < E[g(X)[7].

Demonstracao. A prova é andloga a da Segéo 6.3, porém ha que se contornar
algumas complicagoes técnicas. Para cada z € I fixo, existe ¢ = ¢(z) € R tal
que g(z) = g(z) + ¢(2) - (x — z) para todo x € I. Como a funcao que leva z
em c¢(z) é ndo-decrescente, também é mensuravel.

Suponhamos inicialmente que essa funcdo ¢ seja limitada. Tomando Z =
E[X]G], e observando que Z e g(Z) sdo G-mensuraveis, pelo Teorema 11.45

E[g(X)IG] > E[g(Z) + c(2) - (X = 2)|G] =
=9(2) +(2) - E[X|G] — e(2) - Z = 9(2),
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onde a primeira igualdade acima é devida ao Teorema 11.45.

Consideremos agora o caso geral. Somando uma constante a X, podemos
supor que 0 € I. Subtraindo ¢(0) - z, podemos supor que g(z) > 0 para
todo x € I. Tome [an,b,] T I com a, < 0 < b,. Para cada n fixo,
definimos g¢,,(z) = g(z) para © € [an, by, gn(z) = g(bn) + c(by) - (x — by)
para x = by, € gn(x) = g(an) + c(an) - (r — a,) para z < a,. Observe que as
fungdes g, sdo convexas, ndo-negativas, e satisfazem ¢, T g. Ademais, suas
respectivas ¢, sdo limitadas a [¢(ay,), ¢(by)], donde E[g,(X)|G] = g.(E[X]G]).
Como ¢,(E[X]G]) 1 g(E[X|G]), pelo Teorema da Convergéncia Mondtona,
Elgn(X)|G] 1 E[g(X)[G], concluimos que Elg(X)|g] > g(E[X|G)) C

Teorema 11.53 (Contracao em LP). Sep > 1 e |X|P € integrdvel, entdo

E[|E[X|G)]"] <E[|IX]7].

Demonstragao. Primeiro, X é integravel pois |z| < 1+ |z|P para todo = € R.
Pela desigualdade de Jensen, [E[X|G]|” < E[|X|P|G] pois g(z) = |z[P é
convexa. Tomando esperanca iterada, segue a desigualdade desejada. ([

11.5 Teorema de Radon-Nikodym

Esta secdo é de natureza um pouco mais abstrata, onde mostraremos a
existéncia da esperancga condicional de uma varidvel aleatéria dada uma
o-algebra. Para isto faremos uso de uma das mais importantes ferramentas
da Teoria da Medida, e que desempenha um papel fundamental na Teoria
da Probabilidade, o Teorema de Radon-Nikodym, que serd enunciado aqui e
demonstrado no Apéndice D.5.

Sejam g um medida definida em (Q,F) e f : Q — [0,400] uma fungao
mensuravel. Vimos na Secdo 5.5.5 que

v(A) = [ fdn
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define uma nova medida em (€2, F). Além disso, pela Proposi¢ao 5.66,
v(A) =0 para todo A € F tal que p(A) =0.

A proxima defini¢do serd crucial no papel de comparar medidas.

Definicao 11.54 (Medidas absolutamente continuas). Sejam v e p medidas
definidas em um mesmo espago mensuravel (£, F). Dizemos que a medida
v € absolutamente continua com respeito a medida i, o que denotamos por
v < p, se v(A) =0 para todo A € F tal que u(A) =0.

Gostariamos de saber se a reciproca seria verdadeira, isto é, se v < u, entao
a medida v poderia ser expressa como a integral de Lebesgue de alguma
funcao f : Q2 — [0, +o00] mensuravel?

O proximo teorema nos fornece a resposta. O Teorema de Radon-Nikodym

nos diz quando uma medida v pode ser expressa em termos de uma outra
: = dv

medida p, ponderada por uma funcdo, que denotaremos por s © chamaremos

de derivada de Radon-Nikodym de v com respeito a u, conforme introduzido

na Secao 5.5.5.

Teorema 11.55 (Teorema de Radon-Nikodym). Sejam v e p medidas o-
finitas definidas em um mesmo espago mensuravel (2, F). Entdo, v < j se
e somente se existe uma fung¢io mensurdvel f: Q — [0,+00) tal que

V(A) :/Afdu, VA€ F.

A prova serd dada no Apéndice D.5.

Antes de falar de esperanca condicional, vejamos como o Teorema de Radon-
Nikodym justifica algumas afirmacgoes feitas no Capitulo 3.

Na Secao 3.5, demos a entender que, se X é uma varidvel aleatéria que
nao tem densidade, entdo existe um conjunto B € B tal que m(B) =0 e
P(X € B) > 0. Naquele ponto ndo tinhamos as ferramentas para provar
essa propriedade, mas agora vemos que isso decorre do Teorema de Radon-
Nikodym. Com efeito, a inexisténcia de tal conjunto B ¢é equivalente a

Px < m, o que por sua vez ¢ equivalente a existéncia de uma densidade %.
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No final da Secao 3.4, dissemos que, dada uma varidvel X com densidade
fx, e dado um evento A € F tal que P(A) > 0, sempre existe a densidade
condicional fx|4. Isso pode ser demonstrado usando-se o Teorema de Radon-
Nikodym. Com efeito, se X é absolutamente continua, entao para todo B € B
tal que m(B) = 0, temos P(X € B|A) < P(ﬁifg) =0, logo X também sera
absolutamente continua sob a medida P(-|A), o que implica a existéncia de
fx|a tal que P(X € B|A) = [ fx|adz para todo B € B.

Concluimos esta se¢do com a prova do Teorema 11.39.

Demonstragdo do Teorema 11.39. Consideremos inicialmente o caso em que
X é nao-negativa e integravel. Definimos a medida v no espaco mensuravel
(©,G) como

v(A) = / X dP para cada A € G.
A

Como v(2) = EX < oo, temos que v é o-finita. No espago de probabilidade
(©,G,P), temos que v < P (aqui cometemos um pequeno abuso de notagao
ao denotar também por P a restrigdo de P a o-algebra G). Pelo Teorema
de Radon-Nikodym, a derivada S—E”D : Q — [0,400) é G-mensuravel. Tome
Z = %. Como Z é G-mensuravel e satisfaz (11.40), isso conclui a prova.

Supomos agora que X seja integravel. Pelo caso anterior, existem varidveis
aleatérias integréveis E[X T|G] e E[X ~|G] tais que [, E[X*|G]dP = [, X* dP
para todo A € G. Definindo Z = E[X |G| — E[X|G], obtemos,

/AZdIP’:/AIE[Xﬂg]dIP—/A]E[X_\g]dIP’:

:/X*dIP’f/X_dJP’:/XdIF’
A A A

para todo A € G, o que esta bem definido pois todas as varidveis aleatorias
envolvidas sdo integraveis. Portanto Z cumpre as duas condi¢oes do teorema.

Por 1ltimo, supomos que X seja nao-negativa mas nao necessariamente
integravel. Tomamos uma sequéncia 0 < X,, 1 X onde X,, sdo varidveis
aleatérias simples nao-negativas. Pelo caso anterior, existe E[X,,|G] para
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todo n. Como na demonstragao do Teorema 11.49, E[X,,|G] 1T Z para alguma
varidvel aleatéria estendida Z que é G-mensurdvel e satisfaz [ 2 XdP =
[4 ZdP, para todo A € G. Ou seja, Z cumpre as duas condigoes do teorema,
o que conclui esta demonstracao. O

11.6 Distribuicao condicional regular

Na Secao 11.4 definimos E[X|Y] para quaisquer varidveis aleatérias X e
Y com X integravel, mas nao dissemos como calcula-la. A Secao 11.2
se restringe ao caso em que ambas as varidveis sdo discretas, enquanto a
Secao 11.3 descreve o caso de variaveis com densidade conjunta porém sem
fornecer demonstragoes rigorosas das propriedades enunciadas. O objetivo
agora é dar significado a nocdo de distribuicao condicional de X dado Y no
caso geral, unificando a abordagem das se¢Oes anteriores.

Definicao 11.56. Sejam X e Y variaveis aleatérias definidas em um mesmo
espaco de probabilidade. Uma distribuicdo condicional reqular de X dado'Y
é qualquer funcdo de B x R em [0, 1], que a cada B € B e y € R associa um
nimero, denotado Pxy-(Bly), satisfazendo:

(1) Para todo y € R fixo, a funcdo que leva B € B em Pxy(Bly) é uma
medida de probabilidade em (R, B);

(2) Para todo B € B fixo, a fungdo que leva y € R em Py |y (Bly) é uma
fun¢do mensuravel;

(3) Para todos B,C € B, vale P(X € B,Y € C) = [ Pxy(Bly) Py (dy).

Antes de prosseguir, é oportuno fazer algumas observagoes.

Primeiro, caso X e Y sejam discretas, a equacgio acima se reduz a (11.21),
portanto a defini¢do de distribuicdo condicional regular generaliza (11.19).

Segundo, quando Y é absolutamente continua, a equacio acima se reduz
a (11.28) pela regra da cadeia. Se X e Y tém densidade conjunta, podemos
deduzir, a partir de (11.29), que vale (11.28) para todos B,C € B, e portanto
a definigao (11.27) resulta em uma distribui¢do condicional regular.
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Por ultimo, a definicdo acima pode parecer bastante abstrata, e talvez inutil,
pois mesmo sabendo que sempre existe uma distribuicdo condicional regular,
isso nao diz como encontra-la. Mencionamos de passagem que uma forma
explicita de se obter uma distribuicdo condicional regular seria a seguinte.
Primeiro calculamos

Fxiy(ely) = lim_lim P(X <= Yely-21y+1) (11.57)
para os valores y € R onde a expressao acima estd bem definida e resulta
em uma funcéo de distribuicdo na varidvel .'? Depois definimos P x|y (-ly)
como sendo a tinica medida tal que Px|y ((—o0,z]|y) = Fx)y (z]y) para todo
z. Entretanto, essa forma ndo é a mais recomendada, nem do ponto de
vista tedrico nem do pratico. Isso porque a férmula (11.57) estd na forma
“diferencial” ja que o limite em n nos da uma “derivada” na variavel y,
enquanto a férmula em (3) estd na forma integral, o que é bem mais robusto.
Na pratica, é melhor encontrar um candidato ad hoc para a distribuicao
condicional regular e verificar que ele satisfaz & defini¢do (o limite acima
pode nos ajudar a adivinhar quem deveria ser o candidato). Foi exatamente
o que fizemos no paragrafo anterior, para justificar a férmula (11.26)!

Os dois préximos teoremas serdo demonstrados no Apéndice D.6.

Teorema 11.58. Dadas duas varidveis aleatorias quaisquer X eY, sempre
existe uma distribuicao condicional regular de X dado Y .

Vamos definir E[X|Y" = y] a partir de Py|y, e depois usa-la para construir
E[X|Y] explicitamente de forma a satisfazer as duas propriedades do

Teorema 11.39. Ademais, o faremos de forma que seja coerente com as
férmulas (11.15) e (11.34).

Teorema 11.59. Sejam X e Y varidveis aleatorias e Px|y uma distribuicao
condicional regular. Entdo, para toda fungdo mensurdvel g : R? — [0, +oc],

9% importante tomar o limite primeiro em n e depois em z, caso contrario Fx iy (-ly)
pode ndo ser uma funcdo de distribuigdo para nenhum y € R, como podemos ver tomando

X =Y ~ N(0,1), caso em que terfamos “Fx|y(z|z) = 3 para todo z € R.
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vale

Elg(X, V)] = [ ([ gla9) Py (dely)) Py (dy) (11.60)

sendo que a integral interna fornece uma funcdo mensurdvel de y.

Agora vamos supor que X é integravel ou nao-negativa. Observamos que
Je 2 Px|y(dz]y) estd definida para Py-quase todo 3. Definimos entao

EIX|Y =] = [ aPxpy(daly) (11.61)

nos pontos y para os quais a integral estd definida, e E[X|Y = y] = 0 caso
contrario. Pela regra da cadeia, a féormula acima se reduz a (11.34) caso X e
Y tenham densidade conjunta, ou (11.15) caso sejam discretas.

Definimos E[X|Y] como a varidvel aleatéria que assume o valor E[X |Y = y]
no evento {Y = y}, como haviamos feito nas Se¢oes 11.2 ¢ 11.3.

Proposicao 11.62. Se X ¢ integrdvel ou nao-negativa, entdo a varidvel
aleatoria E[X|Y], como definida acima, satisfaz ds duas propriedades do
Teorema 11.39.

Demonstragio. Seja A € o(Y). Por definigdo, A = {Y € C} para algum
C € B. Tomando g(x,y) = 2" - 1¢(y), pelo Teorema 11.59,

EIX*1a) = [ ([ a* Pxiy(daly) L) Py (dy)

Procedendo de modo idéntico com a parte negativa e observando que a
diferenca estd bem definida para Py-quase todo y, obtemos

E[X14] = [ 16()EIX|Y = y] Py (dy)

— E[1o(Y) - E[X|Y]

208e X é ndo-negativa, EX~ = 0, donde fR z~ Px|y(dz|y) = 0 para Py-quase todo y.
Se X ¢ integravel, E|X| < oo, donde f]R |z| Pxy (dz|y) < oo para Py-quase todo y. Em
ambos casos, fR zPx |y (dz|y) estd definida para Py-quase todo y.
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= E[E[X|Y]14],

o que conclui a prova. [l

Portanto, E[X|Y] goza de todas as propriedades enunciadas na Secao 11.4.
Em particular, EX = E[E[X|Y]] e com isso justificamos também (11.37).

Veremos como se apresenta a distribuicao condicional regular de X dado Y
em alguns casos especiais, além dos casos quando ambas sdo discretas ou
possuem densidade conjunta, que vimos nas Segoes 11.2 e 11.3.

Caso em que Y é discreta

O caso em que Y ¢é uma variavel aleatéria discreta generaliza a abordagem da
Secdo 11.1. Neste caso, ndo precisamos da teoria de distribuicdo condicional
regular, e somos obrigados a tomar literalmente

P(X € B,Y =)
P(Y =y)

Pxy(Bly) =

para todo y tal que P(Y = y) > 0. Os valores y tais que P(Y = y) = 0 sao
irrelevantes, e para ter uma definicdo completa podemos tomar, por exemplo,
PX\Y(B‘y) =Px(B).

Verifiquemos as condigoes da Definigao 11.56. A condigao (1) vale trivialmente.
Defina D = {s : Py (s) > 0} é observe que D é enumerével. A condigao (2)
vale pois, para cada B € B fixo, podemos expressar P X|Y(B]y) como soma
enumeravel de fungées mensuraveis Y. p Px |y (B|s) 15 (y) + Px (B)1pe(y).
Jé a condigdo (3) vale pois P(X € B,)Y € C) =3 .« P(X € B,)Y =y) =
Yyec Pxiy (Bly)py (y) = Jo Pxjy (Bly)Py (dy).
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Caso em que X e Y sao independentes

Se X e Y sao independentes, esse é o caso mais simples, pois o conhecimento
de Y nao afeta a varidvel X. Neste caso, podemos tomar

Pxy(Bly) = Px(B).

Verifiquemos a Defini¢ao 11.56. As condigoes (1) e (2) valem trivialmente.
A condigdo (3) vale pois [oPx)y(Bly)Py(dy) = [oPx(B)Py(dy) =
Px(B) [oPy(dy) =P(X € B)P(Y € C) =P(X € B,)Y € ().

Caso de variavel discreta com parametro continuo desconhecido

Suponha que Y seja discreta, X seja absolutamente continua, e que uma
distribui¢do condicional regular Py |x seja conhecida. Seja py |x(y|z) uma
funcao de probabilidade condicional associada.

Neste caso, uma distribui¢do condicional regular de X dado Y tem densidade

dada por

pY|X(Z/’3«" )
py ()

se py(y) >0, e fxjy(zly) = fx(x) caso contrario.

Ixy (zly) = - fx ()

Mais precisamente, definimos Pxy (Bly) = [z fx |y (z]y) dz. Para verificar
a condigdo (2), definimos o conjunto enumeravel D = {s : py(s) > 0}, e
observamos que, para cada B € B fixo, podemos expressar Py y (B|y) como
soma enumeravel das fungées mensuraveis

Z fB pY\X(y|fU)fX($) d

py (y) xﬂ{s}(y) + 1pe(y) - /fo(m) dz.
seD

O numerador acima é uma fungao mensuravel de y pelo Lema 5.82, pois é
dado pela integral em = de uma funcao mensuravel de x e y. Para verificar a
condigdo (1), note que Pxy (B|y) é ndo-negativa por defini¢io, e é o-aditiva
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em B como consequéncia da o-aditividade da integral. Ademais,

Py (Rly) :/ py|x (yl7) fx () dr — Jr Pyix ({y}2)Px (dz) _,

R py (y) Py (y)

se py (y) > 0, e Pxy(Rly) = [p fx(z)dr = 1 caso contréario. Finalmente,
para verificar condigao (3) desenvolvemos

/CPX|Y(B|y)Py(dy) => (/ leXi(ym-fx(ac) dz)py (1)

geo /B py(y)
= 3 f,prixtle)- fxlo)ds
-X /, Brix((v} | 2)Px(da)
=) P(Y=y,X €B)

yeC

=PY eC,X € B).

Ezemplo 11.63 (Ensaios de Bernoulli com parametro dado por uma Beta).
Sejam X e Y, varidveis aleatorias tais que X ~ Beta(a,b) e a distribuigao
condicional de Y dado que X = z é Binom(n,z). Neste caso,

(n)xy(]_ — x)n_y xy+a7].(1 _ x)n*y“rb*l
fxpy (zly) = 2 x(z) =
| ( | ) pY(y) ( ) C((I, bana y)
para todo y = 0,...,n. Observamos também que ¢ = fol p¥re-l(1 —

)" Y+=ldz, pois Ixiy(-ly) é uma funcdo de densidade. Portanto, a
distribuicdo condicional de X dado que Y = y é uma distribuicao Beta
de pardmetros a +y e b+ (n —y). A
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Caso em que Pxy é especificado

Os Exemplos 11.18, 11.20, 11.32 e 11.33 ilustraram o caso em que Pyy
é especificado, juntamente com Py. Tal especificacdo deve satisfazer as
condigoes (1) e (2), enquanto equagao em (3) serve para determinar a
distribui¢ao conjunta Pxy, cuja marginal serve para determinar Px, e
a integral (11.61) serve para calcular E[X]|Y]. O seguinte exemplo nao se
enquadra nos contextos das Segoes 11.2 ou 11.3.

Ezemplo 11.64. Seja Y ~ U[0,1]. Se Y = y, entdo uma moeda com
probabilidade y de sair cara é lancada n vezes independentemente. Seja
X a variavel aleatéria que representa o niimero de caras obtidas.

A distribuigao condicional de X dado que Y =y é Binom(n,y). Portanto,
E[X |Y = y] = ny, ou seja, E[X | Y] = nY, logo

E[E[X|Y]] = E[nY] = g A

11.7 Exercicios

§11.1

1. Seja X uma varidvel aleatéria simples definida em (2, F,P) e D uma
particao finita de 2. Definimos a varidncia condicional de X dada a particdo

D como:

VX|D] = E[(X — E[X|D))*|D)].
Mostre que

VIX|D] = E[X?[D) — (E[X|D])*

VX = E[V[X|D]] + V[E[X|D]].

2. Sejam X e Y varidveis aleatdrias simples definidas em (€2, F,P) e D uma
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particao. Mostre que
E[X -E[Y|D]] = E[Y - E[X|D]].

3. Sejam X e Y varidveis aleatérias simples definidas em (€, F,P) e D uma
particao finita de 2. Mostre que, se

EY?|D]=X* e E[Y|D] =X,

entao P(X =Y) = 1. Dica: Desenvolva E(X — Y)2.
§11.2
4. Prove que, se Xi,...,X,, sdo simples e i.i.d., e N toma valores em

{0,...,m} e é independente de X1, ..., X,,, entdo
VSy =EN - VX, + (EX;)*VN.

5. Sejam X e Y variaveis aleatérias simples e i.i.d. Mostre que

X+Y
E[X|X + Y] = E[Y|X + Y] = ; .

6. Dé um exemplo de varidveis aleatérias simples X e Y que nao sao
independentes mas mesmo assim E[X|Y] =EX.

7. Dadas duas varidveis aleatérias simples X e Y, e g : R — R, mostre que
E[g(Y)E[X]Y]] = E[Xg(Y)].

§11.3
8. Um niimero ndo-negativo Y é escolhido com densidade fy (y) = ye™ ¥ para

y > 0. Se Y =y, um nimero X é escolhido no intervalo [0, y].

(a) Descreva fx|y-
(b) Encontre fxy.
(c) Encontre fx.
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(d) Encontre fy|x.
(e) Calcule P(X +Y < 2).

9. Para X e Y definidas no Exemplo 11.30, calcule E[X|Y].

10. Seja (X,Y) um vetor aleatério com densidade conjunta dada por

¥ sel<z<uy,

Ixy(z,y) = {y7

0, caso contrario.
Calcule E[X?]Y = y].

§11.4

11. Refaga os exercicios de §11.1 acima, supondo que X e Y tém segundo
momento finito e usando uma o-algebra G no lugar de uma particdo D.

12.
(a) Suponha que (X,Y) ~ (Y, X) e que X seja integravel. Mostre que

E[X|X + Y] =E[Y|X +Y].

(b) Sejam X, ..., X, iid. e integréveis, e S,, = >7_; Xx. Mostre que

Sh
E[X;[S,] = 2.

Dica: Expresse as esperancas como integrais de Lebesgue em R? ou R”™.
13. Mostre que, se X é integréavel, entao E[|E[X|G]|] < E|X]|.

14. Sejam X e Y variaveis aleatorias com segundo momento finito. Mostre
que Cov(X,E[Y|X]) = Cov(X,Y).

15. Sejam X1, Xo,... varidveis aleatorias i.i.d. positivas. Suponha que X; e
X% sdo integraveis, de defina S, = X1 + -+ + X,,.

(a) Mostre que 4 ¢é integravel.
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(b) Calcule E[g].
(c) Calcule E[g—m] para 1 <m < n.

n

§11.5
16. Sejam A, v e p medidas o-finitas definidas no mesmo espaco mensuravel
(Q, F). Mostre que

(a) Se A< perv <<y, entdo (A+v) << e

dA+v)  dr  dv

e
(b) Sev < pec>0,entdo (cv) < pe
d(ev) dv

dM = C@.

(c) SeA<verv < pu,entdo A < e

dx  dx dv
dp — dv dp’
17. Sejam p e v medidas definidas no mesmo espago mensuravel (2, F).
(a) Suponha que, para todo £ > 0, existe § > 0 tal que v(A) < e para todo
A € F com pu(A) < §. Mostre que v < p.
(b) Mostre que a reciproca também é vélida se v(§2) < co.
Dica: Suponha que a propriedade -0 néo é valida, tome uma sequéncia
adequada (Ag)r de subconjuntos, defina B, = Up>, A € A = N, By,
para mostrar v << .
(c) Mostre que a reciproca pode ser falsa sem a hipétese de que v(Q2) < oc.
Sugestdo: Considere Q =N, v =3, 6, e u=3>,n 20,.

§11.6

18. Rita lanca uma moeda, cuja probabilidade de sair cara ¢é p, indefinida-
mente até obter a primeira cara; apos isto ela ird receber uma quantia cuja
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distribuicao é exponencial com parametro igual ao niimero de langamentos
da moeda. Calcule a esperanca da quantia recebida por Rita.

19. Joga-se um dado, depois uma moeda, depois o dado novamente e segue-se
alternando entre o dado e a moeda. Quando se obtém cara na moeda, o jogo
é imediatamente interrompido e conta-se o total Z de pontos obtidos nos
lancamentos do dado. Calcule EZ.

20. O ntmero de passageiros que chegam ao ponto do énibus 409 durante o
intervalo de tempo [0, ¢] tem distribui¢do de Poisson com pardmetro A\t. O
tempo T de chegada do préximo 6nibus tem distribuicdo exponencial com
pardmetro «. Mas precisamente, a distribuicao condicional do nimero N de
passageiros que chegam ao ponto antes do préximo 6nibus dado que T' =1 é
Poisson(At). Mostre que N + 1 ~ Geom(5%5).

21. Suponha que Py |y (Bly) = Px(B) para todo B € B e todoy € R. Mostre
que X e Y sao independentes.

22 (Principio da substituigdo). Seja P x|y uma distribui¢ao condicional regular
e f:R? — R uma fun¢do mensurdavel. Defina Z = f(X,Y). Mostre que

Pzy(Bly) =Pxyy({z: f(z,y) € B}[y)

é uma distribuicdo condicional regular de Z dado Y.
Dica: use g(z,y) = 15(f(2,y)) - Lo(y)-

23 (Principio da substituicdo). Seja Px|y uma distribuicio condicional regular
e f:R? — [0, +00] uma fungdo mensuravel. Mostre que

ES(X YY) = [ f(a,Y) Py (dalY)

quase certamente. Dica: use g(z,y) = f(z,y) - Lo(y).

24. Sejam X e Y varidveis aleatoérias independentes. Prove que

P(X <Y) =E[Fx(Y)].
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Dica: use o exercicio anterior e esperanca iterada.

25. Sejam X e Y variaveis aleatérias, onde X é discreta e Y tem funcéo de
densidade fy (y). Seja fy|x(y|r) uma densidade condicional regular de Y
dado X, isto é, fy|x : R? — R é mensuravel, e Py x (Blx) = [p fy|x (y|z)dy
define uma distribuicdo condicional regular. Defina a funcao

fyix (y]z)
fr(y)

para todo y tal que fy(y) > 0, e px|y(z|y) = px(z) se fy(y) = 0. Mostre
que Pxy, definida como Pxy(Bly) = > ,.cppx|y(z]y), resulta em uma
distribuicdo condicional regular.

pX\Y(37|y) = px ()
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Capitulo 12

Martingales

Uma pergunta que os autores ouvem frequentemente é: qual a melhor
estratégia que posso adotar em um cassino? A resposta curta é: ndo apostar.
Os estudo de martingales explica, entre muitas outras coisas, como qualquer

receita para lucrar em cassinos é, na verdade, uma receita para ir & faléncia.?!

Considere um apostador que participa de um determinado jogo, e que a cada
rodada ele vence com probabilidade p € [0, %] Em caso de vitéria, ele ganha
o montante apostado e, em caso de derrota, ele perde a mesma quantia. Se
X, representa o resultado obtido (+1 para vitéria ou —1 para derrota) e Cp,
representa o valor apostado na n-ésima rodada, entdo S, = S,,—1 + Cp X, € 0
capital acumulado ao final da n-ésima rodada. Aqui C), deve ser uma funcao
deterministica de Xi,...,X,_1 e representa a estratégia desse apostador.
Efetivamente, o apostador tem todo o direito de utilizar a informacéo passada
para decidir se e quanto vai apostar, mas deve decidi-lo sem saber qual sera o
resultado da préxima rodada. Analogamente, um investidor decide comprar

uma ac¢ao sem saber se seu preco vai subir ou cair.

Observe que S,+1—.5, ndo precisa ser independente de Sy, . .., S,. Sequéncias
cujos incrementos nao sao independentes surgem naturalmente em varias
situacoes, tanto tedricas quanto praticas. Alguns casos especiais tém sua

345
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prépria teoria, includindo as cadeias de Markov, que nao sao abordadas nesse
livro, os processos estacionarios, estudados no Capitulo 14, e os martingales,
que sao tema deste capitulo.

12.1 Definicoes e exemplos

Em um espaco de probabilidade (2, F,P), uma filtragdo é uma sequéncia de o-
algebras (Fy, )nen, contidas em F tais que F;, C Fp4+1 para todo n € Ny. Uma
sequéncia crescente de o-algebras representa um experimento em que tem-se
acesso a mais e mais informagado a medida que passa o tempo, representado
por n. Lembramos que a ideia de “informagao” é representada pela classe
de eventos cuja ocorréncia é acessivel a um determinado observador. Por
exemplo, imagine que uma moeda sera lancada muitas vezes, e acabamos de
observar o resultado do primeiro langcamento. Neste caso, particionamos {2
em dois eventos, e nossa informagao até este momento é codificada pela o-
algebra formada pelos quatro eventos: cara, coroa, o evento certo, e o evento
impossivel. Apés o langamento da segunda moeda, devemos particionar €2
em quatro eventos, e a g-algebra que codifica a informagao observada tera
24 = 16 eventos. Apés o lancamento da terceira moeda, a o-dlgebra terd 92°
eventos.

Um processo estocdstico é uma familia indexada de variaveis aleatorias, o
indice pode representar uma posi¢do no espaco ou, mais frequentemente, um
instante de tempo. Dizemos que o processo (Zy)nen, ¢ adaptado a filtragao
(Fn)nen, se, para todo n € Ny, Z,, é F,,-mensuravel.

Em muitos casos, vamos querer que Z,11 seja independente de F,,, e sera til
a seguinte definicdo. A filtracao natural do processo (Zy)nen, ¢ a filtracao

21Uma conhecida excecéo é a do jogo de blackjack com poucos macos de baralho e regras
de pagamento generosas (ambos raros hoje em dia), em que, ap6és um periodo de lucro
médio negativo, um apostador extremamente habilidoso poderia haver adquirido suficiente
informagao sobre as cartas restantes no baralho para comecar a ter lucro médio ligeiramente
positivo e, caso ndo fosse expulso em poucos minutos, poderia teoricamente compensar o
periodo inicial e esperar algum lucro resultante positivo no final.
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dada por F, = o(Zo, Z1,...,%Zy). Em palavras, no instante n temos a
informacao dada por Zy, Z1, ..., Z, e nada mais. Essa é a menor filtracao a
qual o processo (Z,), é adaptado.

Observagio 12.1. Se Zy, Z1, Za, . . . sdo independentes e (Fy, )nen, ¢ a filtragao
natural dessa sequéncia, entdo Z,11 € independente de F,, para todo n € Nj.
Esse fato, intuitivamente ébvio, serd formalizado no Corolario 13.10. A

Todas as defini¢oes e enunciados deste capitulo pressupéem que hd um espaco
de probabilidade e uma filtracdo subjacentes, mesmo que nao se lhes faca
referéncia explicita. Em alguns exemplos pediremos explicitamente que a
filtracdo seja aquela natural de algum processo, como forma de assegurar
independéncia de certos eventos ocorridos no futuro.

Definicao 12.2 (Martingale). Dizemos que um processo adaptado (My,)nen,
é um martingale se, para todo n € Ng, M, é integravel e

E[My11|Fn] = M, (12.3)
quase certamente.

Note que a definigdo acima pressupoe um espago (€2, F,P) e uma filtragao
(Fn)n fixos, como dito logo antes. Quando for necessario especificar a filtragao,
diremos que (M), é um martingale com respeito @ filtragio (Fp)n.

Da equacao (12.3) surge a interpretacdo de que um martingale reflete os
ganhos obtidos em um jogo justo: a esperanca condicional do capital apds a
préxima rodada, dada a informacao obtida até o presente momento, é igual
ao capital acumulado até agora.

Ezemplo 12.4. Seja (X,,), uma sequéncia de varidveis aleatérias integraveis e
independentes tais que EX,, = 0. Considere a filtracdo natural desse processo.
Defina

Sp=X14+ -+ X,.

Entao (Sp)n ¢ um martingale (subentende-se que o é com respeito a unica
filtracdo mencionada neste exemplo: a filtracao natural de (X,,),). Veja que
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S, é F,-mensuravel pois é dado pela soma de varidveis F,,-mensuraveis, .S,
¢ integravel pois é soma de varidveis integraveis, restando mostrar (12.3).
Utilizando as propriedades da esperanga condicional com respeito a o-algebras

vistas no capitulo anterior, obtemos
E[Sn+1Fn] = E[Xn1|Fn] + E[Sh|Fn] = E[Xp1] + Sn = Sy

As igualdades acima valem porque a esperanca condicional é linear, S, é
Fn-mensuravel, e X, 41 é independente de F,. A

No exemplo acima, assim como em varias passagens deste capitulo, usamos
implicitamente a Observacao 12.1.

Ezemplo 12.5. Sejam (X,,), varidveis aleatdrias integraveis e independentes

tais que EX,, = 1 e considere a sua filtragdo natural. Defina
M, =X x---xX,.

Entao (M), é um martingale. Novamente, M, é F,-mensuravel pois é
produto de varidveis F,,-mensuraveis, e é integravel pois é produto de variaveis
independentes e integraveis. Para mostrar (12.3), veja que

E[Mn+1|]:n] = E[Xn+1Mn|]:n] = MnE[Xn+1|]:n] = MHE[XTH—I] = M,,

onde as segunda igualdade vale porque M, é F,-mensuravel e a terceira
porque X,+1 é independente de F,. A

Ezemplo 12.6. Sejam X uma varidvel aleatéria integravel e (F,), uma
filtracdo qualquer. Defina X, = E[X|F,] para todo n € N. Nesse caso,
X, é integravel e F,-mensuravel pela definicdo de esperanga condicional.
Para verificar (12.3), veja que

E[Xo41/F0) = E[E[X|Foa]|Fa] = E[X|F] = X,

A segunda igualdade acima segue da Esperanga Condicional Iterada,
observando que F,, C F,41. Portanto, (X,), é um martingale. A
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Assim como podemos interpretar um martingale como um jogo justo, a
definicdo abaixo nos diz o que seria o andlogo de um jogo favoravel ou
desfavoravel ao apostador.

Defini¢ao 12.7 (Submartingale, Supermartingale). Dizemos que um processo
(My)n é um submartingale se (M), é adaptado e, para todo n € Ny, M, é
integravel e

E[Myi1|Fp] = M, (12.8)

quase certamente. Novamente, deixamos o espaco de probabilidade e a
filtragao implicitos. Dizemos que (M), é um supermartingale (—M,,),, é
um submartingale, ou seja, (M,),, é adaptado e vale a desigualdade oposta.

Observe que um martingale é um caso particular de submartingale.

Ezemplo 12.9 (O passeio aleatério em Z). Sejam k € Z e (X,,),, uma sequéncia
de varidveis aleatérias i.i.d. com distribui¢do comum P(X, = +1) = 1 —
P(X, = —1) = p, e considere sua filtracio natural. Defina S,, = k+>77_; X;
para todo n € Ng. A sequéncia (S,,),, é chamada de passeio aleatdrio em Z.
Assim como procedemos no Exemplo 12.4, S, é F,-mensuravel, integravel, e

E[Sn+1’fn] =S5, +EX,11 =5, +2p—1.

Portanto, (S,,), ¢ um martingale no caso simétrico p = %, um submartingale

1
5- A

sep = % e um supermartingale se p <
Observe que o exemplo acima é um caso particular do jogo mencionado no

inicio deste capitulo, onde o valor apostado é igual a um em todas as rodadas.
Usaremos inimeras vezes que EM,, > EM,,_; se (M), é um submartingale,
EM, < EM,_1 se (M,), é um supermartingale, e EM,, = EM, se (M,),
é um martingale. Para verificar que um processo adaptado (M), é um
submartingale, basta verificar que E[M,,+1 — M,|F,] > 0 g.c., para todo n.

Salientamos que quase todos os enunciados que falam de submartingales tém

seu analogo para supermartingales e vice-versa.
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Proposicao 12.10. Sejam (M), um martingale e g : R — R conveza tal
que g(My,) € integravel para todo n € N. Entao (g(My,))n € um submartingale.

Demonstragao. Basta verificar (12.8), que segue de

Elg(Mn+1)|Fn] 2 9(E[Mn 41| Fn]) = g(My),
onde utilizamos a Desigualdade de Jensen para Esperanca Condicional. [

Exemplo 12.11. Se (M,),, é um martingale, entdo os processos (M),
(M )y (| M ])n € (M2),, sio submartingales (com respeito & mesma filtracio!).

A
Proposicao 12.12. Sejam (M,), um submartingale e g : R — R conveza
nao-decrescente tal que g(M,) € integrdvel para todo n € N. Entdo (g(My))n
é um submartingale.

Demonstragio. Como E[M,,+1|F,] = M, e g é ndo-decrescente, obtemos
Elg(My+1)|Fn] 2 g(E[Mp 1| Fn]) = g(Mn),

onde utilizamos a Desigualdade de Jensen para Esperanga Condicional. [

Ezemplo 12.13. Se (M,,),, ¢ um submartingale e a € R, entdao ([M,, —a]™),
também o é, pois a fungao g(z) = [x — a|T é convexa e ndo-decrescente. A

12.2 Tempos de parada

Ao participar de rodadas sucessivas de um jogo de azar, ou mesmo ao investir
dinheiro em um determinado ativo financeiro, surge perguntas bastante
naturais. Em que momento devemos parar de jogar? Em que momento
devemos vender o ativo? A resposta ébvia seria quando obtivermos o maior
lucro possivell A questdo é que para sabermos que estamos passando por
este momento, devemos ter informagdo acerca do futuro, pois se hoje é o
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dia que obterei o maior lucro com meu ativo financeiro é porque amanha ele
se desvalorizara. Ou seja, hd tempos aleatérios que somente conseguimos
determinar se olharmos para o futuro. A seguinte defini¢do caracteriza aqueles
tempos aleatorios factiveis, isto é, aqueles que conseguimos determinar apenas
com a informacao contida até o presente.

Definigao 12.14. Seja 7 uma variavel aleatoria estendida que toma valores
em NoU{+o0}. Dizemos que a varidvel 7 é um tempo de parada com respeito
a filtracdo (Fy)nen, se {7 < n} € F, para todo n € Np.

Alguns livros definem tempo de parada pedindo que {7 = n} € F,, para todo
n € Ny, o que é equivalente (verifique!). Se interpretamos que a o-dlgebra
Frn carrega toda a informacao disponivel até o tempo n, temos que, 7 ser um
tempo de parada significa que o evento {T = n} pode ser determinado com
base na informacao contida apenas até esse tempo n.

Ezemplo 12.15. Sejam (X,,), um processo adaptado e B € B. E frequente
estarmos interessados no primeiro tempo de passagem pelo conjunto B (por
exemplo, gostariamos de vender determinado ativo financeiro quando ele
atinge determinado preco pela primeira vez). Isto é, estamos interessados na

variavel aleatoria
g = inf{n : X,, € B},

com a convengao inf ) = +o0o. Como
{8 < n} =Uj_o{X, € B} € F,

para todo n € Ny, segue que 75 é um tempo de parada. A

Dados um processo estocastico (X, )nen, € um tempo aleatério 7 assumindo
valores em Ny, definimos a varidvel X; que corresponde ao processo (X, )n
observado no tempo n = 7. Definimos o processo parado em 7 como (Xpar)n,
onde a A b = min{a, b}, que geralmente representa um processo que para de

evoluir quando uma determinada condi¢do é cumprida.

Teorema 12.16 (Teorema do Martingale Parado). Sejam (X,,)nen, um
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submartingale e T um tempo de parada, com respeito a mesma filtragdo. Entdo
o processo parado (Xpar)n também é um submartingale. Em particular, se
(Xn)n € um martingale, entao (Xpnr)n também é martingale.

Demonstragdgo. Como

n—1

Xnnr = X ]1{7'271} + Z Xk - ]I{T:k}n
k=0

e todas as varidveis na equacdo acima sdo JFp-mensuraveis, Xoar ¢ Fpn-
mensuravel, e como | X,a-| < | X1| + -+ + | X,|, também é integravel. Para
verificar (12.8), veja que

E[X(n+1)/\7' - Xn/\T|]:n] = E[(Xn-i-l — Xn) - ]1{7‘>n}’fn}
= ]1{T>n} ’ E[(Xn+1 - XTL)|]:TL} 2 0.

Na segunda igualdade utilizamos o fato de que {T > n} € F,,, pois 7 é tempo
de parada. Na desigualdade usamos a propriedade de submartingale. O

Ezemplo 12.17 (O segundo valete). Retiramos cartas do baralho ao acaso e
sucessivamente, até que nao reste nenhuma carta. Sabemos que, para cada
n=1,...,52, a probabilidade de que a n-ésima carta retirada seja um valete
¢é igual a %3 Uma propriedade talvez surpreendente é que a probabilidade de
os dois primeiros valetes aparecerem juntos também é %3!

Para justificar essa afirmagao, definimos Y,, como a indicadora do evento
em que a n-ésima carta retirada é um valete, e 7 como o ntimero de cartas

retiradas até que saia um valete. Queremos mostrar que E[Y; ;] = %3

Tomamos (Fy, ), como a filtracdo natural de (Y;,), e definimos X,, como a
proporcao de valetes restantes no baralho apds a n-ésima retirada, isto é,

P (e ¢
" 52 —n '

Observe que, para cada n fixo, E[Y,,+1|F,] = X,, ou seja, a probabilidade
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condicional de que a préoxima carta seja um valete é igual a proporcao de
valetes restantes no baralho. Multiplicando por 1(,_,, somando sobre n e

tomando a esperanga, obtemos a identidade E[Y; ;1] = EX,. Assim, queremos

1

mostrar que EX; = 5.

Afirmamos que (X,)n=0,..49 ¢ um martingale com respeito a (Fy)p, com

Fo = {0,Q} Com efeito,

(52 —n)X,, —1 (52 —n)X,
Yori+ ——
92 —n—1 52—-—n-—-1

Xnt1 = (1 - Yn+1)

e, como X, é Fp-mensuravel e E[Y,,11|F,] = X,

(52—n)Xn—1X +(52—n)Xn
52 —n —1 "2 —n—1

B[ X1 Fn] = (1-Xn) =Xy

e, portanto, (X, ), é de fato um martingale. Pelo Teorema do Martingale
Parado, EX; = EXyon, = EX = 5. A

Proposicao 12.18. Sejam (Xp)nen, um submartingale e T um tempo de
parada, com respeito a mesma filtracdo. Entdo

ELXEAJ <]EL¥ny

Demonstracdo. Basta expandir
n—1 n—1
E[Xyn — Xnnr] = E{ > Xe1 — Xk:} = Y E[(Xpky1 — Xi)Lrap]
k=t k=0

n—1
=Y E[E[(Xi+1 — Xi)Lirei | Fil]
k=0

n—1

=Y E[lgepy  E[Xp — XilFi]] 20,
k=0

onde na desigualdade usamos a propriedade de submartingale. (I
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Essas propriedades de martingales parados permitem estender desigualdades
envolvendo a posicdo final para desigualdades sobre toda a trajetéria.

Teorema 12.19. Seja (Sy), um submartingale. Entdo, para cada X\ > 0
valem

P(jgé.}insj > )x) < Eiﬁ

ES’ — ES,
-)) < 2

Demonstragio. Seja 7 =inf{j =1,...,n:S; > A} An. Entao 7 é tempo de
parada e n A 7 = 7. Pela Proposigdo 12.12, S;" também ¢ submartingale.
Pela Proposicao 12.18, ES < ES;}, logo

AP(S; > \) <ESS <ES;.
Analogamente, definindo 7 = inf{j =1,...,n:S; < —A} A n, obtemos
ES; <ES, =ES —ES; <ES — AP(S, < —)\)

onde a primeira desigualdade é novamente dada pelo Teorema do Martingale
Parado. (I

Teorema 12.20 (Desigualdade de Doob-Kolmogorov). Seja (Sp)n um
martingale. Entdo, para cada X > 0 vale
E|Sn[”

P, 191> 4) < =5+

Demonstragio. Caso E|S,|P = 400, a desigualdade vale trivialmente. Caso
contrario, como a funcdo | - [P é convexa, (|S,|P), é um submartingale e
aplicamos o teorema anterior com AP no lugar de . ([

Com algum esforgo extra e usando a Desigualdade de Hélder (Apéndice D.7),

é possivel provar o seguinte.
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Teorema 12.21 (Desigualdade de Doob em L?). Seja (M,,),, um martingale,
ou um submartingale nao-negativo. Entao,

P PP p
B e, 4] < GErP BB
A demonstracdo do teorema acima pode ser encontrada na Secao 14.11
de Williams (1991), e em Durrett (2019), Gut (2013) e Klenke (2014).

12.3 Amostragem opcional

Se (Xy)n ¢ um martingale, entdo EX,, = EX( para todo n € N. Ou seja,
se a sequéncia representa os ganhos em um jogo justo, o valor médio deve
ser preservado ao longo das rodadas. Porém se 7 é um tempo aleatério,
pense por exemplo em 7 como sendo o tempo em que o martingale atinge
seu maximo, muito provavelmente EX, # EXg. Isso também é natural,
pois neste caso precisamos de informagcao acerca do futuro para determinar
quando estamos passando pelo tempo 7. Mas e se 7 for um tempo de parada,
sera que poderiamos afirmar que EX, = EXy?

Ezemplo 12.22 (O sistema de apostas chamado Martingale). Seja (Z,,), uma
sequéncia de varidveis independentes com P(Z,, = +1) =P(Z, = —1) = 3
e considere sua filtragdo natural. Tome X,, = >} 2k=17, para todo n.
O martingale (X)), reflete o ganho acumulado de um jogador que aposta
nos vermelhos, em um jogo de roleta justo,?? e vai dobrando o valor. Seja
7 =inf{n : Z,, = +1}, isto é, 7 é a rodada em que o jogador ganha pela
primeira vez, recuperando todas as perdas anteriores e ainda tirando $1 de
lucro. Neste caso, X; = +1 q.c. e Xg =0, logo EX,; # EXj. Veja que essa
estratégia exige que o jogador tenha um capital (ou crédito) infinito.?> A

Portanto, queremos saber sob quais hipdteses a propriedade de ser martingale
ou supermartingale é preservada quando o processo é observado em um tempo

22Em um jogo de roleta justo, que ndo existe na pratica, os vermelhos e pretos tém
chance %, isto é, ndo existem as casas verdes 0 e 00.
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de parada 7. O teorema a seguir nos fornece varios critérios que asseguram

essa propriedade.

Teorema 12.23 (Teorema da Amostragem Opcional). Sejam (Xp)nen, um
supermartingale e T um tempo de parada finito. Entdo EX, <EX( se pelo
uma das condicoes abairo for satisfeita para algum K > 0:

(1) < K qc;

(2) | Xnarl < K g.c. para todo n;

(3) E[|Xnt1 — Xp||Fn] < K g.c. para todo n e Er < co;

(4) X, =20 q.c. para todo n.

Em particular, se (X,,)n € um martingale e vale alguma das trés primeiras
condigoes acima, entdo EX,; = EXj.

Demonstragdo. Usando o Teorema do Martingale Parado, EX, A < EXj.
Supondo (1), basta tomar algum n > K para ter X, = X,,,. Para os outros
casos, observe que, como 7 € finito, XA — X q.c. Supondo (4), temos que
EX, < liminf, EX, A, < EX( diretamente pelo Lema de Fatou.

Para (2) e (3), bastara mostrar que EX,,»» — EX;. Usando o Teorema da
Convergéncia Dominada, basta mostrar que | X,a-| <Y com Y integravel.
Para (2), tomamos Y = K constante.

Para (3), definimos Yy = [Xo| e Vi, = Y1 + [ Xnar — X(n—1)a7|, Observamos
que | Xpar| <Y, 1Y, e estimamos

EYpi1 —EY, = E‘X(Tki’l)/\T - Xn/\T‘
= E[[Xnt1 = Xa| - Lrsny]
[ |Xn+1 Xn ’ ]l{‘r>n}|f H
|:]l{’r>n} E ‘Xn+1 Xﬂ||‘7:n]}
[K : ]l{T>n}} =K- P(T > n)

23H4, muitos relatos de apostadores que comecaram com um grande capital e, depois de
um longo periodo de lucro obtido com a aplicagdo sistematica dessa estratégia, terminaram
perdendo todo o lucro e mais o capital que haviam levado consigo.
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Somando em n € Ny, obtemos EY < E|Xy| + K ET < 0. O

Podemos ver que o Exemplo 12.22 viola cada uma das hipoteses acima:

e O tempo de parada 7 nao ¢é limitado.

o O lucro (ou prejuizo!) acumulado |X,a-| ndo é limitado.

o No evento {r > n} € F,, temos que | X, +; — X,,| = 2", portanto
E[|Xn+1 — Xy||Fn] nao é limitado.

e O lucro acumulado X,, pode tomar valores negativos.

Ezemplo 12.24 (Problema da ruina do apostador). Considere (Sy,)nen, 0
passeio aleatorio comegando de So = z. Seja N € N fixo e suponha que x €
{0,..., N}. Defina o tempo de parada 7 = inf{n € Ny : S;, =0 ou S,, = N},
e observe que T < 0o q.c. (exercicio!). Queremos calcular a(z) = P(S, = N),
isto é, a probabilidade de que um passeio aleatério, comecando em x, chegue
a N antes de 0.

Podemos interpretar este exemplo como um jogador que dispoe de um capital
inicial z e tem como adversario um outro jogador cujo capital inicial é de
N — z. Em cada rodada o primeiro jogador ganha +1 com probabilidade p e
—1 com probabilidade 1 — p, até que um dos dois perca todo o capital.

Consideramos primeiro o caso p = %, em que (Sy), é um martingale. Como
Snar é limitado, pelo Teorema da Amostragem Opcional,

r=ESy=ES; =0-(1—-a(x))+N-a(x).

Portanto a(r) = § para todo x € {0,..., N}.

No caso p # %, observamos que a sequéncia definida por M,, = (1%’)5’1

é um
martingale com respeito a mesma filtracdo. Tirar um martingale do chapéu é
uma técnica muito comum em Probabilidade! Usando-se novamente Teorema
da Amostragem Opcional, obtemos

(1%1))1 =ESy =ES; = (1%”)0 (1 —a(z)) + (1%?)1\7 ca(z),
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e, resolvendo,

para todo = € {0,...,N}. A

O teorema abaixo é uma interessante aplicacdo do Teorema da Amostragem
Opcional e generaliza o Exemplo 11.24, que diz que sob certas condicoes a
média da soma de uma quantidade aleatéria de parcelas aleatorias é a média
das parcelas vezes o namero médio de parcelas.

Teorema 12.25 (Identidade de Wald). Seja (X )nen, wma sequéncia de
varidvess aleatorias independentes, integrdveis e com a mesma esperanca.
Seja T um tempo de parada integrdavel com respeito a filtracao natural de
(Xn)n. Entao

E[X;+ -+ X;]=Er-EX;.

Demonstragao. Definindo S, = X7 + --- + X, — nEX7, temos que (S,), é
martingale e satisfaz

E|[|Snt1 = Sul|Fn] < E|Xns1 — EX1| < 2E[X] < oo.
Pelo Teorema da Amostragem Opcional, ES; = ESy = 0, portanto
EXi+ - +X,—7-EXy] =0,

0 que conclui a prova. O

Exemplo 12.26 (Tempo médio de retorno do passeio aleatério). No passeio
aleatdrio simétrico, definia o tempo de parada 7 = inf{n : S,, = 1}. Vamos
mostrar que ET = +o00. Sabe-se que P(7 < 00) = 1 (serd mostrado na
préxima segao, e se fosse falso teriamos ET = +oo trivialmente). Se 7 fosse
integravel, terifamos ES; = EX; - Er = 0 pela identidade de Wald. Como
Sr =1 q.c., podemos concluir que E7 = +o00. A
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12.4 Convergéncia quase certa de martingales

Nesta secao veremos que supermartingales cujo primeiro momento é limitado
tém que convergir quase certamente. A razao por tras disso é a seguinte.
Para que o processo ndo convirja, deve haver uma faixa [a,b] tal que ele
assuma valores abaixo de a e acima de b infinitas vezes. Pensemos que um
supermartingale reflete o preco de um ativo que, na média, ndo sobe. Se
o preco desse ativo atravessasse a faixa [a,b] muitas vezes, um investidor
poderia acumular lucro comprando uma acio cada vez que o preco esta
abaixo de a e vendendo essa a¢do cada vez que esta acima de b. Entretanto,
como essa estratégia também resulta em um supermartingale, esse investidor
ainda tem lucro médio negativo, o que implica que o preco desse ativo deve
ser cada vez mais disperso, no sentido de que E|X,,| — +oc. Portanto, exceto

nesse caso, 0 processo tem que convergir.

Teorema 12.27 (Teorema de Convergéncia de Martingales). Seja (X,,)n um
supermartingale. Se sup,, E|X,| < oo, entdo existe uma varidvel aleatdria
integravel X tal que X, — X quase certamente. Em particular, todo
supermartingale ndo-negativo converge quase certamente.

Demonstragio. A maior parte da prova consiste em mostrar que
P(X,<aiv.eX,>biv.)=0 (12.28)

para todo par de niimeros reais a < b.

Sejam a < b ntmeros reais. Analisemos a estratégia de comprar em baixa e
vender em alta. Para isso, definimos os tempos de parada:

71 =min{n > 0: X,, <a}, 7o = min{n > : X,, > b}

Tok+1 = min{n > 1ok : X, <a}, Topro = min{n > 141 ¢ X, > b},

com a convengao de que min () = +oo. Uma interpretacao é que os tempos 7y
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indicam os momentos de compra do ativo se k for impar ou venda se for par.
Definimos

1, sety <n < 7ky1 ek éimpar,

<
Zn = -
0, seT,<n< Tk ek épar,

com 79 = 0. Observe que Z,, é F,,_1-mensuravel, pois

{Z, =1} = U {me <n—1} N {7ks1 >n—1}).

k impar

Essa varidvel indica se o investidor possui uma agao do ativo (X,), logo
antes do instante n. O processo

Wn = Zj (Xj— X 1)
=1

descreve a variacdo do capital entre os instantes 0 e n. Definimos, para cada

X5
b
a
W,
mn
—000008 >
T T T3 T4 T \&.
o Zn = O
[ ] Z —= 1

Figura 12.1. Argumento de travessias ascendentes completas.
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m € N,
T, = max{k : 1o < m},

que conta o numero de travessias ascendentes completas do processo (X,)n
sobre o intervalo [a,b] até o tempo m. Observe que

Wy = (b—a)Tp — (Xn —a)",

pois (b — a) T, é uma cota inferior para o lucro obtido com as vendas em
alta e [X,, — a]~ é uma cota superior para a perda acumulada desde a ltima
compra, veja Figura 12.1.

Por outro lado, (W), também é supermartingale. Com efeito,

E[WnJrl - Wn|~7:n] — E[ZnJrl (Xn+1 - Xn)|]:n} —
= Ln+1 'E[Xn—i—l - Xn‘Fn] < 07

pois Zp4+1 = 0e E[ X, 11— X, | Fn] < 0q.c., ji que (X,), é um supermartingale.
Logo, EW,, < EW, = 0, donde concluimos que

E(X, —a)”

ET, <
b—a

Agora definimos T, = lim,, T},, que conta as travessias ascendentes completas
do processo (X,,)n sobre o intervalo [a, b], sem limite de tempo. Pelo Teorema
da Convergéncia Monétona,

E(Xn —a)” E|X
E(Tew) = im ET,, < SHPM < sup E|Xn| + |a

~
n b—a n b—a

que é finito por hipétese. Sendo integravel, Ty, é finito quase certamente, o
que prova (12.28).

Mostremos agora que (X,), converge quase certamente. No evento
{liminf, X,, < limsup, X, }, existem a < b € Q tais que X,, < a i.v. e
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X,, > biv. Como Q? é enumeravel, por subaditividade obtemos

]P’(limninf X, < limsup X,,) < Z P(X, <aiv.e X, >biv.)=0.
n a,beQ

Portanto, X, ©5 Xoo para alguma variavel aleatéria estendida X.,. Pelo
Lema de Fatou, E|X| < liminf, E|X,,| < sup,, E|X,,| < co. Ou seja, | X
é integravel, logo quase certamente finito. O

Exemplo 12.29 (Processo de ramificagao). Seja (X 1)nken uma sequéncia
duplamente indexada de variaveis aleatérias i.i.d. assumindo valores em N.
Definimos a sequéncia de varidveis aleatéria (Z,,),, por

Zn—l
Zo=1 e Z,= Z Xnk, paratodon € N.
k=1

Podemos interpretar o processo (Z,), como um modelo de crescimento
populacional: cada individuo da origem & proxima geracao e logo desaparece,
sendo que a prole gerada por cada individuo é independente dos demais e
com a mesma distribuicdo. Deste modo, Z,, é o nimero de individuos da
n-ésima geragdo. Gostariamos de determinar se essa populagao se extingue

ou nao e, caso nao se extingua, como cresce.

Para estudar o crescimento dessa populacao, vamos supor que as X,, ; tém
segundo momento finito, e denotar sua média por A = EX; 1, a varidncia por
0% =VX11 ep; =P(X1)1 = j). Defina F, = o((Xjr)renj=1,..n) €

M, =\""Z,

para todo n € N.

Afirmamos que (M,,), é um martingale com respeito a (F,),. Com efeito,
Z, € mensuravel com respeito a F, e

E[Zni1lFn) = D B Xn1aliz, 5031 Fal = D Myz,50) = A,
keN keN
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onde na primeira igualdade usamos que as varidveis envolvidas sao nao-
negativas e na segunda usamos que {Z, > k} € F, e que X, 41 €
independente de J,. Independéncia entre X, 1 e F, é bastante 6bvio,

uma justificativa rigorosa é dada pelo Corolario 13.11.

Tomando a esperanga na equagao acima, Z,11 é integravel, pois EZ,,;1 =
AEZ, = --- = A"l < oo. Substituindo, obtemos E[M,1|F,] =
A"""I\Z, = M, provando que (M,), é um martingale.

Passemos entéo a estudar o comportamento de (Z,),, em termos de \.

O caso 0 < A <1 é o mais facil. Como P(Z, >0)=P(Z, > 1) <EZ, =\",
temos que Z, %0 quando n — oo pelo Lema de Borel-Cantelli. Ou seja, a
populagao se extinguird quase certamente.

Consideremos agora o caso A = 1. Se p; = 1, entdo o processo (Zy)n
se torna trivial com Z, = 1 para todo n € N g.c. Supomos entao que
p1 < 1, que neste caso implica py > 0. Como (Z,), é um martingale nao-
negativo, pelo Teorema de Convergéncia de Martingales, existe uma variavel
aleatéria Z,, tal que Z, % Z. Como Z, é sempre um numero inteiro,
Zn = Zs para todo n grande, quase certamente. Por outro lado, como
po > 0, temos P(Z, = k, para todo n grande) = 0 para todo k € N, pois
P(Zy,=Zpt1 =" =Zpnyj=k) < (1 — po¥)? para todo j. Portanto, Zo, = 0
q.c., e a populacao se extinguird nesse caso.

O caso A > 1 exige mais ferramentas. Pelo Teorema de Convergéncia de
Martingales, M, 1€ M, para alguma variavel aleatéria My,. Se pg > 0,
a populacdo tem chance de se extinguir logo nas primeiras geracgdes. Por
outro lado, no evento { My, > 0}, a populacdo ndo apenas sobrevive como
também cresce exponencialmente rapido, pois Z,, > %)\"Moo para todo n
suficientemente grande. Logo, gostariamos de mostrar que P(My, > 0) > 0,
0 que sera feito na proxima secao. A

Ezemplo 12.30 (Recorréncia do passeio aleatdrio simétrico). Sejam x e y € Z.
Considere (S,,), 0 passeio aleatorio simétrico comecando de Sy = z e defina
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o tempo de parada 7 = inf{n > 0: S, = y}. Afirmamos que
P(r < o0) =1.

Podemos supor sem perda de generalidade que y =0 e x > 0 (caso contrério
consideramos S,, — y ou —S,, no lugar de S,,). Pelo Teorema do Martingale
Parado, (Spar)n ¢ um martingale. Como Spar = 0, pelo Teorema de
Convergéncia de Martingales, (Spar)n converge quase certamente. Porém,
(Sn)n sempre d4 saltos de +1, logo nao pode convergir. Logo, a tnica forma
de (Spar)n convergir é que T < oo, donde concluimos que este evento é quase
certo. Observamos que esta prova da recorréncia tem a particularidade de

nao usar estimativas quantitativas de nenhum tipo. A

O exemplo acima é talvez o tipo mais comum de aplicacido desta teoria: uma
vez que identificamos um martingale, observamos que ele deve convergir quase
certamente e tiramos conclusoes a partir disso. Abaixo damos exemplos de

martingales e submartingales que nao convergem.

Ezemplo 12.31. Um exemplo trivial que ilustra a necessidade da hipétese
sup,, E| X,,| < 0o é o submartingale deterministico dado por X, = n para
todo n € N, que obviamente nao satisfaz tal hipétese e ndo converge. A

Ezemplo 12.32. Seja (X,), uma sequéncia independente tal que P(X,, =
4") = P(X,, = —4") = 1, e tome S, = X1 + -+ + X,,. Entdo (S,), é um
martingale, lim sup,, S, = +00 q.c. e liminf, S, = —oc0 q.c. A

Exemplo 12.33. Seja (X,,), uma sequéncia independente tal que P(X,, = 1) =
5. P(X, =-2""1)=2"eP(X,=0)=1%—2"" Tome S, = X1+ + X
Entao (S,), é um martingale e S,, — 400 q.c. A

Ezemplo 12.34. O passeio aleatério simétrico (S, )n, ndo converge pois sempre
dé saltos de +1. Podemos concluir pelo Teorema de Convergéncia de
Martingales que sup,, E|S,| = +00. Ademais, como |S,| é um submartingale,
E|S,,| é nao-decrescente em n, logo E|S, | — +oo. A
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12.5 Convergéncia de martingales em L”

Na secao anterior, estudamos condi¢des para que um submartingale convirja
quase certamente, o que nao necessariamente implica convergéncia dos

respectivos momentos, conforme podemos observar nos exemplos abaixo.

Ezemplo 12.35. Seja (X,,), uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. com
P(X, = 0) = P(X,, = 2) = 3, e considere sua filtracdo natural. Defina
M, = X; x -+ x X,. Entao (M,), é um martingale ndo-negativo e M,, — 0
quase certamente. Observe que o martingale (M, ),, ndo converge em L' pois
E[lim,, M,,] # lim,, EM,,. A

O exemplo acima é uma reformulagdo do Exemplo 12.22. H4 outros exemplos
do mesmo fendmeno. No processo de ramificagao critico (A = 1), vimos que
(Zp)n ¢ um martingale com EZ,, = EZy = 1, mas Z, 1€0. Também vimos
no Exemplo 12.30 que o passeio aleatério simétrico comegando em x e parado
em y é um martingale que satisfaz ES, A = x mas Syar EE Yy # T.

Gostariamos de saber quando a esperanca é preservada no limite. A defini¢do
a seguir terd um papel importante na convergéncia de martingales em £!.

Defini¢do 12.36 (Integrabilidade uniforme). Dizemos que uma sequéncia
de varidveis aleatérias (X,,)n é uniformemente integrdvel se

lim sup/ | X, | dP = 0.
k=00 n J{|Xyu |2k}

Teorema 12.37 (Teorema de Convergéncia de Vitali). Seja (X,), uma
sequéncia uniformemente integravel. Entdo sup,, E|X,| < co. Se, ademais,
X, ¥ X, entio X € integrivel e X,, — X em L.

Demonstragdo. Para a primeira afirmacao, basta tomar k tal que

sup/ | X,| dP < 1,
n J{|Xn|>k}
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pois isso nos da sup, E|X,| < k + 1 para todo n.

Para a segunda, suponha que X, %5 X. Pelo Lema de Fatou, E|X| <
lim inf,, E| X,,| < sup, E|X,,| < oo, logo X ¢é integravel.

Agora seja € > 0. Tome k tal que [qy|opy [X|dP <ce [fx 55 [Xn|dP <e
para todo n € N. Defina g(z) = 21— 1)(z) + k1L (1 4oo) () — kL (oo —p) (7).
Estimaremos

E‘Xn - X| < E‘Q(Xn) - g(X)‘ +E|9(Xn) - Xn| +E‘9(X) - X’

Como g é continua, g(X,) €< g(X) e, pelo Teorema da Convergéncia
Dominada, E|g(X,) — g(X)| = 0. Como [g(z) — z| < |z[1|4>k, temos que
Elg(X,) — Xn| < € e E|g(X) — X| < e. Portanto, limsup,, E|X,, — X| < 2¢,
para todo ¢, concluindo a prova. ([l

Observagdo 12.38. Integrabilidade uniforme implica sup,, E|X,| < oo mas
_ 1
=z,
entdao E|X,,| = 1 mas essa sequéncia nao é uniformemente integravel. A

nao vale a reciproca. Por exemplo, se P(X,, = n) =1 —P(X,, = 0)

Teorema 12.39. Seja (Xp,)nen, um submartingale uniformemente integravel.
Entdo, existe uma varidvel aleatoria X, tal que X,, — Xoo quase certamente
e em LY. Além disso, E[Xoo|Fi] = Xk g.c. para todo k € No. Em particular,
se (Xn)n € um martingale uniformemente integravel, E[X | Fr] = Xk g.c.

Demonstragao. Pelo Teorema de Convergéncia de Vitali, sup,, E|X,| < oc.
Logo, pelo Teorema da Convergéncia de Martingales, existe uma varidvel
aleatéria estendida X, tal que X, 1< Xso- Pelo Teorema de Convergéncia
de Vitali novamente, X, é integravel e X,, — X, em £'. Finalmente, seja
A € Fi. Como X,, = Xo em L e E[X,,|F.] = E[X}] para n > k, temos

/E[Xoo\fk]d]P’:/Xoole’:lim/ XndIP>/XkdIP’.
A A noJA A

Como ambos E[X|Fi| e Xj sdo Fi-mensuraveis e a desigualdade vale para
todo A € Fy, pelo Exercicio 5.63 concluimos que E[X | Fr] = Xi q.c. O
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Podemos inspecionar o martingale definido no Exemplo 12.35 e verificar
diretamente que ele converge certamente mas nao é uniformemente integravel
nem converge em £'. Abaixo, discutimos mais alguns exemplos.

Ezemplo 12.40. Seja M, o passeio aleatério simétrico comegando de x =
1 e parado em y = 0, como definido no Exemplo 12.30. Observe que
sup,, E|M,| = 1 pois M,, > 0 q.c. e EM,, = 1 para todo n, donde pudemos
concluir que (M,),, converge q.c. Entretanto, M, 1 1, logo nao pode valer
convergéncia em £! e esse martingale ndo é uniformemente integravel. A

Ezemplo 12.41. O processo de ramificacao critico satisfaz sup,, E|Z,| < oo
pois Z, = 0 q.c. e EZ,, = 1 para todo n. Isso foi usado para mostrar que
Zn ¥5°0. Novamente, nao pode valer convergéncia em L' e esse martingale
nao é uniformemente integravel. A

As proposigoes seguintes sdo critérios teis para verificar a integrabilidade
uniforme.

Proposicao 12.42. Seja (X,,), uma sequéncia de varidveis aleatdrias. Se
sup,, E| X, |P < oo para algum p > 1, entdo (X,,)n € uniformemente integrdvel.

Demonstragdo. Basta observar que

n n

/ ’Xn’p dP < Suan’Xn‘p
{

su X,| dP < su <
p/{an|>k}’ " P X |2k} KPP kp—t

quando k — oo, pois sup,, E|X,,|P < co. O

Proposigao 12.43. Seja (X,,), um martingale tal que Xo =0 ¢.c. Suponha
que E(X,, — X,,—1)? < 0o para todo n. Entdo

EX?2 = Z E(Xy — Xg_1)? para todo n.
k=1

Em particular, se (My), é um martingale tal que 5> E(My — Mj,_1)? < oo
entio (My), é uniformemente integrdvel, logo converge q.c. e em L.
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Demonstragdo. Mostraremos a primeira parte por indu¢ao em n. Expandindo,

podemos ver que
EXZ , =EX2 +E(Xpi1 — Xn)? + 2E[X0(Xnt1 — X))

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, X,,(X,+1 — X,,) é integravel e, como
(X5)n ¢ um martingale,

E[X,(Xn+1 — Xn)|Fn] = Xn E[X 41 — X0 | Fn] =0 q.c.,

Tomando a esperanga na equagao acima, obtemos E[X,,(X,+1 — X,,)] =0, 0
que termina a prova por inducao.

Para a segunda parte, tome X, = M, — My, observe que sup, EX? =
S W E(M, — M, _1)? < oo. Pela Proposigdo 12.42, (X,,), é uniformemente
integravel. Pelo Teorema 12.39, (X,,), converge q.c. e em £! para alguma X.
Portanto, E|M,, — My — X~ | — 0, donde concluimos que (M,,), converge q.c.
e em L' para X + Mp. O

Ezemplo 12.44 (Processo de ramificacao supercritico). Continuando o
Exemplo 12.29, mostraremos que quando A > 1 ha probabilidade positiva de
a populagao crescer exponencialmente ao invés de se extinguir. Como (M),
é um martingale ndo-negativo, sabemos que converge quase certamente para
alguma variavel aleatoria Mo,. Basta entdo mostrar que P(My, > 0) > 0.

Para isso, vamos estimar E(M,, — M,,_1)?. Observe que

(M, — My _1)*> = X"2"(Zy — A\Zp_1)?

k
=N g (X - A)ﬁ.
& =1

J

Tomando a esperanca e usando independéncia entre Z,_1 e (X, ;);,

(Xn,j - /\)) 2}

E(M,, — My_1)> = A~2" [ZP(Zn_l — k) E(
=1

k
k =
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=\ 2“[21@ k) ko’
= JQE[Zn_l] = o2 AL

Logo, 3, E(M,, — M,,_1)? < co. Pela Proposi¢io 12.43, (M,),, converge em
L. Portanto, EMy, = EM; =1 e P(My > 0) > 0. A

O teorema abaixo diz que uma variavel aleatéria pode ser aproximada por
sua esperanca condicional dada uma o-algebra de uma filtracdo qualquer.

Teorema 12.45. Sejam (F,), uma filtragio e Z uma varidvel aleatdria
integravel. Defina Foo = 0(UpJFy). Entdo

E[Z|F,] — E[Z|Fux] q.c. e em L.

Demonstragio. Para todo n € N, definimos X,, = E[Z|F,], que é um
martingale com respeito a filtragao (F,), conforme vimos no Exemplo 12.6.
Mostraremos inicialmente que (X, ), é uniformemente integravel. Seja ¢ > 0.
Como Z ¢ integravel, podemos tomar 5 de modo que f{\Z\>B} |Z] dP < 5
Sendo assim,

/ 10| dpg/ E[|Z||F,] dP = 12| dP
{IXnl>k} {IXnl>k} {1 Xnl>k}
_ / 12| dP + 12| dP
{1 Xnl>k,|Z|<B} {IXnl>k,|Z|>B}
SOPIXI SR+ [ 7] d
BE|Xn| BE\ZI
< —
S g + 5 < 2 +
onde na tltima desigualdade, tomamos k& > %IZI_ Isto mostra a

integrabilidade uniforme de (X,,),. Portanto, pelo Teorema 12.39, X,, =
E[Z|F,] = Xoo q.c. € em L1

Resta mostrar que E[Z|Fsx] = Xo. Primeiro, podemos tomar Xo, =
limy, Xy - 1Lg(x,), converge}, d€ forma que Xoo € Foo-mensurdvel pelo Lema 3.49.
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Observe que para todos A € F,, e m > n, pela defini¢do de X,, temos que

/deIP’:/ZdIP’.
A A

Como X,, £—1> X0, podemos tomar o limite na integral, obtendo
/ Xoo dP = lim/ X,, dP :/ Z dP para todo A € UpenFn
A moJA A
Lembrando que Z e X, sdo integraveis, podemos definir para todo A € F,
H(A) = / (Z*+XZ)dP e v(A) = / (Xt +27) dP,
A A

obtendo duas medidas finitas e v definidas em (2, F), que coincidem
na classe UpenFyn. Como essa classe é um w-sistema, pelo Teorema 3.37
(unicidade de medidas), as medidas coincidem na o-dlgebra o(U,F,,) = Foo.
Assim,

/AXoo dP = /AZ dP para todo A € F.

Como X é Foo-mensuravel, segue que X, = E[Z|F] q.c. O

Se um martingale satisfaz sup,, E| X, |P < oo para algum p > 1, podemos
combinar a Proposicao 12.42 com o Teorema 12.39 para concluir que X, —
X4 q.c. e em L', Entretanto, nesse caso podemos concluir algo bem mais

forte, conforme enunciado abaixo.

Teorema 12.46 (Convergéncia em LP). Sejam p > 1 e (Xp)nen, um
martingale, ou um submartingale ndo-negativo, e suponha que sup,, E| X, [P <
oo para algum p > 1. Entdo, eriste uma varidvel aleatoria X, tal que
X, — Xoo quase certamente e em LP.

Demonstragio. Defina Y = sup,, |X,| = lim, maxj—; __,|X;|. Usando o
Teorema 12.21 e o Teorema da Convergéncia Monoétona, temos EYP <

(;27)P sup, E|Xp|P < cc. J& sabemos que X, L% X pelo pardgrafo acima.
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Como | X,,| <Y para todo n, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia
Dominada em LP, concluindo a prova. O

12.6 Decomposicao de Doob

Nesta se¢do compreenderemos um pouco mais da estrutura dos submartinga-
les, pois estes sempre poderao ser escritos como a soma de um martingale e
um processo com propriedades especiais.

Definicao 12.47. Dizemos que o processo (A, )nen, € previsivel com respeito
a filtragao (Fp)n se A, é Fp—1-mensuravel para todon € N e 4g = 0.

O processo (Cy,), definido no preAmbulo deste capitulo é um exemplo de
processo previsivel. A variavel C,, representa quanto o jogador decide apostar
na n-ésima rodada do jogo, esta é sempre determinada sabendo-se o resultado
das n — 1 primeiras rodadas.

Teorema 12.48 (Decomposigao de Doob). Sejam (Fp,)nen, uma filtragio
e (Xn)nen, um processo adaptado tal que E|X,| < oo para todo n € Ny.
Entao existem um martingale (My,)y, € um processo previsivel (Ay,)y, tais que
X, = M, + A, para todo n € Ny. Além disso, tal decomposicio é Unica
no sentido de que qualquer outra decomposicio em martingale e processo
previsivel € igual a esta q.c.

Demonstragdo. Defina Ag = 0, My = X,

Mn+1 = Mn + Xn+1 - E[Xn—&-l‘fn],

An+1 = An + E[Xn+1|fn] - Xn

para todo n € Ny. Por inducao, verificamos que X,, = M,, + A,, somando as
u uago mbém qu ¢ Fr—1-Mensurav & Fp-mensurav

duas equagoes, e també e A, é F,_1-mensuravel e M, é F,-mensuravel

diretamente das férmulas. Ademais, tomando a esperanca condicional com
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respeito a Fy,, vemos que E[M,1|F,] = M,. Logo, (M), é um martingale.
Isso mostra a existéncia da decomposicao.

Para a unicidade, suponha que haja outra decomposicao X,, = M, + A/, com

(M]),, martingale e (A]),, processo previsivel. Neste caso,
n1 — An = Ang1 + Mo — My — A — My + My,
Tomando a esperanca condicional com respeito a F,, obtemos

%+1 - A{n =EJ[ ;H-l - AH}—H]
E[Ani1+ M1 — My — A — My, + M| Fy)
]E[An+1 — An|fn] = An+1 - An q.c.,

onde na primeira e terceira igualdades estamos utilizando que (A)), e (An)n
sdo previsiveis e na segunda que (M)), e (M,), sdo martingales. Como
Ay = Aj = 0, concluimos que 4,, = A}, q.c. e, por conseguinte, M, = M,
q.c. para todon € N. O

A sequéncia (Ay,), que aparece na Decomposicao de Doob acima é denominada
compensador do processo (X, )n. Observando que A,y — A, = E[X 41 —
X |Fn], temos que o processo previsivel (A,,), é q.c. ndo-decrescente se, e
somente se, o processo (X, ), é um submartingale.

Um caso particular muito importante é quando (X,,), é um martingale com
segundo momento finito e consideramos o submartingale (X?2),,. Neste caso,
a decomposicio de Doob do submartingale é denotada X2 = M,, + (X),, e o
compensador (X), é denominado varia¢io quadrdtica do martingale (X;)p.
Pela Proposicao 12.43, a variacdo quadratica satisfaz

E[(X)n] = EX] —EX§ = > E(Xi — Xj—1)%
k=1

Ezemplo 12.49. Seja (S,), o passeio aleatério simétrico (quando p = %),
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conforme definido no Exemplo 12.9, de forma que (Sy), é um martingale
com respeito a filtracao (F,), induzida pelas parcelas (X, ),. Pela equacao
acima, variacdo quadrética de (S,), é dada por (S),, = n para todo n € N.
Isso também pode ser verificado diretamente, expandindo

Apy1— Ay =EB[S2 | F]—S% = S2428, B[ X, 41| Fn) +E[X2 | F] - S2 = 1,

de forma que o compensador (A,,), é dado por A4,, = n para todo n. A

12.7 Exercicios

§12.1

1. Seja (Sp)n o passeio aleatério em Z e (F), a filtracdo definidos no
Exemplo 12.9. Defina M,, = (1’%”)5” para todo n € N. Mostre que (M,,), é
um martingale.

2. Seja X uma variavel aleatéria que toma valores em N. Defina as taxas
A =P(X > k|X > k) e suponha que A\; > 0 para todo k. Defina My =1 e

1
Mn: m, X>n,
0, X < n.

Mostre que (M), ¢ um martingale com respeito a sua propria filtragao
natural.

§12.2

3. Se 71 e T sdo tempos de parada com respeito & mesma filtragado (Fy)n,
entdo podemos afirmar que as varidveis abaixo sdo tempos de parada? Prove
ou dé contra-exemplo.

(a) 1 + 2.
(b) |11 — .



374 CAPITULO 12. MARTINGALES

(¢) max{r, T2}
(d) T1 N\ To.
(e) 71 Ak para k € N.

4. Sejam (X, ), um processo adaptado e B € B. Definimos o tempo de tltima
passagem em B como op = sup{n : X,, € B}. Dé um exemplo ilustrando
que o nao é tempo de parada.

5. Seja 7 um tempo de parada com respeito a filtracao (F,)nen,. Defina
Fr={AeF:An{r <n} € F, para todo n € Ny}.

Mostre que:

(a) Fr é uma o-dlgebra.

(b) 7 é Fr-mensuravel.

(c) Se (Xn)n € um processo adaptado a filtragdo (Fy)n, entdo X, é Fr-
mensuravel.

(d) Se 71 e 12 sdo tempos de parada tais que 7 < T2 para todo w, entao
Fr, € Fry.

§12.3

6 (Critério de integrabilidade para tempos de parada). Seja 7 um tempo
de parada com respeito a filtracao (F,)nen,. Suponha que existem C' € N e
€ > 0 satisfazendo

E[l{;<ntcylFn]l =€ q.c., para todo n € Np.
Mostre por indugao em k que
P(r > kC) < (1 —¢)*
para todo k£ € N e, em particular, ET < oo.

7. No problema da ruina do apostador, mostre que ET < cc.
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8 (Um problema de otimizagio estocéstica). Uma companhia deseja recrutar
um novo funciondrio para uma vaga de emprego. Sao N candidatos para a
Unica vaga; eles sdo entrevistados um de cada vez e apds o término de cada
entrevista o candidato é contratado, ignorando-se os nao entrevistados, ou
ele é dispensado definitivamente e entrevista-se o proximo. Suponha que os

atributos dos candidatos sejam dados por uma sequéncia (Xn)flvzl de varidveis

aleatérias i.i.d. com distribuigao U[0, 1]. Seja (F,)Y_, sua filtracdo natural.
Vamos mostrar que existe um tempo de parada que maximiza EX, dentre
todos os possiveis tempos de parada. Com este objetivo, defina indutivamente
a sequéncia (a,)N_; como ay =0 e a,_1 = % paran =1,...,n— 1.
Defina o tempo de parada 7% = inf{n : X,, > a,}, e seja 7 um outro tempo

de parada qualquer.

(a) Mostre que E[max{U, a}] = I‘BO‘Q, onde U ~U[0,1] e a € [0, 1].
(b) Defina Y,, = max{Xyar,an}. Mostre que

E[Yn : ]l{Tgnfl}‘}—n—l] SYn-1- ]l{rgnfl}-

(c) Mostre que
E[Yn - 1oy Fo1] € Yoot Liron

e conclua que (Y,,)Y_, é um supermartingale.
(d) Defina Y;* = max{X,ar+,a,}. Mostre que (Y;"))_; é um martingale.
(Dica: separe em {7* < n — 1} e {7* > n}, como nos itens anteriores).
(e) Mostre que EY % > EY.

(f) Conclua que EX;« > EX,, finalizando o exercicio.

9 (Generalizando o problema anterior). Seja (X,)Y_; um processo adaptado
a filtracdo (F,)Y_; e suponha que as X,, sejam integraveis. Vamos mostrar
que existe um tempo de parada 7* tal que EX, .« > EX, para todo tempo
de parada 7. Defina Yy = Xy e Y, = max{X,,E[Y,+1|F,]} para todo
n=1,..., N —1, que representa o preco justo para entrar no jogo no instante
n (pois o jogador pode escolher entre ficar com X, ou esperar o instante
n+1). Tome 7" = min{n : Y,, = X,;} e seja 7 um tempo de parada qualquer.
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(a) Verifique que (Y;,)Y_; é um supermartingale.
(b) Mostre que EX; < EY; < EY;.

(c) Defina Z, = Yyar+. Verifique que Zy 1 - Lizecny = Zn - Lrecpy q.C.
(d) Verifique que E[Zp11|Fn] - Lizesny = Zn - Liz+sny q.C.
(e) Conclua que (Z,))_; é um martingale.

(f) Mostre que EX .+ = EY;« = EY7, concluindo o exercicio.

§12.4

10. Seja (X,), uma sequéncia i.i.d. assumindo valores +1 com probabilidade
% cada. Defina 7, = % € Znt1 = Zn+ (1 — Z,)Z,X,, para todo n € N.
Mostre que Z, N Bernoulli(3).

§12.5

11. Mostre que a posigdo do passeio aleatério (.Sy, ), nao é uniformemente
integravel.

12. Mostre que o processo de ramificacdo com A > 1 tem probabilidade
positiva de sobreviver, sem supor que o2 < co.

13. Mostre que o martingale definido no Exercicio 2 converge quase
certamente mas nio converge em L.

§12.6

14. Sejam (X,,)nen, processo adaptado e (Cy,)nen, processo previsivel com
respeito a filtragao (F,,),. Suponha que existe K > 0 tal que P(|C,,| < K) =1
para todo n. Defina M,, = CoXo + > 1_; Cr(Xr — Xi—1) para todo n € N.

(a) Mostre que se (X,,), é um martingale, entdo (M,),, também o é.
(b) Mostre que se (X,,), é um submartingale e C,, > 0 para todo n € N,
entdao (M), é um submartingale.

O processo (M), é chamado transformagio de (Xy,)n por (Cy)n, denotado
por (C e X),,. Ele aparece implicitamente no preambulo deste capitulo e na
prova do Teorema de Convergéncia de Martingales.
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15. Sejam (X;)nen, € (Yn)nen, martingales com respeito a mesma filtracao
(Fn)nen, tais que EX2 < oo e EY,? < oo para todo n € N. Defina o processo
(X,Y) como
1
<X7 Y>n = ZKX +Y>n - <X - Y>n]

Mostre que (X, Y5, — (X, Y )n)nen, ¢ um martingale.

16. Sejam (X,,),, e (Y,,)n sequencias de varidveis aleatérias independentes com
EX2 <00, BY2 <00, EX,, =EY,, =0,5, = X1+ -+ X,eT, = Y1+ --+Y,
para todo n € N. Mostre que (S, 1), = > ;—; Cov(Xk, Y).
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Capitulo 13

Leis 0-1 e Séries Aleatorias

De modo geral, dizemos que vale uma lei 0-1 quando podemos estabelecer que
um dado evento, ou todos os eventos de uma dada classe, tém probabilidade
zero ou um. Ja nos deparamos com duas situagdes com esta caracteristica
ao longo deste texto, a Proposi¢ao 2.16 (um evento é independente de si
mesmo se, e somente se, sua probabilidade é zero ou um) e o Corolario 7.18
(dada uma sequéncia enumerével de eventos independentes, a ocorréncia
de infinitos deles é um evento de probabilidade zero ou um). Leis 0-1 sdao
muito uteis em Probabilidade, pois excluem a possibilidade de valores de
probabilidade no interior do intervalo [0, 1], e, dessa forma, podemos concluir
que a probabilidade é 1 verificando que nao é 0, e vice-versa. Estudaremos
as duas principais leis desse tipo: a Lei 0-1 de Kolmogorov e a Lei 0-1 de
Hewitt-Savage.

Uma consequéncia da Lei 0-1 de Kolmogorov é que uma série de niimeros
aleatorios independentes sera convergente com probabilidade zero ou um. Na
ultima secio deste capitulo daremos condi¢Ges necessarias e suficientes para
que essa probabilidade seja um.

Os enunciados e demonstracées dos principais teoremas deste capitulo
dependem de alguns conceitos técnicos dos quais ainda nao dispomos.

379
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Comecaremos com uma secdo cujo objetivo é introduzir defini¢des e
ferramentas que serdo usadas nas secoes e capitulos seguintes.

13.1 Algebras e espacgos de sequéncias

Comecamos pelo espaco de sequéncias infinitas. Denotamos o conjunto de
todas as sequéncias de niimeros reais por

RY = {& = (21,22, 3,...) : ¢, € R para todo n € N}.
Dizemos que um conjunto A C RN é um conjunto cilindrico se
A={x=(z,)n €RY: (z1,29...,21) € B}
para algum k € N e B € B(RF).

Definicao 13.1 (Conjuntos borelianos em RY). Definimos a o-dlgebra de
Borel em RY, denotada por B(RY), como a o-4lgebra gerada pela classe dos
conjuntos cilindricos.

Observe que a projecio de RN em R que leva & em sua n-ésima coordenada x,,
é uma funcio mensuravel em RY, pois { : 2,, € B} é um conjunto cilindrico
para todo B € B(R).

Definicao 13.2. Dado um espago amostral 2 e uma familia de fungoes
(fa)aca de Q em R, dizemos que A C Q2 é cilindrico com respeito a (fa)aea
se existem k € N, a1,...,a; € A e B € B(RF) tais que 4 = {w € Q :
(far (W), ..., far(w)) € B}. Definimos o ((fa)aca) como a o-dlgebra gerada
pelos conjuntos cilindricos com respeito a (fo)aca. A o-dlgebra o ((fa)aca)
é a menor o-algebra em () para a qual todas as f, sd0 mensuraveis.

Em geral, a classe dos conjuntos cilindricos nao forma uma o-algebra. Por
isso, consideramos uma estrutura mais simples.
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Defini¢do 13.3 (Algebra). Uma classe A de subconjuntos de € é chamada
uma, dlgebra em ) se

(1) Qe A,
(2) A° € A para todo A € A,
(3) AUB € A para todos A, B € A.

E muito til poder trabalhar com algebras por pelo menos dois motivos: os
elementos de uma algebra costumam ser muito mais simples de descrever e
estudar, e algumas classes importantes de conjuntos sao algebras mas nao
sao o-algebras. Por exemplo, a classe dos conjuntos cilindricos com respeito
a (fa)aca € uma algebra mas ndo é uma o-dlgebra, assim como a classe dos
conjuntos cilindricos de RY.

Mas o que significa poder trabalhar com &lgebras? Significa que conjuntos de
uma o-algebra podem ser aproximados, em um sentido bastante forte, por
conjuntos de uma algebra, como veremos a seguir.

Definicdo 13.4 (Diferenga simétrica). Dados dois conjuntos A e B, a sua
diferenca simétrica AAB é definida como AAB = (A\ B)U (B \ A).

Observe que a diferenca simétrica satisfaz um andlogo da desigualdade
triangular: AAC C (AAB) U (BAC), e também satisfaz A°AB¢ = AAB e
(UnAn)A(UpBy) C Un(ApABy,) (verifique essas trés propriedades!).

Teorema 13.5 (Aproximacgao por algebras). Sejam (€2, F,P) um espago de
probabilidade e A C F uma dlgebra. Entdo, dados quaisquer B € o(A) e
e >0, eriste A € A tal que P(AAB) < ¢.

Demonstragdo. Seja C a classe dos conjuntos que satisfazem a afirmacao
do teorema: C = {B € F : Ve > 0, 34 € A com P(AAB) < ¢}. Observe
que A C C, pois P(AAA) = P()) = 0. Logo, basta mostrar que C é uma
o-dlgebra. E imediato que () € C, pois P(DAQ) = 0. Se C € C, entdo
dado € > 0, existe A € A tal que P(AAC) < e; como A°AC°® = ANC e
A¢ € A, segue que C° € C. Para concluir que C é uma o-algebra, falta
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mostrar que C é fechado por unides enumeraveis. Sejam Cy,...,Cp,--- €C
e e > 0. Defina C = U0, e tome n € N tal que P(C\ (U} C’k)) %
Tome Ay, As, ..., Ay € A tais que P(A,ACy) < 5., para todo k: =1,...,n.

Observando que
(Ui=1AR) A (U2 Ck) © (Up—y (ARACK)) U (C'\ (U1 Ck)),

por subaditividade obtemos
P((u;;:lAk)A ukoqck) Z (A ACY) +P(C\ (UP_,C)) <

Portanto, C € C, o que completa a prova de que C é uma o-dlgebra. O

13.2 Independéncia de o-algebras

Nesta secdo, o espago de probabilidade (2, F,P) estd fixado e todas as
o-dlgebras mencionadas estardo contidas em F.

Dizemos que duas o-algebras F; e Fa sdo independentes se P(AN B) =
P(A)-P(B) para todos A € F; e B € F. Recordando-nos da Definicao 11.47,
uma varidvel aleatéria X é independente de uma o-algebra G se, e somente
se, 0(X) é independente de G. Ademais, duas varidveis aleatérias X e Y
sao independentes se, e somente se, o(X) e o(Y') s@o independentes. Esse
conceito pode ser estendido para uma familia de o-algebras.

Defini¢ao 13.6. Uma familia de o-dlgebras (Fy)aca € independente se, para
todo k € N, todos a1, ...,ap € A distintos, e todos A1 € Fy,, ..., Ax € Fo,,

Vale observar que uma familia de eventos é independente (conforme definido no
Capitulo 2) se, e somente se, a familia das o-dlgebras geradas respectivamente
por cada um desses eventos é independente. Ademais, uma familia de
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varidveis aleatérias é independente (conforme definido no Capitulo 4 se, e
somente se, a familia das o-algebras geradas por essas varidveis aleatérias é
independente. Portanto, independéncia de o-algebras generaliza os conceitos
de independéncia de eventos e de variaveis aleatorias.

A definicdo acima também é util para classes de eventos que nao sao
necessariamente o-dlgebras. Dizemos que uma familia de classes de eventos
(Ca)ach € independente se satisfaz a condi¢do andloga a da definigdo acima.

Lema 13.7. Seja (Co)aca uma familia independente de classes de eventos.
Suponha que Cy seja um w-sistema para todo o € A. Defina Fo = 0(Co) para
todo o € A. Entao a familia (Fo)aen € independente.

A prova serda dada no Apéndice D.1.

Observagao 13.8. O lema acima pode falhar se ndo pedimos que as classes Cq,
sejam 7-sistemas. Considere 2 = {1,2,3,4}, e P a medida de probabilidade
uniforme. Entao {1,2} é independente de {1,3} e de {1,4}, mas nao é
independente de {1,3}N{1,4}. Ou seja, a classe C; = {{1,2}} é independente
da classe Co = {{1,3},{1,4}} mas néo é independente da o-algebra gerada
por Cy (esse contra-exemplo é uma reedi¢do do Exemplo 2.19). A

Proposicao 13.9. Seja (Fo)aca uma familia independente de o-dlgebras.
Suponha que A = UpenA, e que essa unido seja disjunta. Defina G, =
0(Uaen, Fa) para n € N. Entdo (Gn)nen € uma familia independente.

Demonstragdo. Para cada n € N, considere a classe C,, dos eventos da forma
A;N---NAg, onde Aj € Fy, para todo j =1,...,k, com aq,...,ap € Ay
distintos, para qualquer k € N. Observe que C, é um m-sistema que gera
Gn. Observe também que familia (Cy,), ¢ independente. Pelo lema acima,
(Gn)nen é uma familia independente. O

Na proposi¢ao acima, se A, = 0, entdao G, = {0),Q} é independente de
qualquer classe de eventos.

A proposicado acima tem as seguintes consequéncias, talvez dbvias.
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Corolario 13.10. Sejam Xi,...X,, Y1,..., Y, varidveis aleatorias indepen-
dentes. Entio o(Xi,...,X,) € independente de o(Y1,...,Yy).

Corolario 13.11. Seja (Xo)aen uma familia de wvaridveis aleatorias
independentes. Suponha que A = Ay U Ay e que a unido seja disjunta.
Entao 0((Xa)acn,) € 0((Xa)aer,) sdo o-dlgebras independentes.

Corolério 13.12. Sejam (Zjk)(jmen2 varidveis aleatorias independentes
e g; : RY — R fungdes mensurdveis. Defina U; = 9i((Zjk)ken). Entio a
familia (Uj); € independente.

13.3 Lei 0-1 de Kolmogorov

Nesta secao vamos estudar uma importante classe de eventos, chamados de
eventos caudais, e a famosa Lei 0-1 de Kolmogorov associada a tais eventos.

Sejam (2, F,P) um espago de probabilidade e X = (X,,),, uma sequéncia de

variaveis aleatdrias. Definimos as seguintes o-algebras contidas em F:

ff:a((Xj)j%l), X =N Fy.

Em palavras, os eventos da o-algebra F.9; sdo aqueles cuja ocorréncia,
apesar de ser determinada por X, ndo depende dos valores das n primeiras
varidveis aleatérias X1,...,X,, enquanto os eventos A € %2 sdo aqueles
cuja ocorréncia nao depende das k primeiras variaveis aleatorias X1, ..., Xy,
qualquer que seja k € N, isto é, A ndo depende do conhecimento de nenhuma
quantidade finita das varidveis aleatérias (X)g, apenas do comportamento
remoto desta sequéncia.

Definicao 13.13. Dizemos que um evento A é caudal com respeito a
sequéncia X se A € 2. Chamamos 2" de o-dlgebra dos eventos caudais
com respeito a sequéncia X, ou simplesmente o-dlgebra caudal.

Ezxemplo 13.14. Sao exemplos de eventos caudais com respeito a X:
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(a) {% converge};
(b) {X,, € B i.v.} para um B € B dado;
(c) {limsup, #+=+Xn < O} para um C € R dado;
(d) {302 X, converge}.
Mostraremos apenas o primeiro dos itens acima e deixamos os outros como

exercicio. Primeiramente, o evento estd em F7° pelo Lema 3.49. Para todo
k € N, podemos escrever

XitootXn _ Xt + X gt 4+ Xy
n - n n '

X4t Xy
n

, e este evento estd em Fp°. Como
JESEEEDY
n

Como % — 0 quando n — oo, temos que a convergéncia de
. . N " . b'e et X

é equivalente & convergéncia de w
isso vale para todo k, o evento estd em N F°, ou seja, converge}

é um evento caudal com respeito a sequéncia X. A
Ezemplo 13.15. Dados B € B e C' € R, em geral os eventos abaixo nao sao
caudais com respeito a X:

(a) {Xi1+---+X,€Biuv};
(b) {limsup, X; +---+ X, < C}. A

A primeira das leis 0-1 que vamos estudar, conhecida como a Lei 0-1 de
Kolmogorov, tem um enunciado bem simples. Se as varidveis aleatoérias (X, ),
sdo independentes, entdo todo evento caudal tem probabilidade 0 ou 1.

Teorema 13.16 (Lei 0-1 de Kolmogorov). Se (X,), € uma sequéncia de
varidveis aleatdrias independentes, entao P(A) =0 ou 1 para todo A € 2.

Demonstracao. Seja A € 2. No espirito da Proposi¢iao 2.16, vamos mostrar
que A é independente de si mesmo. Para isso vamos considerar uma
aproximacao para A que é independente de A.

Como os eventos cilindricos com respeito a sequéncia X formam uma algebra,
pelo Teorema 13.5, existem eventos 4,, € o(X1,...,X,,) tais que

P(AAA,) — 0
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quando n — oco. Dal pode-se verificar que
P(A4,) - P(A) e PANA,) — P(A),

o que deixamos como um instrutivo exercicio sobre aproximacgoes (ao final
deste capitulo).

Por outro lado, como A € 2, segue que A € o(Xp4+1, Xn+t2,...) para todo
n € N. Logo, pelo Corolario 13.11, A é independente de A,, ou seja,

P(AN A,) = P(A) - P(A,).

Tomando o limite em n, obtemos

ou seja, P(A) =0 ou 1. O

Corolario 13.17. Se Z é uma varidvel aleatdria 2 -mensurdvel, entio Z €

uma varidvel aleatéria degenerada.

Demonstragio. Por hipétese, Fz(z) = P(Z < z) = 0 ou 1. Tomando C =
sup{z € R: Fz(z) = 0}, obtemos P(Z =C) =1 q.c. O

13.4 Lei 0-1 de Hewitt-Savage

No Exemplo 13.15 foram exibidos alguns exemplos de eventos que nao sao
caudais. Todavia, se a sequéncia (X,,), associada a tais eventos for i.i.d., tais
eventos satisfarao a outra importante lei 0-1, a Lei 0-1 de Hewitt-Savage.

Dizemos que uma funcdo 7 : N = N é uma permutacio finita se m é uma
bijecao e m(n) # n para no maximo finitos valores de n € N. Dada uma
sequéncia x € RY, definimos a sequéncia permutada m(x) = (T (n))n-

Defini¢ao 13.18 (Evento simétrico). Seja (€2, F,P) um espago de probabili-
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dade e X = (X,,), uma sequéncia de varidveis aleatérias. Dizemos que um
conjunto B € B(RY) é simétrico se 7~!(B) = B para toda permutagao finita
. Dizemos que um evento A € F é simétrico com respeito a sequéncia X se
A ={w: X(w) € B} para algum conjunto simétrico B € B(RY).

Teorema 13.19 (Lei 0-1 de Hewitt-Savage). Sejam (Xy,), uma sequéncia
de varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, e A um

evento simétrico com respeito a sequéncia (Xy)n. Entdo P(A) =0 ou 1.

Demonstragdo. Novamente, a ideia é mostrar que A é independente de si
mesmo. De forma um pouco mais elaborada do que fizemos na Lei 0-1 de
Kolmogorov, desta vez vamos considerar diferentes aproximacoes para A que
sdo independentes entre si.

Tome B € B(RY) simétrico tal que A = {w : X(w) € B}. Vamos mostrar
que Px(B) =0 ou 1. Pelo Teorema 13.5, existem C,, € B(R") tais que

Px(BAB,) — 0,

onde B, = {x € RN : (z1,...,2,) € C,}.

Vamos agora definir outra aproximacao independente desta. Para cada n € N,
seja 7, : N — N a permutagao finita que troca de lugar os blocos (1,...,n) e
(n+1,...,2n), isto é,

j4+n, sel<j<n,
™(j)=49j—n, sen+1<j
Js se j > 2n,

e defina
B, = ﬂgl(Bn) ={x e RN (Tnt1y---,Ton) € Cp}.

Vejamos primeiro que B,, aproxima B. Como a sequéncia X é i.i.d., temos

Px =Pr (x)
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para cada n € N. Sendo assim,
Px(BABy,) =P, x)(BABy,) =Px(m, (B)Am, ' (By)) = Px(BAB,).

A segunda igualdade é devida ao fato que 7, ' (BABy,) = 7, (B)An,1(B,),
que é valida pois 7, : RN — RN é uma bijecdo. Na tltima igualdade usamos
que B ¢é simétrico. Logo,

Px(BAB,) = Px(BAB,) — 0.

Dai pode-se verificar que

Px(B,NB,) = Px(B), Px(B,) —Px(B) e Px(B,) — Px(B),
0 que novamente deixamos como exercicio sobre aproximagoes.

Por outro lado, como (X7, ..., X,) é independente de (X1, ..., Xoy,), pelo
Corolario 13.10 temos que Px (B, N B,,) = Px(B,) - Px(B,) e, tomando o
limite em n, obtemos

Px(B) =Px(B) -Px(B).
Portanto, P(A) = 0 ou 1, o que conclui esta demonstracao. O

Corolario 13.20. Sejam (Xy,)n, uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d.
e Sy, = X1+ -+ X, para todo n € N. Entao, P(A) = 0 ou 1 para todo
evento A caudal com respeito d sequéncia (Sy)n.

Demonstragdo. Em geral, o evento A ndo é caudal com respeito & sequéncia
(Xn)n. Porém, observe que se A é caudal com respeito a sequéncia (Sy)n,
entdo A é um evento simétrico com respeito a sequéncia (X, ). O

Ezemplo 13.21 (De volta ao Exemplo 13.15). Sao exemplos de eventos
simétricos com respeito a sequéncia (Xp,)n:

(a) {X1+ -+ X, € Biwv.} para todo B € B;
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(b) {limsup,, X; +---+ X,, < C} para todo C € R.

Portanto, se a sequéncia (X), for i.i.d., vale a Lei 0-1 de Hewitt-Savage
para os eventos acima. A

Contra-exemplo 13.22. Seja (X,), uma sequéncia de varidveis aleatérias
independentes com distribuicao P(X, = 0) =1 —-P(X,, = 1) = 27" para todo
n € N. Observe que o evento A = {lim, (X; x --- x X;) = 1} é simétrico
com respeito & sequéncia (X,),. Porém, P(A) = [[>°,(1 —27") € (0,1).
Assim vemos que hipétese de as varidveis (X, ), terem a mesma distribuicao
¢é crucial para a validade da Lei 0-1 de Hewitt-Savage, apesar de desnecessaria
para a Lei 0-1 de Kolmogorov. A

13.5 Convergéncia de séries aleatorias

Seja (X)), uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes. Conforme
vimos na segdo anterior o evento {w : Y oo X, (w) converge} é caudal,
logo pela Lei 0-1 de Kolmogorov, sua probabilidade é zero ou um. Isto
é, > o2 1 X, converge quase certamente ou diverge quase certamente. Nesta
secdo estudaremos critérios que nos permitem determinar qual dois casos
acima ocorre quase certamente.

Ezemplo 13.23. Seja (X,,), uma sequéncia de varidveis aleatérias indepen-
dentes, com distribui¢do P(X, = 1) = 1 — P(X,, = 0) = 27" para todo
n € N. Pelo Lema de Borel-Cantelli, P(X,, # 0 i.v) = 0 e portanto Y ,>; X,
converge quase certamente. A

No exemplo acima, foi relativamente facil concluir que a série converge quase
certamente. Suponha agora que (Z,), é i.i.d. com distribuigdo P(Z,, = 1) =
. 1 . sos As . s 0o 7
P(Z, = —1) = ;5 e considere a série harmonica com sinal aleatério > 52 2=
Esta série converge ou diverge quase certamente? N&ao podemos proceder

como no exemplo acima, e precisamos de critérios mais efetivos.

Inicialmente, estabelecamos um critério para a convergéncia quase certa de
uma sequéncia de variaveis aleatorias.
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Lema 13.24. Uma sequéncia (X, )nen de varidveis aleatorias converge quase
certamente se, e somente se, lim,, P(suppcy |[Xntx — Xn| > €) =0, para todo
e > 0.

Demonstragio. Observamos que uma sequéncia (), de nimeros reais
converge se, e somente se, lim, (supys,, 5 — infy>, ) = 0. Logo, (Xy)n
converge ¢.c. se, e somente se, suUpgs, Xp — infg>, Xg 0. Seja Z, =
SUPg>y, X — infgzp Xg. Como (Z,), é uma sequéncia mondtona, segue
das Proposigoes 7.25 e 7.32 que Z, €0 se, e somente se, 7, £ 0. Mas
como suPgen | Xntk — Xn| < supgs,, Xi —infropn Xi < 2supgey [ Xngr — Xal,
concluimos que Z, Lo se, e somente se, Supyen | Xn+k — Xnl E 0, o que
prova o lema. O

A seguir provaremos dois lemas. O primeiro é uma interessante desigualdade
envolvendo o segundo momento da soma de varidveis aleatorias, pois vai na
direcdo oposta a de Tchebyshev; enquanto o segundo lema é uma versao mais
forte da Desigualdade de Tchebyshev e é interessante por si s6.

Lema 13.25. Sejam ¢ € R e (X,,)n, uma sequéncia de varidveis aleatorias
independentes tais que EX,, =0 e P(|X,| < ¢) =1 para todo n € N. Entdo,
para todo € > 0, vale

1— 2
P(S2 > cVS,) > ( 52 :
3+ v3

onde Sp = > 1p—1 Xk

Demonstragdo. Pela Desigualdade de Paley-Zygmund,

L (BS2)?

P(S? > cES?) > (1 —«¢) Eoi

Para estimar o quociente, expandimos como na demonstra¢ao do Teorema 8.7
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e majoramos

M=

1 EX7 - EX]

n
ES,=> EX;+3
J=1 J

n

1k

Il
—_

<Y EXZ+3(
=1 j

2
VX)) = (34 5 (VSw)?,

[M]=

I
—

0 que conclui a prova. O

Uma prova alternativa do lema seguinte sera dada no final da Segao 12.2.

Lema 13.26 (Desigualdade Maximal de Kolmogorov). Sejam Xi,..., X,
varidveis aleatorias independentes com média zero e sequndo momento finito.
Defina Sy, = Zle Xj. Entao, para todo € > 0,

VSn
<
P(lrgggnwﬂ > 5) <
Demonstragio. Defina Ay = {|S1] < e,...,|Sk-1] < &,|Sk| > €}. Observe

que 3o La, = Linax, e |Sp/ze)- Expandindo (Sg + (Sn — Si))?,

ES: > Yi_ E[S31a,]
= 3h=1 (B[SF1a,] + 2 E[SkTa,] - B[Sy — Skl + E[(Sn — Sk)*14,])

> i1 Ele?1a,] = €2 - P(maxicren |Sk] > €),
onde utilizamos que S, — S, tem média zero e é independente de Spl4,. U

Teorema 13.27 (Teorema de Uma Série). Seja (X,,)nen uma sequéncia de
varidveis aleatorias independentes com EX,, = 0 para todo n € N. Entdo
(a) Se >0 EX2 < oo, entdo P(30°, X,, converge) = 1.
(b) Se P(3_7°, X, converge) = 1 e existe ¢ > 0 tal que P(|X,| < c¢) =1
para todo n, entio 300 | EX2 < oo.

Demonstragdo. Queremos estudar a convergéncia de S, = X + -+ + X,,.
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Comegamos pelo item (a). Pela Desigualdade Maximal de Kolmogorov,

P(?elg Sk = Sul > £) = l%n[?’(%lg&%{ [ Stk = Sul > ¢)

+ 2 2
- TEUEXE N, EX
< lim 5 = 5

m € €

—0

para todo € > 0. Pelo Lema 13.24, S,, converge quase certamente.

Passamos ao item (b). Suponha que VS,, — +00 e que existe ¢ > 0 tal que
|Xn| < ¢ q.c. para todo n. Pelos Lema de Fatou e Lema 13.25,

-1
P(S2 > 1ES? iv.) > limsup, P(S2 > JES?) > lim, £ (3+ %) =&,

donde concluimos que P(S,, diverge) > 0. O

Ezxzemplo 13.28 (p-série aleatéria). Seja (Z,), uma sequéncia de varidveis
aleatérias i.i.d. com distribuicdo P(Z, = 1) = P(Z, = —1) = % para
todo n € N. Considere a p-série aleatoria » .= % com p > 0. Como
P(|X,| < 1) = L e E[£2] = 0 para todo n € N, segue do Teorema de Uma Série
que Y02, Z2 converge quase certamente se, e somente se, Y o —b Converge.

oo Z 1 :
Portanto, > ;7 b converge quase certamente se p > 5 e diverge quase

certamente se 0 < p < % Em particular, a série harmoénica com sinal

aleatorio, mencionada no inicio desta secdo, converge quase certamente. A

O préximo teorema é um refinamento do anterior, que retira a hipétese de
EX, = 0. Em troca, teremos que verificar a convergéncia de duas séries de
nimeros reais ao invés de uma.

Teorema 13.29 (Teorema das Duas Séries). Seja (Xp)nen uma sequéncia
de varidveis aleatorias independentes. Valem as sequintes proposicoes:
(a) Se > 02 | EX, e > o VX, convergem, entao P(3 02| X, converge) =
1.
(b) Se P(3-7°, X, converge) = 1 e existe ¢ > 0 tal que P(|X,| < ¢) =1
para todo n € N, entio Y - 1 EX,, e > 2 VX, convergem.
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Demonstragao. Comecamos pelo item (a). Como > 02 VX, = > E(X,—
EX,,)? converge, pelo Teorema de Uma Série, >o° ; (X, — EX,,) converge q.c.
Por hipétese, > o2 ; EX,, também converge, logo > o2 ; X, converge q.c.

Passamos ao item (b). Seja (Y,,), uma sequéncia de varidveis aleatérias
independentes entre si e independentes de (X, ), tais que Y;, ~ X,, para todo
n € N (para construir tal sequéncia é suficiente tomar o produto de (Q, F,P)
consigo mesmo). Se Y>>, X, converge q.c., entdo y .- Y, converge q.c. e
consequentemente, > o> (X, —Y;,) também converge quase certamente.
Por hipétese, P(|X,| < ¢) = 1 para todo n € N, logo P(|X, — Y,| <
2¢) = 1. Como E[X,, —Y,] = 0, pelo item (b) do Teorema de Uma Série,
* | E[X,,—Y,]? converge. Por outro lado, como X, e Y}, sdo independentes,

E(X, - Y,)? =V[X, - V,] = 2VX,.

Logo, Y 72, VX,, converge e, utilizando o item (a) do Teorema de Uma Série,

[
n=1

que Y o>, EX,, converge. O

(X, —EX,,) converge q.c. Como > ~°; X, converge q.c., concluimos

O proximo teorema nos fornece uma condigdo equivalente a convergéncia
quase certa de uma série de varidveis independentes. Em compensacao,
ganhamos uma terceira série de nimeros reais para analisar.

Dada uma variavel X aleatoéria e ¢ > 0, definimos a variavel truncada

X(w),  se|X(w)<e

X(w) =
0, se | X (w)| > ¢

Teorema 13.30 (Teorema das Trés Séries). Sejam (X,,)n uma sequéncia de

varidveis aleatorias independentes e (X&) a sequéncia truncada em ¢ > 0.
(a) Se existe ¢ > 0 tal que as trés séries Y oo EXS, > 02, VXS e

1 P(|Xy| > ¢) convergem, entao P(3 o2 X, converge) = 1.

(b) Reciprocamente, se P(> .77 X, converge) = 1, entdo as trés séries
Sooe EXE, >0 VXS e 00 P(|Xy| > ¢) convergem para todo ¢ > 0.
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Demonstragio. Comecamos pelo item (a). Pelo Teorema das Duas Séries,
o2 1 X& converge q.c. Por outro lado, pelo Lema de Borel-Cantelli,

P(X, # X{ iv.) =P(|X,| > civ.)=0.

Isto é, quase certamente, X,, e X diferem para, no méximo, finitos valores
do indice n. Como Y 77, X converge quase certamente, segue que » -~ ; X,
também converge quase certamente.

Passamos ao item (b). Seja ¢ > 0. Como ) ;> X,, converge quase certamente,
X, ¥ 0. Pela Proposicio 7.16, P(|X,,| > ¢ i.v.) = 0, logo 32°°, X converge
g.c. Logo, pelo Teorema das Duas Séries, > o2 EXE e > >° | VX convergem.
Ademais, como as varidveis (X,), sao independentes, o Lema de Borel-
Cantelli assegura que Y o ; P(|X,,| > ¢) converge. O

13.6 Exercicios

§13.1

1. Sejam {F,}, o-dlgebras em () tais que Fy C Fp41 para todo k. Prove
que A = U, F, é uma édlgebra. Prove que essa propriedade pode falhar sem a
hipétese de que Fi C Fiy1.

2. Sejam A, B € F eventos e sejam (A, ), e (By), sequéncias de eventos tais
que P(A,AA) — 0 e P(B,AB) — 0. Prove que:

(a) P(An) — P(A) e P(By) — P(B).
(b) P(A, N By) — P(AN B).
) P
)

54

(c) P(ANA,) — P(A).
(d) Se A= B, entao P(A,AB,) — 0.

§13.3

3. Prove que os eventos do Exemplo 13.14 sdo caudais com respeito a
sequéncia (Xp,)n.
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4. Dado 0 < o < 1, dé um exemplo de uma sequéncia (X), de varidveis
aleatérias independentes tais que P(X, = X; i.v.) = a. Dé também um
exemplo em que as variaveis sejam i.i.d.

5. Dé um exemplo de uma sequéncia de varidveis aleatérias (X,,), e um
evento A, caudal com respeito a sequéncia (Xy,),, tais que P(A) € (0,1).

6. Forneca uma nova prova da Lei 0-1 de Kolmogorov utilizando o
Teorema 12.45 e o Corolario 13.11.

§13.4

7. Prove que os eventos do Exemplo 13.15 sao simétricos com respeito a
sequéncia (Xp)n.

. N o .. [
8. Sejam (X,,), uma sequéncia de varidveis aleatoérias e S, = > j_; X para
todo n € N. Mostre que se A é um evento caudal com respeito a sequéncia
(Sn)n, entdo A é um evento simétrico com respeito a sequéncia (X,,),.

9. Seja S a classe de todos os eventos simétricos com respeito as varidveis
aleatérias (X, ),. A classe S é uma o-algebra? Justifique.

10. Sejam B, B,, e B, tais que P(BAB,) — 0 ¢ P(BAB,) — 0.

(a) Mostre que BU B, UB,, C (BN B, N B,) U(BAB,) U (BAB,).
(b) Mostre que P(B,, N B,) — P(B) e P(B,) — P(B).

§13.5

11. Seja (X,), uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes.
Determine se > .2, X,, converge ou diverge quase certamente nos casos
abaixo. Quando a resposta for converge quase certamente, determine o valor
da soma se possivel.

(a) P(X, =27") =P(X,, = 0) = 1 para todo n € N.
(b) P(X,, =1) =1—P(X,, =0) = % para todo n € N.
(c) P(|X,| < n%) >1- # para todo n € N.
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d) P(X,, = +=) =P(X,, = —=) = % para todo n € N.
2 2

12. Seja (Z,), uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes, com
EZ, =0 para todo n € N.

2
(a) Mostre que > 02 E[%] converge se, e somente se,

Z E{Zg]lﬂzn‘gl} + ’Zn’]l{\znbl}} converge.
n=1

2
(b) Mostre que, se > o2 4 E[%] converge, entao Y oo EBZ¢ e 00, VZE
convergem quando truncadas em ¢ = 1.
Z;

(c) Utilize o Teorema das Trés Séries para concluir que, se Y o2 ; E[m]

converge, entao y .-, Z, converge quase certamente.

13. Dé um exemplo de uma sequéncia (X,), de varidveis aleatérias
independentes e uma constante ¢ > 0 tais que > 02 EXS e > 07, VX1
convirjam, e o>, P(|X,| > ¢) divirja.

14. Dé um exemplo de uma sequéncia (X,), de varidveis aleatérias
independentes e uma constante ¢ > 0 tais que > o2 P(| X, | > ¢) e > 02, VXS
convirjam, e >.>° ; EX¢ divirja.

15. Seja (X,), uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes com

média zero. Suponha que existe ¢ > 0 tal que P(|X,,| < ¢) = 1 para todo n,
2

e que ES2 — +o0, onde S,, = 37, Xj. Mostre que lim sup,, % >1q.c.



Capitulo 14
Teoria Ergddica

Este capitulo explora os conceitos mais bésicos da Teoria Ergddica, que
sdo fundamentais para o estudo de Probabilidade e Processos Estocasticos
em geral. A maioria dos usos da Teoria Ergédica no estudo de Processos
Estocasticos consiste no fato de que certos eventos definidos em termos de
processos satisfazendo determinadas propriedades deverao ter probabilidade
0 ou 1. Além disso, fazendo-se observagoes ao longo das trajetérias de certos
processos, o valor médio dessas observacoes tende a se estabilizar, o que
significa uma nova forma de Lei dos Grandes Numeros.

14.1 Transformacoes que preservam medida

Nesta secao introduzimos conceitos béasicos que serao usados no restante
deste capitulo, e apresentaremos o Teorema de Recorréncia de Poincaré.

Definicdo 14.1 (Sequéncia aleatéria e operador deslocamento). No espago
das sequéncias de ntimeros reais, definimos o operador deslocamento 6 : RN —
RN, dado por 9(%1,%2,%3 .. ) = (xg, T3,T4 ... ) Se X = (Xl, XQ, .. ) é uma
sequéncia aleatéria, 0X é a sequéncia deslocada X = (Xq, X3,...).

Definigao 14.2 (Sequéncia estacionaria). A sequéncia X = (X, Xo,...) é

397
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dita estaciondria se 0 X ~ X. Isto é, X é estacionaria se
P(X € B) = P(0X € B)
para todo B € B(RY), onde a o-4lgebra B(RY) foi definida na Secdo 13.1.

Vejamos alguns exemplos de sequéncias estaciondrias, com algumas observa-
¢oOes preliminares sobre o comportamento de sua média observada.

Ezemplo 14.3. Toda sequéncia (X,,), i.i.d. é estacionaria. Se X; é integréavel,
pela Lei Forte dos Grandes Nimeros, =} (X1 + - + X,,) &5 EX1, ou seja,
a média observada converge a um valor deterministico. A

Ezemplo 14.4 (Sequéncia estaciondria com correlagoes nao-nulas). Sejam
(Zn)n varidveis aleatérias i.i.d. com distribuicio U[—1,1] e Y ~ U[-1,1]
independente de (Z,,),. Defina X,, = Z,, + Y. Essa sequéncia é estacionéria
mas Cov(X;, Xy) = % para todos j, k € N distintos. Este é um exemplo de
sequéncia que tem “muita meméria”. Veja que n= (X1 +---+ X,,) &Y, ou
seja, o limite é aleatorio. A
Ezemplo 14.5 (Sequéncia estacionaria com correlagbes nao-nulas). Defina
X de forma que X = (0,1,0,1,0,1,...) e X = (1,0,1,0,1,0,...) com
probabilidade 1 cada. Essa sequéncia é estaciondria mas Cov(X;, Xy) =
%(—1)k_j para todos j,k € N. Veja que, apesar de que essa sequéncia tem
“muita memoria”, n N (X + -+ Xp) &5 % = EX1, que é deterministico. A
Observagio 14.6. Uma forma de produzir varias sequéncias estaciondarias (ou
de verificar que uma dada sequéncia é estaciondria) é a seguinte. Dada uma
sequéncia estaciondria X e uma funcio mensuravel f : RY — RN tal que
Oo f = fob, a sequéncia aleatéria f(X) é estaciondria. Por exemplo, se (X,,),
é estaciondria, entdo a sequéncia (Z,), dada por Z,, = X, 1 + X%+2Xn+3 é
estaciondria. A

O estudo de sequéncias estaciondrias pode servir-se da Teoria Ergddica a
partir da conexdo que agora passamos a descrever.

Seja (2, F,P) um espago de probabilidade que modela um certo experimento
aleatorio. Seja X uma sequéncia de varidveis aleatérias que sdao observadas
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ao longo desse experimento. Podemos ver X como uma funcdo definida em €2,
que toma valores no espaco F = RN, mensuravel com respeito as o-algebras
Fem Qe =B(RY) em E. (Alguns livros dizem que X nada mais é do
que uma variavel aleatoria que toma valores em E ao invés de R, mas é mais
comum dizer que X é um “elemento aleatorio” e reservar o termo “variavel
aleatéria” para o caso em que tomam-se valores em R.)

Voltemos a falar de X. Definindo a medida u = Px em (FE,E&), temos
que (E,&, ) é um espago de probabilidade. Chamemos de T' o operador
de deslocamento 6 nesse espaco. Observe que T : £ — E é um operador
E-mensuravel. Além disso, X é uma sequéncia estacionaria se, e somente se,

w(T=1(A)) = u(A) para todo A € €.

Neste capitulo, vamos estudar operadores deterministicos T definidos em
espagos de probabilidade (FE, €&, u), sem perder de vista que tudo o que
fizermos com essa notacdo e terminologia tera suas consequéncias no estudo
de sequéncias de variaveis aleatérias.

Definigao 14.7 (Transformacdo que preserva medida). Dado um espago de
probabilidade (E, &, 1) e um operador mensuravel T': E — E, dizemos que
T é uma transformagdo que preserva medida se Typ = p, isto é, u(T~1(A)) =
w(A) para todo A € £.

Ezemplo 14.8. Sejam E = {1,...,n}, £ = P(E) e u(A) = 4, entio toda

n )
bijecdo T : F — E é uma transformacao que preserva medida. A

Observamos que, se 1" preserva a medida u, entao

[ fan= [ (roT)dp

para toda f: Q — [0, 4+00] mensurével.
A proposigao abaixo segue do Teorema 3.37 (unicidade de medidas).
Proposicao 14.9. Sejam (E,E, u) um espago de probabilidade e T : E — E

um operador mensurdvel. Se u(T~1(A)) = p(A) para todo A em algum
w-sistema que gera £, entdo T é uma transformacao que preserva medida.
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Ezemplo 14.10 (Rotacao do circulo). Sejam E = [0,1), &€ = B([0,1)) e p a
medida de Lebesgue em [0,1). Dado A € E, defina T'(x) =x + A — [z + A €
E. Se interpretamos o espago E como sendo um circulo (“colando” os
extremos do intervalo), essa transformagcéo é equivalente a uma rotagao de
27\ radianos. Observe que u(T~'a,b)) = pu([a,b)) para todo [a,b) C [0,1).
Pela Proposicao 14.9, podemos concluir que T preserva medida. A

Ezemplo 14.11. Sejam E = [0,1), £ = B([0,1)) e p a medida de Lebesgue
em [0,1). Fixe n € N, e defina S(z) = nx — |nxz] € E. Novamente,
w(S™1[a,b)) = u([a,b)) para todo [a,b) C [0,1). Pela Proposi¢io 14.9,
podemos concluir que S é uma transformagao que preserva medida. A

Em geral estaremos interessados em estudar o comportamento da trajetéria
definida através de iteracoes sucessivas de uma transformacao que preserva
medida a partir de um ponto do espago £. De modo mais preciso, dados
x € F e T uma transformacdo que preserva medida, definimos a drbita de x
como a sequéncia (x, T(z), T?(z),...). O teorema a seguir nos diz que, dado
qualquer conjunto A € £, a 6rbita de quase todo ponto de A deve regressar
ao conjunto A infinitas vezes.

Teorema 14.12 (Teorema de Recorréncia de Poincaré). Sejam (E,E, ) um
espaco de probabilidade e T : E — E uma transformagdo que preserva medida.

Dado A € &, tomando A’ = {x € A:T"(x) € A i.v.}, temos u(A\ A’) = 0.

Demonstragdo. Para cada n € N, seja
Con={xecA:TF=x)¢ A, Yk >n}.
Neste caso podemos escrever A’ = A\ U, C,,. Como
C, = A\ UZ,T7F(A)

e T é mensuravel, C), € £ para todo n € N e, por conseguinte, A’ € £. Como
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4 ¢ uma medida finita e T preserva a medida pu,

W(Cn) = n(A\ U2, T (4))
< p((URZo T7H(A)) \ Ui, T75(4))
= (2T 7M(A)) = (Ui, T74(A))
= (BT M(A) = (T (2T (A)))
= (U2 T7M(A)) — (U T~*(4)) = 0,
concluindo a prova. (]

Observe que o fato de p ser uma medida finita foi crucial nessa demonstragao,
pois nesse caso pu(B\ D) = u(B) — u(D) sempre que D C B. Intuitivamente,
como o espago F tem medida finita, as 6rbitas que comecam em A nao tém
para onde fugir, restando-lhes apenas a alternativa de retornar ao conjunto
A. Como contra-exemplo, considere (R, B,m), T'(z) =z +2, A =[0,1]. Veja
que T' é uma translagdo, logo preserva a medida de Lebesgue, mas a 6rbita
de todo ponto do intervalo [0, 1] foge para a direita sem nunca retornar.

Em termos de sequéncias estacionarias, o Teorema de Recorréncia de Poincaré
diz que, se uma dada condicdo é observada em alguma regiao de indices
de um processo estocastico estacionario, entdo essa mesma condigao sera

cumprida em infinitas outras regioes de indices.

14.2 Teorema Ergoédico de Birkhoff

Sejam T uma transformacao que preserva medida e A € £. O Teorema de
Recorréncia de Poincaré nos diz que a érbita de quase todo ponto = € A
retornard ao conjunto A infinitas vezes. E natural perguntarmos com que
frequéncia ocorrem tais visitas. Mais precisamente, serd que a frequéncia

relativa

#{ke{0,....,n—1}: TF(x) € A}

n
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com que a Orbita de x visita A durante seus n primeiros passos tem algum
comportamento assintético quando n — oo?

A pergunta acima pode ser colocada em um contexto mais geral. Seja
f : F — R uma funcdo mensuravel, isto é, um observavel que depende do
estado = da nossa dindmica. O valor médio dos valores observados de f ao
longo dos n primeiros passos da érbita de z é dado pelo quociente

1 n—1
=3 H(TH@).
k=0

H4 algum comportamento de longo prazo para o quociente acima? Ele
converge? Se sim, qual o limite? Converge em que sentido? Poderia convergir
para o valor médio de f com respeito a p?%*

E intuitivo que este comportamento de longo prazo deva depender de quanto
a transformagao T revolve o espaco E.

Definicdo 14.13. Dizemos que um conjunto A € & ¢é T-invariante se
T~Y(A) = A. Denotamos por Iy = {A € £ : T"}(A) = A} a classe dos
conjuntos T-invariantes. Dizemos que uma funcao mensuravel f: F — R é
T-invariante se f = fo'T.

Em palavras, a classe Zr é formada pelas regides do espaco E que nao se
mesclam com seu complementar quando aplicamos T.

Ezercicio 14.14. Mostre que Zp é uma o-algebra. Mostre que f é T-invariante
se, e somente se, for Zp-mensuravel. A

Daqui em diante vamos usar E para denotar a integral com respeito a pu.
Com isso, poderemos usar a conveniente notagdo de esperanga condicional.

24Questdes como estas precederam & abordagem matemética e tém suas origens na
Fisica-Estatistica, notadamente no desenvolvimento da Teoria dos Gases com Boltzmann e
outros. Um grande avango, do ponto de vista matemético, ocorreu no ano de 1931 quando
Birkhoff e von Neumann anunciaram, de modo independente, suas versées do Teorema
Ergodico.
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Teorema 14.15 (Teorema Ergddico de Birkhoff). Sejam T' uma transfor-
magao que preserva medida no espago de probabilidade (E,E,pu) e f: E— R
uma funcao mensurdvel e integrdvel. Entdo,

. 1 n—1 .
g;ngogl;)foT =E[f|Zr]  gtp.

Antes da demostracido do Teorema de Birkhoff, precisaremos do lema abaixo

Lema 14.16. Seja T : E — E transformacdo que preserva medida e g : E —
R wma funcdo mensurdvel e integrdvel. Entao

/gdu>0,
A

onde

n—1
A= {a: elb: limsup% Zg(Tk(a;)) > 0}.
" k=0

Demonstracdo. Defina S,, = ;‘;& goT? e G, =max {S1,...,S5,}. Observe
que (Gp)n é nao-decrescente, que G,, o T + g = max{Sa,...,Sp+1} e que

Gn+1 = max{S1,...,Sn+1} = max{g,GpoT + g} =g+ [Gn o T]+.

Subtraindo,
Gn-‘rl _GnOT:g+ [GnOT]i'

Agora, observe que, se x € A, entdo existe k € N tal que Gi(T'(x)) > 0 e,
neste caso, Gp41(x) — Gn(T(z)) = g(x) para todo n > k. Portanto,

Gni1(z) — Go(T(z)) — g(x) para todo = € A.

Tomando o limite dentro da integral, obtemos

0< [ (G = Gy = [ (Gusa = Guo T [ gd
A A A
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que é o que queriamos demonstrar. Na igualdade usamos que 1" preserva
medida e A € Zp. Para justificar o limite dentro da integral, observamos que
|Gri1 — GnoT| < g+ |goT], que é integravel por hipdtese. O

Demonstragdo do Teorema Ergodico de Birkhoff. Seja € > 0 e tome

g=f—E[f|ZIr] —«.

Como f = E[f|Zr] + € + g e os dois primeiros termos sdo T-invariantes,

1%
—ZfoTk f|IT]+5+nZgoTk q.t.p.
k=0

para todo n € N. Definindo o conjunto A como no Lema 14.16, temos que
0< [ (f = Elf/Tr] = o) dys = —ep(A)

donde u(A) =0, e, portanto,

1%
lim sup — Z foT* <E[f|Zr]+¢ q.t.p.

n—oo kJ 0

Aplicando o mesmo argumento & fungdo g = —f + E[f|Zr] — £, obtemos

lim inf — Z foTk > E[f|Zr] —¢ qt.p.

n—oo

e como ¢ é arbitrario, isso conclui a prova. O

Corolario 14.17. Se T' é uma transformacdo que preserva a medida p,
entdo, para todos A, B € &,

lim — Z,u( ﬂB) E[15 - E[14|Z7]].
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Demonstragdo. Denotando f = 14, temos u(T~*(A)N B) = E[lp - f o T].
Assim,

1 n—1 L 1 n—1 )
- S u(TMA)nB) =B|1s- S fer | = Bl1s - El4lZr]].
k=0 k=0
A convergéncia vale pelos Teorema Ergodico de Birkhoff e Teorema da
Convergéncia Dominada, jé que [1p(z)| < 1e |2 Sy foT*(z)| < 1 para
todo z € F. O

14.3 Transformacoes ergédicas e misturadoras

Voltemos a questdao da frequéncia com que as Orbitas visitam um dado
conjunto. Seja (E, &, u) um espago de probabilidade e T' uma transformagcao
que preserva medida. Dado A € &, o Teorema Ergddico nos diz que a
frequéncia de visitas a A, dada por

lim#{kE{O,...,n—l}:Tk(:L‘)EA}

n n

estd bem definida. Queremos saber qual propriedade a transformacao 1" deve
ter de modo a assegurar que o limite seja simplesmente p(A) para quase todo
ponto inicial z. A resposta é que basta a transformacao T' deve revolver todo
o espago E. A préxima definigdo d4 uma forma precisa a essa ideia.

Definicao 14.18 (Transformacao ergddica). Uma transformacdo 7' que
preserva medida é dita ergddica se p(A) = 0 ou 1 para todo A € Zr.

Em outras palavras, a transformagao 1" é ergddica se ndo ha forma de separar
hermeticamente o espago em regides A e A°, ambas com medida positiva, de
forma que cada érbita de T fique restrita a uma dessas duas regides.

A proposicao abaixo responde & pergunta colocada no inicio desta secao.
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Proposicao 14.19. Seja T uma transformacdo que preserva medida. Sao
equivalentes:
(i) A transformagio T é ergddica;
(ii) Toda f: E — R mensurdvel e T-invariante é constante q.t.p.;
(7it) Para toda f : E — R mensurdvel e integravel, E[f|Zr] = Ef ¢.t.p.;
(tv) Para toda f: E — R mensurdvel e limitada, E[f|Zr] = Ef q.t.p.;
(v) Para todos A,B € £, vale LS00 i(T*(A) N B) — w(A) - w(B).

Demonstragdo. A estratégia serd mostrar a seguinte cadeia de implicagoes:
(1) = (i) = (iit) = (iw) = (v) = (i). A demonstracdo da primeira
implicacdo é quase idéntica a prova do Corolario 13.17 e serd omitida.

Assuma (i7) e seja f integravel. Pelo Exercicio 14.14, E[f|Zr] é T-invariante.
Por (i7), E[f|Zr] = ¢ q.t.p. Integrando ambos os lados, concluimos que
¢ =Ef, o que prova (iii).

A implicacao (ii1) = (iv) é trivial.
Dados quaisquer A, B € £ e assumindo o item (iv), E[14|Z7] = p(4) q.t.p.
e, pelo Corolério 14.17,

lim - Zu A) N B) = B[l - E[14|Tr]] = u(A) - u(B).

Isso mostra o item (v).

Finalmente, seja A € Zr e tome B = A. Assumindo o item (v),

1=
A) =lim— > p(T7H(A) N A) = p(A) - u(A),
k=0
logo, u(A) =0 ou 1, ou seja, T é ergddica. (I

Combinando a proposi¢cdo acima com o Teorema Ergddico de Birkhoff,
obtemos o seguinte corolério.
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Corolario 14.20. Sejam T uma transformacao ergodica e f : E — R uma
fungdo mensurdvel e integrdvel. Entdo

1 n—1
lim — ZfoTk :/ fdp  p-q.t.p.
" =0 B

Em palavras, o coroldrio acima nos diz que a “média temporal” (tomada ao
longo dos sucessivos passos da érbita) do observavel f converge para a sua
“média espacial” (calculada sobre o espago E).

Ezemplo 14.21 (Rotagdo do circulo). O operador de rotag¢ao no circulo T :
[0,1) — [0,1), definido no Exemplo 14.10, é ergddico se, e somente se, seu
parametro A for irracional. Na Sec¢do 14.4 daremos uma prova curta que usa

séries de Fourier e uma mais macante baseada em aproximagoes. A

Consideraremos agora um tipo especial de transformacao que preserva medida.
Sdo transformacoes cuja dindmica nao apenas revolve o espaco mas também
misturam todas as suas regioes.

Definicao 14.22 (Transformacao misturadora). Uma transformacao que
preserva medida T : F — FE é dita misturadora se

lim (T "(4) 1 B) = p(A) - u(B)
para todos A, B € £.

A defini¢do acima nos diz que os eventos T~ "(A) e B se tornam praticamente
independentes quando n cresce. Isto é bem mais forte do que o comportamento
médio das érbitas ndo depender da condicao inicial.

Proposicao 14.23. Toda transformacao misturadora € ergodica.

Demonstragdo. Sejam T uma transformacao misturadora e A € Zr. Tomando
B = A na Definicao 14.22, temos

p(A) - p(A) = lim u(T7"(A) N A) = p(A),



408 CAPITULO 14. TEORIA ERGODICA

pois T™"(A)N A= A, logo pu(A) =0 ou 1, isto é, T é ergddica. O

Um exemplo de transformacgao misturadora serd dado no final desta secdo,
dentro do contexto de sequéncias estacionarias. A transformacado do

25

Exemplo 14.11 também é misturadora. Vejamos alguns exemplos de

transformagoes ergddicas que ndo sdo misturadoras.

Contra-exemplo 14.24. Tome E = {0,1}, p({0}) = p({1}) = 3, e T(z) = 1—x.
Neste caso, Zr = {0,{0,1}}, logo T' é ergédica. Tomando A = B = {0},
vemos que p(A)-p(B) = 1, enquanto p(T~"(A)NB) = 0 ou & dependendo da
paridade de n. Logo, T nao pode ser misturadora. Este exemplo é equivalente
ao Exemplo 14.5. A

Contra-ezemplo 14.25 (Rotagao do circulo). Outro exemplo de transformagao
ergddica que ndo é misturadora é a rotagao irracional no circulo [0, 1), vista
no Exemplo 14.21. Daremos mais detalhes na Secao 14.4. A

Sequéncias estacionarias

Seja X = (X1, Xy,...) uma sequéncia estacionéria definida no espago de
probabilidade (€2, F,P). Como visto na Segao 14.1, hd uma correspondéncia
entre sequéncias estacionarias definidas no contexto de um experimento
aleatério e sequéncias da forma, (f o T*) keN,, onde T é uma transformagao
que preserva medida. Sendo assim, todas as defini¢oes e teoremas obtidos
podem ser reformulados em termos de sequéncias estacionarias.

Sejam X sequéncia estaciondria e A € F um evento da forma A = {w :
X (w) € B}, para algum B € B(RY) dado. Dizemos que A é invariante por
translagoes de X se A = {# X (w) € B}. Denotaremos por Zx a o-dlgebra
dos eventos invariantes por translacbes de X. Dizemos que a sequéncia
estacionaria X é ergddica, se P(A) = 0 ou 1 para todo A € Zx. Isso é
equivalente a propriedade de o operador de deslocamento 6 ser ergédico no
espaco de probabilidade induzido (RN, B(RY), Px).

25De fato, esse exemplo é equivalente a aplicar o operador deslocamento em uma sequéncia
i.i.d., no espirito do Lema 4.27, mas nio entraremos em detalhes.
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Enunciamos agora uma consequéncia imediata do Teorema Ergddico de

Birkhoft.

Teorema 14.26 (Teorema Ergddico para sequéncias estaciondrias). Seja
X = (X1, Xy,...) uma sequéncia estaciondria com X; integrdvel. Entdo,

1
lim > Xj = E[X1|Zx]
k=1
q.t.p. Se X for uma sequéncia ergddica, entio E[X1|Zx] =EX; ¢.t.p.

Passemos ao exemplo mais forte de sequéncia ergddica.

Proposicao 14.27. Se X ¢ uma sequéncia i.i.d., entdo é ergddica.

Demonstragdo. A ideia é bem semelhante & prova da Lei 0-1 de Kolmogorov.
Dado qualquer A € Zx, por definicio existe B € B(RY) tal que A =
{(Xn, Xnt1,...) € B} para todo n € N. Pelo Teorema 13.5 (aproximagao
por algebras), existe uma sequéncia de eventos By, € B(R") tais que

P(AAA,) — 0,
onde A,, = {(X1,...,X,) € B,}. Logo,

P(A,) — P(A) e P(ANA,) — P(A).

Seja n € N fixo. Como A € Tx, temos A = {(X,+1, Xpnt2,...) € B}, logo A
e A, sdo independentes, isto é,

P(AN A,) = P(A) - P(Ay).

Tomando o limite em n, P(A) =P(A) - P(A), logo P(A) =0 ou 1. O

Combinando os enunciados acima, temos o seguinte corolario.
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Corolario 14.28 (Lei Forte dos Grandes Numeros). Seja X = (X1, Xa,...)
uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. com X1 integrdavel. Entao

1 i q.c.
=3 X 5 EX;.
"=
Dizemos que a sequéncia estacionaria X é misturadora se
PO"X € A, X € B)—>P(X € A)P(X € B)

para todos A, B € B(RY). Isso é equivalente & propriedade de o operador
de deslocamento 6 ser misturador no espaco de probabilidade induzido
(RN’ B(RN)a PX)

Ezemplo 14.29. A sequéncia definida no Exemplo 14.5 é ergédica mas néo é
misturadora. A

Ezemplo 14.30 (Deslocamento de sequéncias i.i.d.). Se as varidveis aleatérias
X1, Xo,... sdo iid., entdo a sequéncia X = (X1, Xo,...) é misturadora.

Tome p = Px em RN, Sejam A, B € B(RY) e seja € > 0. Pelo Teorema 13.5
(aproximacao por algebras), existem n € N e eventos A, B € B(RY) que
dependem apenas das n primeiras coordenadas, tais que

WAAA) <e e w(BAB) <e. (14.31)

Como 6 preserva medida, (6~ *(A)AG~*(A)) < e. Para todo k > n, como
(X1,...,X,) é independente de (Xg41,..., Xkin), temos

w(0=H(A) 1 B) = p(0~(A)) - u(B) = pu(A) - u(B).
Combinando essa identidade com (14.31), segue que

u(67(A) N B) — p(A)u(B)| < 4e

para todo k = n. Como ¢ é arbitrario, u(6=%(A) N B) — u(A)u(B). N
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Eventos e fungoes quase invariantes

Em muitas situagbes praticas, temos uma transformagao ergddica T e
gostarfamos de concluir que um dado evento A satisfaz u(A) = 0 ou 1,
ou que uma dada funcdo f é constante q.t.p. Para isso, basta que A ou f
sejam invariantes, porém essa condicao é muito forte. Vejamos outra mais
facil de verificar.

Definicao 14.32 (Quase invariante). Dizemos que um evento A € &£ é quase
T-invariante se u(AATL(A)) = 0. Denotamos por Z a classe dos conjuntos
quase T-invariantes. Dizemos que uma funcdo mensuravel f : E — R é quase
T-invariante se f = f ol q.t.p.

Exercicio 14.33. Mostre que Z7. é uma o-algebra. Mostre que f é quase
T-invariante se, e somente se for Z-mensuravel. A

As proposicoes abaixo estabelecem as relagbes entre conjuntos T-invariantes,
quase T-invariantes e transformagdes ergodicas.

Proposicao 14.34. Seja T' € uma transformagdo que preserva medida. Para

todo A € T, existe B € Iy tal que n(AAB) = 0.

Demonstragio. Seja A € 5. Tome B = {z : T"(z) € A i.v.}. Temos que
B € Ir, pois T7Y(B) = {z : T""}(z) € Aiv.} = B. Além disso, observe
que AAB C U (T~*(A)AT*71(A)). Por outro lado, como T preserva
medida e A € 77,

WTHA)ATFH(A)) = w(THALTH(A))) = p(ALTH(A)) =0

para todo k € Ny, o que conclui a prova. ([l

Proposicao 14.35. Se T' ¢ ergédica, entao p(A) =0 ou 1 para todo A quase
T-invariante e toda f quase T-invariante € constante q.t.p.

Demonstracio. Dado A € Z7, pela Proposicao 14.34, existe B € Zp com
u(AAB) = 0, logo u(A) = pu(B) = 0 ou 1, pois T' é ergdédica. A prova da
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afirmagdo sobre f quase T-invariante idéntica a do Corolario 13.17 e sera
omitida. O

14.4 Rotacgao do circulo

Aqui justificaremos os Exemplos 14.21 e 14.25. Comecamos pelo caso mais
simples.

Rotacao racional do circulo nao é ergédica

Seja A = % € Q com p € Z e q € N. Considerando o evento

k— k
A= UZ:1[22(11’ %7]}7

podemos ver que A é T-invariante e u(A) = %, logo T nao é ergddica.

Rotacao irracional do circulo é ergdédica

Vamos supor daqui em diante que A ¢é irracional.

Provaremos inicialmente que T é ergddica usando séries de Fourier. Uma
prova auto-contida porém mais tediosa sera dada mais abaixo.

Seja f :[0,1) — R uma fungdo mensuravel limitada, periédica de periodo 1 e
T-invariante. Da Anaélise de Fourier, sabemos que existe a tinica sequéncia
(an)nez tal que gp — f em £? quando k — oo, onde

k
gk(l'): Z ane2m'mc.

n=—=k
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Substituindo = por T'(z) na equagao acima,

k

ge(T(@)) = gz + 1) = Y (€™ ay)e”™me.
n=—*k

Por outro lado, como g;, — f em £? e T preserva medida, segue que g, o1 —
foT em L2 E como foT = f, temos que g, o T — f em L2,

Assim, pela unicidade da sequéncia (ay,)nez, concluimos que
an(1 — ™) = 0, para todo n € Z.

Entretanto, como \ é irracional, 2™ £ 1, logo a,, = 0, para todo n # 0.
Portanto f(x) = ag para quase todo ponto x. Logo, f é constante q.t.p. Pela
Proposigao 14.19, T' é ergddica.

Rotacao irracional do circulo nao é misturadora

Vejamos agora que T nao é misturadora.

Observamos inicialmente que, para todos = € [0,1) e I C [0,1) intervalo
aberto nao-vazio, T"(x) € I para infinitos valores de n, isto é, a érbita de x
é densa em [0,1). A demonstracao fica como exercicio.

Agora tome A = B = [0, %) Como consequéncia do fato de que as orbitas
sao densas, temos u(T""(A) N B) < % para infinitos valores de n, mas
p(A) - p(B) = 1, logo T nio pode ser misturadora.

Rotacao irracional do circulo é ergdédica. Demostracao alternativa

Faremos aqui uma prova alternativa de que 1" é ergddica. Ela serd mais longa.
Todavia, nao serd necessario o uso de Analise de Fourier.
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Seja A € Zp. Faremos uma sucessao de aproximagdes para concluir que

[ 1ate) — ma)jaz =0

donde segue que 1 4(z) = u(A) q.t.p. e, portanto, u(A) =0 ou 1.

Seja e > 0. Mostraremos primeiro que existe 6 > 0 e uma funcdo f : R — [0, 1]
periodica de periodo 1 tal que

/01 [La(x) — f(x)|dx < 2e (14.36)

e tal que

[flz) = fly)l <e (14.37)
para todos z,y € R tais que |z — y| < 4.
Com efeito, Pelo Teorema 13.5 (aproximagao por algebras), existe um

boreliano B C [0,1) da forma B = Ug‘?:l[aj,bj) e tal que u(AAB) < e.

Agora defina f(x) = 0 para z € [0,1) \ B e f(z) = 1 para z tal que
aj + o5 < T < bj — 5 para algum j. Definimos f nos intervalos restantes
interpolando linearmente. Isso define f em [0,1), depois definimos f para
todo z € R de forma periédica. Como fol |f(z) — 1p(z)|dz < e, vale (14.36).

Ademais, tomando § = %, também vale (14.37).

Agora, usando (14.36), mostraremos que

1
/|foT”—f|du<4e. (14.38)
0
Com efeito,
1 1 1
[ lror = slan< [1fo T —taoTldu+ [ 17— 1aoT"dn

0 0 0

1
:2/ If — Laldp < 4,

0

onde a igualdade vale porque T preserva medida e A é T-invariante.
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Finalmente, mostraremos que,

/01 /() — a|dz < 5e, (14.39)

onde a = fol f du. Para isso, vamos mostrar que, para todo y € [0, 1),

/01 |f(x +y) — f(z)|dz < 5e. (14.40)

Seja y € [0,1). Como as érbitas de T sdo densas em [0,1), existe n € N
tal que |T"(0) — y| < 0. Dal decorre que |f(x +y) — f(T™(z))| < € para
todo z € [0,1). Combinando essa desigualdade com (14.38), obtemos (14.40).
Invertendo as integrais, obtemos

/01|a—f(:n)|dfv=/01 /Ol[f(x—l—y)—f(x)]dy

< [([ 176 +v - s@)ay)ar
= /01(/01 ‘f(a:+y) —f(x)‘dx)dy < be,

onde usamos o Teorema de Tonelli para inverter as integrais, provando (14.39).

dx

Para concluir, observe que | — pu(A)| < 2e por (14.36) e, combinando
com (14.36) e (14.39), obtemos

1 1
/0 14— p(A)] dp < /0 ([La— f+1f — al + |a — p(A)]) dpt < 9e.

Como ¢ ¢ arbitrério, fol |14 — p(A)|dp = 0, o que termina a prova.
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14.5 Teorema Ergédico de von Neumann

Recordemos que estamos trabalhando em um espago de probabilidade (E, £, u)
e denotando a integral por E. Fixado p > 1, definimos

I£ll, = (ELfI7) 7

e o conjunto LP das fungdes f : © — R mensurdveis tais que || f|, < oo.
Provaremos no Apéndice D.7 que vale a desigualdade triangular

1F + gllp < 171l + llgll

para todas f,g € LP. Observe também que ||cf||, = |¢| - ||f]|, para todo
c € R, logo LP e um espaco vetorial real.?S

O teorema abaixo complementa o Teorema Ergddico de Birkhoff, mostrando

que também vale a convergéncia em L sob certas condigoes.

Teorema 14.41 (Teorema Ergoédico de von Neumann). Sejam T uma
transformagao que preserva medida no espago de probabilidade (E,E, ) e
feLrcomp>1. Entao |[Elf | Zall, < ], e

n—1
% 3 foT" B E[f|Z). (14.42)
k=0

Demonstragio. Segue direto do Teorema 11.53 que ||E[f | Z7]|l, < || f]lp-

Para a demonstracao da convergéncia em LP, consideramos inicialmente o
caso em que f é limitada q.t.p., isto é, existe constante ¢ > 0 tal que f < ¢
q.t.p- Combinando o Teorema Ergddico de Birkhoff com o Teorema da

26Observamos que || - ||, ndo é exatamente uma norma, nem mesmo restrita ao espaco
LP, pois ||f|l, = 0 ndo implica necessariamente que f seja a funcio constante igual a
zero, apenas que f(x) = 0 para p-quase todo . Em Anélise Funcional, costuma-se definir
LP em termos de classes de equivaléncia de fun¢des que coincidem p-q.t.p., mas néo nos
preocuparemos com isso e usaremos a notacao || - ||, mesmo sabendo que néo é de fato uma
norma.
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Convergéncia Dominada em £P, podemos concluir que vale (14.42).

Consideramos agora o caso geral. Dado € > 0, como |f|P é integrével, usando
truncamento e o Teorema da Convergéncia Dominada, podemos obter g
limitada tal que || f — g||, < €. Procedemos a estimar

n—1
HE[f|IT] —IY ot
k=0

<|[Blf 122) - Blg | Z2]| +

P
1n71 1n71
+Elg1Zr) = =D goTF| + =D (f—g)oT*
" =0 " =0
p p
1n—1
<|[Bl — g1z +[BlolZr) = > g0 T + 1S~ gl
k=0

p

1n71
Elg|Zr]— = > goT"
" =0

<2/ f —gllp + = 2|f = gllp < 2e.

p

Na primeira desigualdade, utilizamos a desigualdade triangular. Na segunda,
a desigualdade triangular combinada com o fato de que T' preserva medida.
Na terceira, novamente o Teorema 11.53. O limite vale pelo caso anterior,
pois g é limitada q.t.p. Como a desigualdade acima é valida para todo € > 0,
concluimos que (14.42) vale para toda f € LP. O

14.6 Exercicios

§14.1

1. Sejam U varidvel aleatéria com distribuigdo uniforme em [0,1) e (X,,), a
sequéncia de varidveis aleatérias que denota a representacdo decimal de U
(caso haja mais de uma, considere aquela que termina com infinitos zeros);
isto 6, U = Y02, &, Dados | € Ne k = (ki,....k) € {0,1,...,9}
uma sequéncia de [ digitos fixada, defina a sequéncia (Z¥), onde ZF =
Lix,—ky,.. Xnys 1=k} Mostre que a sequéncia (ZF) é estacionéria.
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2. Seja (X1, Xo,...) uma sequéncia estaciondria com EX? < co. Mostre que
EX,, ndo depende de n e a covariancia entre duas variaveis da sequéncia é
da forma Cov(X,, X;) = g(n — k) para alguma funcdo g : R — R.

3 (Transformacdo de Gauss). Considere T : [0, 1] — [0, 1] dada por

T(x)_{;—hﬂ, sex # 0,

0, se x = 0.

Mostre que T' é uma transformacao que preserva a medida p dada por

1 1

A) =
n(A) log2 Jal+4+x

dz, A € B([0,1]).

4. Seja p > 1 e considere T : [0,1] — [0,1] dada por T'(z) = zP. Seja
f:0,1] — [0, +00) uma fun¢do mensuravel com fol f(z)dx =1, e defina a
medida p por

p4) = [ f@de, AeB(o,1).

Mostre que T nao preserva a medida pu.

5. Seja (Xj,Xo,...) uma sequéncia estaciondria. Mostre que, quase
certamente, se X1 # 0 entdo Y, | X,| = +o0.

§14.2
6. Sejam E ={1,...,m}, E=P(E), p(A) = % e T : E — E uma bijecao.
Seja f : E — R é uma fungdo qualquer. Descreva o limite da sequéncia
1 n—1
=S )
k=0

como uma fungao de z.

7. Dé um exemplo de uma sequéncia estacionéria (X7, Xs,...) com X;
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integravel tal que
Ll
IP’<nh_>rgon > X = EX1> =0.
k=1
§14.3

8. Estabeleca condicoes para que a transformacgdo T' definida no Exercicio 6
seja ergddica.

9. Seja S a transformagao definida no Exemplo 14.11.

(a) Mostre que S é uma transformagao ergédica (Dica: Pense nos pontos
de [0, 1) escritos na base n).

(b) Utilize o Teorema Ergddico para fornecer uma prova alternativa que
quase todo nimero em [0, 1) é absolutamente normal (conforme definido
na Segao 8.4).

10. Sejam n,k € N, E = {1,...,n}, £ = P(E) e p(A) = 2. Defina
T,:E—EporT(z)=x+ksex+k<nexz+k—n caso contrario.

(a) Mostre que T preserva a medida .
(b) Mostre que T é ergddica se, e somente se, n e k sdo primos entre si.
(¢) Nos casos em que T for ergddica, podemos afirmar que 7' é misturadora?

11. Mostre que uma transformacgao que preserva medida 7' é misturadora se,
e somente se,
lim Cov(foT",g) =0
n

para todas f e g funcdes mensuraveis.
12. Prove o Teorema 14.26.

13. Sejam X = (X1, Xo,...) sequéncia de varidveis aleatéria e f : RY SR
uma fungio B(RY)-mensuravel. Defina a sequéncia Z = (71, Z, ... ), onde
Zn = f(Xn, Xnt1,...). Mostre que:

(a) Se X é estaciondrio, entdo Z é estaciondario.
(b) Iz CIx.
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(c) Se X é ergbdico, entao Z é ergddico.
(d) Se X é estacionario e Z; é integravel, entao

1L
nlg%o - ;Zk = E[Z1|Zx] = E[Z1|ZZz] q.c.

(e) Se X é ergédico e Z; é integravel, entdo E[Z1|Zx] = E[Z1] q.c.

14. Seja T uma funcio que preserva medidae A € & tal que u(T~1(A)\A) = 0.
Mostre que A é quase T-invariante.

§14.5

15. Mostre que uma sequéncia estacionaria (X, Xo,...) é ergddica se, e

somente se

1< .
- S (X5, .., Xjrne1) S P((X1,..., Xy) € B)
j=1

para todos k € N e B € B(RF).



Capitulo 15

Grandes Desvios

Seja (X;,)n uma sequéncia de variaveis aleatérias i.i.d. com média p e varidncia
o2, Escrevendo S,, = X; +-- -+ X,,, a Lei dos Grandes Ntimeros nos diz que

Sn a.c.
nCL)

n

e o Teorema do Limite Central mostra que

Sp—np g
W%N-

Em palavras, a Lei dos Grandes Niumeros mostra que a média observada
%” converge para u, enquanto o Teorema do Limite Central nos diz que os
desvios de S,, em torno de sua média np sao tipicamente da ordem de /n.

Neste capitulo estudamos
S,
(% s>
n
para n grande, isto é, consideramos o evento, muito improvavel, de que

a diferenca entre S, e sua média seja da ordem de n. Um desvio dessa

ordem é chamado um grande desvio. Mais precisamente, vamos estudar a

421
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Desigualdade de Concentragao de Chernoff e o Principio dos Grande Desvios
de Cramér, que nos dizem como se comporta a probabilidade de tais desvios.

Notagao. O termo o(b,) denota alguma funcao g(n) satisfazendo %:) —0
quando n — oco. Cada vez que aparece, pode denotar uma funcao diferente.

15.1 Desigualdade de concentracao

Seja X uma varidvel aleatéria integravel com média p. Sejam (X, )n
independentes e com a mesma distribui¢do de X, e tome S, = X1 +--- + X,,.

A Lei dos Grandes Numeros de Tchebyshev para este caso foi provada da
seguinte forma: dado qualquer a € (u, +00),

P(S > a) <P((S - ) > 0 w?) < (B (% - ) = B

n
A desigualdade acima diz que, quando EX? < oo, a probabilidade de %"
diferir de p por mais que uma quantidade fixa a — p decai pelo menos tao
rapido quanto % Na prova da Lei dos Grandes Numeros de Cantelli, vimos
que, quando EX* < oo, esta probabilidade decai pelo menos tdo rapido
quanto % Em geral, se EX?* < 0o ela decai pelo menos tio rapido quanto
Tentaremos agora obter estimativas melhores usando momentos de e'X ao

invés de X2*. Para todos t >0 e a € (i, +00),

P(% > CL) < ]P)[etSn > eatn} < ealmE[etSn] — efatnM(t)n — ef[atflogM(t)]n7
onde M (t) = E[e!X] é a funcdo geradora de momentos de X; observe que na
peniltima igualdade utilizamos que as varidveis (X)) sdo i.i.d com distribuigao
comum X. De modo anélogo, para a € (—oo, i) e t < 0, obtemos

P(& < a) < ef[atflogM(t)]n. (151)

n
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Portanto, se mostrarmos que a expressao entre colchetes é positiva para
algum ¢, teremos estabelecido que essa probabilidade de fato decai pelo menos
exponencialmente rapido. Sabemos que a fung¢do geradora de momentos é
finita em um intervalo que contém o ponto ¢ = 0. Denotaremos os extremos
desse intervalo por D, <0 e D& > 0.

Teorema 15.2 (Desigualdade de Concentragdo de Chernoff). Sejam (X,,)n
varidveis aleatorias i.i.d. com distribuicdo comum X, média i, fungdo
geradora de momentos M(t) e S, = X1 + -+ X,,. Se Di; > 0, entdo,
para qualquer a > p, existe t > 0 tal que [at — log M (t)] > 0. Como
]P)(% > CL) < e—[at—logM(t)]n7

seque que essa probabilidade decai pelo menos exponencialmente rdpido em
n. Analogamente, se Dy; < 0 e a < p, entdo [at —log M(t)] > 0 para algum
t <0 e a estimativa em (15.1) decai, pelo menos, exponencialmente rapido.

Demonstragdo. Suponha que DJD > 0 e seja a > u. Consideramos
inicialmente o caso em que D,; < 0. Pela Proposigao 10.7, (log M)’'(0) =
M'(0) = p < a e, por conseguinte, [at — log M(t)] > 0 para todo t > 0
suficientemente pequeno, provando o teorema neste caso.

Consideramos agora o caso geral. Para reduzir ao caso em que D, < 0,
vamos truncar as variaveis X,. Para cada n e k, defina Xy.) = Xy 1(x, > 1}
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, limy EX,., = p e limg(as —
log E[e*Xn#+]) = as—log M (s) para todo s € [0, D). Tome k tal que EX,,.x <
a. Pelo caso anterior, podemos tomar t > 0 tal que (at — log E[e!*»#]) > 0.
Como X,, < X,,.1, vale [at —log M (t)] > 0, concluindo a prova do teorema.

A segunda parte do teorema, com D;, < 0 e a < u, segue da primeira parte
trocando-se os sinais de a, u, t e X. O
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15.2 Principio dos Grandes Desvios

A Desigualdade de Concentracdo de Chernoff diz que a probabilidade de
um grande desvio decai, pelo menos, exponencialmente rapido. Porém, em
muitos casos, vale algo muito mais forte vale: a velocidade de decaimento
é exatamente exponencial, com uma taxa que pode ser descrita quase
explicitamente.

Definicao 15.3 (Fungao taxa). Seja X uma varidvel aleatéria. Definimos a
fungao taza I associada a distribui¢do de X, como a fungao I : R — [0, 4+00]
dada por
I(a) = sup [at —log M (t)], (15.4)
te

onde M (t) é a fungao geradora de momentos da varidvel X.

Podemos pensar na funcio taxa como uma tentativa de obter a melhor
estimativa possivel a partir de (15.1). A razao pela qual a fungdo I merece
esse nome é que, uma vez que maximizamos [at — log M (t)] sobre todo t, a
desigualdade (15.1) deixa de ser apenas mais uma cota superior, sendo de
fato a melhor cota superior possivel. A maximizacdo em (15.4) é conhecida
como a transformada de Legendre, isto é, a funcao taxa é a transformada de
Legendre do logaritmo da funcao geradora de momentos.

Dado A C R, para descrever a maneira mais ficil (ou menos dificil) de S;L—"

estar em A, vamos denotar
I(A) = inf I(a).
(4) = inf I(a)
Se A for um intervalo da reta, denotaremos por A° o seu interior (o intervalo

excluindo as extremidades de A) e por A o seu fecho (o intervalo incluindo
as extremidades de A caso sejam nimeros reais), respectivamente.

Teorema 15.5 (Principio dos Grandes Desvios de Cramér). Sejam (X, )n
varidveis aleatorias i.i.d., com distribuicdo comum X, e J um intervalo de
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R. Se I(J) < oo, entdo

o~ 1(J°)n+o(n) < P(ST{L c J> < e—I(j).n-i-o(n)’

onde I é a fungio taza da varidvel X. Em particular, quando I(J°) =1(J),
temos a taxa exata de decaimento exrponencial para estas probabilidades:

B(Ss € ) = o~ TUmsan)

Caso I(J) = 400, vale
P(5 € J) < ementol)
para todo ¢ € R.

A demonstracdo do teorema acima serd dada na préxima se¢do. Antes disso,
vamos discutir a relagdo entre a fungdo geradora de momentos, M, e sua
transformada de Legendre, a funcao taxa I.

Vejamos como encontrar I(a) graficamente e algebricamente. No caso de o
supremo em (15.4) ser atingido em ¢ = y para algum y no interior do intervalo
onde M ¢ finita, a derivada de at — log M (t) se anula em ¢t = y, donde

_ M'(y)
M(y)

(15.6)

As vezes é possivel expressar y em termos de a, e assim calcular I por

I(a) =a-y—logM(y), y=y(a).

Esse processo de encontrar y tal que (log M)'(y) = a e expressar I(a) =
ay — log M (y) esté ilustrado na Figura 15.1 e nos exemplos abaixo.

Reciprocamente, se existe y tal que (log M) (y) = a, entdo o supremo
em (15.4) é atingido em ¢ = y, pois, como mostraremos mais abaixo, log M é

uma funcao convexa.
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Ezemplo 15.7. Se X ~ N (i, 0?), temos

o242
log M(t) = 5 + tu,
assim
a—p
a=(ogM)(y)=c*y+p  y=-—7j",
portanto,

Ia) = a(a;u) (a2—ag)2 N u(aU; o I e S

Ezemplo 15.8. Se X ~ Poisson(\), temos
log M (t) = A(e! — 1).

Analisando o gréfico de log M (t), observamos que o supremo de at —log M (t)
¢é atingido em algum y € R somente se a > 0. Neste caso,

a=(logM)(y) =AY, y=log},

log M(#) /

Figura 15.1. Obtencao da funcdo taxa a partir da funcao log Mx .
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I(a) = ay —log M (y) = alog § —a+ A
Se a = 0, o supremo vale \, pois log M (t) tende a —A quando t — —o0. Se

a < 0, o supremo vale 400 pois at — log M (t) > at — X para todo ¢t < 0.

Em resumo,
+00, a <0,
I(a) = < A, a=0,
aloggy —a+ A, a>0.

Os casos a = 0 e a < 0 refletem o fato de que varidveis de Poisson nunca

tomam valores negativos, e tomam o valor zero com probabilidade e™*. A
Exercicio 15.9. Calcule a fungio taxa da varidavel X nos seguintes casos:
(a) X ~ Bernoulli(p).
(b) X ~ Exp()).
(¢) X =puq.c. N

Como dito anteriormente, log M é uma funcido convexa, a fungdo I também
goza da mesma propriedade.

Proposicao 15.10. As fungdes I e log M sdo convexas.

Demonstragao. Consideremos inicialmente a func¢do I. Sejam 0 < a < 1 e
8 =1—c«. Para a1 e as € R,

I(aay + Baz) = sup[(aay + Baz)t — (a+ B)log M (t)]

teR

= igﬂ}g [a(art —log M(t)) + Blast —log M (t))]

< supla(art —log M(t))] + sup[B(ast — log M (t))]
teR teR

= OéI(al) + /BI(G’Q)a

o que mostra que a funcao taxa I é convexa. Passamos agora a convexidade de
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log M. Sejam t; e ty € R. Usando a Desigualdade de Holder (Apéndice D.7),

log M (aty + Btg) = logE[eath . eﬁtZX}

e (el]) Gl ]

= alog E[e"*] + Blog E[e2¥]
= alog M(t1) + Blog M(ta),

0 que conclui a prova. O

15.3 Demonstracao do Teorema de Cramér

Dividiremos a prova do Teorema de Cramér em duas partes distintas, uma
dedicada a prova da cota inferior e outra dedicada a cota superior.

Prova da cota inferior

Vamos primeiro mostrar que, para qualquer a € R tal que I(4) < oo e
qualquer § > 0, vale

P(S € fa—b,atd]) > e l@rmto), (15.11)

Essa estimativa vale sob as hipéteses do Teorema 15.5. No entanto, vamos
também supor que o supremo em (15.4) é atingido para algum y € R. De fato,
vamos supor que tal y estd no interior do intervalo onde M é finita, donde
vale (15.6). Abandonar essa hipé6tese requer passos técnicos e complicados
que vao além dos nossos objetivos.

Usando (15.6), pode-se adaptar a prova da Proposigao 10.7 para obter

E[XevX]

E[evX]
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A principal observacdo é que a expressao do lado esquerdo corresponde &
esperanca de uma variavel aleatéria Y cuja distribuicao é obtida a partir da
distribuicdo de X, distorcida por um fator da forma g(x) = e¥*. Ou seja,
para uma variavel aleatéria Y cuja distribuicdo é dada por
_ Eflp(X)evX] _ yX

P(v € B) = 2] = B[15(X) 4755
temos EY = a pela regra da cadeia, pois a derivada de Radon-Nikodym entre
as duas distribuicoes é dada por

dP 1
P =
dPx c
onde ¢ = E[e¥X]. Portanto, para varidveis Y7, Ys,... ii.d. distribuidas como

it 4Yy
n

esta versao distorcida de X, a ocorréncia de ~ a nao é um evento

raro.

A prova entdo consiste em controlar a razdo entre as probabilidades de
(X1,...,X,) e (Y1,...,Y,) tomarem valores em um subconjunto de R" que
é tipico para este tltimo vetor, de forma tal que tal razado nao fique menor

que e—[(a)~n—o(n) )

Seja 6 > 0. Fixe € € (0,0], e defina o conjunto

BfL:{(zl,...,zn):|M—a|<5}§R”.

n

Entao

P($ cla—c,ate]) =E[lp (X1, Xp)]
E

— M )n VX, .

= E| ooy s (X1, Xo) S50 - $105)
M (y)™ . .

> [Wﬂgg(Xl,...,Xn)M(y)...M(y)

— ¢~ lay—log M(y)+|yle]n P((Y1,...,Y,) € By)

— ¢ lay—log M(y)+yle]n .Mw €la—ea+ g]).
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Esta ultima probabilidade converge para um pela Lei dos Grandes Ntimeros,

(
para todo n suficientemente grande. Como ¢ € (0,0] é arbitrario, isso
prova (15.11).

e portanto

% df <5) >

% o a’ < 5) > e—[(a)-n—2|y|6~n

Agora seja € > 0 novamente. Tome a € J° tal que I(a) < I(J°) + ¢. Tome
d >0 tal que [a — d,a+ 6] C J. Por (15.11),

P(%n c J) > IP’(%” € la— 5’a+5]) > e~ l@nto(n) 5 (—1(J°)n—en+to(n)
Como a desigualdade acima é valida para todo € > 0, temos
p(sin e J) > e 1(J?)nto(n)

0 que conclui a prova da cota inferior no Teorema de Cramér.

Prova da cota superior

Vejamos como a cota superior no Teorema 15.5 é uma consequéncia imediata
do Teorema 15.2. Comegamos com propriedades de monotonicidade da fungao
taxa.

Proposicao 15.12. A fungdio taza I € ndo-crescente em (—oo, u] e ndo-
decrescente em [u, +00). Além disso, I(p) =0,

I(a) = sup[at —log M(t)] para a > p e I(a) = sup[at —log M (t)] para a < p.
>0 t<0

Demonstragio. Tomando ¢t = 0 temos [at —log M(t)] = 0, logo I(a) > 0 para
todo a € R. Agora, pela desigualdade de Jensen, M (t) = E[e!X] > *X = et#
donde

ut —log M (t) < 0.
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Isso implica que I(p) = 0. Isso também implica que, para a > p et < 0,
at —log M (t) < 0, assim I(a) = sup;qlat — log M (t)]. Analogamente, para
a < g temos I(a) = sup,cg[at — log M(t)].

Para provar monotonicidade em [u, +00), vejamos que, se pu < ¢ < a,

I(a) = sup[at — log M (t)] = sup[ct —log M (t)] = I(c) = 0 = I(u).
>0 >0
A prova da monotonicidade da fungdo taxa em (—oo, u| se faz de modo
analogo. ([l

Demonstracio da cota superior no Teorema 15.5. Escrevemos J = [c,a] C
R. Se ¢ < u < a, I(J) =0 e ndo ha nada a provar. Podemos entdo assumir
que a < [, pois o caso ¢ > i é andlogo. Seja € > 0. Pela Proposigdo 15.12,
temos
I(J) = I(a) = sup[at — log M (t)],
t<0

observe que a Proposicao 15.12 foi utilizada em ambas as igualdades acima, na
primeira, a monotonicidade, na segunda, que o supremo ¢é atingido em ¢ < 0.
Logo, dado & > 0, podemos tomar ¢ < 0 tal que [at — log M (t)] = I(J) — .
Agora, usando a estimativa (15.1) obtemos

<

)-n+en

IP’(%" € J) < IP’(i < a) < el

Como ¢ é arbitrario, IP(% € J) < eil(j)'”“(”), concluindo a prova. O
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Apéndice A

Preliminares

Neste apéndice vamos listar alguns conceitos preliminares que serao utilizados
ao longo do livro. Na Se¢ao A.1, listamos um conjunto de conceitos do Calculo
que suporemos como pré-requisito para todo o livro. Se alguma parte dessa
secdo parece muito dificil ou misteriosa, isso indica que uma base mais solida
de Célculo é necessaria antes que se comece a ler este livro.

Na Secao A.2, faremos uma exposicao auto-contida de um tépico que nao é
visto em qualquer curso de Célculo: a expansao de Taylor. Ter familiaridade
com esse toépico nao é pré-requisito, ele pode ser aprendido com uma breve
leitura da prépria Segdo A.2 e somente serd usado nas Seg¢des 9.2, 9.3, e 10.2.

Na Secdo A.3, listamos um conjunto de conceitos de Andlise Real que
suporemos como pré-requisito para as partes mais avancadas do livro. O leitor
que ja estd familiarizado com esses conceitos poderd ver as generalizagoes de
lim sup e lim inf na Sec¢ao C.2, e com isso cobrir todo o livro.

A.1 Calculo

Dada uma sequéncia (z,,), de nimeros reais e L € R, dizemos que z,, — L
quando n — oo, também denotado por lim,,_ o x,, = L se, para todos L' < L

433
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e L"” > L existe ng tal que L' < x,, < L” para todo n > ng. Se for 6bvio que
o indice em questao é n e o ponto é oo, podemos escrever apenas &, — L
omitindo o “quando n — co”. Também podemos omitir o “c0”, escrevendo
apenas lim,, z,, = L. De forma similar, dizemos que z,, — +00 se, para todo
L' < oo, existe ng tal que x,, > L' para todon > ng. A definicao de x,, — —oo
¢ anédloga com L” > —oo. Se nao for o caso que x,, — L, escrevemos x,, / L.
Dizemos que (), converge se lim,, =, existe e é finito. Caso contrario, ou
seja, se lim,, 2, ndo existe ou é +o0o, dizemos que a sequéncia (x,,), diverge.

Escrevemos z, T a ou z, | a para indicar que (z,), ¢ nao-decrescente,
ou nao-crescente, e x,, — a. De forma analoga, escrevemos x,, T +00 ou
Ty | —oo para limites infinitos. Salientamos que toda sequéncia mondtona
tem um limite, possivelmente infinito.

Usando-se bisse¢ao e as propriedades de limite, vamos provar o seguinte.

Teorema A.1. Sejam A, B C R nao-vazios tais que a < b para todo a € A
eb e B. Entao existe c € R tal que a < ¢ < b para todos a € A eb € B.

Demonstracdo. Tome ag € A e bg € B. Defina ¢; = aOQLbO. Se [e1,bo] N A # 0,
defina a1 = ¢1 e by = by; caso contrario, defina a1 = ag e b1 = ¢;. Em ambos
casos, BN (—o00,a1] = AN [by,+00) = (). Defina ag, by, as, bs, ... de forma
analoga. Como as sequéncias sdo mondtonas e limitadas a [ag, by|, existem
a. e by tais que a, T ax e b, | by e, como b, —a, = 27"(bp — ap) — O,
temos a, = b,. Defina ¢ = a, = b,. Finalmente, observe que BN (—o0,c¢) =
UpBN(—00,a,) =0 e AN(c,+00) = Uy AN (ap, +00) = 0, ou seja, a < c < b
para todos a € A e b € B, completando a prova. (Il

Dada uma sequéncia (x, ), de nimeros reais, definimos a série
o0 n
E T, = lim E Tk
n
n=1 k=1

como o limite das somas parciais, caso exista. Se ademais o limite for finito,
diremos que a série converge. Observe que a soma de ntimeros nao-negativos
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sempre estd bem definida, podendo ser finita ou infinita. Dizemos que os
termos x,, sdo somdveis se y poq |Tn| < co. H4 séries que convergem apesar

de seus termos ndo serem somédveis, como por exemplo a série harmoénica

alternada Y 07 %

Limites de fungoes

Sejam f : I — R, onde I C R é um intervalo aberto, e a € I. Dizemos
que limg_,, f(z) = L se, para toda sequéncia (x,), em I tal que z, # a
para todo n e x, — a, vale f(z,) — L. Dizemos que lim,_,,+ f(z) = L ou
f(a+) = L se para toda sequéncia (z,), em I tal que z,, > a para todo n e
ZTn — a, vale f(z,) — L. Nesta tltima podemos nos restringir as sequéncias
(zn)n tais que x,, > a para todo n e que z, | a, isto é, podemos supor que
(z7)n é mondtona. Definigdo anédloga vale para lim,_,,- f(x) = f(a—) = L.

Dizemos que f € continua em a se f(a) = limy_q f(x). Dizemos que
[ € continua a direita em a € R se f(a) = lim,_,,+ f(z), andlogo para
continuidade & esquerda. Dizemos que f € continua se f é continua em todo
ponto de I. Dizemos que f € continua por partes se, em cada intervalo finito,
f tem no maximo uma quantidade finita de pontos onde é descontinua e,
nos pontos onde f é descontinua, f tem ambos os limites laterais definidos e
finitos. Dizemos que f é uma func¢do-degrau se f é continua por partes e, em
todo intervalo finito, f assume apenas finitos valores.

Integral de Riemann

Seja f : [a,b] = R e L € R. Dizemos que a integral de Riemann de f em
[a,b] é igual a L, o que denotamos por

[ s@ar=r.

se, para todos L' < L e L” > L, existe € > 0 tal que, para todo k € N, para
todos g < 1 < -+ < xp com xg = a, T, = b e xj —x;_1 < € para cada
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j=1,...,k, vale que

L' < Zf(yj)(mj —zj_1) < L", para todos y; € [z;_1, ;]
j=1

O somatério na expressao acima é chamado soma de Riemann. Dizemos que
f € Riemann-integrdvel se existe L € R tal que f; f(x)dx = L.

Teorema A.2. Se f:[a,b] = R é continua, entio f é Riemann-integrdvel.
Teorema A.3. Se f:[a,b] — R é mondtona, entdo f é Riemann-integrdvel.
Teorema A.4. Se f : [a,b] — R é uma fung¢io Riemann-integrdvel e g :

[a,b] = R € uma fungio continua por partes, entdo fg é Riemann-integrdvel.

Integrais improéprias e iteradas
Seja f : R — [0,400) uma fungdo ndo-negativa. Definimos as integrais

improprias

b——+o0

/b f(z)dx = lim /bf(x)dx,
+oo

e f(z)dx = lim bf(:v) dz,
/ /

a——0o0

/_Oo f(:r)dx:/OJroof(w)dx—l—/_Ooof(g;)dx,

Seja f : R — R uma funcdo nao-negativa. Dizemos que f é Riemann-
integrdvel se, para qualquer escolha de —oco < a; < b; < oo, a integral

2% by
/ / f(xla-'wxn)dxl"'dxn
an ay

esta definida, é finita, e ndo depende da ordem de integracao.

iterada
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A.2 Expansao de Taylor

Teorema A.5 (Expansao de Taylor). Sejam f: (a,b) - R e z € (a,b). Se
f for k vezes derivdvel no ponto z, entdo

Fz4+h) = f(2) + f(2)h+ 3 (2)h* + -+ R FE (2)hF + v (h),

para todo h tal que z + h € (a,b), onde a fungdo resto r € tal que

quando h — 0. Se f*+1) existe e é continua em (a,b), entdo

(k41
r(h) = Frt b

para algum x entre z e z + h.

Para lembrar-se da férmula, basta ignorar o resto e impor que o valor da
funcdo e das k primeiras derivadas de ambos lados da equacdo coincidam no

ponto h = 0. A tdltima férmula se chama resto de Lagrange.

Demonstragdo. Veja que
r(h) = f(z+ ) = [f(z) + F/(2) - h+ 3 ()R + o+ F 0 (2)hH]

satisfaz
r(0) =7/ (0) ="(0) = --- = r*)(0) = 0. (A.6)

Aplicando a regra de L’Ho6pital & — 1 vezes, obtemos

rth) 1 )1 gy
N S A T (0)=0,

provando a primeira parte. Para a segunda parte, consideramos o caso h > 0,
pois h < 0 é idéntico e h = 0 é trivial. Sejam M’ e M o minimo e 0 maximo
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de r#*1) em [0, h]. Pelo Teorema do Valor Extremo, M’ e M sao atingidos
por 7#*+1) em pontos de [0, h]. Usando (A.6) e integrando k + 1 vezes, pela
cota M’ < r#+1)(s) < M obtemos M’ < (zgff!r(h) < M. Pelo Teorema do
Valor Intermediario, existe ¢ € [0, h] tal que h*+1(¢) = (l;,jfl)!r(h). Como
fERD (2 1) = B*+H (1), isso conclui a prova. O

A.3 Analise Real

Este apéndice lista os principais topicos de um curso introdutério de Anélise
Real que serdo necessarios para acessar as partes mais avangadas deste livro,
como por exemplo as Secoes 1.4 e 7.4, e portanto todas aquelas que dependem
direta ou indiretamente delas, incluindo os Capitulos 12, 13 e 14.

Teorema A.7 (Subsubsequéncias). Seja (z5,)n ¢ L € R. Entdo lim, x, = L
se, e somente se, toda subsequéncia (T, ), possui uma subsubsequéncia (xnkj )j
tal que lim; Ty, = L. A mesma equivaléncia vale quando L = £oo.

Dado um conjunto A C R, dizemos que A é aberto se, para todo x € A, existe
e >0 tal que (x — e, +¢) C A. Dizemos que A é fechado se A é aberto.
Dizemos que A é denso em R se AN B # () para todo aberto B C R.

Teorema A.8. Se A C R é um conjunto aberto, entdo existem intervalos
abertos I, Is, I3, ... tais que A = Ugly.

Dado um conjunto A C R", dizemos que A é aberto se, para todo x € A,
existe ¢ > 0 tal que {y : |ly — x| < e} C A.

Teorema A.9. Uma fungio f : R™ — R é continua se, e somente se, f~1(A)
¢ aberto para todo A C R aberto.

Teorema A.10. Se A C R™ é um conjunto aberto, entdo existem
paralelepipedos abertos I, I, Is, ... tais que A = Ugly. Um paralelepipedo
aberto é um conjunto da forma I = (a1,b1) X -+ X (an, b,) C R™.
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Recordemos a definicdo de conjunto enumeravel dada na pagina 24. Mais
formalmente, um conjunto qualquer J é enumeravel se, e somente se, J é
finito ou existe uma funcao f : N — J sobrejetiva.

Teorema A.11. O conjunto R ndo € enumerdvel.

Corolario A.12. Todo intervalo nao-degenerado € ndo-enumerdvel

Dizemos que um conjunto K C R é compacto se K é fechado e limitado.

Observagdo A.13. Em alguns livros ha uma definicio mais abstrata de
conjuntos compactos, e o Teorema de Heine-Borel diz que a definicdo mais
abstrata é equivalente a defini¢do acima. A

Teorema A.14. Se R D K1 D Ky C K3 D --- sdo compactos e K,, # () para
todo n € N entdo N, K, # 0.

Teorema A.15 (Weierstrass). Seja g : R — R uma fungio continua e
periddica, de periodo 2mw. FEntdo, para todo ¢ > 0, existem m € N e
Ay, am € C tais que

m
‘ Z apet® — g(x)‘ <e

k=—m

para todo x € R.

Dado J CRe f:J — R, dizemos que f é uniformemente continua se, para
todo € > 0, existe 6 > 0 tal que |f(z) — f(y)| < € para todos z,y € J tais
que |z —y| < 0. A diferenga entre f ser continua e uniformemente continua
é que 9 nao pode depender de =x.

Teorema A.16. Se f: K — R € continua e K CR é compacto, entdo f €
uniformemente continua.
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Apéndice B
Formula de Stirling

Este apéndice tem como objetivo demonstrar a importante aproximacao
abaixo.

Teorema B.1 (Férmula de Stirling). Quando n — oo,

n!

nte " \/2mn

— 1.

Obtencao da férmula e demonstracao
Para entender como surge essa a férmula, observe que

n
logn! =logl+log2+---+logn = Zlogk
k=1

é uma aproximagao para
n
/ logx dz = nlogn —n = log(n"e™ ™).
0
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Seguindo argumentos de aproximacao, poderiamos mostrar que

logn! =nlogn —n+r(n), onde @ — 0.

Isto ja seria o suficiente em muitas aplicagdes, mas queremos obter uma
aproximacao mais fina. De fato, queremos aproximar assintoticamente n! e
nao apenas logn!.

Admitindo uma correcdo polinomial, busquemos uma aproximagcao da forma
An'te""n®

com A > 0 e o € R. Veremos agora que tal aproximacgao é de fato valida com
a = % e A > 0 desconhecido. Posteriormente, descobriremos que A = /2.

n"e "n®
e = log )

e == e+ D(51) 5 (13 )

= [nlog(1+ 1) — 1] + alog(1 + 1).

n

Escrevendo

temos

Fazendo a expansao de Taylor de log(1 + x) para x € [0, 1] temos

2

log(l+x)=o— % + r(z),

w

onde r(x) é igual a ﬁ% para algum z € [0, x] e satisfaz 0 < r(v) < %&-.

Continuando o desenvolvimento de ¢,4+1 — ¢, temos

Cntl — Cp = [n(% — 5+ (1) - 1} + a(% — 5y +r(%))
1

=& = gt nr() - gt ar(h)
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Para anular os termos de ordem %, vamos escolher @ = % Assim sendo,
1 1,.01 1
Cn+1 — Cp = nr(ﬁ) + 5 T‘(E) — 2
Combinando a identidade acima com expansao de Taylor, obtemos

1
’cn—i-l - Cn| < o2
que é somavel. Logo ¢, — ¢ para algum c € R e, portanto,

n!

—— e =)
n"e~"/n

para algum A > 0. Resta mostrar que essa constante é dada por A = /2.

Calculo da constante

Vamos provar que A = /27 de duas formas diferentes.

Usando a demonstragcdo do Teorema de De Moivre-Laplace A
primeira prova supbe que o leitor viu a demonstracao do Teorema de
De Moivre-Laplace na Secao 9.2. Observe inicialmente que a demonstragao
do Teorema de De Moivre-Laplace funciona assumindo a férmula de Stirling
com uma constante desconhecida A no lugar de /2.

Pela Desigualdade de Tchebyshev,

Fazendo n — oo, temos pelo Teorema de De Moivre-Laplace que

Lo
1_W<X/_me 2 dox < 1.
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Fazendo agora m — oo obtemos

1 [ _a2
X/_Ooe_dezl,

logo A = /2.

Usando o produto de Wallis O produto de Wallis é dado pela seguinte
identidade

7r°o(2n 2n>,224466 2n 2n
*:H . = lim : )
2 1\2n—1 2n+1 nsool 3 3 5 5 7 2n—1 2n+1

que sera demonstrada mais abaixo.

2n
2n+1

™ . 2:4-6---(2n—2)
— =1 -V 2n.
V2 Tnt%3 5.7 2n—1) V"

Tomando a raiz quadrada e usando que — 1 obtemos

Multiplicando numerador e denominador da fracdo acima pelo produto dos
n primeiros niimeros pares chegamos a

T .
n2-3-4-5-6-7--(2n—2)-(2n—1) 2n  2n
2271(12.22'32.“”2) 1 ) 22n(n|)2

= lim . = lim ———.
n—00 (2n)! V2n  n—o0 (2n)!1/2n

\/?_ . 02:2:4-4.6-6---(2n—2)-(2n—2) 2n-2n V2n
2

Finalmente, substituindo na férmula de Stirling chegamos a

T 22nn2n672n)\2n )\2

= lim = —,
2 n=o (2n)2"e=20/2)2n/2n 4

e portanto A = /2.
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Demonstracao do produto de Wallis Daremos a demonstragao sob a

forma de exercicio. Seja
w/2
I, = / sen” x dux, n > 0.
0
(a) Mostre que para todo n > 2 vale

n—1
I, = I, _o.
n

Sugestdo: Integrando sen™ z = sen™ ! x - sen x por partes, mostre que
07r/2 sen"zdr = (n—1) fér/2(sen”*2 z)(cos?z)dx = (n — 1)[I_2 — ).

(b) Verifique que para todo n > 1 vale

Ign,Q _ 2n 2n Ign
I, 1 2n—1 2n +1 Ispntr '

(c) Verifique que In = § e Iy = 1.
d) Mostre por inducdo que para todo n > 0 vale
p ¢ao que p

7 2m—1 2n+1 Ippiq

= )

% § 6 2n 2n I,
5 5

wl b
ol i

T
2

2n  _ lonya Iont1 Iy :
(e) Mostre que 5377 = ot < 75 <1, e portanto 2 — 1, concluindo

a prova do produto de Wallis.
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Apéndice C

A Reta Real e o Infinito

O objetivo deste apéndice é tornar certos conceitos mais gerais e robustos.
Alguns dos enunciados e argumentos vistos na Sec¢do 5.2 em diante se tornam
mais sucintos se permitirmos que determinadas quantidades sejam infinitas.
Com esse objetivo introduziremos a noc¢ao de reta estendida na primeira
parte deste apéndice.

Na segunda parte, definiremos o0s conceitos de supremo e infimo que
generalizam as nog¢oes de maximo e minimo, além dos conceitos de limites
superior e inferior de uma sequéncia de elementos da reta estendida. Essa
segunda parte pressupoe familiaridade com os tépicos do Apéndice A.3.

C.1 Reta estendida

Definimos o conjunto dos nimeros reais estendidos, denotado por [—o0, +00],
agregando-se os simbolos 400 e —oo ao conjunto R. Salientamos que os
simbolos +00 € —0o ndo sdo nimeros reais. As vezes escrevemos oo no lugar
de +o0.

Adotaremos as seguintes convengoes:

447
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e Declaramos que —oo < +00 e —00 < ¢ < +00 para todo ¢ € R.

o Deixamos sem definir (+00) + (—00), ao que chamamos “co — 00”.
Temos que cuidar que tudo o que escrevamos nao contenha co — oc.

« Também deixamos sem definir %, qualquer que seja z € [—o0, +-00].

o Definimos 0 - (£o00) = 0.
No Calculo, 0 - (+00) era considerada uma forma indeterminada, mas
em Teoria da Medida e Teoria da Probabilidade, essa defini¢io é muito
conveniente e faz sentido. Por exemplo, a drea de um retangulo de
largura zero e altura infinita é igual a zero.

e Definimos (+00) + (+00) = +00, (—00) + (—00) = —o0, (+00) - (+o0) =
+00, (—00) - (£00) = Foo, —(—00) = +00, | £ 00| = +00. Ademais,
¢+ (£o0) = £oo para todo ¢ € R e a - (00) = £oo para todo a > 0.

Estas convengdes fazem com que a soma e produto em [—oo, +00| sejam
operacoes comutativas, distributivas e associativas sempre que bem definidas,
ou seja, exceto pela restricado do co — oo.

Observe que algumas propriedades antes validas para nimeros reais agora
exigem maior escrutinio. Mais precisamente, para x,y,z € [—00,+00], a
relacdo x + z = y + z ndo necessariamente implica que x = y, pois nao
podemos subtrair z de ambos os lados de uma igualdade antes de verificar
que |z| < co. Da mesma forma, z < y nao implica que z + z < y + 2.

Com a defini¢ao 0- (+£00) = 0 ao invés da forma indeterminada, ndo podemos
dizer que lim,(ayb,) = (lim, a,)(lim, b,) mesmo que os limites existam

em [—o0, +00], pois a igualdade pode falhar em exemplos como a, = n e

bn = % Entretanto, vale essa igualdade se as sequéncias sdo nao-negativas e

nao-decrescentes.

Apesar do problema acima, limites funcionam bem com a soma, como em

lim (2+n2):nlm 2+ lim n?

i
n—oo — 00 n—oo

=2+ (+00) = 400.

O mais importante é lembrar que sempre teremos problema se encontrarmos

oo — O,
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C.2 Supremo e limite superior

A cada subconjunto A C [—o0, +00] podemos associar um elemento sup(A) €
[—00, +00], chamado supremo de A, dado pela menor cota superior possivel
para A. De modo anélogo definimos o infimo de A, denotado por inf(A),
como a maior das cotas inferiores de A (observe que +00 e —0o sdo sempre
cotas superior e inferior, respectivamente, para qualquer A C [—o0, 4+00]).
Com essas defini¢oes, temos por exemplo que sup(N) = +oo, inf(N) = 1,
sup(0) = —oo, inf(0) = +o00 e sup(R) = sup([—o0,+x]) = +00. Se A C
B C [—o0, +0o0], entdo sup(A) < sup(B) e inf(A) > inf(B).

Dada uma sequéncia (z,), de elementos de [—oo, +00], podemos sempre
definir seu limite superior e seu limite inferior, denotados por lim sup,, x,, e
lim inf,, x,,, como

limsupz, =infsupzr e liminfx, = sup inf x.
n " k>n n n k>n
Sempre vale lim inf,, x, < limsup,, z, €, quando ha igualdade, dizemos que a
sequéncia tem um limite dado por

lim z,, = liminf z,, = lim sup z,,.
n n n
Quando os nameros da sequéncia sao todos reais, essa definicao de lim,, z,

coincide com a definicdo dada no Apéndice A.1.

Uma propriedade util é que limsup,,(x, + y,) < limsup,, x,, + limsup,, yn
desde que as somas nao resultem em oo — co. Ademais, se z, < y, para
todo n, vale lim sup,, x,, < limsup,, y,, e liminf,, x,, < liminf, y,. Além disso,
lim inf,,(—x,) = — limsup,, =y,

O uso de sup e lim sup é muito robusto porque nem todo conjunto tem um
elemento maximal, e nem toda sequéncia tem um limite, mas todo conjunto
tem um supremo e toda sequéncia tem um limite superior. Uma técnica
poderosa para mostrar que z, — L é a seguinte. Verificamos que, para
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qualquer ¢ > 0 dado, limsup,, z, < L+ ¢ e liminf, z, > L — ¢, donde
concluimos que, sendo ¢ arbitrario, lim sup,, ,, = liminf,, x,, = L. A grande
vantagem é que podemos estimar o limite superior comparando com outras
sequéncias que sim tém limite, mesmo sem saber a priori que a sequéncia

(zp)n O tem.

Somas de nimeros em [0, +00] estdo sempre bem definidas, através de uma
férmula bem simples. Se A denota um conjunto de indices em z, € [0, +0o0]
para todo « € A, definimos

Z ZTo = SUP Z T (C.1)

ACA
a€A A finito agA

Apesar de que o conjunto A pode ser um conjunto ndo-enumeravel, observamos
que a soma acima poderd ser finita somente se, no maximo, uma quantidade
enumeravel dos termos forem positivos (exercicio). Observe que, neste caso,
> nen Tn estende a definicao de Y )2 x, dada no Apéndice A.1.

Teorema C.2. Dada uma sequéncia x;, € [0,400] duplamente indexada,

(o) o0 oo o
Z Ljk = Z Z Ljk
J=1k=1 k=1j=1

Demonstragdo. Mostraremos que cada soma domina a outra. Seja a <
721 2 k=1 Tjk- Podemos tomar m tal que 377", 3777 x5 > a. Logo,
Sohey (X1 i) > a e podemos tomar n tal que gy Y7 ik > a,
o que implica que >332, 372w, > a. Portanto, 732,370 x5 >
7212 k21 Tjk- A outra desigualdade ¢ provada de forma idéntica. O



Apéndice D

Elementos de Teoria da
Medida

O presente apéndice é mais extenso e detalhado que os demais. Seu propdsito
é fornecer os elementos de Teoria da Medida necessarios para compreender
os tépicos mais avancados deste livro. As demostracoes de alguns teoremas
mais sofisticados podem ser ignoradas em uma primeira leitura.

D.1 Teorema m-A de Dynkin

Nesta secdo estudaremos o Teorema -\ de Dynkin e o usaremos para provar
o Teorema 3.37 (unicidade de medidas) e o Lema 13.7.

Antes de introduzir os conceitos usados na sua prova, vejamos de onde eles
surgem. Suponha que queiramos verificar se duas medidas finitas 1 e ¥ em um
espago mensuravel (£, F) coincidem em uma grande classe de conjuntos, como
F. Suponha também que p(2) = (). Em quantos conjuntos A precisamos
testar que p(A) = v(A)? Testar todos A € F seria demais. Havendo testado
para uma sequéncia de conjuntos disjuntos (4, )y, a propriedade valerd para
(A¢), e também para U,A,, por propriedades bésicas das medidas finitas.
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Entretanto, havendo testado para um par de conjuntos A, B € F, ndo ha
garantia de que as duas medidas coincidam em A N B. Queremos mostrar
que a classe

D={AcF:uA)=vA)} (D.1)

contém muitos conjuntos. Essa classe ja tem uma estrutura proveniente da
forma como medidas finitas tratam complementos e unides disjuntas, que
formalizamos com a seguinte definicao.

Definicao D.2 (A-sistema). Seja € um espacgo amostral. Uma classe D de
subconjuntos de Q é um A-sistema de €2, se D contém {2 e é fechada por
complementos e unides enumeraveis disjuntas,?’ isto é,

(1) QeD,
(2) Se A € D, entao A° € D,
(3) Se {Ax}2, €D, Ay, NA; =0 para todos k # j, entdo U=, Ax € D.

Formalizamos a discussao anterior em forma de proposicao.

Proposicao D.3. Se u e v sio medidas em um espago mensuravel (2, F) tais
que p(2) = v(2) < oo, entao a classe D definida em (D.1) é um A-sistema.

Demonstragio. Seja A € D. Temos p(A°) = pu(2) — p(A) =v(Q) —v(A4) =
v(A°), logo A € D. Agora considere uma cole¢ao enumeravel {A,}, C D de
conjuntos disjuntos. Entao u(UnAy) = >, u(An) = >, v(An) = v(UsAy),
logo U, A, € D. O

Agora observamos que, a estrutura da classe definida em (D.1) lhe falta
um aspecto: ser fechada por interse¢oes. Essa é a razdo da definicdo de
m-sistemas dada na Se¢do 3.6.

Lema D.4. Um A-sistema fechado por intersegoes é uma o-dlgebra.

2TSalientamos que alguns livros usam uma definicio diferente de A-sistema. E
relativamente facil verificar que as duas as defini¢oes sdo equivalentes.
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Demonstragdo. Seja F um A-sistema fechado por interse¢cées. Como F é nao-
vazio e fechado por complementos, basta mostrar que é fechado por unices
enumeraveis. Seja {A,}n, C F. Defina By = Aj e B, =A{N---NAS_1NA,
para todo n > 2. Observe que B, € F para todo n, pois F é fechado
por intersecoes e complemento, e que U, A, = U,B,, sendo esta ultima
uma unido disjunta. Como F é fechado por unides enumeraveis disjuntas,
UpA, = U,B, € F. Isso conclui a prova. O

Os conceitos de 7w-sistemas e A-sistemas sdo tteis quando, por um lado,
a classe D (grande e complicada) de conjuntos satisfazendo determinada
propriedade formam naturalmente um A-sistema e, por outro lado, podemos
encontrar uma subclasse C (menor e mais simples) que forma um 7-sistema
e gera a o-algebra desejada. Este é o caso do Teorema 3.37 (unicidade de
medidas). Para aplicar esses conceitos, usamos uma poderosa ferramenta.

Teorema D.5 (Teorema 7-A de Dynkin). Seja Q um espago amostral.
Suponha que C é um w-sistema de subconjuntos de Q e D é um A-sistema em
Q. Se D contém C, entio D contém o(C).

Demonstracdo. Definimos G como o menor A-sistema?® que contém o 7-

sistema C, e vamos mostrar que G também é um 7-sistema.

A ideia principal é considerar, para cada B € G, a classe

Fp={Ae€G:ANnBegG}.

Podemos ver que Fp é um A-sistema usando A°N B = ((AN B) U B¢)°.
Agora, seja B € C. Como C é um 7-sistema, C C Fp. Mas G é o menor
A-sistema que contém C, logo Fp = G.

Finalmente, seja D € G. Dado B € C, temos D € Fp, o que é equivalente
a B € Fp. Portanto, C C Fp. Mas G é o menor A-sistema que contém C,
donde Fp = G. Como isso vale para todo D € G, concluimos que G é um

281550 é definido da mesma forma que a menor o-algebra que contém uma dada classe.
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m-sistema. Pelo Lema D.4, G é uma o-algebra, logo C C ¢(C) C G C D,
provando o teorema. O

Demonstragio do Teorema 3.37 (unicidade de medidas). Suponha momen-
taneamente que u(2) = v(Q2) < oco. Defina a classe D como em (D.1).
Pela Proposi¢ao D.3, D é um A-sistema. Pelo Teorema 7-\, o(C) C D, o que
quer dizer precisamente que p = v em o(C), como querfamos demonstrar.

Agora abandonamos a suposi¢ao inicial, e supomos apenas que u(A,) =
v(A,) < oo para alguma sequéncia A, T € de conjuntos em C, tal como
enunciado. Para cada n € N, defina as medidas p,, € vy, por pun(A) = u(ANA,)
evn(A) =v(ANA,). Com essa definigao, 1, (Q) = p(A,) = v(A4y) = vn(2) <
oo. Repare que, para cada C € C, temos C'NA,, € C porque C é um w-sistema.
Logo, un(C) = pu(C N A,) =v(CNA,) =v,(C) para todo C € C.

Portanto, para cada n, as medidas u, e v, estdo no caso anterior e, para

todo A € o(C), temos p,(A) = v,(A). Usando continuidade por baixo de y
e v, temos

w(A) = han p(ANA,) = 1irrln pn(A) = lirrln vn(A) = 1irrln v(ANA,) =v(A),

0 que conclui a prova. Ol

Demonstragdodo Lema 13.7. Sem perda de generalidade, podemos supor
que Q € C, para todo a € A. Consideramos inicialmente o caso em que
A ={1,...,n} para algum n € N. Fixe By € Co,...,C, € Cy,. Defina

D={AcF :P(ANByN---NBy,) =P(AP(By) - P(By)}.

Observe que D é um A-sistema (exercicio!). Como, por hipétese, C; C D,
pelo Teorema 7-A, concluimos que D = F;. Ou seja, P(AN By N---N
B,) = P(A)P(By)---P(By,) para todo A € F;. Como B € Co,...,C, €
C, sao arbitrarios, segue que JFi,Ca,...,C, sado classes independentes.
Por um argumento idéntico, Fi,F2,Cs,...,C, sdo classes independentes.
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Aplicando 0 mesmo argumento n vezes, concluimos que Fj .. ., F, sdo classes
independentes.

Consideramos agora o caso geral. Sejam k € N, aq,...,ar € A distintos, e
Ay € Foyy- oo, A € Foy,. Como Cqs - . ., Cq, 580 independentes por hipétese,
pelo caso anterior Fy,,...,Fq, sd@o independentes, logo P(Ay,..., A) =
P(Ay)---P(Ag), provando o lema. O

D.2 Teorema de Extensao de Carathéodory

Nesta secao estudaremos o Teorema de Extensdo de Carathéodory e o
usaremos para provar o Teorema 1.51 (existéncia da medida de Lebesgue).

Recordemo-nos da definicdo de algebra vista na Segdo 13.1. Dado um espago
amostral 2 e uma algebra A, dizemos que a fungdo u : A — [0, +00] é uma
medida finitamente aditiva se 1(0) =0 e u(AU B) = u(A) + u(B) para todo
par A, B € A disjuntos. Note que medidas finitamente aditivas podem nao ser
medidas. A teoria das medidas finitamente aditivas é bastante limitada, pois
elas podem néao ter a propriedade de serem continuas por baixo. Felizmente,
se uma medida finitamente aditiva esta definida em uma algebra, é suficiente
pedir que u seja “o-aditiva sempre que possivel” para garantir que ela nao
apresente anomalias. Dado um espaco amostral {2 e uma &dlgebra A, dizemos
que uma medida finitamente aditiva p : A — [0, +00] é uma pré-medida se
for o-aditiva, isto é, u(U,, An) = >, #(4,) para toda familia enumeravel de
conjuntos disjuntos A, € A cuja unido A esteja em A.

Teorema D.6 (Teorema de Extensao de Carathéodory). Seja A uma dlgebra
em Q e p uma pré-medida em (Q, A). Entio existe uma medida i em
(Q,0(A)) tal que p(A) = p(A) para todo A € A. Ademais, se u(A,) < oo
para alguma sequéncia A, 1T Q de conjuntos em A, entdo hd uma dnica
medida [i com essa propriedade.

A demonstracéo serd dada mais abaixo.
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Agora fixe Q = (0,1] eseja € = {(a,b] : 0 < a < b < 1}, a classe dos intervalos
contidos em (0, 1], abertos & esquerda e fechados a direita. Definimos A como
a classe de todos os conjuntos que podem ser escritos como unido disjunta e
finita de elementos de £. Observe que A é uma algebra em (0, 1].

Vamos definir uma pré-medida p em A da seguinte maneira. Dado A =
(a1,b1] U+ U (ap,by] com a; < by <az < by <...< ay < by, definimos

n

p(A) = p((a1,bi] U+ U (an, ba]) = Y bj — aj.
j=1

Afirmamos que a féormula acima estd bem definida ainda que A possa ser
escrito de muitas formas diferentes como unido finita disjunta de elementos de
£. Omitimos a tediosa prova deste fato, mas enfatizamos uma consequéncia
importante, que a fungao p : A — [0, +00] é finitamente aditiva.

Lema D.7. A fungio p: A — [0,4+00] é uma pré-medida.

Demonstracio. E suficiente mostrar que, se 4, | 0 e A, € A para todo
n, entao u(A,) — 0. Com efeito, dados D,, conjuntos disjuntos em A tais
que U,D, = D € A, podemos definir A, = D \ U1 D; de forma que
Ap € A, Ap L 0 e u(D) = p(An) + 372 u(Dy). Seja {An}n € A uma
sequéncia decrescente com p(Ay,) > 2¢ para todo n. Vamos provar que
NnA, # (. Para cada k € N, podemos tomar B, € A tal que By, C Ay e
u(Ay \ Br) < 27% basta fazer os intervalos Ay um pouco mais curtos do
lado esquerdo. Pela aditividade de p em A, temos p(U}_;(Ax \ Bi)) < € para
cada n. Por outro lado, A, \ N}_, By, = Up_{(An \ Bi) € U}_; Ay \ By, logo
p(An \ N}_1Bi) < €, e como p(Ay) > 2e, temos u(N}_;By) = €. Definimos
entdo K, = N}'_; By, # 0. Como os K, sdo conjuntos compactos, N>, K,, # ()
pelo Teorema A.14. Portanto, N2 ; A, 2 N, B,, = N, K,, # (), concluindo
a prova. O

Combinando o lema acima com o Teorema de Extensao de Carathéodory,
podemos estender p a B((0, 1]). Munidos da existéncia de tal medida, podemos
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finalmente justificar a existéncia da medida de Lebesgue em R.

Demonstragdo do Teorema 1.51. Para todo k € Z, podemos definir a medida
wi em (R, B) por pk(A) = u((A—k)n(0,1]), onde p é a medida em (0, 1]
obtida acima, e finalmente m(A) = > .cz 1k (A). Observe que m é uma
medida. Observe também que m((a,b]) = b — a < oo para todo a < b € R.
Unicidade segue do Teorema 3.37 (unicidade de medidas): consideramos
novamente o m-sistema C = {(a,b] : a < b € R}, observamos que o(C) = B, e
que (—n,n| sdo conjuntos em C de medida finita cuja unido é R. (]

No resto desta se¢ao, vamos provar o Teorema de Extensao de Carathéodory.

Para cada subconjunto £ de 2, consideramos a colecdo D de todas as
sequéncias (Ay), de conjuntos em A que cobrem E:

Dg = {(An)n : A, € Aparatodone E C UnAn}

Definicdo D.8 (Medida exterior). Seja g uma pré-medida em (€2,.A4).
Definimos a medida exterior p* : P(Q) — [0, +00] como

“(E) = inf A).
1 (E) (Anl)feDEzn:“( )

Podemos pensar na medida exterior como uma forma de medir o conjunto
visto de fora. Observe que ela esta definida para qualquer subconjunto de 2
e nao apenas para os elementos de A.

Lema D.9 (Propriedades da medida exterior). A medida exterior u* satisfaz:

(1) Para todos E CF CQ, u*(F) < u*(F),
(2) Para (Ep)nen subconjuntos de 2, vale p*(UpEy) < 3, ¥ (Ey),
(3) Para A€ A, vale p*(A) = u(A).

Demonstragio. Se E C F, entdo Dr C Dg, o que implica p*(E) < p*(F).
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Provaremos agora que p*(Up,Ep) < >, u*(Ey). Seja e > 0. Para cadan € N,
pela definicao de p*(E;,) podemos tomar (A, i), em A tais que E,, C Uy A,
e Y i(Ank) < p'(Ep) + 27" Como UpE, C U, A, pela definicao
de p*(UnEy) temos que p*(UpEy) < Dok W Ank) = 22, 2k (Ang) <
Yo (Ey) +e27™) =+ >, p*(E,). Como € é arbitrario, a desigualdade
segue.

Finalmente provaremos que p*(A) = u(A) para A € A. Que p*(A4) < p(A)
segue imediatamente tomando-se (A,0,0,0...) € D4. Mostraremos que
" (A) = pu(A) usando a hipdtese de que p é o-aditiva em A. Seja (A, )n € Da.
Tome B, = AN A, N (QZ;%A@, de forma que eles formam uma partigao

de A. Logo, u(A) =>,, u(Br) < X, 1t(Ay). Como isso vale para qualquer
(An)n € D4, temos u(A) < p*(A), concluindo a prova. O

Informalmente, os conjuntos problematicos sdo maiores quando vistos por fora
do que por dentro. Tentaremos excluir esse tipo de problema considerando
conjuntos A C  tais que, para todo E C 2, vale que

W () = p*(ENA) + ' (BN A°).

Os conjuntos A satisfazendo a essa condig@o sdo chamados p*-mensurdveis,
e J* denota a cole¢gdo desses conjuntos; isto €,

Fr={ACQ:p"(E)=p"(ENA)+ p*(EN A®) para todo E C Q}.
A segunda propriedade listada no lema acima implica que
pH(E) < p (ENA)+p (BN A%,

de forma que os conjuntos problematicos sado aqueles A C () para os quais a
desigualdade acima é estrita para algum F C Q.

Proposicao D.10 (Carathéodory). A classe F* de conjuntos p*-mensurdveis
é uma o-dlgebra em Q que contém A, e a restricio de u* a F* é uma medida.
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Demonstragdo. Faremos uso extensivo do Lema D.9. Vamos provar primeiro
que A C F*. Sejam A€ A, E C Qe e > 0. Pela definigdo de p* existem
A1, Az, € Acom E C U, A, e >, u(Ay) < p*(E) + €. Logo,

pH(E) S p (ENA) +p*(ENAY) <Y p (AnNA)+ ) i (A, N A°)

= (A NA) + > (A N A =D u(Ay) < i (E) +e,

onde na segunda desigualdade usamos subaditividade de u* duas vezes e na
primeira igualdade, o fato de que u* = u em A. Como ¢ é arbitrario, temos
que A € F*, logo A C F*.

Agora provaremos que F* é uma o-dlgebra e p* é o-aditiva em F*.
Passo 1. A classe F* é uma algebra.

Trivialmente, Q € F* e A¢ € F* para todo A € F*. Sejam A, B € F*,
usando a subaditividade de u* obtemos

p(E)<pu (EN(ANB))+u (EN(ANB)Y) < (ENANB)
p(ENANBS) 4+ u* (ENA°NB)+ p*(ENA°N B
= 1 (ENA) + p" (BN A%) = p'(E),

logo AN B € F*; concluindo que F* é uma algebra.

Passo 2. Sejam Aq,..., A, € F* disjuntos. Mostraremos que
n
(E N (Up_ 1Ak Z (ENAg)

para todo E C ). Com efeito, como Ay € F*, temos que

P (E N (Ui Ar)) = (B N (Ugzi Ak) N A1) + i (B 0 (U2 Ag) 0 A7)
= p(EN A+t (BN (Uf=Ar)),

onde a tltima igualdade é devida ao fato que A; e (U}_,Aj) sdo disjuntos.
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Utilizando o mesmo argumento para Ao, depois As, e assim por diante até
A, obtemos a identidade desejada.

Passo 8. Sejam Aq, Ag,--- € F* disjuntos. Mostraremos que U, A, € F* e
p(UndAn) = 3 1" (An).

Para isso, vamos mostrar que
oo
p*(E) < p*(ENG) + u*(ENG°) Z (ENAR)+p*(ENG°) < p*(E),

onde G = U,A,,.

As duas primeiras desigualdades seguem da subaditividade de up*. Para
mostrar a ultima desigualdade, definindo G,, = U}_; A, temos

p*(E) = p*(ENGy) + u*(ENGE) Z (ENAg) +p"(ENGS)
> p(ENAR)+pt(ENGY) — Z (ENAg) +p" (ENGO),
k=1 k=1

onde a primeira igualdade segue do Passo 1, pois G, € F*, e a segunda
igualdade segue do Passo 2. Isso conclui a demonstracao do Passo 3.

Como F* é uma algebra fechada por unides enumeraveis de conjuntos
disjuntos, é um M\-sistema fechado por intersecoes, logo, pelo Lema D.4,
F* é uma o-algebra. Como p* é g-aditiva em F*, isso conclui a prova da
proposicao. ([l

Demonstragdo do Teorema de Extensao de Carathéodory. Observe que, pela
Proposi¢ao D.10, A C F*, logo o(A) C F*. Ademais, p*, restrita a o(A), é
o-aditiva, logo é uma medida. Além disso, u*, restrita a A, coincide com
. Isso prova a parte de existéncia. Para unicidade, suponha que u* seja
o-finita, de forma que exista uma cole¢do enumeravel {A,}, em o(A) tal
que p*(Ay) < oo para todo n, e Uy A, = . Da Definicao D.8, para cada n
existe uma colegao enumeréavel {A,,  } tal que Uy A, 1 2 A, e p* (A, ) < 0o,
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Reindexando essa cole¢ao enumeravel {A,, i} 1 como {B;} ey e definindo
Cy=B1U---UBy, temos que Cy € A, u(Cy) < oo e Cp 1 Q. Observando-se
que A é um 7-sistema, segue do Teorema 3.37 (unicidade de medidas) que
u* é a tnica medida em o(A) que coincide com p em A, concluindo essa
demonstragao. O

D.3 Operacoes com fungoes mensuraveis

Esta secdo é uma continuagdo da Secdo 3.7 e consiste em fornecer as
demonstracoes omitidas dos ultimos lemas. Estas demonstragoes nao sao
particularmente dificeis, mas podem ser omitidas sem prejuizo & compreensao
de outras secoes do livro.

Demonstragdo do Lema 3.47. Como Q é denso em R, para cada w € €2,
f(w) < g(w) se, e somente se, existe r € Q tal que f(w) < r < g(w). Portanto,
podemos expressar {w : f(w) < g(w)} como a unido de {w : f(w) < r < g(w)}
sobre todo r € Q. Entao, podemos escrever

{(F<gt=UWr<r<gh)=U{sf<rin{r<g}.

reQ re@Q

Como Q é enumeréavel, concluimos {f < g} € F. Além disso,

{(f#9={f<gtu{f>g}eF,
{(f=9={f#9} eF,
{(f<gt={f<gtu{f=g}er

0 que prova o lema. O

Demonstragdo do Lema 3.48. Comegamos pela segunda parte. Suponha que
a soma f(w) + g(w) esteja bem definida para todo w. Seja b € R. A funcao
b— g é mensuravel, pois {b—g < ¢} = {g > b—c} € F para todo ¢ € R. Pelo
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Lema 347, {f+g < b} = {f <b—g} € F, provando que f + g é mensurével.

Agora mostraremos que a funcdo fg é mensurdavel. Afirmamos preliminar-
mente que f2 é mensurdvel. Com efeito, para ¢ < 0 temos {f? < c} =0 € F,
e para ¢ > 0 temos {f? < ¢} = {f < Ve}n{f > —y/c} € F. Suponha
inicialmente que f e g tomem valores em R. Observe que, pelas afirmagoes
demonstradas acima, f + g, f — g, (f +9)® e (f — g)? sdo mensuraveis e,

2 (p N2
fg:(f+g) 4(f 9°

fg também é mensuravel. Consideremos finalmente o caso geral, em que f e

como

g tomam valores em [—o0, +00]. Seja A ={w: f(w) € R e g(w) € R}. Note
que A € F. Defina f1 = fla, fo = flac, g1 = gl 4, g2 = g1 4c. Observe que
f2g2 assume valores em {—00,0,+00} e é mensuravel. Por outro lado, pelo
caso anterior fi1gi; é mensuravel. Como fg = f191 + f2g2, concluimos que fg
é mensuravel. ([

Segue do Lema 3.48 que, se f: Q — [—00,+00] é uma fun¢do mensuravel e
a € [—00,+00], entdo —f e af sdo fungdes mensurdveis.

Demonstragdo do Lema 3.49. Para qualquer a € R, podemos escrever

{sug fn < a} = (N {fn < a}.
nz n=1

Como {f, < a} € F para todo n > 1 e F é fechada por intersecoes
enumeraveis, sup,, fn € mensuravel. Observando que

inf fn = - sup(—fn),

nz1 n>1

concluimos que inf,,>; f,, também é uma funcdo mensuravel. Da definicao de

lim sup e liminf, temos

limsup f,, = inf sup [,
n n=lm>n
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liminf f, = sup inf f,,,
n n>1m>n
logo, ambas sdo fungbes mensuraveis. Finalmente, a funcdo f definida
no enunciado é dada pelo produto de limsup,, f, pela funcdo indicadora
do conjunto {limsup,, f, = liminf, f,} e, como ambas sdo mensurdveis, o
produto também é mensuravel, o que conclui a prova. O

D.4 Teoremas de Fubini e de Tonelli

Nesta se¢ao vamos provar o Teorema 5.81 (existéncia da medida produto), o
Lema 5.82, e os Teoremas de Fubini e de Tonelli.

Ao final da secdo, vamos estender a teoria para o produto de n espacos, e
com isso justificar o Teorema 4.5, a Proposicao 4.10 e a Observacgao 5.89.

Observe que o Lema 5.82 e o Teorema de Tonelli valem trivialmente se g é
a funcdo indicadora de algum retangulo A x B, pois, neste caso, g(z,y) =
14()-1p(y) é mensurdvel em cada varidvel, [, g(z,y)v(dy) = v(B) - 1a(x)
¢ mensurdvel em z, [o g(z,y)u(dz) = p(A) - 1p(y) é mensurdvel em y, e
Joy U, 90, 9w (dy)u(dz) = pu(A) - v(B) = o, (Jop, 90z )p(da))w(dy).

Lema D.11. Sejam (Qq, F1, 1) e (Q2, Fa,v) espagos de medida. Seja E €
F1 ® Fy e defina g(x,y) = 1g(z,y). Para todo x € Q fizo, g(x,y) é
uma fungio mensurdvel de y. Ademais, [, g(z,y)v(dy) define uma fungdo
mensurdvel de x.

Demonstragdo. Para a primeira afirmacdo, basta observar que a classe de
conjuntos E com essa propriedade forma uma o-algebra, que, pela observacao
acima, contém F; X Fo e portanto contém F; ® Fo.

Passamos a prova da segunda afirmacgdo. Suponhamos inicialmente que v
seja uma medida finita. Seja D a classe dada pelos conjuntos E para os quais
Ja, 1E(z,y)r(dy) define uma funcdo mensurdvel de x. Pela observacio feita
no inicio desta secdo, D contém o m-sistema F1 X Fa, que gera F1®Fo. Usando
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o Teorema 7-\, basta verificar que D é um A-sistema. Para F = {21 x (9,
temos g(z,y) = 1 para todo (z,y) € Q1 x Qs e a propriedade vale trivialmente.
Se £ € D, entdo [, 1ge(w, y)v(dy) = v(Q2)— [, Le(z,y)v(dy) é mensuravel,
logo E¢ € D. Sejam {E,},, C D disjuntos. Neste caso, pelo Corolédrio 5.58,
Jo, Lo B, (2, 9)v(dy) = [o, X0 1E, (2, y)v(dy) = X, fo, 15, (2, y)v(dy), que
é mensuravel pelo Lema 3.49. Logo, U, F,, € D, e portanto D é um A-sistema,
0 que prova o lema no caso em que v é finita.

Supondo agora que v é o-finita, tome B, 1 Qo tais que v(B,) < oo
para todo n, e defina v,(B) = v(B N B,) para todos B € Fy e
n € N. Pelo Teorema da Convergéncia Monétona, [q 1g(z,y)vn(dy) =
lim,, [o, 1(z,y) 1, (y)v(dy) = lim, [, 1e(z,y)va(dy), que, pelo caso
anterior combinado com o Lema 3.49, é uma fungdo mensuravel de x. U

Lema D.12. Sejam (1, Fi,p) e (22, F2,v) dois espagos de medidas o-
finitas. Entdo, existe uma unica medida 1t @ v na o-dlgebra F1 ® Fa tal que
(L@ v)(Ax B) = pu(A)v(B) para todos A € Fi e B € Fa. Essa medida é

dada por (5 © v)(E) = Jo, (Jo, 16(z, y)v(dy)u(d).

Demonstragdo. A integral iterada estd bem definida pelo Lema D.11, é uma
funcao o-aditiva de E pelo Corolario 5.58 aplicado a ambas integrais, e vale
zero quando F = (), portanto define uma medida. Esta medida atribui o
valor correto aos retangulos devido & observagao do inicio desta se¢do. Isso
prova a existéncia. Para a unicidade, usaremos novamente que JF; x Fo é
um 7-sistema que gera F; ® Fu. Tomando A,, 1 4, com p(A4,) < co para
todo n, e By, T 2y com v(B,,) < oo para todo n (o que é possivel pois i e
v sdo o-finitas), temos que A, x B, € F; X F satisfaz A, X By 1 Q1 x Q9
e (u®v)(A, x By) < oo para todo n. Sendo assim, podemos aplicar o
Teorema 3.37 (unicidade de medidas), o que conclui esta demonstragdo. [

Observe que o Teorema 5.81 segue do lema acima.

Demonstragdo do Lema 5.82. Se g = 1 para algum E € F; ® Fa, basta
aplicar o Lema D.11 diretamente e também com os papéis de = e y
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trocados, provando o lema para o caso de funcdes indicadores. Estendemos
a propriedade para fungoes simples ndo-negativas usando a linearidade da
integral e o Lema 3.48. Estendemos para o caso geral usando o Teorema da
Convergéncia Mono6tona e o Lema 3.49. U

Demonstragdo do Teorema de Tonelli. Suponha inicialmente que g = 1g
para algum E € F1 ® F2. Aplicando o Lema D.12, temos [ o, gd(p®@v) =
Ja, (Ja, ( dy)) (dx). Aplicando o lema com x e y trocados, temos
Jauxa, gd i ® = Ja,(Jq, 9(z,y)u(dz))r(dy), o que prova o teorema no
caso de fungoes mdlcadoras. Estendemos o teorema para uma fungoes simples
nao-negativas usando a linearidade das integrais. Finalmente, estendemos
o teorema para o caso geral usando o Teorema da Convergéncia Mondtona
para cada integral envolvida. (I

Demonstragcdo do Teorema de Fubini. Estamos supondo que

/Ql (/QQ (@, 9)[v(dy) ) p(dz) < o0

Como [q, | f(z,y)v(dy) é p-integravel em , é finito para p-quase todo = € Q.
Logo, o conjunto N definido por

N = {xEQl :/Q |f (z,y)| v(dy) :+oo}

2

satisfaz (N) = 0. Portanto, [o, f(z,y)v(dy) estd definido para p-quase
todo x € 4, pois estd definido para todo x € N°€.

Observe que, pelo Lema 5.82, f*(z,y) e f~(z,y) sdo fungdes mensuraveis
de y para todo x fixo e, ademais, [o f*(z,y)v(dy) e [, f~ (2, y)v(dy) sao
fungdes mensuraveis de xz. Usando que u(N) = 0, podemos desenvolver

Lo tdwen= [ prawen- [ pdgs)
(/92 f+(x,y)v(dy))ﬂ(dx) —/Q ( o, f_(l',y)y(dy>>/_j,(dx)

1
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:/NC (/92 f(z,y) u(dy))u(dx)—/NC( o, f(z,y) I/(dy))u(dx)

= .. ([ st vian)uan)

= | fmww@mmm
Q1 Qo
A prova de que [ q, fd(p®@v) = [qo,(Jo, f( p(dz))v(dy) é andloga, o
que conclui esta demonstragao. (I

Estendemos agora a teoria para o produto de n fatores.

Dados n espagos de medidas o-finitas (€25, Fj, 1) para j = 1,...,n, podemos
definir, recursivamente, a o-algebra produto como

Fi@ - F,=FQ - &Fu1)@F,
e a medida produto como
P1® @y = (1 @+ @ fip—1) @ fi.

Pode parecer arbitraria essa definicdo recursiva da direita para a esquerda.
Entretanto, mais abaixo vamos mostrar que, de fato,

Fio @ Fy=o(Fix - x Fa). (D.13)

Como Fi X - -+ X Fp, é um 7w-sistema, podemos concluir que 1 ® - ® un é a
tinica medida v em (21 X -+ X Qp, F1 @ --- @ F,) tal que

V(A X - x Ap) = p1(A1) . un(4y)
para todos A1 € Fi,..., A, € Fa.

Proposi¢ao D.14. A o-dlgebra de Borel em R™, B(R"), aquela gerada pela
classe dos conjuntos abertos, também € dada por B(R) ® --- @ B(R). Essa

o-dlgebra também é gerada pelos ortantes fechados, i.e., conjuntos da forma
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(—00,a1] X -+ x (=00, ap] com ay,...,a, € R.

Dada f : © — R", temos que f é B(R")-mensurdvel se, e somente se,

cada coordenada fi,..., fr for uma funcdo real mensuravel; portanto a
férmula (4.2) esta bem definida para todo B € B(R™). Com efeito, B(R™)
é gerada por B(R) x --- x B(R) e, usando o Lema 3.42, verificamos que

a mensurabilidade de f é equivalente & mensurabilidade de todas as suas
coordenadas.

Como os ortantes fechados formam um 7-sistema que gera B(R™) e que
contém a sequéncia (—oo, k]"™ T R™, podemos usar o Teorema 3.37 (unicidade
de medidas) para concluir que Fx = Fy implica Px = Py, provando o
Teorema 4.5. Da mesma forma, a condi¢do Fx(x) = Fx,(z1)...Fx, (xn)
para todo x € R" significa que Px(B) = (Px, ® --- ® Px, )(B) para todo
ortante fechado B, o que implica (pelo Teorema 3.37) que

]P)X:[PX1®"'®PX7”

0 que, por sua vez, implica que X1,..., X, sdo independentes. Isso prova a
Proposigao 4.10.

Como tanto a o-algebra produto quanto a medida produto foram definidas
recursivamente, o uso recursivo do Teorema de Tonelli feito na Observacao 5.89
estd bem justificado, assim como a identidade B(R") = B(R) ® - - - ® B(R),
diretamente pela a proposicao acima.

Para provar (D.13) e a Proposigdo D.14, usaremos o seguinte fato, cuja prova
fica como exercicio: dados dois conjuntos nao-vazios Q' e Q" e uma classe &€
de subconjuntos de ', vale o(€ x {Q"}) = o(€) x {Q'}.

Demonstragao de (D.13). Vamos supor que a identidade vale com n — 1.
Como Fy X -+ X Fp C(F1® @ Fpn_1) X Fp, segue que o(Fy X --- x F,) C
F1®- - -@F,. Resta mostrar a inclusdo oposta. Seja B € (F1®- - -®@F,_1)xXFy
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eescreva B=A"x A" com A e ;1 ® - ® F,_1 e A” € F,. Observe que
B=(A"xQ,)N (0 x - x Qg x A").

Como A" x Q, € 0(Fr X -+ X Fpe1) X {Qn} = 0(F1 X -+ X Fpe1 X {Qn})
e X XQuy x A" e Fy x - x Fp, segue que B € o(Fp X -+ X Fp).
Logo, (Fi® - @ Fp—1) X Fp C o(F1 X -+ X Fy) e, portanto, F1 @+ @ F, C
o(F1 X -+- x Fp), o que conclui a prova. O

Demonstragdo da Proposicdo D.1/. Definimos C,, como a classe dos ortantes
fechados em R", D,, como a classe dos conjuntos abertos de R”, e &, =
B(R"!) x B(R). Vamos provar que o(C,) C (D)) C 0(&,) C o(Cy).

Seja C' € C,. Como C é fechado, C¢ € D,, logo C € o(D,). Ou seja,
Cn C o(Dy,), portanto o(Cy,) C o(D,,). Seja D € D,,. Pelo Teorema A.10,
podemos escrever D = UgenEy, onde Ey, € &, para cada k, logo D € o(&,,).
Ou seja, D,, C o(&,), portanto (D) C o(&y).

Resta mostrar que o(&,) C o(Cy,), o que faremos por indugdo. O cason =1 ¢
dado pela Proposicao 1.43. Supondo que a inclusdo vale para um n € N fixo,
vamos mostrar que B(R") x B(R) C ¢(Cp+1). Afirmamos que B(R") x {R} C
0(Cpt1). Com efeito, dado A € C,,, podemos tomar By, = AX (—o0, k] € Cpy1,
que satisfaz U By, = A xR, donde A xR € 0(Cy41), logo Cp, x {R} C 0(Cpt1),
portanto o(C,) x {R} = o(C,, X {R}) C 0(Cpt1). Afirmamos também que
{R"} x B(R) C 0(Cp+1), € a prova é anédloga. Finalmente, dados A € B(R")
e B € B(R), podemos escrever A x B = (A xR)N (R" x B) € 6(Cp+1). Ou
seja, Ent1 € 0(Cpy1), portanto o(Ept+1) € 0(Cpt1), concluindo a prova. [

D.5 Teorema de Radon-Nikodym

Nesta secao provaremos o Teorema de Radon-Nikodym.

Comegamos motivando a ideia da prova. Suponha que p e v sdo medidas
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finitas e v < p. Estamos a busca de uma fun¢ao mensuravel f tal que
V(A) = / fdu VAeF. (D.15)
A

Descrever f é o mesmo que descrever os subconjuntos de {2 onde f assume
determinados valores. Seja Doy = {w :a < f(w) < b}. Por (D.15),

a- (AN Dgp) KV(ANDgy) <b-uw(ANDgy) VAeF.

Observe que a relagdo acima nao faz referéncia explicita a f. Para percorrer
o caminho oposto, gostariamos de ir fatiando 2 em conjuntos da forma
D, ; com essa propriedade, e usar esses conjuntos para ir construindo f. O
primeiro passo seria decompor 2 = N, U NS de forma que

V(ANNg) <a-p(ANN,) ev(ANNS) > a-u(ANN;) VAeF. (D.16)
Para isso, vamos estudar a fungao A : ¥ — R dada por
AA) =v(A) — ap(A).

Uma carga (ou medida com sinal) em (€2, F) é uma funcao A : F — [—00, +00]
tal que A() = 0 e, para toda sequéncia de conjuntos (4,), em F disjuntos,
pelo menos uma das somas Y., AM(4,)T e >, A(4,)~ é finita, e A\(U,A4,) =
> n A(Ay). Dizemos que N € F é um conjunto negativo para A se A\(ANN) < 0
para todo A € F. O conjunto vazio é um exemplo trivial de conjunto negativo.

Lema D.17. Seja A uma carga em (Q, F). Para todo D € F, existe A€ F
tal que A é negativo, A C D e AM(A) < A(D).

Demonstragio. Podemos supor que A(D) < 0, pois caso contrario podemos
tomar A = (). Vamos definir uma sequéncia decrescente (A, ), e verificar que
A =nN,A, é o conjunto procurado. Definimos inicialmente Ay = D. Se A, ja
foi definido, tome ¢, = sup{\(B) : B € F,B C A, } e note que t,, > A(0)) = 0.
Seja €, = min{%”, 1} (precisamos do minimo para assegurar-nos de que
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gn < ty Mo caso t, = +00) e tome B, € F tal que B, C A, e A(By,) > &y,.
Defina Ap41 = A, \ B e A=A, CD.

Observando que U, B, C D e que esta tltima unido é disjunta,

A(D) = MA) + > A(Bn) 2 MA) + ) en = A(A).

Falta mostrar que A é negativo. Observe que Y., A\(B,) < +00, pois caso
contrario terfamos A\(D) = +oo. Portanto, A(B,) — 0 quando n — oo e,
por conseguinte, t, — 0. Agora seja C' € F tal que C C A =N, A,. Como
C C A, pela defini¢ao de t,, temos A\(C) < t,, para todo n € N. Portanto,
AC) < inf, t, = 0, 0 que mostra que A é um conjunto negativo. ([

Teorema D.18 (Teorema de Decomposigao de Hahn). Seja A\ uma carga
em (Q,F). Entdo existe um conjunto N € F tal que A(BNN) < 0 e
ABNN€) >0 para todo B € F.

Demonstragdo. Como preliminar, observamos que A ndo pode assumir ambos
os valores —oo e +00. Com efeito, se A\(A) = —oo para algum A € F, segue
que A(2) = A(A) + M(A€) = —c0 e, analogamente, se A(B) = +oo para
algum B € F, entdo A\(€2) = +oo. Portanto, podemos supor, sem perda de
generalidade, que A(A) # —oo para todo A € F (caso contrario bastaria
considerar —\ ao invés de A e tomar N€ no lugar de N).

Seja a = inf{\(A) : A € F é um conjunto negativo para A} e note que
a < A(0) = 0. Tome uma sequéncia (A,), de conjuntos negativos tal que
AMAp) — a, e defina N = U, A,. Como a unido enumerdvel de conjuntos

negativos é negativa (exercicio!), segue que N é um conjunto negativo.

Afirmamos que « = A(N) e, em particular, o« # —oo. Com efeito,
a<AN)=XA,) +MN\ A,) < AAy) — «,

onde as desigualdades seguem da definicdo de a e da negatividade de V.
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Finalmente, seja B € F. Como N é negativo, segue que A(BNN) <0, e
resta mostrar que A(B N N€¢) > 0. Pelo Lema D.17, existe A € F tal que
A C BN N¢ A énegativo e AM(A) < A(B N N°). Para mostrar que A\(4) > 0,
observamos que, como AU N é um conjunto negativo,

a < MAUN) = AA) + AN) = A(A) + o,

e podemos subtrair a pois —oo < a < 0, completando a prova. (I

Prova do Teorema de Radon-Nikodym. Vamos supor inicialmente que v e u
sejam medidas finitas, e posteriormente extrapolar para o caso geral.

Para cada a > 0, pelo Teorema de Decomposicao de Hahn existe N, € F
satisfazendo (D16) Definimos D071 = Ny, DLQ = Na N Nlc, D273 = N3N
Nf N NS, e assim por diante. Observe que esses conjuntos sao disjuntos e
UrDg—1,x = UpNg. Defina S = Q \ UgNg.

Observamos que S, Dy 1, D12, D2 3,... formam uma particao de €2. Além
disso, como S C Nf temos por (D.16) que v(S) > ku(S) e, como isso vale
para todo k e v(S) < oo, temos u(S) = 0. Como v < u, segue que v(S) = 0.
Como observagao a parte, sem a hipdtese de v < u, podemos decompor
v =14 + V|, € vamos encontrar a derivada de v| . com respeito a p.

Nossa primeira aproximacao para f serd dada por

fow)=>"j-1p, ., (w).
J

De (D.16), obtemos, para todo A € F e todo j € N,

V(AN Djj+1) 2 ju(AN Djji1) = / fodu
ANDj,j41
€
v(ANDjj1) < (G + (AN Djj41) = / (fo+1)dp.
ANDj,j41
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Somando sobre j, temos
[ fodu<v@) < [ pdpt ) vaer.

Vamos agora subdividir cada intervalo ao meio. Para cada j € Ny, definimos
Djjv172 = Djj1 0 Njy1yz € Djyapojer = Djje1 N NGy . Novamente, a
familia (Dj/2,(j11)/2)jeN, forma uma particio de Q2 \ S. Definimos

_ ~1;
fl(UJ) - 22 J ]lDZ_lj,Z_l(j+1) (UJ)
j
Com essa defini¢ao, temos f1 > fo = 0 e, de forma andloga a relagao anterior,

[ fran<oa < [ fanoua) vaeF
A A

Partindo novamente os intervalos ao meio, construimos fs > f1 tal que

[ pan<v < [ pdp+2?ua) vaer,
A A

e assim por diante obtemos f; > fr_1 tal que

[ gean<vay< [ fdurotua) vae
A A

Tomando f = limy, fx, pelo Teorema da Convergéncia Monétona temos (D.15)
pois p(A) < 00, 0 que prova o teorema no caso de u e v finitas.

Mostraremos agora o caso geral, ou seja, quando u e v sdo o-finitas. Neste
caso, existe uma partigdo (A, )nen de Q tal que u, = W4, €Vn =1V|, S30
medidas finitas e v, < p,. Tome f, = gﬁ, edefina f =3, fnla,. Verificar

que f = S—Z é imediato:

v(A) = an vp(A) = ;/A o dpn = ;/A fola, dp= /A anfnllAn dp.
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Isso conclui a prova do teorema. [l

D.6 Distribuicao condicional regular

Nesta secao vamos provar os Teoremas 11.58 e 11.59.

Para isso, vamos construir uma fungdo Fx|y mensurdvel em ambas as varidveis
e tal que

Y
Fry@y) = [ Fuy(aly) Pr(y)

para todos x,y € R. Comecamos estudando uma funcio G : R? — R que
terd determinadas propriedades em “quase todos” os pontos x e y, depois
usar G para construir F’ X|y, e finalmente usar F' X|y para construir P X|Y-

Sejam X e Y varidveis aleatérias definidas em um mesmo espaco de
probabilidade.

Lema D.19. Para todo = € R, existe uma fun¢ido mensurdvel G(x|-): R —
[0,1], tal que

P(Y <2.Y €C) = [ Glaly) Py (dy)
C
para todo C € B.
Demonstragdo. Seja x € R fixo. Defina
v(C)=P(X <z,Y € 0), u(C) =P €C)

para todo C' € B. Como v < u, pelo Teorema de Radon-Nikodym, existe
uma funcdo mensurdvel G(z|-) : R — R, tal que

P(X <z,Yel)= / G(z,y)Py(dy) para todo C € B.
C

Como essa integral nunca é negativa, G(x,y) > 0 para Py-quase todo y € R.
Como P(X > z,Y € C) = [,[1—G(x,y)Py(dy) nunca é negativo, segue que
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G(z,y) < 1 para Py-quase todo y € R. Modificando G(z,y) em um conjunto
de medida Py nula, podemos supor que G(z,y) € [0, 1] para todo y € R. O

Para construir Fx|y a partir de G, usaremos o fato de que Q ¢ enumeravel
e denso em R, e que unides enumeréveis de conjuntos de medida nula tém
medida nula.

Lema D.20. Eziste uma fungio Fxy(-|) : R* — R com as seguintes
propriedades:

(1) Fxyy(-ly) € uma fungio de distribuigdo para todo y € R fizo,
(2) Fxy(ql-) € uma fungio mensurdvel para todo q € Q fizo,
(3) Fxy(q,y) = [Y Fxjy(qls) Py (ds) para todos g € Q ey € R.

Demonstragao. Para cada ¢ € Q, seja G(¢|-) a fun¢ao dada pelo Lema D.19.
Agora, para cada par de racionais r < ¢, seja

Arrqg={yeR:G(r|y) <G(qly)} €B.

Definindo A1 = Ny 4A1,4, temos que Py (A1) = 1, pois Py (A41,4) = 1 para
todos r < q. Com efeito, [,[G(qly) — G(r|y)|Py(dy) =P(r < X < ¢q,Y €
C) > 0 para todo C' € B, donde concluimos que o integrando é nao-negativo
para Py-quase todo y € R.

Em seguida, para cada ¢ € Q, definimos
Arg={y € A1:Gg++|y) = Glg|y)} € B.
Observe que
[ Gla+ L By ldy) = POX < g+ 1) = BX <) = [ Glaly) Pr(dy).

logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

[, Gla+ 2y By (dy) = [ Glaly) Br(ay)
R R
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e, como o integrando do lado direito é cotado superiormente pelo integrando
do lado esquerdo, eles tém que ser iguais para Py-quase todo y, ou seja,
P(A3 4 = 1). Novamente, tomamos Ay = NgegAa,, € definimos agora

A={ye€ Ay: lim G(k|y)=1, lim G(k|ly)=0}€B
k—4-00 k——o0

e, pelo mesmo argumento utilizado para As 4, pode-se mostrar que Py (A) = 1.

Finalmente definimos, paray € Aex € R

Fxy(zly) = inf{G(qly) : ¢ € Q,q¢ > z}.

Para y € A, definimos Fxy (z|y) = Fx(z).

Observe que, pela definicdo de G e Fxy, a fungdo Fixy (- [y) é uma funcio de
distribuicdo para todo y € R, como afirmado. Agora seja x € Q fixo. Observe
que Fyy(zly) = G(z|y)La(y) + Fx(z)14c(y) e, pelo Lema D.19, isso define
uma funcao mensuravel de y. Ademais, como Py (A) =1, o item (3) também
segue diretamente do Lema D.19. O

Na demonstragao acima, a fun¢ao Fx|y foi obtida através do Lema D.19,
que nao diz como calculd-la. Ressaltamos que a fungao definida por (11.57)
também satisfaz a essas trés propriedades, porém a demonstragdo desse fato
exige ferramentas de Teoria da Medida que vao muito além do escopo deste
livro (ver Teorema 6.66 em Giaquinta e Modica (2009)).

Demonstragao do Teorema 11.58. Seja Fx|y como dada pelo Lema D.20.

Preliminarmente, afirmamos que, para todo g € Q, vale
P(X <qY el)= / Fxy(qls)Py(ds) para todo C € B. (D.21)
C

Com efeito, ambos os lados determinam medidas de probabilidade em C' e,
pelo item (3) do Lema D.20, essas medidas coincidem na classe {(—00, y|}yer,
que forma um 7-sistema e contém {(—oc,n]},, cuja unido é R, logo, pelo
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Teorema 3.37 (unicidade de medidas), elas coincidem para todo C € B.

Para cada y € R, definimos Py y (-|y) como a medida de probabilidade em
R correspondente & fungdo de distribuigdo Fx|y(-|y). Seja D a classe de
conjuntos B € B tais que Px|y (B |y) é uma fungao mensuravel de y e tais
que

P(X € B,Y € C) = / Pxy(B|y)Py(dy) paratodo C € B. (D.22)
C

Observe que D é um A-sistema (exercicio!). Seja C a classe dos conjuntos
da forma B = (—00,q| com ¢ € Q. Para B € C, Pxy(B|y) é uma fungao
mensuravel de y pelo item (2) do Lema D.20; ademais, (D.22) se reduz
a (D.21). Ou seja, C C D. Como C é um 7-sistema e o(C) = B, segue do
Teorema 7-A que D = B, o que prova o Teorema 11.58. O

Demonstracao do Teorema 11.59. A ideia da prova é estudar a classe das
funcbes ¢ para as quais vale o enunciado do teorema. Consideramos
inicialmente g(x,y) = 1 4(z,y) para A € B(R?). Seja D a classe dos conjuntos
A € B(R?) para os quais a integral interna em (11.60), com 14 no lugar de
g, fornece uma fungdo mensurével de y e vale a igualdade (11.60). Observe
que D é um A-sistema (exerciciol!). Seja C = {B x C : B,C € B(R)}. Pela
Definigao 11.56, temos que, para todos B, C € B(R)

/R Lo (@, y) Py (dely) = Lo (y)Pxy (Bly),

que é uma fungdo mensuravel de y e cuja integral com respeito a Py
é igual a E[lpxc(X,Y)]. Ou seja, C € D. Como C é um 7-sistema
e 0(C) = B(R?), segue do Teorema 7-A que D = B(R?). Isso prova
o teorema para fungbes mensurdveis g que apenas assumem valores 0 e
1. Por linearidade, vale o teorema para funcbes simples ndo-negativas.
Finalmente, seja g : R? — [0, +-00] uma fun¢io mensuravel. Tome 0 < g,, 1 g,
onde as fungoes g, sdo simples. Pelo Teorema da Convergéncia Mondtona,
Jr 9(2,y) Pxpy (dzly) = limy, [ gn(z,y) Pxy (dz|y) e, como limite de fungdes
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mensuraveis é mensuravel, segue que a integral interna em (11.60) fornece
uma func¢ao mensuravel de y. Como

M%@J%:A(A%QWWMAMMWﬂw)

para todo n, pelo Teorema da Convergéncia Mono6tona, vale a igualdade
em (11.60). Isso conclui prova do Teorema 11.59. O

D.7 Desigualdades de Holder e de Minkowski

Nesta secdo vamos enunciar e provar as Desigualdades de Holder e
Minkowski. Comecamos pela Desigualdade de Young, que serd usada na
prova. Salientamos que nesta se¢do estamos no contexto de espacos de medida
que nao sao necessariamente espacos de probabilidade.

Dado um espago de medida (€2, F, u), uma fungdo mensurdvel f : Q —
[—00, +00] e p > 1, definimos

190 = ([ 15 an) "

caso a integral seja finita, e || f||, = +o00 caso contrario. Definimos £P como
o conjunto das fun¢des mensurdveis f : Q — [—oo, +00] tais que || f||, < oco.
No caso p = 1, vale a desigualdade triangular pois

17+l = [ 17 +aldu < [ (1+Iol) dp = 1+ gl

Daqui em diante vamos supor que p > 1.

Seja p > 1 fixo. Tome ¢ > 1 tal que
1

1
S+ =1
P oq

Dessa identidade, seguem: p — 1 = qi—l e(p—1)g=p.
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Teorema D.23 (Desigualdade de Young). Para a,b > 0,

al b
ab < — + —.
p q

Demonstra¢io. Considere a curva s = rP~1, ou seja, r = s971, no quadrante
{(r,s) € [0,00)%}. A Desigualdade de Young segue de

p b4 a b
T4 / rP=tdr —|—/ s971ds > ab,
p q 0 0

que vale porque as integrais acima correspondem a areas de regioes cuja
unido contém o retangulo [0, a] x [0, b]. O

Teorema D.24 (Desigualdade de Holder). Dados um espago de medida
(Q, F,p) e fungoes mensurdveis f e g : Q — [—o0, +00], vale

[ 17914 <171+ gl

Demonstrag¢io. Podemos supor que ||f|l, > 0 e ||g|l; > 0, caso contrério
f-9=0q.t.p. e a desigualdade vale trivialmente. Também podemos supor
que || f]lp < oo e ||gllq < 00, caso contrario || f|,-|lg|lq = +00, e a desigualdade
vale trivialmente. Dividindo f por ||f||, e g por ||g|lq, podemos supor que
lfllp=1e|lglly = 1. Aplicando a desigualdade de Young,

P, lgl? 1.1
KJM\M Q(p q) n=ot 1£llpllgllq

o que prova a Desigualdade de Holder. O

Teorema D.25 (Desigualdade de Minkowski). Dados um espago de medida
(Q, F, ) e fungoes f,g € LP, f+ g estd definida q.t.p. e

1+ gllp < [1fllp + [lgllp-
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Demonstragdo. Observe que f e g sdo finitas q.t.p., donde f + g estéd definida
q.t.p. Ademais, |f + g|P < |2f[P + |2g|P, logo || f + gl|, < o0. Podemos supor
também que ||f + g||, > 0, caso contrario a desigualdade vale trivialmente.
Desenvolvendo as integrais e usando a Desigualdade de Holder,

[ A7 +grdu= [ 1f+gl-17 + gl du
Q Q
. -1 . -1
< U117+ g d [ g1+ g dp
< (Il + Nall) ([ (17 + ™) du)”

= (1l + gl ([ 17 +olPam)

Ul + ol |
==t f gl dp
gy JolfT9

e, simplificando, obtemos a Desigualdade de Minkowski. ([l
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Tabela Normal

No verso apresentamos os valores da distribuigdo normal ®(z) = P(X < z)
se X tem distribui¢do normal padrao.

Para formar a tabela escrevemos z = x +y, onde x corresponde a parte inteira
de z e a primeira casa decimal, e y corresponde a segunda casa decimal de z.
Nas linhas temos x variando de 0,0 a 3,4 e nas colunas y varia de 0,00 a 0,09.

Portanto, temos 350 valores de z, de 0,00 a 3,49.

E importante observar que a tabela tem sérias limitagdes. Primeiro, se z
é conhecido somente até a segunda casa decimal (tendo, pois, dois ou trés
algarismos significativos), é necessario comparar com os valores de z £+ 0,01
para saber quantas casas decimais de precisao terd ®(z). Ha que se notar
também que 1 — ®(z), que da a probabilidade de X > z, pode ter muito
menos digitos significativos que ®(z), principalmente para z > 2,3 e ainda
pior para z > 3,1.
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Tabela Normal: ®(x + y), onde x sdo os valores das linhas e y os das colunas.

I [ 0.00 0,01 0,02 0,03 004 [ 005 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 [ 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 | 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 || 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 | 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 || 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 | 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 || 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 | 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
04 || 06554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 | 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 || 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 | 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 || 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 | 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 || 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 | 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 || 0,7881 10,7910 0,7939 0,7967 0,7995 | 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 || 0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 | 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
1,0 || 0,8413 10,8438 0,8461 0,8485 0,8508 | 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 || 0,8643 10,8665 0,8686 0,8708 0,8729 | 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 || 0,8849 10,8869 0,8888 0,8007 0,8925 | 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 || 0,9032 0,0049 0,066 0,9082 0,9099 | 0,9115 00131 0,9147 0,9162 0,9177
1,4 || 0,9192 00207 0,9222 0,9236 0,9251 | 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
1,5 || 0,9332 0,0345 0,9357 0,9370 0,9382 | 0,9394 0,0406 0,9418 0,429 0,9441
1,6 || 0,9452 00463 0,9474 0,9484 0,9495 | 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 || 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 | 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 || 0,9641 0,0649 0,9656 0,9664 0,9671 | 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 || 0,9713 00719 0,9726 0,9732 0,9738 | 0,9744 0,750 0,9756 0,9761 0,9767
2,0 || 0,9772 0,9778 0,9783 0,9788 0,9793 | 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817
2,1 || 0,9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 | 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
2,2 || 0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 | 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
2,3 || 0,9893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 | 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916
2,4 || 00918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 | 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936
2,5 || 0,0938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 | 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
2,6 || 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 | 0,9960 0,9961 0,0962 0,9963 0,9964
2,7 || 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 | 0,9970 0,9971 0,0972 0,9973 0,9974
2,8 || 0,9974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 | 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
2,9 || 0,0981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 | 0,0984 0,985 0,9985 0,9986 0,9986
3,0 || 0,0987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 | 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990
3,1 || 0,0990 0,9991 0,9991 0,9991 0,9992 | 0,9992 0,9992 0,9992 0,9993 0,9993
3,2 || 0,9993 0,9993 0,9994 0,9994 0,9994 | 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995 0,9995
3,3 || 0,0995 0,9995 0,0995 0,9996 0,9996 | 0,996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997
3,4 || 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 | 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998
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