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Prefacio

Estas notas foram produzidas a partir de notas de aula das disciplinas Proba-
bilidade, do mestrado em Ciéncias Atuariais da PUC-Rio, ministrada em 2006,
Introdugao & Probabilidade, ministrada em 2012 e 2013 no IMPA, e Teoria da
Probabilidade, ministrada em 2017 na NYU-Shanghai.

Para seguir estas notas ndo é necessirio qualquer conhecimento prévio em
Probabilidade. Os pré-requisitos sio célculo de derivadas e integrais em RY,
limites de sequéncias, convergéncia de séries, e limites laterais de fungdes. Para
seguir as demonstragoes mais avancadas, o leitor deve estar familiarizado com as
propriedades elementares de limsup e liminf, polindmios de Taylor e supremo de
conjuntos.

Descricao e Interdependéncia dos Capitulos

A primeira parte destas notas consiste de 4 capitulos que devem ser estudados em
sequéncia, antes de passar para os capitulos seguintes. No Capitulo 1 introduzimos
os espagos de probabilidade, probabilidade condicional e independéncia de eventos.
Os Capitulos 2 e 3 estudam as variaveis aleatérias e vetores aleatérios, com énfase
nos casos discreto e absolutamente continuo. No Capitulo 4 é estudada a esperanga
matematica, suas propriedades, momentos, variancia e algumas desigualdades.

A segunda parte contém uma escolha de assuntos mais comumente abordados em
um curso introdutério de Probabilidade. O Capitulo 5 trata do lema de Borel-
Cantelli e da convergéncia de varidveis aleatérias. Os Capitulos 6 e 7 apresentam a
Lei dos Grandes Numeros e o Teorema Central do Limite. O Capitulo 8 introduz a
funcao geradora de momentos e a funcao caracteristica, incluindo convergéncia em
distribuicao. No Capitulo 9 estudamos a esperanga condicional dada uma particao e
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a esperancga condicional regular. Os capitulos desta segunda parte sdo basicamente
independentes entre si, exceto que os Capitulos 6, 7 e 8 que dependem em maior
ou menor medida do Capitulo 5.

Na terceira parte estudamos topicos menos canénicos para um curso introdutério.
No Capitulo 10 estudamos teoremas de convergéncia da esperanga, no Capitulo 11
estudamos passeios aleatérios na rede hipercubica, e finalmente no Capitulo 12
estuamos o Principio dos Grandes Desvios. Os capitulos da terceira parte
pressupoem que o leitor passou pelos Capitulos 5, 6 e 7.

Rigor Matematico

A primeira parte é auto-contida e matematicamente rigorosa, inclusive na
construgao da Esperanca Matemadtica como supremo sobre funcoes simples, sua
férmula para os casos discreto e continuo, e suas propriedades fundamentais.

H4 uma omissdo importante: sem demonstrar, assumimos implicitamente a
existéncia de varidveis aleatérias continuas, ou de uma sequéncia infinita de
variaveis aleatérias com determinada distribuicao conjunta.

Uma omissdo secundaria é o significado de integral. As varidveis aleatérias
absolutamente continuas sdo definidas e estudadas em termos de uma integral,
sem discutir o que significa a integral em si. Em todos os exemplos que vamos
considerar, a integral que conhecemos do Célculo é suficiente.

Na segunda parte, algumas demonstracoes que dependem de teorias mais avancadas
e serdo omitidas com um aviso correspondente. As principais sdo: existéncia
e propriedades da distribuicao condicional regular e da esperanca condicional, a
mudanga de varidveis no plano complexo para obtencao da funcao caracteristica de
uma gaussiana, equivaléncia entre convergéncia em distribuicdo e convergéncia da
esperanga de funcoes-teste suaves e limitadas.

Toépicos Omitidos

Alguns tépicos importantes sdo omitidos, dentre eles: quantil de uma variavel
aleatéria; estatistica de ordem, método do Jacobiano sem bijegao, distribuicao nor-
mal multivariada, funcao geradora e fungdo caracteristica para vetores aleatorios,
distribuigao condicional de vetores aleatérios.
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Erros e Omissoes

Estas notas contém intimeras imprecisoes e omissoes. A quem faca uso deste texto,
peco que me enviem os comentarios, criticas e corre¢oes que venham a surgir.
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Capitulo 1

Espaco de Probabilidade

O objetivo deste texto é introduzir o estudo formal dos Espacos de Probabilidade, as
varidveis aleatérias e suas propriedades. A Teoria da Probabilidade estuda eventos
aleatorios, i.e., eventos que nao possuem regularidade deterministica, mas possuem
reqularidade estatistica. A auséncia de regularidade deterministica significa que
observagoes feitas nas mesmas condigdes ndo dao o mesmo resultado, enquanto a
regularidade estatistica se manifesta na estabilidade estatistica de frequéncias.

Por exemplo, no lancamento de um dado, apesar de a trajetéria do dado ser
deterministica do ponto de vista da mecénica Newtoniana, é impraticavel tentar
prever seu resultado: este experimento nao possui regularidade deterministica.
No entanto, esse experimento possui regularidade estatistica e o tratamento
probabilistico é o mais adequado.

Um Espaco de Probabilidade, ou Modelo Probabilistico, ou ainda Modelo Estatistico,
é uma abstracao matematica, é uma idealizacdo que busca representar os fené6menos
aleatérios.

1.1 Espaco de Probabilidade

Um modelo probabilistico tem trés componentes bésicas:

1. Um conjunto €2 formado por todos os resultados possiveis do experimento,

13



14 CAPITULO 1. ESPACO DE PROBABILIDADE

chamado espag¢o amostral.

2. Uma classe apropriada F de subconjuntos do espaco amostral, chamada classe
de conjuntos mensurdveis ou eventos aleatorios.

3. Uma fungdo P que associa a cada conjunto mensuravel um nimero real, que
representa a ideia de chance, verossimilhanca, confianca, credibilidade, ou
probabilidade. Esta funcao é chamada de probabilidade, medida, ou medida
de probabilidade.

Resultados equiprovaveis Num modelo em que os resultados sdo equiprovaveis,
o0 espago amostral € um conjunto finito {2 e a medida de probabilidade é proporcional
a quantidade de resultados que fazem parte de um dado evento:

_#B

=40

onde #B denota a cardinalidade do conjunto B C §2, isto é, a quantidade de
elementos que pertencem a B.

P(B)

Exemplo 1.1. Imagine o sorteio de uma carta em um baralho francés com 52
cartas (numeradas A4,2,3,...,9,10,J,Q, K e de naipes &,O,#,<). Queremos
saber a probabilidade de um jogador tirar 4és, 70, A ou 7, evento que serd
denotado por B. Temos entao:
#B 4 1
PB)=-—=—=—=8%.
(B) #5213 K
Exemplo 1.2. Imagine o lancamento de um dado em que um jogador precisa obter
5 ou 6. Neste caso temos Q = {1,2,3,4,5,6}, B={5,6} e
_#B 2

PB) =g =5=

Espago discreto Outro exemplo um pouco mais complicado é quando o
espaco amostral ) é discreto, isto é, pode ser escrito como uma sequéncia
QO = {x1,22,23,...}. Neste caso ndo faz sentido que todos os elementos sejam
igualmente provaveis.
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A cada possivel resultado x,, é associada uma probabilidade p(z,,) de forma que

Z p(zn) = 1.
n=1
Para um subconjunto B C Q) definimos

P(B) = p(x).

zEB

Exemplo 1.3. Imagine que langamos um dado em sequéncia até obter o niimero 3,
e contamos o nimero de lancamentos necessarios, ou seja, o resultado desse
experimento é o nimero de lancamentos efetuados. Entao caso o espago amostral
Q é dado pelo conjunto N dos nimeros naturais

N=1{1,2,3,...}.

Neste caso, p(n) = £ (2)"~1. Seja A = “obter um 3 em no maximo 5 tentativas” e

B = “nao se obter o 3 nas primeiras 10 tentativas”. Temos

l,(ﬁ)Sl
PA) =g+ x 3+ +5x (D) =250 =1-(§)° = 735 = 60%.
6

5
PB) =4 + O+ 532 4+ = T — ()0~ 16%.
A seguir veremos uma formulagdo mais precisa desses conceitos.

Espaco Amostral

Um conjunto nao-vazio €2, cujos elementos representam todos os resultados possiveis
de um determinado experimento, é chamado de espaco amostral. O experimento
é dado pela escolha de algum dos possiveis w € €2, e dizemos que o w escolhido
representa a realizagdo do experimento.

Exemplo 1.4. Se o experimento consiste em langar uma moeda, entdo

Q={0,1},
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onde 1 representa a face “cara” e 0 representa a face “coroa”.

Exemplo 1.5. Se o experimento consiste em lancar um dado e observar a face
superior, entao
0 =1{1,2,3,4,5,6},

onde cada ntmero representa o possivel valor da face observada.

Exemplo 1.6. Se o experimento consiste em langar duas moedas, entao

Q= {07 1}2 = {07 1} X {0, 1} = {(0,0), (07 1), (170)7 (17 1)}7

onde a primeira coordenada representa o valor observado na primeira moeda, e a
segunda coordenada, o da segunda moeda.

Exemplo 1.7. Se o experimento consiste em lancar dois dados e observar as faces
superiores, entao

Q=1{1,2,3,4,5,6}* = {w = (w1, ws) : w1, ws € {1,2,3,4,576}}.
Exemplo 1.8. Lancar uma moeda infinitas vezes em sequéncia.
Q={0,1}"={0,1} x {0,1} x -+ = {w = (wp)nen : wy, € {0,1} para todo n}.

Exemplo 1.9. Se o experimento consiste em medir a dura¢do de uma lampada,
entdo um possivel espago amostral é dado por 2 = [0, c0).

Eventos Aleatérios

Qualquer subconjunto A do espago amostral €, isto é, A C €, ao qual atribuimos
uma probabilidade, é dito um evento aleatorio.

Dizemos que o evento A ocorre se a realizagdo w é tal que w € A. Vamos traduzir
algumas operacoes sobre conjuntos para a linguagem de eventos.

A unido AU B é o conjunto de todos os w € () tais que w pertence a A ou w
pertence a B, ou seja, é o conjunto das realizagoes w tais que algum dos eventos A
ou B ocorrem, portanto AU B é o evento “A ou B”.

Exemplo 1.10. No langamento de um dado (© = {1,2,3,4,5,6}) considere os
eventos A = “par” = {2,4,6} e B = “multiplo de 3” = {3,6}. O evento “A ou
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B” contém todos os resultados que sejam pares ou multiplos de 3 (ou ambos!), e é
dado por C = AU B =1{2,3,4,6}.

Analogamente, a intersecio A N B, que é dada por {w € Q:w € Aew € B}, é
o conjunto das realizagbes w tais que ambos os eventos A e B ocorrem, portanto
ANBéoevento “A e B”.

Exemplo 1.11. No lancamento de um dado (€ = {1,2,3,4,5,6}) considere os
eventos A = “par” = {2,4,6} e B = “miltiplo de 3” = {3,6}. O evento “A e B”
contém todos os resultados que sejam pares e ao mesmo tempo multiplos de 3, e é
dado por C = AN B = {6}.

Denotamos por A¢ o complementar do conjunto A, dado por A° ={w € Q:w ¢ A},
ou seja, o conjunto das realizagbes w para as quais o evento A néo ocorre, portanto
A€ é o evento “ndao A”.

Exemplo 1.12. No langamento de um dado (2 = {1,2,3,4,5,6}) considere o
evento A = “par” = {2,4,6}. O evento “ndo A” contém todos os resultados que
ndo sejam pares, ou seja, que sdo impares, e é dado por C = A° = {1, 3,5}.

Dois eventos A e B sao ditos mutuamente exclusivos ou incompativeis se ANB = (),
isto é, se o evento “A e B” é impossivel. O conjunto vazio () é denominado evento
impossivel. Por outro lado, suponha que, para dois eventos A e B dados, pelo
menos um dos dois necessariamente ocorre. Isso quer dizer que AU B = Q. O
conjunto 2 também é um evento denominado evento certo.

Exemplo 1.13. No langamento de um dado (2 = {1,2,3,4,5,6}) considere os
eventos A = “par” = {2,4,6} e B = “impar” = {1,3,5}. O evento “A e B”
é o evento impossivel porque nenhum nimero é par e impar ao mesmo tempo.
Em termos de conjuntos, temos que AN B = (). O evento “A ou B” é o evento
certo, porque todo ntimero é par ou impar. Em termos de conjuntos, temos que

AUuB=Q.

Se w € Q, o evento {w} é dito elementar. A relagio A C B significa que todow € A
satisfaz w € B, ou seja, para qualquer realizacdo w, se o evento A ocorre entao
necessariamente o evento B ocorre. Portanto, A C B significa que a ocorréncia do
evento A implica a ocorréncia do evento B.

Quando o espago amostral €2 é um conjunto finito ou enumeravel, é natural tomar
a classe de eventos aleatdrios F como F = P(Q), isto é, o conjunto de todos os
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subconjuntos de €2, dado por
P ={A: ACQ}

e chamado o conjunto das partes. Porém ha casos em que €2 nao é enumeravel,
como no Exemplo 1.8, e ndo é possivel construir um modelo probabilistico em toda
essa classe P(2). Em todo caso, faremos algumas suposigdes naturais sobre a classe
F C P(Q) de eventos aleatdrios. Mais precisamente, vamos assumir que F satisfaz
as seguintes propriedades:

(F1) Q e F;

(F2) Para todo A € F, tem-se que A€ € F;

(F3) Se A1, As, Ag,--- € F, entdo (U2, A;) € F.

Chamaremos de o-dlgebra a uma classe de subconjuntos de € satisfazendo as trés
propriedades acima.

Espaco de Probabilidade

Seja ) um espaco amostral e F uma o-algebra para um dado experimento. Uma
medida de probabilidade P é uma aplicacdo P : F — R satisfazendo as seguintes
propriedades:

(P1) P(A) > 0 para todo A € F.

(P2) P(QY) =1.

(P3) Se Ay, As,--- € Fe AiNA; =0 Vi#j, entdo P (U2, A;) =Y o0, P(A;).

A maneira usual de definir medida de probabilidade é através das propriedades

acima, a partir das quais podem-se demonstrar intimeras outras. Listamos abaixo
as mais comuns.

Teorema 1.14. Toda medida de probabilidade P satisfaz:

1. P(0) = 0.

2. P(A°)=1—-P(A).

3. Se A,B € F eAC B entio P(A) < P(B). (monotonicidade)
4. Se A, Be F e AC B entio P(B\ A) = P(B) — P(A).
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5. Para todo A € F, temos 0 < P(A) < 1.

6. Se Ay, Ag, Ag, ..., € F, entdo P (_EJOIAi) < Y P(A;). (o-subaditividade).

=1

7. Sejam A e B € F. Entio P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB).
Demonstracao. Feita em aula. (Il

Uma medida de probabilidade P também tem a propriedade de ser continua.
Dizemos que A4, S Ase Ay C Ay C A3 C --- e US2; = A. Analogamente,
An\AseAl :_)AQZ_)Ag,Q eﬂj‘lezA.

Teorema 1.15 (Continuidade). Se A,, A ou A, \, 4, entio P(A,) — P(A).
Demonstracdo. Feita em aula. O

Finalmente introduzimos o conceito de espaco de probabilidade, que nada mais é
que a conjunc¢ao das nocoes de espago amostral, eventos aleatérios e medida de
probabilidade.

Definicdo 1.16 (Espago de Probabilidade). Um espago de probabilidade é um
trio (Q, F, P), onde

1. © é um conjunto nao-vazio;

2. F é uma o-algebra de subconjuntos de €Q;

3. P é uma probabilidade definida em F.

Exemplo 1.17. Lancamento de uma moeda. Este espago é pequeno o suficiente
para que possamos construi-lo explicitamente. Como fizemos anteriormente, as
duas faces da moeda serao representadas em Q = {0,1}. A o-dlgebra F é dada por
F=P(Q) = {{},{0},{1},{0,1}}. A medida de probabilidade P : F — R é dada
por P({}) =0, P({0}) = P({1}) = 5, P({0,1}) = 1.

Exemplo 1.18. Sortear 4 cartas de um baralho francés, com reposicao. Neste
caso temos

0= ({4,2,3,...,9,10,J,Q, K} x {%, 0, #,0})"

#Q = 524
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Tomamos
F=P)
e
P(A) = ?5%713, AeF.
Qual a probabilidade do evento A = “as quatro cartas sdo valetes”? Temos A =

({J} x {qualquer nauipe})47 logo #A = 4* e portanto

Qual a probabilidade do evento B = “todas as cartas tém o mesmo naipe”? Temos
4 escolhas para o naipe, e 13 escolhas para cada uma das cartas retiradas, logo
#B =4 x 13* e portanto

4.13* 1
P(B) = = —.
(B) 524 43
Qual a probabilidade do evento C' = “h& um par de cartas de um naipe e um par

de cartas de um outro naipe”? Temos (;1) escolhas para os naipes, onde (Z) denota
, . ~ . ;o(n\ _ n! . .

o nimero de combinagoes de n, k a k, isto é, (k) = Ho—m Escolhidos os naipes,

temos (3) combinagoes para quais retiradas correspondem a qual naipe. Escolhidos

os naipes e as posic¢oes, ha 13 escolhas de cartas para cada retirada. Assim,

40 = ()(H13° = 6213°

e portanto
_ 62134 _ 62 9

P(C) 524 T 44 T 64°

1.2 Probabilidade Condicional

A probabilidade condicional é uma nova medida de probabilidade, de forma a
representar melhor as chances de eventos aleatorios a partir da observacdo da
ocorréncia ou ndo de um dado evento. E definida da seguinte maneira;:

Defini¢ao 1.19 (Probabilidade Condicional). Dados A, B € F em um espago
(Q,F,P), definimos a probabilidade condicional de A dado que ocorreu B, ou
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simplesmente probabilidade condicional de A dado B, por

P(AN B)

PAIB) = =55

Quando P(B) = 0, definimos P(A|B) = P(A).

Exemplo 1.20. Um dado é langado. Sabendo-se que o resultado é maior que
3, qual a probabilidade de que seja par? Denotamos o primeiro evento por B =
{4,5,6} e o segundo por A = {2,4,6}. Aplicando a defini¢do, a probabilidade de
ser par sabendo-se que o resultado é maior que 3 é dada por

P(AnB)  P({4,6}) 27/6 2

P(A|B) = P(B)  P({4,56}) 3/6 3

Exemplo 1.21. Suponha que 30% dos genes de cor de olhos seja para olho
claro ¢, uniformemente espelhados por toda uma populagdo. Como essa é uma
caracteristica genética recessiva, 9% da populagéo terd olhos claros cc, 42% tera
ambos os genes diferentes Cc, e 49% terd ambos os genes correspondentes a olhos
escuros CC. Os 42% com genes diferentes C'c terao o mesmo fenétipo dos 49%
que tém ambos os genes para olhos escuros CC', porque este é um gene dominante.
Uma pessoa de olhos escuros é selecionada ao acaso. Qual a probabilidade de
que essa pessoa tenha o gene recessivo para olhos claros? Denotando B = “olhos
escuros”= {Cc¢,CC} e A = “tem um gene de olhos claros”= {cc, Cc}, temos

(AN B) P({Cc})  42%

P
P(AIB) = P(B)  P({CcCCY) ~ 91%

= 46, 15%.

Proposicao 1.22. A probabilidade condicional é uma medida de probabilidade,
isto €, dado B € F, a fungio que leva A em P(A|B) satisfaz (P1)-(P3).

Demonstracao. Exercicio. O

Regra do produto

A regra do produto permite expressar a probabilidade da ocorréncia simultdnea
de diversos eventos a partir do valor de cada probabilidade condicional dados os
eventos anteriores.
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Teorema 1.23 (Regra do Produto). Dados Ay, As, ..., A, em (Q,F, P), vale

P(A1 N+ NAy) = P(Ay)P(As|Ay)P(As| Ay N Ag) -+ P(Ap| AN As -0 Ap_y).

Demonstracao. Vamos provar por inducao em n. Para n = 1 vale trivialmente:
P(Ay) = P(A;). Para n = 2, temos

P(A2 n Al)

P(A2|Al) = P(Al)

P(A1 N Ay) = P(A;)P(A3]Ay).

Para n = 3, temos
P(A; N AN A3)

P(A, N Ay)

P(As|A1NAy) =
e portanto

P(A1NAyN As) = P(A1 N Ay)P(As|A1 N Ay)
= P(A1)P(A3]A1)P(As|41 N Ag).
Suponhamos a igualdade véilida para n = m, temos

P(ATN---NALNA,
P(Apqi[Ar NN Ay) = ( ;D(Alm..-mA )+1)

e portanto

PATN---NAnt1)=PAIN---NAR) P(Apy1|A1 NN Ay)
usando a hipétese
= P(A;)P(A3]|A1)P(A3|A1 N Ag) - P(Ap+1|A1 NN Ap),

completando a prova por indugao. ([

Exemplo 1.24. Um moével tem 2 gavetas, a primeira gaveta contém 3 bolsas e a
segunda contém 4 bolsas, a primeira bolsa da primeira gaveta contém duas bolas
vermelhas e uma bola azul, e todas as demais bolsas contém duas bolas azuis.
Abre-se uma gaveta, escolhe-se uma bolsa e retira-se uma bola de dentro da bolsa,
tudo ao acaso. Qual a probabilidade de que a bola retirada seja vermelha? Sejam
A = “abre-se a primeira gaveta”, B = “escolhe-se a primeira bolsa” e C' = “retira-se
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a bola vermelha”, entdo temos

P(ANBNC) = P(A)P(B|A)P(C|BN A) = x

M\H
w\H
Wi N
I

Exemplo 1.25. Selecionar 3 cartas de um baralho francés de 52 cartas, ao acaso e
sem reposi¢ao. Qual a probabilidade de tirar 3 reis? Seja A; = “tirar rei na i-ésima
retirada” e A = “tirar 3 reis”= A; N Ay N Az. Temos

P(A) = P(A)P(As] A P(Ag| Ay 1 Ag) = =32 1

525150 5525

Exemplo 1.26. Continuando o Exemplo 1.21, suponha que os casais se formam e
decidem ter filhos aleatoriamente. Cada vez que o casal tem um filho, cada um dos
pais transmite algum dos genes com mesma probabilidade. Selecionam-se uma mae
e filha ao acaso. Qual a probabilidade de ambas mae e filha terem olhos claros?
Definindo A = “mae tem olhos claros”, B = “filha tem olhos claros”, D = “o gene
transmitido pelo pai é ¢”, temos

P(AN B) = P(A)P(B|A) = P(A)P(D) = 9% x 30% = 2, 7%.

Lei da probabilidade total

Dizemos que By, By, Bs, - -- € F formam uma particio de Q se B; N B; =0 Vi # j
e U2, B; = (). Particdes sdo particularmente tteis em contextos onde determinado
aspecto divide os resultados possiveis em casos, e é possivel expressar determinadas
relagoes em cada um desses casos separadamente.

Teorema 1.27 (Lei da Probabilidade Total). Sejam A, By, Ba, Bs,... eventos
aleatérios em (Q, F, P) tais que By, Ba, Bs, ... formam uma particio de ). Entdo

ZP P(A|B;).

Demonstracdo. Usando a regra do produto temos

P(A) = P [U2, (AN By)] ZPAOB Z(Z—)P(A|Bi).
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A primeira igualdade vale pois A = ANQ = AN UZ,B;) = U2, (AN B;). Na
segunda igualdade usamos que esses eventos sao disjuntos, pois (ANB;)N(ANB;) C
B; N Bj = () para todo i # j. Na ultima igualdade usamos a regra do produto. 0O

A Lei da Probabilidade Total é particularmente ttil quando um experimento tem
duas etapas, e é possivel expressar as probabilidades condicionais de determinado
aspecto da etapa final dados os possiveis resultados da etapa inicial.

Exemplo 1.28. Um armaério tem duas gavetas, A e B. A gaveta A tem 2 meias
azuis e 3 meias pretas, e a gaveta B tem 3 meias azuis e 3 meias vermelhas. Abre-se
uma gaveta ao acaso e retira-se uma meia ao acaso da gaveta escolhida.

Problema: Qual a probabilidade de escolher-se uma meia azul?

Solucao: Comegamos pelos valores conhecidos: P(A) = P(B) =
e P(azul|B) = 2. Assim,

1, P(azul|A) = 2

3_9
6 20

P(azul) = P(A)P(azul|A) + P(B)P(azul|B) =

2+1
5 2

N | =

Exemplo 1.29. Sao dadas duas urnas, A e B. A urna A contém 1 bola azul e 1
vermelha. A urna B contém 2 bolas vermelhas e 3 azuis. Uma bola é extraida ao
acaso de A e colocada em B. Uma bola entao é extraida ao acaso de B.

Problema: Qual a probabilidade de se retirar uma bola vermelha de B?

Problema: Qual a probabilidade de ambas as bolas retiradas serem da mesma cor?

Formula de Bayes

A férmula de Bayes determina a probabilidade condicional de eventos que precedem
aquele efetivamente observado. Mais precisamente, quando conhecemos as
probabilidades de uma sequéncia de eventos B; que particionam {2 e a probabilidade
condicional de um evento posterior A em termos dessa particdo, podemos calcular
as probabilidades condicionais de ocorréncia de cada B; sabendo-se da ocorréncia
ou nao do evento A. Os valores originais sdo chamados de probabilidades a priori
dos eventos Bj, e os valores das probabilidades condicionais sdo chamados de
probabilidades a posteriori desses eventos.

Teorema 1.30 (Férmula de Bayes). Dado um espago de probabilidade (2, F, P),
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uma particio By, Bo, Bs,..., e um evento A, para todo j € N vale a identidade
P(B;)P(A|Bj)
P(Bj|A) = 1 I
! >.; P(Bi)P(A|B)
Demonstracdo. Feita em aula. O

Exemplo 1.31. No Exemplo 1.28, sabendo-se que uma meia azul foi retirada, qual
a probabilidade de ter sido aberta a gaveta A7 Pela Férmula de Bayes temos
P(A)P(azul|A)

PAland) = 5 Plaz[A) + P(B) Pamil] B)

4
=

oo~

Exercicio 1.1. Num certo certo pais, todos os membros de um comité legislativo
ou sao trabalhistas ou sdo liberais. Ha trés comités. O Comité 1 tem 5 trabalhistas,
o Comité 2 tem 2 trabalhistas e 4 liberais, e o Comité 3 consiste de 3 trabalhistas
e 4 liberais. Um comité é selecionado aleatoriamente e uma pessoa é selecionada
aleatoriamente deste comité.

(a) Ache a probabilidade de que a pessoa selecionada seja trabalhista.

(b) Dado que a pessoa selecionada é trabalhista, qual a probabilidade de ela ter
vindo do comité 17

Exemplo 1.32. Continuando o Exemplo 1.26, selecionando-se uma crianca de
olhos escuros ao acaso, qual a probabilidade de que o pai tenha olhos claros?
Tomando A = “uma crianca tem olhos claros”, B = “o pai tem olhos claros”,
e D = “o pal transmite o gene de olhos claros”, temos

P(A|D) = P(A|D N B) = P(A|D N B°) = %

que representam a chance de a mae também transmitir o gene de olhos claros. Por
outro lado,

_ ey 1 P(Co 142 21
P(DIB) =1, P(DIB) = 2 P{Cc,CCY}) 291 91

Logo, pela Regra do Produto,

P(A|B) = P(AN D|B) = P(D|B)P(A|D N B) = %
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e
Finalmente, pela Formula de Bayes,

c 9 70
P = gl = 100100____ — 6.92%.

P(B)P(A°|B) + P(B¢)P(Ac|Be) ~ 2. T0 | 9L8IT

1.3 Independéncia

Dois eventos aleatérios sao independentes quando a ocorréncia de um deles nao
aumenta nem diminui a chance relativa de que ocorra o outro.

Definigdo 1.33 (Eventos Independentes). Os eventos aleatdrios A e B séo ditos
independentes se
P(ANnB)=P(A)P(B).

Exemplo 1.34. Uma moeda é langada duas vezes. Sejam A = “a primeira moeda
sai cara” e B = “a segunda moeda sai cara”. Entdo A e B sdo independentes, pois

P(A) = P({1} x {0,1}) = % _ %
P(A) = P({0,1} x {1}) = % _ %
P(ANB) = P({1} x {1}) = | = P(4)P(B)

Veja que no exemplo acima, ja sabiamos de antemao que os eventos deveriam ser
independentes, pois cada lancamento da tém absolutamente nenhuma interferéncia
sobre o outro. Entretanto, independéncia nao significa necessariamente que os
eventos ndo possam nenhuma relacdo entre si.

Exemplo 1.35. Dois dados sdo lancados. Consideramos os eventos A = “o
primeiro dado é par” e C' = “a soma dos valores dos dados é par”. Entao
18 1
P(A) = P({2a456} X {17273a4a576}) = 76 = 5;
18 1
P(C) = P({2,4,6}> U {1,3,5}?) = %= 3
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P(ANC) = P{2,4,6)%) = — — 2 — p(a)P(C).
Proposigao 1.36. Sdo equivalentes:

(i) A e B sio independentes,
(i1) A e B® sdo independentes,

(ii1) A€ e B sdao independentes,

—~

v

)
)
)
(iv) A° e B sdo independentes,
) P(AIB ) P(A),

) P

(vi

Demonstracao. Exercicio. (Il

Defini¢do 1.37 (Eventos Independentes Dois a Dois). Os eventos aleatérios
(A;)ier, onde I é um conjunto qualquer de indices, sao ditos independentes dois a
dois se A; e A; sdo independentes para todos %, j € I com i # j.

Exemplo 1.38. Dois dados sdo lancados. Consideramos os eventos A = “o

primeiro dado é par”, B = “o segundo dado é par” C = “a soma dos valores
dos dados é par”. Entao

P(A) = P({2,4,6) x {1,2,3,4,5,6}) ;2 %
P(B) = P({1,2,3,4,5,6} x {2,4,6}) = ;2 %
P(C) = P({2,4,6}* U {1,3,5}*) = % = %
P(ANB) = P({2,4,6)) = o = | = P(A)P(B)
PANC) = P({2,4,6)%) = . = 1 = P(A)P(O),
P(BNC) = P({2,4,6)) = - = = = P(B)P(C)

Exemplo 1.39. Lancamento de um dado de 4 faces. Considere A = “par”, B =
“menor que 37, C'= “l oud”, ie., A={2,4}, B={1,2}, C = {1,4}. Entdo A, B
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e C sdo independentes dois a dois. De fato,

P(ANB) = P({2}) = | = P(A)P(B),
P(ANC) = P({1}) = ; = P(4)P(O),
P(BNC) = P({1}) = | = P(B)P(C)

Defini¢do 1.40 (Eventos Coletivamente Independentes). Os eventos aleatérios
(A;)icr sdo ditos coletivamente independentes ou estocasticamente independentes
se, dado qualquer conjunto de indices distintos i1, s, ...,i, € I, vale

P(A;,NA,N---NA; )= P(A;)P(A;,) - P(4;).

Exemplo 1.41. Lancamento de um dado de 12 faces. Seja A = “multiplo de 3”,
B = “menor ou igual a 6” e C' = “par”, i.e,, A ={3,6,9,12}, B = {1,2,3,4,5,6}
e C'=1{2,4,6,8,10,12}. Entdo A, B e C sdo coletivamente independentes, pois

P(ANB) = P((3,6}) =5 = P(4)P(B),

P(BNC) = P({2,4,6)) =1 = P(B)P(C),

P(ANC) = P({6,12)) = g = P(A)P(C),
P(ANBNC) = PH6}) = 112 — P(A)P(B)P(C)

Contra-Exemplo 1.42. No Exemplo 1.39, os eventos A, B e C ndo sdo
coletivamente independentes. De fato,

P(ANBNC) = P(h) = 0 # é — P(A)P(B)P(C).

Contra-Exemplo 1.43. No Exemplo 1.38, os eventos A, B e C ndo sdo
coletivamente independentes. De fato,

= P(A)P(B)P(C).

ool —

+

| =

P(ANBNC) = P({2,4,6}%) =
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1.4 O Problema de Monty-Hall

Num programa de auditério, hé trés portas, e atrds de cada uma delas hd um
prémio, sendo que uma delas esconde uma bolsa com cem mil reais, e as outras
duas escondem cabras velhas sem valor. O programa sempre funciona da seguinte
forma. O participante escolhe uma das portas. O apesentador, ao invés de abrir
a porta escolhida e entregar o prémio correspondente, abre uma segunda porta,
revelando uma das cabras. Em seguida, ele oferece ao participante a opgao de
trocar sua escolha para a outra porta que ainda néo foi revelada. A pergunta é:
Ao participante, o que lhe convém mais? Deve ele trocar
de porta, manter sua escolha original, ou tanto faz?

Mais precisamente, como se comparam as chances de o participante ganhar o prémio
trocando de porta e mantendo a escolha original? A pergunta ji gerou muita
controvérsia. Até mesmo matematicos como FErdés viram sua intuigdo falhar e sé
se convenceram depois de observar a resposta correta experimentalmente. E néo
precisamos ir tao longe: perguntando a professores universitarios, ndo serd dificil
encontrar alguns que pensem como um dia pensou Erdés.

A resposta correta é que sem duvida alguma, o participante deve trocar de porta.
Mesmo que a producao do programa estabeleca uma multa de 49% sobre o prémio
obtido caso o participante decida trocar de porta, ainda assim essa é a melhor
opgao. Isso porque a chance de ganhar o prémio trocando de porta é o dobro da
chance de ganhar o prémio mantendo a escolha original.

Muitas pessoas acreditam que ¢é indiferente manter a escolha ou trocar, porque a
probabilidade condicional de o prémio estar na terceira porta dado que nao estd na
sequnda porta € de 50%, e portanto nao hé razao para trocar de porta.

Nao faremos aqui as contas para justificar a proporcao de 2 para 1 entre a terceira
porta e a primeira, porque fazer uma outra conta nao refutaria a esséncia da conta
feita logo acima, que seguird sélida, inquebrantavel, e até mesmo correta.

O que tentaremos fazer é convencer o leitor de que a pergunta original ndo trata
de probabilidade condicional, ou pelo menos ndo essa apresentada acima. De fato,
parte do problema estd na linguagem um pouco negligente que usamos quando
falamos em probabilidade condicional. Por exemplo, estas expressoes estdo, de
certa forma, incompletas: “a probabilidade de que o resultado seja par sabendo-se
que é maior que 3”, “a probabilidade de ter sido aberta a primeira gaveta sabendo-

RREN13

se que uma meia azul foi retirada”, “a probabilidade condicional de esse casal ter
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dois filhos homens, sabendo-se que o casal tem um filho homem”. A incompletude
estd na expressao “sabendo-se”. Como foi que o observador soube que o resultado
do dado era maior que 3, ou que a meia retirada foi azul, ou que o casal tem um
filho homem? Essa pequena falha na linguagem é compreensivel, porque tornar
essas expressoOes absolutamente precisas (se é que isso é possivel) teria um prego
estético as vezes muito alto. Um possivel compromisso entre precisdo e fluidez é ir
eliminando a ambiguidade nas entrelinhas dos exemplos e exercicios. Entretanto,
para o problema em questao, mais precisao se faz necessaria.

Probabilidade Condicional representa a nova medida de probabilidade do ponto de
vista de um observador que tem acesso a ocorréncia ou nao de determinado evento
B. Neste caso, faz-se uma observacao com dois resultados possiveis: ou B ocorreu
ou B nao ocorreu. O fato de um agente externo trazer a noticia de que B ocorreu
nao se enquadra nesse tipo de situacdo. Isso porque ndo ha uma dicotomia entre
as possiveis observagoes B e B¢, ja que o agente poderia ter decidido nao revelar
nada a respeito da ocorréncia ou nao desse evento B.

Esse é o caso do problema de Monty Hall. O participante nao tinha a prerrogativa
de revelar o conteiido de uma outra porta para entdao decidir se queria mudar
sua escolha original. Ao contréario, foi o apresentador quem decidiu, usando a
informacao sobre o conteiido das portas e sobre a escolha que fez o participante,
que deveria abrir a segunda porta e nao a terceira. Veja também que nesse
programa o apresentador nunca revela uma porta com dinheiro, o que novamente
deixa claro que nao se trata de uma observacao que tem como resultados possiveis
B ou B¢. Portanto, o célculo de 50% mencionado acima é tao simples e tao
correto quanto inutil para responder a pergunta original. A formulagdo pertinente
seria “a probabilidade condicional de o prémio estar na terceira porta, dado que
o participante escolheu a primeira porta e, seguindo o protocolo pré-estabelecido
pela producao do programa, o apresentador decidiu mostrar-lhe que o prémio nao
estd na segunda porta, é de ______%.” Deixamos ao leitor a tarefa de formular um
modelo probabilistico capaz de representar todo o processo de decisdes envolvidas
nesse programa, e preencher a lacuna acima com 66,666...

1.5 Exercicios

1.2. Considere o experimento resultante do lancamento de dois dados onde se
observa o minimo entre suas faces. Construa um modelo probabilistico associado.
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1.3. Considere uma populacio de individuos capazes de gerar proles do mesmo
tipo. O nimero de individuos inicialmente presentes, denotado por Xy, é o tamanho
da geracao zero. Todos as proles da geracao zero constituem a primeira geragao
e o seu numero é denotado por X;. Em geral, X,, denota o tamanho da n-ésima
geragdo. Mostre que lim,,_,, P(X,, = 0) existe e interprete o seu significado.

1.4. Um casal tem dois filhos que ndo sdo gémeos. Calcule a probabilidade
condicional de esse casal ter dois filhos homens, sabendo-se que:

O casal tem um filho homem.

(a)
(b) O filho mais velho do casal é homem.
(c)

)

(d) O casal tem um filho homem que ndo nasceu num sabado.

O casal tem um filho homem que nasceu num sabado.

Respostas aproximadas: 33%, 50%, 48%, 36%. Comente o porqué de o resultado
do item (d) ser préximo ao do item (a) e o do item (c) ser préximo ao do item (b).

1.5. Se P(A) = P(A|B) = } e P(B|A) = 3:

1. A e B sao independentes?

2. A e B sdo mutuamente exclusivos?

3. Calcule P(A°|B°).
1.6. Em uma gaveta existem 2 magos de baralho fechados. Um deles é um
baralho comum de 52 cartas, {A4,2,3,...,9,10,J,Q, K} x {&%, 0, &, }, e outro
¢ um baralho de truco com 40 cartas (ndo possui as cartas de nimeros ‘8", ‘9’ e
‘10°).
Um dos macos € retirado da gaveta ao acaso e depois uma carta é sorteada ao acaso
do baralho retirado.

(a) Calcule a probabilidade de a carta sorteada ser uma das trés figuras reais
(/,Q, K).

(b) Sabendo-se que foi sorteada uma figura real, calcule a probabilidade de o
baralho retirado ter sido o baralho comum.

(¢) Calcule a probabilidade de a carta sorteada ser de espadas .

(d) Sabendo-se que foi sorteada uma carta de espadas, calcule a probabilidade
de o baralho retirado ter sido o baralho de truco.
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(e) Sejam A = “Foi retirado o baralho comum”, B = “Foi sorteada uma figura
real” e C' = “Foi sorteada uma carta de espadas” A e B sao independentes?
A e C sao independentes? A, B e C sado coletivamente independentes?

(f) Qual a probabilidade de se sortear uma carta de nimero ‘5’ ?
(g) Sabendo-se que foi sorteado um ntmero (i.e., ndo foi sorteado A, J,  nem

K), qual a probabilidade de o baralho retirado ter sido o baralho de truco?

1.7. [Jam04, Capitulo 1].
Recomendados: 1, 2, 3, 4, 5, 11, 16, 18, 22.
Sugeridos: 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15, 17, 19, 20, 21.



Capitulo 2

Variaveis Aleatorias

Na realizacdo de um fenémeno aleatério, muitas vezes estamos interessados em
uma ou mais quantidades, que sdo dadas em fungdo do resultado do fenémeno.
Por exemplo, sortear 11 cartas do baralho e contar quantas dessas cartas sao de
espadas, ou sortear dois nimeros reais entre 0 e 1 e considerar o menor deles. A
essas quantidades damos o nome de varidveis aleatérias. Uma varidvel aleatéria é
um observavel numérico resultante de um experimento.

2.1 Variaveis Aleatorias

Uma varidvel aleatéria é uma funcdo que associa a cada resultado w do espago
amostral 2 um ntmero real, ou seja, uma fungao

X: Q=R .
w = X(w)

Exemplo 2.1. Joga-se um dado e observa-se a face superior. Nesse caso temos

0={1,2,3,4,5,6} e X(w) = w.

Vamos colocar uma restrigao sobre a fungdo X com o intuito de poder associar
probabilidade a eventos como “o valor observado de X é menor que 7”. Para isso,
introduzimos uma defini¢do mais formal:

33
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Definicao 2.2 (Varidvel Aleatéria). Uma varidvel aleatéria X em um espago de
probabilidade (€2, F, P) é uma fungao real definida no espago {2 tal que o conjunto
{w e Q: X(w) < z} é evento aleatério para todo x € R, isto é,

X:Q—=R

é uma varidvel aleatéria se {w € Q : X (w) < z} € F para todo = € R. Daqui para
frente denotaremos por [X < z] o evento {w € : X(w) < x}.

Exemplo 2.3 (Varidvel aleatéria constante). Se X (w) = ¢ para todo w € ), entéo

Q, sea>c,

{w:X(w)éa}:{

@, se a < c.

Portanto, X é variavel aleatéria.

Exemplo 2.4 (Func¢ao indicadora). Dado A C €, definimos

1, weA,
L@ =10 Lea

Se Ae FeX =14, entao

Q, seaz>=l1,
{w: X(w)<a} =< A¢, se0<a<l,
0, sea<O.

Portanto, X é variavel aleatoéria.

Contra-Exemplo 2.5. Sejam Q = {1,2,3,4} e F = {0,{1,2},{3,4},Q} e
considere os conjuntos A = {1,2} e B = {1,3}. Entdo 1,4 é varidvel aleatéria
em (2, F), mas 1 nao é.

Espaco induzido e lei de uma variavel aleatéria

A o-dlgebra de Borel na reta R, denotada por B, é a menor o-algebra que contém
todos os intervalos da reta.! Os conjuntos B C R tais que B € B sdo chamados

1Equivalentemente, B é a menor o-dlgebra que contém todos os intervalos semi-infinitos, ou
ainda, é a menor o-algebra que contém todos os conjuntos abertos. O leitor mais curioso pode
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Borelianos. A o-dlgebra de Borel B é muito menor que a o-algebra das partes
P(R), e daqui em diante, sempre que aparecer B C R, deve-se entender B € B.

Dado um espago de probabilidade (2, F, P) e uma varidvel aleatéria X, definimos
o espago de probabilidade induzido por X como (R, B, Px), onde

Px(B)=P ({w: X(w) € B}), BeB.

Ou seja, o espago amostral é o conjunto dos niimeros reais, os eventos aleatérios
sao os conjuntos Borelianos, e a medida de probabilidade é aquela induzida por X.
A medida de probabilidade Px em R induzida por X é chamada de lei da varidvel
aleatoria X ou distribuicio de X.

A importéncia tedrica e conceitual do espaco de probabilidade induzido por uma
variavel aleatoria X, bem como sua distribuicdo Px, é que ele permite descrever
o comportamento estatistico de X abstraindo-se todos os detalhes do espaco de
probabilidade original. Mais precisamente, toda pergunta formulada apenas em
termos de X pode ser respondida com Px ao invés de P.

Exemplo 2.6. Um dado é lancado trés vezes. Seja X o valor obtido no primeiro
langamento. Esse experimento pode ser modelado por Q = {1,2,3,4,5,6}3, F =

P(2) e P(A) = f—l‘g para todo A € F, nesse caso X é dado por

X: Q=R

W = Wi,

onde cada w € Q ¢é identificado como uma tripla (wy,ws,ws). O espago induzido
por X é dado por (R, B, Px), com Px dado por
_ #(Bn{1,2,3,4,5,6})

Px(B) = 5 , BeB.

Para calcular P(1,5 < X < 3,4), podemos fazer

#({2,3} x{1,2,3,4,5,6}*) 72 1
Plw:1,5< X(w) £3,4) = o1 = 216 = 3

ver [Jam04, Exercicio 1.6] a respeito da existéncia e unicidade da menor o-algebra contendo uma
classe de conjuntos qualquer.
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ou

Px([1,5,3,4]) = #{2 3h_1

Funcao de Distribuicao

Definigao 2.7 (Fungdo de Distribui¢do). A fungio de distribui¢do, ou fungio de
distribuicao acumulada da variavel aleatéria X, denotada por Fx, é definida como

Fx(z)=P(X <z), zekR

A funcdo de distribuicdo determina o comportamento estatistico da variavel
aleatéria, e vice-versa. Mais precisamente, dadas X e Y varidveis aleatorias,
Fx(t) = Fy(t) para todo t € R se e somente se Px e Py em (R, B) sdo iguais. Neste
caso escrevemos X ~ Y. Por isso a funcao de distribuicdo é uma caracteristica
fundamental da variavel aleatéria.

Exemplo 2.8. Duas moedas honestas sdo lancadas. Seja a variavel X que conta
o nimero de caras observadas. Temos que

P(0) =0, t<0;
_ ) P({(0,0)}) = 1, 0<t<1;
e =P=0= P({(0,0),(0,1),(1,00}) =%, 1<t<2;
P(Q) =1, t>2.

Observe que o salto da funcdo de distribuigdo acumulada corresponde a proba-
bilidade de a variavel aleatéria assumir aquele valor, como se vé na Figura 2.1.

Exemplo 2.9. Seja um experimento que consiste em selecionar um ponto ao
acaso do intervalo [a,b] com a < b. Seja X a varidvel aleatéria que representa
a coordenada do ponto.

Primeiro observamos que, ao selecionar um ponto ao acaso em um intervalo,
estamos dizendo implicitamente que quaisquer subintervalos de mesmo tamanho
tém a mesma probabilidade de conter o ponto escolhido Isso implica que que,
dado [¢,d] C [a,b], temos que P(X € [¢,d]) = . Para t € [a,b], tomando ¢ = a
temos que P(X < t) = (=2. Parat <a temos que P(X <t)=0,eparat>a
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Fx(t)

3/4 -

14

Figura 2.1: Gréfico de uma funcao de distribuicado acumulada.

temos que P(X < t) = 1. Portanto,

0, t<a;
t —

Fx(t) =P(X <t)=1{ 7 ¢ a<t<hy

—a
1, t >0
cujo grafico estd ilustrado na Figura 2.2.
1 Fx(t)
a b t

Figura 2.2: Gréfico de uma funcdo de distribuicado acumulada.
Proposicao 2.10 (Propriedades da Func¢do de Distribuigao). Se X € uma varidvel
aleatéria, sua funcao de distribuicio F'x satisfaz as sequintes propriedades:

1. Fx é ndo-decrescente, i.e., t <y = Fx(z) < Fx(y).
2. Fx € continua d direita, i.e., z, \, ¢ = Fx(z,) = Fx(z).

3. lim, oo Fx(z) =0 e limy 100 Fx(z) = 1.

Demonstracao. Feita em aula. (I
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De forma geral, uma fungdo de distribui¢io é qualquer fungéo F'(-) satisfazendo as
trés propriedades acima.

Teorema 2.11. Dada uma funcio de distribuicio F, existe um espago de
probabilidade e uma varidvel aleatdria cuja funcdo de distribuicdo € F'.

Demonstracao. Omitida. Envolve Teoria da Medida. O

Nao demonstraremos esse fato.

Proposicao 2.12. A funcdo de distribuicdo de uma varidvel aleatoria X satisfaz:

1. P(X >a)=1- Fx(a).

2. Pla< X <b)=Fx(b)— Fx(a)

3. Pla <X <b)=Fx(b—)— Fx(a)

4. Pla< X <b)=Fx(b—)— Fx(a—)

5 Pla< X <b)=Fx(b) — Fx(a—).

6. P(X =a)=Fx(a) — Fx(a—).

7. P(X =a) =0 se e somente se Fx é continua em a.

Demonstracao. Feita em aula. (I

Exercicio 2.1. Seja F(z) a funcao

0, z <0,
Fl)=qz+3, 0<z<3
1, x>%.

Mostre que F ¢é de fato uma funcao de distribuicao e calcule:
(a) P(X > g)
(b) P(3 <X < 2)
() P(X <2|X>1)
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2.2 Variaveis Aleatorias Discretas

Dizemos que uma varidvel aleatoria X, sua funcao de distribuicdo Fx e sua lei Px
sdo discretas se existe um conjunto enumerdvel A = {x1,z3,23,...} C R tal que
P(XeA)=1.

Definimos a funcdo de probabilidade de uma varidvel aleatéria X como

O tratamento de variaveis aleatorias discretas é feito em termos de somatérios com
a funcdo de probabilidade. Por exemplo, a lei de uma variavel aleatoria discreta é
dada por

Px(B)=Y px(z) VBB

rEB

e sua funcdo de distribuicao é dada por

Fx(t)=) px(z) VteR.

<t

Demonstracio. Com efeito, esta ultima equacdo é um caso particular da anterior
tomando-se B = (—o0,t], e para justificar a anterior usamos o-aditividade e
monotonicidade da medida de probabilidade P:

> px(x) = Px(BNA) < Px(B) < Px(BN A) + Px(A°) = Px(BN A),
reEB

onde a primeira igualdade vale pois px (z) < Px(A¢) = 0 para todo = ¢ A. O
A funcéo de distribuicdo de uma varidvel aleatéria discreta tipicamente se parece

a da Figura 2.1, sendo constante por partes e dando um saltos de tamanho px (t)
em cada ponto t € R com px(t) > 0. Como

px(t) = Fx(t) — Fx(t—),

temos que a funcdo de distribuicdo determina a funcéo de probabilidade de uma
variavel aleatoria, e pela equacdo anterior vale a reciproca. Portanto, para
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determinar o comportamento estatistico de uma varidvel aleatéria discreta, é
equivalente especificar px, Fx, ou Px. A primeira normalmente é mais simples.

De forma geral, uma fungio de probabilidade é qualquer funcao p(-) satisfazendo

p(z) >0 Vz € R, Zp(x) =1
T€R

Dada uma fung¢do de probabilidade p(-), existe um espaco de probabilidade onde
estd definida uma varidvel aleatdria discreta cuja fungdo de probabilidade é p(-).
Por certo, basta tomar Q@ =R, F =Be P(A) = ., p(r) e X(v) = .

Exercicio 2.2. A probabilidade de um individuo acertar um alvo é % Ele deve
atirar até atingir o alvo pela primeira vez. Seja X a varidvel aleatoria que representa
o numero de tentativas até que ele acerte o alvo.

(a) Encontre a fungdo de probabilidade de X.
(b) Mostre que px é fungdo de probabilidade.

(¢) Calcule a probabilidade de serem necessérios exatamente cinco tiros para que
ele acerte o alvo.

Exercicio 2.3. Seja X uma varidvel aleatéria com funcdo de probabilidade
P(X =) = cz?, onde ¢ é uma constante e x = 1,2, 3,4, 5.

(a) Encontre px(z) e Fx(x).
(b) Calcule P(X ser impar).

Distribuicdo de Bernoulli Dizemos que X é Bernoulli com pardmetro p € [0, 1],
o que denotamos X ~ Bernoulli(p), se px(1) = p e px(0) = 1 — p. Indicadores
de eventos sdo Bernoulli e vice-versa. As vezes associamos o evento [X = 1] a
“sucesso” e [X = 0] a “fracasso”.

Distribui¢do uniforme discreta Dado I = {z1,z2,...,z}, dizemos que X
tem distribui¢ao uniforme discreta em I, denotado por X ~ Uy[I], se

1
px(xi):%, i:1,2,...,/€.
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Exemplo 2.13. Langamento de um dado. Temos I = {1,2,3,4,5,6} e p(i) =
i=1,2,....6.

1
6

Distribui¢ao binomial Considere n ensaios de Bernoulli independentes e com
mesmo parametro p, e seja X o nimero de sucessos obtidos. Dizemos que X segue
o modelo binomial com pardmetros n e p, o que denotamos por X ~ b(n,p). A
funcao de probabilidade de X é dada por

px() = (M)p"(L—p)"*, =0,1,2,...,n.

Exemplo 2.14. Lancar um dado 4 vezes e contar o nimero de vezes que se obtém
o nimero 3. Temos X ~ b(4, §). A probabilidade de se obter 3 duas vezes ¢ dada

por
4! 52 25

PIX =2 =px(® = () (8 ()" = 5737 57 ~ 316

Exercicio 2.4. Seja X o ntimero de caras obtidas em 4 lancamentos de uma moeda
honesta. Construa a fungdo de probabilidade e a fun¢do de distribuicao de X e
esboce os seus graficos.

Distribuicdo geométrica Numa sequéncia de ensaios independentes com
probabilidade de sucesso p, considere o nimero X de ensaios necessarios para a
obtencao de um sucesso. Dizemos que X segue o modelo geométrico de pardmetro p,
e que denotamos por X ~ Geom(p), e sua fun¢io de probabilidade é dada por

px(n) =p(1—p)" ™, n=1,234,....

Exemplo 2.15. Langar um par de dados até obter ntimeros iguais. Se X denota

o nimero de lancamentos necessarios, entao X ~ Geom(%).

Distribuigao hipergeométrica Suponha que numa caixa existem m bolas azuis

e n bolas brancas, de onde retiramos r bolas ao acaso. Contamos o nimero X

de bolas azuis retiradas. Se apds cada retirada a bola fosse devolvida a caixa,

terfamos um experimento com reposicio, e X ~ b(r,—2-). No caso em que as
m+n

bolas retiradas sao guardadas fora da caixa, temos um experimento sem reposicao,

e nesse caso X segue o modelo hipergeométrico com pardmetros m, n e 7, denotado



42 CAPITULO 2. VARIAVEIS ALEATORIAS

por X ~ Hgeo(m,n,r). A fungdo de probabilidade de X é dada por

(%) (")

pX(k)ZW, para [0V r —n] <k < [rAm].

T

Denotamos por a Vb e a Ab o maximo e o minimo entre a e b, respectivamente.

Exemplo 2.16. Num jogo de bingo com 50 pedras, conta-se o niimero X de pedras
pares sorteadas nas 10 primeiras retiradas. Neste caso, X ~ Hgeo(25,25,10).

Exemplo 2.17. No jogo de buraco um jogador recebe 11 cartas de um baralho
francés de 52 cartas. Conta-se o nimero X de cartas de espadas #. Neste caso,
X ~ Hgeo(13,39,11).

Distribuicao de Poisson Imagine uma grande quantidade de determinados ob-
jetos (estrelas, chamadas telefénicas, uvas-passas, etc.) uniformemente distribuidas
em uma certa regiao (o céu, a linha do tempo, uma massa de panetone, etc.)
também muito grande, sendo A a proporcao entre a quantidade de objetos e o
tamanho dessa regiao. Se contamos o nimero X de objetos encontrados em uma
unidade de volume dessa regidao, temos que X segue o modelo de Poisson com
pardmetro A, denotado por X ~ Poisson(\), com funcgao de probabilidade

e M \F

px(k)zT, k=0,1,2,3,....

De fato, se temos n grande e p, = %, entao para cada k fixo temos

6_>‘)\k

PIX =8 = () () (1= )" = 3 (2ot sty (1) o

k K \n"n n
Exemplo 2.18. Se em 1.000 horas de servico uma operadora recebe 50.000 cha-
madas, essas chamadas acontecendo em instantes independentes e uniformemente
distribuidas ao longo dessas 1.000 horas, entao a distribuicdo da quantidade X de
chamadas recebidas em 1 hora é bem aproximada por X ~ Poisson(50).
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2.3 Variaveis Aleatéorias Continuas

Definigao 2.19. Uma varidvel aleatéria X é dita continua se P(X = a) = 0 para
todo a € R, ou seja, se Fx for uma funcao continua.

Definigao 2.20. Dizemos que uma varidvel aleatéria X, sua funcao de distribuicéo
Fx e sua lei Px sdo absolutamente continuas se existe fx(-) = 0 tal que

PX(B):P(XGB):/BfX(x)dx VB ¢ B.

Neste caso, dizemos que fx é a funcdo de densidade de probabilidade de X, ou
simplesmente densidade de X.

No tratamento de varidveis aleatérias absolutamente continuas, tudo pode ser
feito em termos de integrais. A funcdo de distribuicdo de uma varidvel aleatoria
absolutamente continua é dada por

t
FX (t) = / fx(s) ds.
—0Q0
Exemplo 2.21. Sortear um ntimero em [0, 1]. Definimos

1, z€]0,1]
fx(z) = { -
0, caso contrario,

e neste caso temos

. 0, t<0,
)= [ felwyde=dt o<i<t,
o 1, t>1.
A densidade fx pode ser obtida por
fx(@) = S Px(a)
xX\T) = dz x\T),

para “quase” todo z € R, isto é, para todo x exceto talvez em conjunto
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pequeno.? Portanto, para especificar a distribuicio ou a lei de uma varidvel
aleatéria absolutamente continua, é suficiente saber sua funcdo de densidade, e
vice-versa.

Note que a funcao de densidade néo é inica. No exemplo acima, poderiamos tomar
fx(@) = TL1)(x) ou fx(x) = L 1yu1,1)(2) e todas essas servem para definir a
mesma funcao de distribui¢do Fx. Por certo, como nos célculos referentes a variavel
aleatéria X a densidade sempre aparece dentro de uma integral, modificar seu valor
num conjunto pequeno nao produz nenhum efeito perceptivel.

Observagiao 2.22. Uma fungdo f(-) satisfazendo

+oo
f(z) 20V eR, / flz)dz =1,

é chamada funcdo de densidade.

Exercicio 2.5. Seja X uma varidvel aleatéria absolutamente continua tal que sua
fungdo de densidade é par, isto é, fx(z) = fx(—x). Mostre que

)
b) Fx(0) = 3;
(¢) P((x < X <z)=2Fx(z)—1,2>0;
(d) P(X >x) =3 — [ fx(t)dt, z > 0.

Exercicio 2.6. Seja Z uma variavel aleatoria continua com fungdo de densidade

de probabilidade
10e710% 2 >0
0, 2<0

fz(2) Z{

Obtenha a fun¢do de distribui¢do de Z e esboce o seu grafico.

Distribuigdo uniforme Dizemos que a varidvel aleatéria X tem distribuicao
uniforme no intervalo [a, b], denotado por X ~ Ula,b], se todos os subintervalos

2Dizemos que um conjunto A € B é pequeno, isto é, tem medida zero, se, para todo € > 0,

existe uma sequéncia de intervalos (an,by) cuja unido contenha A e cujo tamanho total seja
. s oo 7 2, ~

pequeno, isto é, Zn:1(b" —an) < &. Por exemplo, se A = {z1,x2,...} é enumerdvel, entdo
podemos tomar a sequéncia de intervalos (z, — 27" e, x, + 27" 1¢), que contém A e cujo
tamanho total é exatamente €. Podemos modificar a densidade fx em um conjunto pequeno de
pontos e ainda teremos uma densidade para X, pois um conjunto pequeno néo altera o valor da
integral fB fx(z)dz.
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de [a,b] com mesmo comprimento tiverem a mesma probabilidade. Sua densidade
é
1

_ B %a, x € [a, b],
Fx(z) = b—a Loy (@) = {S, x & la, b].

A distribuicao uniforme é a distribuicdo continua mais simples. Segundo esta
distribuicdo, a probabilidade de X estar em um dado subintervalo de [a, b] depende
apenas do comprimento desse subintervalo.

A distribuicdo uniforme pode ser pensada como o limite de uma distribuigao
uniforme discreta em {a,a + b’Ta, a-+ 21’77“, coa+(n— 2)“7“,61 +(n— l)b;—“, b},
quando n é muito grande.

Exemplo 2.23. O ponto de ruptura X de algum cabo numa rede elétrica de 5 km
pode ser modelado por uma varidvel aleatéria com distribuigdo uniforme em [0, 5].
Neste caso temos que fx = %11[0,5]. A probabilidade de um determinado cabo se

romper nos primeiros 800m da rede ¢ igual a f00’8 tdz = 16%.

Distribuicao exponencial Dizemos que X tem distribuicdo exponencial com
pardmetro A > 0, denotado por X ~ exp()), se sua fun¢ao de distribuicao for dada

Fx(z) = {1 —e

x>0
0, xz < 0.

por

)

A distribuicdo exponencial se caracteriza por ter uma funcao de taxa de falha
constante, o que chamamos de perda de memoria.

Exemplo 2.24. Quando se diz que uma lampada incandescente de uma
determinada marca tem vida média de 1.000 horas, isso quer dizer que seu tempo

de vida T satisfaz T ~ exp(1g55)-

A distribuicdo exponencial pode ser pensada como como o limite de distribuicoes
A
n

muito grande, entdao a distribuicdo de X se aproxima da distribuicdo exponencial

geométricas com pequenos intervalos de tempo. Isto é, se X ~ % Geom(2) com n

com parametro A. Essa é a distribuicdo adequada para modelar a vida ttil de
uma lampada, ou de inimeros outros materiais, como 6leos isolantes, porque estes
deixam de funcionar ndo por deterioragdo ao longo do tempo mas sim porque um
determinado evento passivel de causar a falha pode ocorrer a qualquer instante
com uma probabilidade muito pequena.
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Distribuigdo gama A distribuicdo gama tem dois pardmetros, a e 3, e inclui
como casos particulares a distribuicao exponencial e as chamadas qui-quadrado e
Erlang. Dizemos que X tem distribuicdo gama com parametros positivos a e (3,

denotado por X ~ Gama(a, ), se X tem densidade dada por
ﬂaxaflefﬁz
fx(z) = ') ’

x>0,

onde

Distribuigdo normal Dizemos que a varidvel aleatéria X tem distribuicdo
normal com pardmetros u € R e 02 > 0, denotado por X ~ N (u,0?), se X
tem como densidade

A distribuicao N = N(0,1) é chamada normal padrio.

Denotamos por ® a funcdo de distribuicdo acumulada de uma normal padrao N,
dada por

¢ 2
eac/2

t) = —dx.
) —oo V2T
Em geral, a solugao de problemas numéricos envolvendo a distribui¢ao normal inclui

a consulta de uma tabela de valores de (®(¢);¢ > 0) com os valores de t apropriados.
Na Tabela 2.1 exibimos os valores de ®(t) para ¢t = 0,00, 0,01, 0,02, ..., 3,49.

D(t) = Fn(t) = PN <

Para t < 0 usa-se a identidade
B(—t) =1 — B(t).
Consequentemente,

P(+a <N < +b) = ®(b) — ®(a)
P(—a < N < —b) = ®(=b) — ®(—a) = ®(a) — ®(b)
P(—a <N < +b) = ®(b) — ®(—a) = B(b) + B(a) — 1.
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Tabela 2.1: ®(z + y), onde z sdo os valores das linhas

47

e y os das colunas.

I [ 000 o001 002 003 004 | 005 006 007 008 009 [
0,0 |[ 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 | 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 || 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 | 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 || 0,5793 0,5832 05871 0,5910 0,5948 | 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 || 0,6179 06217 0,6255 0,6293 0,6331 | 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 || 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 | 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 || 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 | 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 || 0,7257 0,7291 10,7324 0,7357 0,7389 | 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 || 0,7580 0,7611 10,7642 0,7673 0,7704 | 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 || 0,7881 0,7910 10,7939 0,7967 0,7995 | 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 || 0,8159 08186 10,8212 0,8238 0,8264 | 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
1,0 || 0,8413 0,8438 0,8461 10,8485 0,8508 | 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 || 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8720 | 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 || 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 | 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 || 0,9032 10,9049 0,9066 0,082 0,9099 |0,9115 0,9131 0,147 0,9162 0,9177
1,4 || 09192 0,9207 0,9222 09236 0,9251 |0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
1,5 || 0,0332 0,9345 0,9357 0,370 0,9382 | 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 || 00452 10,9463 0,9474 0,484 0,9495 |0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 || 0,0554 0,9564 0,9573 0,0582 0,9591 |0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 || 09641 10,9649 0,9656 0,9664 0,9671 | 0,9678 0,9686 0,0693 0,9699 0,9706
1,9 || 09713 0,9719 0,9726 09732 0,9738 | 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767
2,0 |[0,9772 0,778 09783 0,9788 0,9793 | 0,0798 0,9803 0,9808 0,812 0,9817
2,1 || 0,9821 09826 0,9830 0,9834 0,9838 | 0,0842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
2,2 || 0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 | 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
2,3 || 0,9893 0,9896 0,9808 0,9901 0,9904 | 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916
2,4 || 0,9918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 | 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,0936
2,5 |[0,9938 0,0940 0,9941 0,9943 0,9945 | 0,0946 0,948 0,9949 0,9951 0,0952
2,6 || 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 | 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,0964
2,7 || 0,965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 | 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,0974
2,8 || 0,0974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 | 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
2,9 || 0,981 09982 10,9982 0,9983 0,9984 | 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,0986
3,0 || 0,9987 0,0987 0,0987 0,9988 0,9988 | 0,9989 0,989 0,9989 0,9990 0,0990
3,1 || 0,9990 0,9991 0,9991 0,9991 0,9992 | 0,9992 0,9992 0,9992 0,9993 0,0993
3,2 || 0,9993 0,9993 09994 0,9994 0,9994 | 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995 0,0995
3,3 || 0,995 00995 0,9995 0,9996 0,9996 | 0,0996 0,9996 0,996 0,9996 0,9997
3,4 || 0,9997 0,9997 09997 0,9997 0,9997 | 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,0998
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Em particular,
P(—a <N <a) =2%(a) — 1.

Exemplo 2.25. Calculemos as seguintes probabilidades:

(a) P(0 <N <1)=®(1) — ®(0) ~ 0,8413 — 0,5000 = 0, 3413.

(b) P(—1.93 < N < 3) = ®(1.93) + ®(3) — 1 ~ 0,9732 + 0,9988 — 1 = 0, 9720.

(c) P(—1.8 < N < 1.8) = 28(1.8) — 1 &~ 2 x 0,9641 — 1 = 0, 9282.
)

(d) Para qual z tem-se P(—z < N < z) = 0,907

20(2) —1=0,90 = ®(z)=0,95 = z~ 1,645,

(e) Para qual x tem-se P(—z < N < z) = 0, 68267
2B(z) — 1 =0,6826 = ®(z) =0,8413 = z ~ 1,000.

Exercicio 2.7. Mostre que, se Y = aX +bcoma > 0e b € R, entdo fy(y) =
%fx(yT_b) Sugestdo: determine Fy(y), y € R, em termos de fx(z), © € R,
sabendo que Fx (t) = ffoo fx(z)dz, e depois tome a derivada.

Exercicio 2.8. Mostre que se X ~ N (i, 0?) entdo a varidvel aleatéria % tem
distribui¢do normal padrao.

2.4 Distribuicoes Mistas e Singulares

Uma variavel aleatéria discreta X vive em um conjunto enumeravel de pontos,
cada um dos quais tem probabilidade de ocorréncia positiva Nesse contexto, tudo
se expressa em termos de somatérios ponderados pela funcao px.

Uma varidvel aleatoria absolutamente continua X vive em R, sua distribui¢do em
cada intervalo (n,n+1] é similar & de uma distribui¢do uniforme, apenas seu peso é
ponderado pela funcdo fx. Nesse contexto, tudo se expressa em termos de integrais
com fx(z)dx.

Existem varidveis aleatérias que sao misturas dos tipos discreto e absolutamente
continuo. Neste caso, a varidvel pode ser decomposta, separando-se as suas partes
discreta e absolutamente continua, e suas propriedades serdo determinadas por
combinagoes de somatérios e integrais. Mais precisamente, dizemos que X é uma
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varidvel aleatoria mista com componentes discreta e absolutamente continua se
existem px e fx tais que

P(X € B) pr /fo(x)dx, B e B.

rEB

Além desses casos, existem varidveis aleatérias cuja parte continua néo é absolu-
tamente continua. Por um lado, nenhum ponto em particular tem probabilidade
positiva de ocorrer, o que afasta o tratamento por somatérios do caso discreto.
Por outro lado, sua distribui¢ao nao é similar a de uma distribui¢do uniforme, pois
tais variaveis aleatérias vivem conjuntos pequenos da reta, ndo sendo aplicavel
tampouco o uso de integrais em f(z)dx para nenhuma f. A tais varidveis
chamamos de singulares. Toda varidvel aleatoria pode ser decomposta em suas
partes discreta, absolutamente continua, e singular. O leitor pode ler mais a
respeito em [Jam04, pp. 44-48], e nas referéncias ali citadas.

Exemplo 2.26. Imagine uma pessoa sempre se desperta num horario S com
distribuicdo normal de média 07:00 e desvio-padrao de 1 hora. Representemos
como numeros reais os horarios medidos em horas, relativos a meia-noite, de
maneira que S ~ N(7,1). Colocamos um alarme para despertar essa pessoa s
08:00, que funciona com probabilidade % Nesse caso, ela vai se despertar as 08:00
com probabilidade 7,94%, ou antes das 08:00 seguindo a densidade original, ou
depois das 08:00 seguindo uma densidade normal atenuada. Mais precisamente,
essa pessoa vai se despertar em um horario T' cuja distribuicao é dada por

o) ﬁe(t—nz/a t <8, (1) = 0,0794, t=38,
R B A 1) t#8.

N ’
A probabilidade de essa pessoa se despertar entre 06:00 e 09:00 é dada por

P(6<T<9): /fT

6<t<9

1 1 >
:0,0794+/ ——etD /2dt+/ D24
6 m 8 \/8777

=0,0794 + [®(1) — B(—1)] +
=0,0794 + 3®(1) + 20(2) —

[©(2) — (1))

+ 1
2
1=282,99%

1
2
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com quatro algarismos significativos.
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2.5 Distribuicao Condicional dado um Evento

Dado um evento A com P(A) > 0, definimos a fungdao de distribuicio condicional

de X dado A

Fx(t|A) = Fxa(t)

= P(X

<tlA), teR.

Exemplo 2.27. Considere dois lancamentos de uma moeda honesta e seja X o

namero de “caras” obtidas. Temos

)

Fx(t)

Bl ae O

)

—_

t <0,
0<t <1,
1<t <2,
t > 2.

VoA

Seja A o evento “pelo menos uma moeda deu cara”. Temos

Fx(t]A) =

Se X é discreta, definimos ainda a funcdo

0
2
3
1

t<l1,
1<t<2,
t>2.

WV

de probabilidade condicional de X dado

A, px(-]A) ou pxja(-), como a funcdo de probabilidade associada & fungao de

distribuicdo Fx(-|A). No exemplo acima,

2
3
x(z]4) = { 5.
0

Se X é absolutamente continua, definimos

temos
r=1,
T =2,

caso contrario.

a funcao de densidade condicional de X

dado A, fx(-|A) ou fx|a(-), como a densidade associada a fungao de distribuicao

Fx(-|A).
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2.6 Exercicios
2.9. Mostre que, se duas variaveis aleatérias X e Y sdo iguais quase certamente,
isto é, P(X =Y) =1, entdo Fx = Fy.

2.10. Encontre os valores das constantes reais a e 3 de modo que a fungao F
abaixo seja funcéo de distribuicdo acumulada de alguma varidvel aleatéria definida
em algum espago de probabilidade:

0 <0,
F(m):{ ’ v

a+Be®/2 x>0,

2.11. Seja X o ntmero de caras obtidas em 4 langamentos de uma moeda honesta.
Determine a funcdo de probabilidade de X. Desenhe o grafico da fungdo de
distribuicao da variavel aleatéria X.

2.12. Se

é funcdo de densidade, ache c.
2.13. Se f(t) = ¢ 3t%e 1y 5 (t) ¢ funcdo de densidade, ache c.

2.14. Mostre que a fungdo de probabilidade do modelo de Poisson é de fato uma
fun¢do de probabilidade.

2.15. Perda de memoéria do modelo geométrico.

1. Mostre que P(X > m + n|X > n) = P(X > m) para inteiros ndo-negativos,
se X segue o modelo geométrico.

2. Se X segue o modelo geométrico, prove que a distribuicdo de X dado que

X > n éigual a distribuicao de X + n.

2.16. Mostre que a densidade do modelo uniforme continuo é de fato uma funcao
de densidade.

2.17. Mostre que a distribuicao do modelo exponencial é de fato uma distribuicao.
Calcule a densidade associada.
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2.18. Seja X uma varidvel aleatéria em (2, F, P) com distribuigdo exponencial
de pardmetro A > 0. Considere N = [X], o menor inteiro maior ou igual a X.
Encontre a distribuicao de N.

2.19. Uma pesquisa eleitoral determinou que a inten¢ao de voto do Candidato A é
de 46%, com margem de erro de 3%, para mais ou para menos. Ou seja, a intencao
de voto desse candidato tem distribuigdo normal com média p = 46% e desvio-
padrao o = 3%. Calcule a probabilidade de o Candidato A ter mais de 50% das
intencoes de voto.

2.20. Uma caixa contém 10 parafusos, cujos tamanhos sdo normais independentes,
com média 21,4mm e desvio-padrao 0,5mm. Calcule a probabilidade de que
nenhum dos parafusos tenha mais de 22 mm.

2.21. Perda de memoéria do modelo exponencial.

1. Mostre que P(X > t+ s|X > s) = P(X > t) para t,s > 0 se X tem
distribuigdo exponencial.

2. Mostre que a distribuicdo de X dado que X > s é igual a distribuicao de
X +s.

2.22. Se X ~ exp(A) e Y = 5X, ache a distribui¢do acumulada de Y. Ache a
funcédo de distribuigao condicional e a densidade condicional de Y dado que X > 3.

2.23. [Jam04, Capitulo 2]. Recomendados: 1, 5, 6, 7, 9, 10, 13, 14.



Capitulo 3

Vetores Aleatorios

Imagine que queremos produzir duas varidveis aleatorias com distribuicao
Bernoulli(%). A forma mais natural seria lancar uma moeda duas vezes e considerar
opar X = (Z,W). Uma outra forma de fazé-lo seria, por exemplo, langar a moeda
apenas uma vez e copiar o resultado: Y = (Z, 2).

Em ambos os casos, produziu-se um par de varidveis aleatorias distribuidas como
Bernoulli(%). Entretanto, o comportamento conjunto dessas varidveis aleatérias é
bem diferente nos dois casos.

Neste capitulo vamos estudar as principais propriedades dos vetores aleatorios,
isto é, a combinacdo de muitas varidveis aleatorias em que se considera seu
comportamento estatistico conjunto.

3.1 Vetores Aleatorios

Comecamos com um pouco de notacio vetorial. € R? representa uma d-upla de
ndmeros reais, x = (r1,Z2,...,24). Uma fungdo X em  associa a cada w uma
d-upla, i.e., um vetor X (w) = (X1(w), Xa(w), ..., Xa(w)).

Denotamos por < y o conjunto de desigualdades z; < y;,¢ = 1,...,d, isto
é, *x < y se, e somente se, vale a desigualdade para todas as coordenadas
simultaneamente. Analogamente denotamos por < y o conjunto de desigualdades
x; <y, i =1,...,d. Dados a < b, denotamos por [a, b] o conjunto {x € R% : a <

53
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x < b}. Analogamente para (a, b], etc.

Definig¢do 3.1 (Vetor aleatério). Um wvetor aleatério X = (Xi,...,X4) é uma
funcdo X : Q — R? tal que cada coordenada X, é uma variavel aleatoria.

Espaco de probabilidade induzido e lei de um vetor aleatério Como na
reta, a o-algebra de Borel no espaco Euclidiano R?, denotada por B%, é a menor
o-algebra que contém todos os octantes {x € R? : z < t}, t € RY. Dado um
espago de probabilidade (£2, F, P) e um vetor aleatério X, definimos o espago de
probabilidade induzido por X como (R, B¢, Px), onde

Px(B)=P ({w: X(w) € B}), BeB"

Ou seja, o espago amostral é o conjunto dos vetores d-dimensionais, os eventos
aleatérios sd@o os conjuntos Borelianos, e a medida de probabilidade é aquela
induzida por X. Chamaremos de lei do wvetor aleatério X a medida de
probabilidade Px em R? induzida por X.

Funcao de Distribuicao Conjunta

Definicdo 3.2 (Fungdo de Distribuicdo Conjunta). A fungdo de distribuicdo
conjunta de um vetor aleatério X, denotada por Fx, é uma funcdo Fx : R — R
dada por

Fx(t)=P(X <t).

Exemplo 3.3. Lancamos duas moedas honestas e consideramos X; = quantidade
de caras, Xo = 1 se os resultados forem iguais, 0 se forem diferentes, e X =
(X1, X3). Temos entao

0, t1 <Oouty <0, pois[X <t]=0;

0, t1,t2€]0,1), pois [X <t]=[X; =0,X, =0] =0
PIX < t) = % t1 > 1,t2 €[0,1), po%s (X <t - (X1 =1,X2=0];

7 t1€[0,1),t2>1, pois [X <t] = [X; =0,X =0];

3. t1€[,2),t2>1, pois [X <] =[X1 =0oul];

1, t1>2,t>1, pois [ X < t] = Q.

Os valores de Fx sao ilustrados na Figura 3.1.
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Figura 3.1: Valores assumidos por Fx (t1,t2) para cada (t1,t2) € R%.

Considere o operador Al , sobre fungdes de R? em R, dado por
(Afl’bF) () =F(z1,...,2i—1,0,%i11, ..., 2q) — F(x1,. .., i1, 0, Ziq1, ..., Tq).

Note que a funcao Ag’bF nao depende da i-ésima coordenada de .

. Ad

aq,bq

Proposigdo 3.4. Para a <becR?%, Al

a1,b1

FX:P(a<X<b)

Demonstracao. Para quaisquer @, a < b, temos

Al L Fx(x)=P(X1 <a1,..., Xao1 < 24-1, Xa < ba)—
- P(Xy<z1,...,Xg-1 <291, Xg < aq) =
=P(X; <1,...,Xq-1 < xg-1,aq < Xgq < ba),
e sucessivamente obtemos
j+1 _
ajb; " Aad bdFX(w [ (Aaj+17bj+1 o Aad bdFX):| (:1:) -
:P(Xlg.’tl, 7XJ 1<£EJ 1,X b],ajH<X]+1\bj+1,...,ad<Xd<bd)—
—PXi <21, X < a1, X < ag,a501 < Xy <bjpa,.,00 < Xg < bg) =
:P(Xlgxl, ,X] 1<Z‘] 1,(1,]<X b o ag < Xg < bd)

Tomando j = 1 temos

Al b "AadbdFX( x) = Pla; < X1 <by,...,a0 < Xq < bg). U
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Proposicao 3.5 (Propriedades da Fungdo de Distribui¢gdo Conjunta). Se X ¢
um vetor aleatério em (Q, F, P), entdo sua fung¢io de distribuicio Fx goza das
sequintes propriedades:

1. F'x é nao-decrescente em cada uma de suas coordenadas.

2. F'x é continua a direita em cada uma de suas coordenadas.

3. Se (x*)y, é tal que, para algum j, ¥ — —oo, entdo Fx () — 0.
4. Se () ¢ tal que, para todo j, xf — +00, entdo Fx (x) — 1.
d Al d
5. Para a < b € R, Aahbl ”'Aad7bdFX > 0.
Demonstracao. Feita em aula. O

Contra-Exemplo 3.6. Considere a seguinte fungao:

1, 220,y=20,z+y =1,

F(xay):{

0, caso contrario.

Entao Aj A§F = F(1,1) = F(1,0) — F(0,1)+ F(0,0) =1-1-140= -1 <0.
Portanto, F' ndo pode ser fungdo de distribuicdo conjunta, ainda que satisfaca as
Propriedades 1-4.

Funcao de distribuicao marginal

A partir da funcao de distribui¢do conjunta, pode-se obter o comportamento de
cada varidvel isoladamente.

A funcéo de distribuicdo de uma das coordenadas do vetor X é denominada funcio
de distribuicdo marginal e é obtida da seguinte forma:

FXJ(AT_]) = I}I_I;HOOFX(CCM e 7$d)a
i#]

em que o limite é aplicado em todas as coordenadas, exceto j.

Demonstracao. Feita em aula. O
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Exemplo 3.7. No Exemplo 3.3, temos

0, t<0,
L geret 0, t<0,
VRl st <
FXl(t): : FXz(t): %7 0<t <1,
3 1<t<2,
1, t>1.
1, t>2

3.2 Tipos de Vetores Aleatdrios

Os principais tipos de vetores aleatérios sdo o discreto, o absolutamente continuo,
e 0 misto com componentes discreta e absolutamente continua. Porém, ha muitos
exemplos de vetores aleatérios que nao sao de nenhum desses tipos, e esses exemplos
néo sao tao artificiais como as varidveis aleatérias singulares.

Vetores Aleatdrios Discretos

Definigao 3.8. Dizemos que um vetor aleatério X, sua funcao de distribuicao F'x

e sua lei Px sdo discretos se existem {z!, :c2 x3,...} tais que P(X €

3

{z!, x? x?, }) = 1. Neste caso, a funcio de probabzlzdade de X é dada por

Um vetor aleatério X é discreto se e somente se suas coordenadas X1,..., X4 sdo
discretas. Uma fungao p(-) satisfazendo

d px)=1 e plx)>0, VzeR

é chamada funcao de probabilidade conjunta.

Funcao de probabilidade marginal A fungio de probabilidade marginal de
uma variavel X; é obtida somando-se nas demais variaveis:

pXL<x7,> _xl Z Z Z Z x17--~7xi717xi7xi+17"'axd)-

Ti—1 Ti41
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Demonstracao. Feita em aula. O

Exercicio 3.1. No Exemplo 3.3, obtenha a fun¢do de probabilidade de X, e as
funcoes de probabilidade marginais de X; e Xo.

Vetores Aleatérios Absolutamente Continuos

Dizemos que um vetor aleatério X, sua funcao de distribuicdo F'x e sua lei Px sao
absolutamente continuos se existe fx(-) = 0 tal que

P(X €B)= / fx(x)d’xz VB e B
B

Neste caso, dizemos que fx ¢é a funcio de densidade conjunta de X, ou
simplesmente densidade de X.

A funcgéo de distribuicdo conjunta F'x pode ser calculada integrando-se a funcéo
de densidade conjunta fx em cada coordenada:

Fx(t) = R fx(z)dzg---da
[

e, por outro lado, esta sempre pode ser calculada derivando-se aquela também em
cada coordenada:

ad

fx(x) = Oy - O1yg

FX(xlu"'7xd)'
1

para “quase” todo & € R?, isto é, para todo & exceto talvez em conjunto pequeno.

Exemplo 3.9. Seja G € R? uma regido tal que Vol G > 0, onde Vol G é o volume

Dizemos que um Boreliano A € B% é pequeno, isto &, tem medida zero, se, para todo € > 0,
existe uma sequéncia de paralelepipedos (a7, bj) cuja unido contenha A e cujo tamanho total seja
pequeno, isto é, Z;‘;l(b{ - a{) (b(Ji — aé) < e. Por exemplo, se A = {(z,y) : z > 0,y = 0}
é uma semi-reta no plano, entio podemos tomar a sequéncia (j — 1,5) x (—=27971g, 2777 1¢),
Essa sequéncia contém a semi-reta A e seu tamanho total é exatamente . Podemos modificar a
densidade fx em um conjunto pequeno de pontos e ainda teremos uma densidade para X, pois
um conjunto pequeno nio altera o valor da integral fB fx (x)dz.
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d-dimensional de G. Dizemos que X = (X1, Xs,...,X4) com funcdo de densidade

f ( ) Wllca (xlv"'
X\T1y...,%d) =
0, (1,...,24) ¢ G

é uniformemente distribuido em G.
Uma fungdo f(-) satisfazendo
f(x) >0, VaeR? e / f(z)die =1
Rd

é chamada funcao de densidade conjunta.

Densidade marginal A densidade de uma varidavel X; é chamada densidade
marginal, e pode ser calculada por

+oo 400
in(a?i):/ / flze, .. xgy . xg)dey - -dag.
— 00 —00 %/_/
N—— exceto x;
d—1 vezes
Demonstracdo. Feita em aula. O

Exercicio 3.2. Sejam trés variaveis aleatorias X, Y e Z com fung¢do de densidade
conjunta dada por

kxy?z, se0<z<1,0<y<lel<z<V2,

0, caso contrario.

f(z,y,z) :{

Encontre o valor de k e ache a fun¢do de densidade marginal de X.

Observagao 3.10. Se um vetor aleatério X é absolutamente continuo, entao suas
coordenadas X1, ..., X4 sdo absolutamente continuas, mas nao vale a reciproca! De
fato, é muito facil construir um vetor aleatério continuo que nao é absolutamente
continuo.

Exercicio 3.3. Seja X ~ U[0,1], Y = 1 - X e X = (X,Y). Encontre
2

a funcdo de distribui¢do conjunta Fx(x,y). Verifique que ag?WF x(z,y) = 0

para todo par (z,y) no plano R?, exceto em algumas retas ou segmentos de



60 CAPITULO 3. VETORES ALEATORIOS

reta. As coordenadas de X sdo absolutamente continuas, mas o vetor X néo é
absolutamente continuo!
Vetores Aleatorios Mistos

Como no caso uni-dimensional, dizemos que um vetor aleatério X é do tipo misto
com componentes discreta e absolutamente continua se existem px e fx tais que

P(X € B) = pr(w)—F/BfX(m)dd$ VB € B
xz€B

3.3 Independéncia de Variaveis Aleatorias

Defini¢do 3.11 (Varidveis Aleatérias Independentes). Dizemos que as varidveis
aleatérias X1, Xo,...,Xg em (Q,F,P) sdo coletivamente independentes, ou
simplesmente independentes, se

P(X1EBl,...7Xd€Bd):P(X1GBl)“'P(XdEBd)

para quaisquer Bi,...,Bg € B. Se I é uma familia qualquer de indices, dizemos
que (X;)ier s@o coletivamente independentes se X;,,...,X; sdo independentes
paratodon e Neiy,..., i, € I.

Dada uma familia de variaveis aleatérias independentes, qualquer subfamilia é
também formada por varidveis aleatorias independentes.

Muitas vezes vamos considerar uma familia de varidveis aleatérias que, além de
serem independentes, tém a mesma distribuicao, o que chamamos de independentes
e identicamente distribuidas, ou simplesmente i.i.d.

Proposicao 3.12 (Critério de Independéncia). Sdo equivalentes:
(i) X1,Xa,...,Xq4 sdao independentes.

(ii) Fx(t) = Fx,(t1)Fx,(t2) - Fx,(tq) para todo t € RY.

(iii) Fx(t) = Fy(t1)Fa(tz)--- Fy(tq) para todo t € R, com Fi,...,Fy funcées
reais.
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Demonstragio. (i) = (it) = (i4i) sdo triviais. Suponha (i4i). Calculando a
marginal temos

F,(a;) = lim Fx (@)= F(z;) Hmlgan(x])_czFi(x,-),
VED) JFi

onde ¢; # 0 pois Fx, ndo pode ser uma funcdo constante. Assim,

1
Fxc(@y, o wa) = o Fra(@1) - P (wa),

Fazendo x; — oo Vi, temos que ¢; - - - ¢q = 1, portanto (#ii) = (i3).

Assumindo (i7), vamos mostrar (¢) supondo que os B; sdo unides de intervalos
disjuntos. Observe que se C; = (a;,b;] para i =1,...,d, temos

P(X1€Cl,...,Xd€Cd):A(1h by AadbdFX( )
_A<1l1, by ”Aad bd[Fxl(ajl) FXd(xd)]

=[AL, 4, Fx, ()] -+ [AL, 4 Fx,(za)]
—P(Xl 601) (XdECd)

A mesma identidade se estende para C; = [a;,b;] tomando-se o limite a — a;—,
analogamente para intervalos abertos ou semi-infinitos, e por aditividade vale para
unides de intervalos disjuntos B; = C; 1UC; 2U---UC; 1. A extensdo a todo B; € B
envolve argumentos de Teoria da Medida e serd omitida. (Il

Proposicao 3.13 (Critério de Independéncia. Caso Discreto). Seja X um vetor
aleatorio discreto. Sdao equivalentes:

(i) X1,Xa,..., X sdo independentes.
(1) px(t) = px, (t1)px, (t2) - px,(ta) para todo t € RY.
(i) px(t) = p1(t1)p2(ta) - - - paltq) para todo t € R, com py, ..., pq fungoes reais.

Demonstragio. (i) = (ii) = (i4i) sdo triviais. Suponha (#ii). Para z; tal que
px, (z;) > 0, calculando a marginal temos

Z Z Z ZPX pi(xi)‘HZPj(xj):Cipi(xi),

Ti1 Tiq1 J#i xj



62 CAPITULO 3. VETORES ALEATORIOS

onde ¢; # 0. Assim,

1

px (1, .., 2a) = px, (71) - px,(Ta).
cl .--cd

Somando em x, temos que ¢ - - - ¢4 = 1, portanto (iii) = (ii).
Suponha (i7). Temos que

P(X1€Bi,....Xg€B))= Y - Y px()

r1E€DB, z4€Bg

- l S le(xl)] [ > pxa(wa)

r1E€8B; Tq€Bg

= P(X; € By) - P(Xq4 € Bg),

e portanto (ii) = (4). O

Proposicao 3.14 (Critério de Independéncia. Caso Continuo). Seja X um vetor
aleatorio absolutamente continuo. Sdo equivalentes:

(i) X1,Xa,..., Xy sao independentes.

(i) fx(t) = fx,(t1)fx,(t2) - fx,(ta) para quase todo t € RY.

(i) fx(t) = f1(t1)fa(t2) - fa(ta) para quase todo t € R, com fi,..., fq funcoes
Teqais.

Demonstragao. (i) = (i) = (#i1) s@o triviais. Suponha (ii7). Para B; € B tal que
P(Xz € Bz) > 0,

Px.(8) = [ tnopx@ate = [ podn ] [ giw)dn e [ pode
Ra J#i
onde ¢; # 0. Logo, fx,(x;) = ¢; fi(x;) para todo z; € R. Assim,
1
Ix(x1,. . 2q) = Ix,(x1) - fx,(xa).
Cl1 "+ Cq

Integrando em R?, temos que c; - -~ cq = 1, portanto (iii) = (i4).

Suponha (i7). Temos que
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P(X, eBl,...,XdeBd):/ fx(x)dlx =
By Xx---XBg

_ [ 3 le(xl)dxl} [ fXd(:cd)dxd] — P(X) € B1)--- P(Xy € By),

Bg

e portanto (ii) = (4). O

Definig¢do 3.15 (Varidveis Aleatdrias Independentes Duas a Duas). Se I é uma
familia qualquer de indices, dizemos que (X;);cs sdo duas a duas independentes se
X; e X; sao independentes para quaisquer ¢ # j € I.

Segue das definigoes que uma familia de varidveis aleatérias coletivamente
independentes também ¢é independente duas a duas. Entretanto nao vale a
reciproca.

Contra-Exemplo 3.16. Sejam X e Y independentes assumindo os valores —1
ou +1 com probabilidade % cada, e tome Z = XY . Entao temos

ia (.’L‘, Y, Z) = (1, 17 1)a (_17 _17 1), (17 _15 _1)a (_17 17 _1)7

pX,Y,Z(x,y;Z) = , .
0, caso contrario.

Entdo X, Y e Z nao sao coletivamente independentes, pois

pxya(LLY) = 1 # £ =px(pr(Dpz().

Entretanto, X, Y e Z sdo duas a duas independentes.

3.4 Método do Jacobiano

Suponha que o vetor aleatério X ¢é absolutamente continuo e assume valores em
um dominio Gy C R?, e que estamos interessados em estudar o vetor aleatério Y
dado por uma transformacdo Y = g¢(X). Vamos considerar o caso em que
g:Go — G, G C R? é bijetiva e diferencidvel, com inversa g~! = h : G — Gy
também diferencidvel. Escrevemos a transformada inversa como X = h(Y) e
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definimos os Jacobianos:

Oz .. Om
ox Oy1 0Ya
Jn(y) = det (3) = det oo
Y Oxg .. Ozg
9y1 Oya
e
9y1 Oy1
9 ox1 oxq
Jg(x) = det <8y> = det E :
.’13 Oya 9Ya
Oxq Oxg
O Jacobiano satisfaz a seguinte identidade:
1
Jn(y) =
Jg()

Proposicao 3.17 (Método do Jacobiano). Sejam Go,G C R%, g : Gy — G uma
bijecio e h = g~ ', e suponha que g e h sejam diferencidveis. Se X é um vetor
aleatdrio absolutamente continuo assumindo valores em Go, e Y = g(X), entdo a
densidade fy pode ser obtida a partir da densidade fx pela relagdo

fr () =) fx(h(y) =

Ideia da prova. Pelo célculo de varias varidveis, sabemos que se o jacobiano for
nao-nulo para todo y € G, entao

Zf(w) ‘w= [ b))l dy

g(4)

para qualquer f integrdvel em A, onde A C Gy. Como P(Y € g(A)) é dada por
P(X € A), eesta tltima é dada pelo lado esquerdo da expressao acima com f = fx,
temos que o integrando do lado direito é necessariamente dado por fy (y). O

Exemplo 3.18. Considere o vetor aleatério X = (X, X5) com densidade

drime, x1,22 € ]0,1],

[x(x1,22) = {

0, caso contrario,
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e o vetor Y dado por Y1 = X1/Xs,Ys = X1 X5, Temos y = h(x) = (z1/x2,z122)
e

Oy | 1/x —x1 /73

ox To T

e Jg(x) = 2x1/x2. Obtendo = em funcgéo de y:

Y1 = 371/3?2 Y1y2 = x% Y1 =21 = \/Y1Y2

Yo = T1T2 Yo /y1 = T3 Yo = T2 = \/y2/y1,

e os valores possiveis de y sao

G={(y1,92)10<y2<yl,0<y2<y%}~

Agora,

24/y1y2

Jg(h(y)) = ——= =2u

vV Y2/

e
Ix(h(y)) = 4/ y1y2 v/ y2/y1 = 4yo.
Portanto,
1 2y2/y1, 0 <y2 < 1lyo <y1 <1/yo,
— h —
fr(w) |Jg ()] fX( (y)) {07 caso contrario.

Exercicio 3.4. Sejam X e Y varidveis aleatorias independentes, cada uma com
distribuicdo exponencial com pardmetro 1, mostre que Z = X +Y e W = % sao

também independentes com densidades

ze % z>0

fZ(Z):{ 0. 2<0

1 ’LU>0

fw(w) = { Cwt1)*)

0, w<o0

Exemplo 3.19. Se X e Y sdo independentes e distribuidas como N(0,1), entédo
X +Y e X — Y sdo independentes e ambas distribuidas como N (0, 2).
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Ponha Z = (X, Y)e W = (X +Y,X —Y). Temos que W = g(Z), onde g(z,y) =

(r+y,z —y). Logo,
ow _ 1 1
8z |1 -1 |’

assim Jg(z) = —2. Obtendo z como funcdo de w:
_|_
wy =z+y x:w12w2
w1 — W2
wy =1~y y=—
Ainda,

fz<z>:fx,y(x,m:fxu)fy(y):me*’z‘ =t

logo

1 7( 101;-1“2 )2 7( ) —wy )2 - 1u%+w%+2wle;—w%+wg—211)11112 1 w? a2
fZ(h(w)>:7€ 2 € 2 = = —e 4 e 4

2 2 2
e, substituindo,

1 1w w3
fw(w) = 7o (h(w))] fz(h(w)) = me T = Iaro,2) (w1) far(o,2) (w2).
g

Portanto, Wi e Wa sdo independentes e distribuidas como N(0, 2).

Exercicio 3.5. Se X e Y sao independentes e distribuidas como A(0, 1), entdo
4X +3Y e 3X — 4Y sdo independentes e ambas distribuidas como N (0, 25).

3.5 Exercicios

3.6. Considere um vetor aleatério (X,Y") absolutamente continuo com distribuicao
uniforme em
A:{(m,y)ERz:O<y<xez+y<1}.

Encontre Fx y.
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3.7. Considere um vetor aleatério (Z, W) absolutamente continuo com densidade

¢, 0<z<1l,0<w<yeg,

fZ,W(va) = {

0, caso contrario.

Encontre Fz w .

3.8. Sejam Y e U duas variaveis aleatdérias em um mesmo espago de probabilidade,
independentes e com leis Y ~ N'(0,1) e P(U = —1) = P(U = +1) = 3. Ache a lei
de Z=UY.

Dica: estudar diretamente a funcao de distribuicao acumulada.

3.9.

(a) A densidade conjunta de X e Y é dada por

e z>1y>0

f(«f,y):{

0, caso contrario.

Encontre c. Diga se X e Y sdo independentes e por qué.

(b) Suponha que (X,Y") é um vetor aleatdrio absolutamente continuo com fungéo
de distribui¢ao conjunta dada por

l—e®+e™™V—ge ™ —eV4xe ™Y, 2,y>0

0, caso contrario.

Fxy(z,y) = {
Encontre a densidade conjunta fxy e diga se X e Y sdo independentes.
(¢) Com X eY dadas no item anterior, encontre a distribui¢do marginal Fy-.
3.10. Sejam X e Y variaveis aleatorias discretas e independentes. Mostre que
pxsr(t) = Y px(s) - py(t — ).
s
Sugestao: particione (2 segundo o valor de X.

3.11. Mostre por indugao finita que, se X1, Xs,..., X, s@o varidveis aleatérias
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independentes com X; ~ b(m;,p),i =1,2,...,n, entdo

i=1 i=1

Dica: (“}*) =370 (1) (,20)-

3.12. Se X e Y sdo independentes e distribuidas respectivamente como Poisson(A;)
e Poisson()\z), mostre que

X +Y ~ Poisson(A1 + A2).
Dica: (a+ b)¥ = Z.I;:o (’;) albF=I.

3.13. Sejam X e Y varidveis aleatérias definidas no mesmo espago de probabi-
lidade, independentes, discretas e com distribui¢des Poisson(A;) e Poisson(Az),
respectivamente. Mostre que, dada a ocorréncia do evento [X +Y = n], a
probabilidade condicional de X =k é

n )\1 k )\2 n—k
P X =klX+Y = = .
X =RX+¥=n) (k)<A1+A2> (m&)

Como vocé interpreta essa identidade?

3.14. O ntimero X de uvas-passas encontradas em um panetone tem distribuicéo
Poisson(\). O panetone, estando com a data de validade vencida ha alguns
meses, pode ter uvas-passas estragadas. Cada uva-passa pode estar estragada
independente das demais, com probabilidade p. Encontre a distribuicdo do
numero de uvas-passas estragadas e calcule a probabilidade de ndo haver nenhuma
estragada.

3.15. Sejam X e Y varidveis aleatorias independentes, ambas com distribui¢ao
exp(1l). Use o método do Jacobiano para determinar a distribuicdo conjunta de
X+Ye Xiw Digase X +Y e XXW sao independentes. Encontre a distribuicao

X
de v

3.16. Sejam X e Y i.i.d. absolutamente continuas com densidade f. Mostre que

fX+y(t):/Rf(t—s)f(s)ds Vt € R,
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Sugestao: faca Z =X +Y e W =Y, e calcule a densidade conjunta de Z e W.

3.17. [Jam04, Capitulo 2].
Recomendados: 2, 17, 18, 21, 30, 33, 34, 41, 46.



70

CAPITULO 3. VETORES ALEATORIOS



Capitulo 4

Esperanca Matematica

A esperanga EX de uma varidvel aleatéria X é a média dos valores assumidos
por X, ponderada pela probabilidade de X assumir esses valores. Podemos pensar
em FX como sendo o “centro de massa” de X. A esperanca de X é, em varios
sentidos, a melhor aproximacao deterministica para a variavel aleatéria X. Uma
das justificativas mais importantes, que veremos mais adiante, é a lei dos grandes
numeros: se X1, ..., X, sdo independentes e tém a mesma distribuicdo de X, entao
a média amostral % 21;1 X; se aproxima de FX quando fazemos n grande.

4.1 Variaveis Aleatorias Simples

Uma variavel aleatéria X é dita simples se assume apenas finitos valores.

Definigao 4.1. Dada uma variavel aleatéria simples X, definimos a esperanca de
X, ou média de X, ou ainda o valor esperado de X, denotada por FX, por

EX=) z-P(X =u).

A esperanca de X pode ser pensada como o “centro de massa” da varidvel
aleatéria X, como ilustrado na Figura 4.1.

Outra interpretagdo de EX vem dos jogos em cassinos. Sejam X o resultado que
se ganha em um dado jogo, e aq, ..., a 0s possiveis valores. Suponhamos também

71
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px(z)

A
. EX

Figura 4.1: A esperanca de X como o centro de massa de px.

que jogaremos esse jogo m vezes, e denotamos o resultado de cada jogada por
Xiq,...,X,, independentes e com a mesma distribuicdo de X. A nocao intuitiva
de probabilidade como frequéncia relativa diz que a proporcao dentre essas n
repetigdes em que o resultado é a; se aproxima de P(X = a;) para n grande,

ou seja,
n

1
E Z]l[XJ:ai] ~ P(X = ai).

1 2 6 21 7
EX=1xP(X=1)+--- PX=6) =424 po=2_1
x P( )+ 46 x P( 6) cTeT T TsT 6~ 3
Exemplo 4.3. Langar uma moeda 4 vezes e contar quantas vezes saem cara.
Temos
1 4 6 4 1 32

Exemplo 4.4. Seja X dada por X = 14 para algum A € F. Nesse caso temos
EX =0x P(A°)+ 1 x P(A) = P(A). Ou seja, 14 tem distribuicdo Bernoulli e

El, = P(A).
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Por outro lado, se X ~ Bernoulli(p) entdo podemos considerar o evento A dado
por A={w: X(w) =1}, de forma que X =14 e EX = p.

Exemplo 4.5. Lancar um dado duas vezes e somar os valores observados. Temos

1 2 3 4 5 6
+8><3+9xi+10x3+11x3+12xi—@—
36 36 36 36 36 36

Exemplo 4.6. Retirar 3 cartas de um baralho francés e contar quantas sao reis.

48.47.46 3.48.47.4 3.48.4.3 4.3.2 30600 3
—— +1x +2x +3x = = —.
52.51.50 52.51.50 52.51.50 52.51.50 132600 13

EX =0x

Exemplo 4.7. Em geral, se X ~ b(n,p), entdao

" n " n!
EX=) k Fl—p)F =) k= pf1—p)" "
2 (k)p (1—p) ; o )

Exemplo 4.8. Lancar um dado duas vezes e multiplicar os valores observados.

1
EX =2c(1142:243244-345:246:4+8:249-1+10-2+12 4+
41 49

+15~2+16~1+18~2+20~2+24~2+25~1+30~2+36~1)zﬁ— T

Linearidade

Teorema 4.9. Sejam X e Y waridveis aleatorias simples.
(i) Se X >0 entio EX > 0.
(i1) Se X = c entio EX = c.

(tii) ElaX +bY])=aEX 4+ bEY.
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(iv) Se X 2 Y entio EX > EY.

Vejamos alguns exemplos do uso da linearidade.

Exemplo 4.10. No Exemplo 4.3, temos X = X+ Xs+X3+X4, onde X; representa
o langamento da i-ésima moeda. Logo EX = EX;+EXo+EX3+EX, = 4% = 2.

Exemplo 4.11. No Exemplo 4.5, observamos que X = Y 4+ Z, onde Y e Z
representam o primeiro e segundo lancamento do dado. Logo

7
+o=T

EX=FEY+EZ= >

(IR

Exemplo 4.12. No Exemplo 4.6, observamos que X = X; + Xs + X3, onde X;
é o indicador de que a i-ésima carta retirada é rei. Ao contrério dos exemplos
anteriores, aqui X7, Xs e X3 ndo sdo independentes. Ainda assim, cada uma
individualmente satisfaz EX; = 1—13, e podemos calcular
1
EX =FEX,+EXy; +EX;3 = 31—3.

Exemplo 4.13. No Exemplo 4.7, observamos que X tem a mesma distribuicao de
X1+ -+ X, com X; i.i.d. Bernoulli(p), e portanto

EX=EX,+---+EX,=(p+ -+p) =np.

Nos exemplos anteriores, ¢ mais curto calcular a esperanca usando linearidade do
que usando a distribui¢ao de X diretamente. Existem muitos outros casos em que
descrever a distribuicdo de X é muito dificil ou até mesmo impossivel, mas ainda
assim é possivel calcular a esperanca usando linearidade.

Exemplo 4.14. Uma gaveta contém 10 pares de meias, todos diferentes. Abre-
se a gaveta no escuro e retiram-se 6 meias. Qual é o valor esperado do nimero
de pares X formados pelas meias retiradas? Se numeramos as meias retiradas,
e contamos a quantidade N de meias cujo par também foi retirado, estaremos
contando cada par duas vezes, portanto N = 2X. A probabilidade de que o par
da primeira meia retirada também seja retirado é 1—59. Somando sobre as 6 meias,

temos E[2X] = EN =6 x , e portanto EX = 15.

Proposicdao 4.15 (Inclusdo e exclusao). Sejam Ai,..., A, eventos aleatdrios.
Entao
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P(AU-—UA) = > P(A)— Y PANA)+

1<ign 1<i<j<n

+ Z P(AiNA;jNA) —--+P(AiN---NA,).

1<i<j<k<n

Demonstragao. Como (U;A;)¢ = N; A, temos 1 — 1y, 4, = In,ac = [[; Lac, logo
1 —1y,4, =[], (1 = 14,). Expandindo o produto e simplificando, obtemos

]]-U,A7 = ZHA7 - Z ]]-AlﬂA7 + Z ]lAiﬁAijk -k ]lAlm-“ﬁAn'
i 1<i<j<n 1<i<j<k<n
Finalmente, tomando a esperanca de ambos os lados e usando linearidade, obtemos
a identidade desejada. O
Independéncia

Teorema 4.16. Se X e Y sdo simples e independentes, entdo
E[XY]=EX - EY.

Exemplo 4.17. No Exemplo 4.8, observamos que X = YZ, onde Y e Z
representam o primeiro e segundo lancamento do dado. Logo,

Demonstragoes

Concluimos esta secdo com a demonstracao dos teoremas acima.

Observe que, se Ay, ..., A formam uma particio de §2, entdo cada w € ) pertence
a um, e somente um, dos Aj, ..., Agx. Portanto,

k
D law) =1 Yweq.
j=1

Sejam ay,...,a, os valores assumidos por X e considere os eventos aleatérios A;
dados por [X = a;]. Observe que, exceto por permutacdes dos indices j, existe
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uma Unica forma de escrever

X:Zaj']lAj
j=1

com os a; distintos e Ay, ..., A, formando uma particdo de {2. Nessa notacao,

EX:En:aj-PA
j=1

Lema 4.18. Se X = Z?Zl aj-1a,, onde A, ..., An formam uma particio, entio
EX =370_ a;- P(Aj), mesmo que alguns a; coincidam.

. . - k ~
Demonstragio. Com efeito, primeiro escrevemos X = ijl cj-1¢; onde os ¢; sdo

distintos e C1, ..., Cy formam uma particio. Observe que, para todo j =1,...k,
c= U 4.
ira;=cj

Agrupando corretamente os termos dos somatérios, obtemos

k k
EX =Y ¢ P(C)) Z D! Z > ai- P(A;) =
j=1 Jj=1 ira;=cj j=1li:a;=c;
kK n
=3 ) la—, a:P(A; Zaz 4A;),
Jj=11i=1
concluindo a prova. (]

Demonstragio do Teorema 4.9. Os itens (i) e (ii) sdo triviais, e (iv) segue de (4i7)
e (i) se tomamos Z = X — Y. Resta provar (iii). Sejam X e Y varidveis aleatérias
simples. Escrevemos X e Y como

k
X:zn:ai-ILAi e Y=Y b-1p,
i=1 j=1

onde Aq,..., A, particionam Q e By, ..., By também. Temos
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n k k n
aX—i—bY:aZai]lAiZ]lBj +bzbj]IBjZ]lAi =

i—1 =1 = P
k
Zaaﬂ-bb ]lA]lB _ZZaaﬁ—bb )]lAﬁB

1j5=1 1=1j5=1

[
M:

i

Mas a familia {A; N Bj}i=1,... n;j=1,..r forma uma particdo de €, e pelo lema
anterior temos

ElaX +bY] = ZZaal—&-bb P(A;N B))

=1 j=1
n k n k

= Z ZaaiP(Ai N Bj) + ZZ bb]P(Al n Bj)
=1 j=1 =1 j=1

n k k n
i=1 j=1 j=1 i=1
n k

= aa;P(A;) + > bb;P(B))
i=1 j=1

n k
=a) aP(A)+b) b;P(B;) =aEX +bEY. 0

i=1 j=1

Demonstrag¢io do Teorema 4.16. Sejam aq,...,a, os valores assumidos por X e
bi,..., by os valores assumidos por Y. Tomando 4; = [X =qa;] e B; = [Y = b;],
temos
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Na quarta e sexta igualdades foram usadas a linearidade da esperanca e
independéncia de X e Y, respectivamente. (Il

4.2 Esperanca Matematica

Nesta se¢ao definimos a esperanga de uma variavel aleatéria qualquer, e estudamos
suas principais propriedades. A esperanca de uma varidvel aleatéria ndo-negativa
é definida aproximando-se por varidveis aleatdrias simples.

Definigdo 4.19. Seja X uma varidvel aleatéria tal que X > 0. Definimos a
esperanca de X por

EX =sup{EZ : Z variavel aleatéria simples com 0 < Z < X}.

Para definir a esperanga no caso geral, observe que uma variavel aleatoria sempre
pode ser decomposta em suas partes positiva e negativa. De fato, temos

X=X"-Xx",

N X, X>0, B -X, X
Xt = X —
0, X<0, 0, X

satisfazem X > 0e X~ > 0. Observe também que | X|= XT + X .

onde

NV

Definicdo 4.20 (Esperanca de uma Varidvel Aleatéria). Seja X uma varidvel
aleatéria. Definimos a esperanga de X por

EX =EXT -EX~
sempre que EXT ou EX~ for finita.

Observe que as trés defini¢des sdo consistentes entre si, ou seja, se X é ndo-negativa
esta ultima defini¢do d4 o mesmo valor que a defini¢do anterior, e se X é simples
teremos o mesmo valor que pela definicdo dada no inicio do capitulo.

A seguir veremos como obter FX no caso de X ser discreta, continua, ou mista,
bem como a esperancga de fungoes de variaveis ou vetores aleatérios desses tipos.
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Teorema 4.21 (Varidveis Aleatérias Discretas). Seja X wma varidvel aleatéria
discreta ndo-negativa. Entao

EX = Zx'px(x)

Demonstragio. Segue direto do Teorema 4.27 com h(z) = x. O

Exemplo 4.22 (Poisson). Se X ~ Poisson(\), entdo

A= 1

A" - oo \e e B )\n
EX:Zn ;! :Z(n zz: n—1)! )\Z =

nO

Portanto, o valor esperado de uma variavel aleatoria que segue o modelo de Poisson
com parametro A\ é o préprio A.

Proposicao 4.23. Se X assume valores em {0,1,2,3,...}, entdo
o0
EX=) P(X>n)
n=1

Demonstracao. Introduzimos um indicador de n < k para inverter as somas:

00 co k
EX=Y k-P(X=k =Y Y P(X=k)

k=1 k=1n=1

:iip(xzk):ip()(;n). O

Exemplo 4.24 (Geométrica). Se X ~ Geom(p) entdo

o0

EX=Y PXzn)=>» 1-p" =) (1-p)= ﬁ - %'
n=1

n=1 =0
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Exercicio 4.1. Sejam X7, Xa, X3,... uma sequéncia de varidveis independentes
com distribuigdo U[0, 1] e tome a varidvel aleatéria N como sendo o menor n tal
que X1+ Xo+ -+ X,, > 1. Mostre que EN = e.

Teorema 4.25 (Varidveis Aleatérias Absolutamente Continuas). Seja X uma
varidvel aleatoria absolutamente continua nao-negativa. Entdo

EX = /Rx - fx(z) dz.

Demonstragio. Segue direto do Teorema 4.27 com h(z) = x. g

Exemplo 4.26 (Exponencial). Se X ~ exp(\), vale

—+o0 +oo oo ) 1
EX :/ z- fx(z)dz z/ e Mdr = [—a:efm|0 ] —/ [—e ] dx = 3
—c0 0 0

Portanto, o valor esperado de uma varidvel aleatéria que segue o modelo
exponencial com parametro A é %

Suponha que queremos calcular a esperanga da varidvel aleatéria Y dada por
Y = h(X),

onde h é uma funcao real continua, ou uma funcao continua por partes. Temos pelo
menos duas alternativas. Uma é calcular Fy (¢) para todo t, a partir da distribuigao
acumulada F'x de X, e depois calcular a esperanca usando os Teoremas 4.21 e 4.25.
Entretanto, existe outra maneira, que pode ser mais conveniente:

Teorema 4.27 (Mudanca de Varidvel). Seja X um vetor aleatdrio misto com
componentes discreta e absolutamente continua. Seja h : R — R, wuma funcdo
continua por partes, e considere Y = h(X). Entdo

EY = Zh(m) -px(x) + /Rd h(x) fx(x)d%.

Exemplo 4.28. Seja X ~ exp()). Vamos calcular EX?2. Temos

e 2 [ 2 [ 2
EX? = / 22 he Mdz = f/ zhe Mdr = —/ e Mdr = —,
0 A Jo A% Jo A2
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integrando por partes duas vezes.

Definicdo 4.29. Dizemos que X é integrdvel se ambas EXT e EX~ sdo finitas,
ou seja, se £X é um nimero finito.

Teorema 4.30. Sejam X e Y wvaridveis aleatorias em (2, F, P). Entdo valem as
sequintes propriedades:

(E1) Unitariedade. Se X =14, entdo EX = P(A).

(E2) Monotonicidade. Se X <Y, entio EX < EY.

(E3) Linearidade. ElaX +bY] =aEX 4+ bEY para a,b € R.

Em (E2) basta que EY < +o0o ou EX > —oo para que ambas as esperangas
estejam definidas e valha a desigualdade. A igualdade em (E3) vale se EX e EY

estao definidas e aEX + bEY estd definido, isto €, ndo resulta em +o0o — oco. Em

ambos casos, € suficiente que X seja integrdvel.
Demonstracdo. Ver na pagina 84. O

Todas as propriedades da Esperanca decorrem dessas trés propriedades.

Proposicao 4.31.

Se X =c entdo EX = c.

Se P(X =Y) =1 e EX estd definida, entio EY = EX.

Se EX estd definida, entdo ElaX +b] =aEX + .

X ¢ integrdvel se e somente se E|X| < co.

Se X integrdvel entio E[X — EX] = 0.

Sea <X <b, entaoa < EX <b.

Se e EX estd definida, entio |EX| < E|X]|.

Se 0 < |X| <Y eV € integrdvel, entio X ¢é integrdvel.

Se e EX estd definida, entdo E[X14] estd definida para todo A € F.

© P R D& v =

~
S

Se X € integrdvel, entdo X1 4 € integrdavel para todo A € F.
. Se X >0 entao EX > 0.

~
~
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12. Se X 20 e EX =0 entio P(X =0) = 1.

Demonstra¢io. Vamos mostrar apenas a ultima, deixando as demais como
exercicio. Para k € N, temos 0 = EX > E(X1x>1y) 2 E(%]l[)@%]) =31P(X >
+). Logo, P(X > 1) = 0 para todo k, portanto P(X > 0) = limy P(X > 1)
0.

o

Proposicdo 4.32 (Esperanca de Varidveis Aleatérias Independentes). Se X e Y
sao independentes e integrdveis, entdo XY € integrdvel e

E[XY]=EX - EY.

A mesma identidade vale se X eY sdo nao-negativas sem supor integrabilidade.
Demonstracdo. Ver na pagina 86. O

Existem outras formas de se definir a esperanga, todas elas equivalentes. Isso
também se reflete em distintas notacoes, que o leitor poderd encontrar em diferentes
bibliografias:

EX:/XdP, EX:/deX, EX:/xdFX(a:).
Q R R

A definigdo que usamos aqui corresponde a primeira, que se refere a Integral de
Lebesgue sobre o Espaco de Probabilidade € visto como um Espaco de Medida.

Essa nomenclatura nao é coincidéncia, e de fato a definicao de esperanca é parecida
com a definigdo de integral. A 4rea sob a curva do gréfico de uma fungdo g : R — R
constante por partes é dada pela soma de areas de retangulos, e cada uma dessas
areas é dada pelo comprimento da base do respectivo retdngulo multiplicado por
sua altura. De forma andloga, a esperanca de uma variavel aleatoria simples X :
Q2 — R, é dada pela soma da contribuicdo de cada um dos seus valores, e a
contribuicao de cada valor é dada pelo préprio valor multiplicado por sua respectiva
probabilidade. Quando consideramos uma fungdao g : R — Ry qualquer (ou seja,
nao necessariamente constante por partes), a integral fR g(z)dz equivale a nogéo
de drea sob a curva do seu grafico, e é definida a partir de aproximacoes em
que o dominio é dividido em pequenas partes. Para a esperanca de uma variavel
aleatdria X : Q — R, qualquer, a ideia é também de usar aproximacoes. Porém,
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como nao hd uma forma razodvel de dividir o dominio em pequenas partes, o que
se faz é dividir o contra-dominio, como ilustrado na Figura 4.2.

g(x) X(w)

Figura 4.2: Comparacao entre a integral de Riemann na reta e a esperanga
matematica em um espaco de probabilidade.

4.3 Demonstracoes

Nesta secao demonstramos as propriedades da Esperanca apresentadas na segao
anterior. Primeiro observamos que qualquer varidvel aleatéria ndo-negativa X pode
ser aproximada por varidveis aleatérias simples. De fato, considere g, : Ry — R
dada por

gr(z) =27% max{j€{0,1,...,2%k} |27%j <z},

ilustrada na Figura 4.3.

Observe que g assume no maximo 2k + 1 valores. Além disso,

gk(x) = gr—1(z)

x—27F < gr(x) <  para todo k > .

Portanto, para todo = > 0,
gx(z) /'« quando k — oo.

Tomando X = gr(X), temos que X}, é uma varidvel aleatéria simples e X;, & X
para todo w € 2. Veja a Figura 4.4.
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92y

Figura 4.3: Gréafico de ga2(y) e aproximacao de gi(x) ' = para um z fixo.

Figura 4.4: Aproximagcao de X por ¢1(X) e g2(X).

Lema 4.33. Sejam X e Y waridveis aleatorias ndo-negativas definidas em

(Q,F,P), e tome Xy, = gx(X), Y = gx(Y). Entdo, quando k — oo,
EX, —FEX e E[Xk+Yk]—>E[X+Y]

Demonstracdo. Seja Z uma variavel aleatéria simples com 0 < Z < X 4+ Y.
Tomando M = max, Z(w), temos que Xj + Y3 > Z — 27%*! para k > M.
Dai segue que E[Xj + Yi] = E[Z] — 2% logo liminf, E[X; + Y] > EZ.
Tomando o supremo em Z, temos que liminfy E[Xj + Y;] > E[X + Y] e portanto
E[Xy, +Y:] /~ E[X +Y]. Tomando Y =0 temos EX;, /' EX. |
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Demonstrag¢io do Teorema 4.30. A unitariedade segue da Definigao 4.1.

Para a monotonicidade, primeiro supomos que 0 < X < Y. Dada Z < X simples,
temos Z <Y, e pela definicdo de EY, temos FZ < FY. Tomando o supremo em
Z, pela defini¢do de FX, temos EX < EY. Para o caso geral, observe que X <Y
implica XT <YTeX >Y".

Para a linearidade, primeiro observamos que da definicdo de esperanca segue que
ElaX] = aEX, restando apenas mostrar que F[X +Y] = EX + EY.

Suponha inicialmente que X e Y sejam nao-negativas. Usando o Teorema 4.9 e o
Lema 4.33, temos que

E[X +Y] = lim E[X) + Y] = im[EX;. + EY;] = EX + EY.

Finalmente, sejam X e Y duas variaveis aleatérias quaisquer. Temos que
(X+Y)T-(X+Y) =X+Y=X"-X"+Y" -V,

logo
(X+Y)T+ X +Y =(X+Y) + X" +V+.

Como todas as varidveis aleatorias acima s@o nao-negativas, pelo caso anterior
temos

E(X+Y)|+EX +EY =E[(X+Y) |+ EXT+EY™.

Supondo que EX 4+ EY esté definido, necessariamente temos que EX ~4+FEY ~ < co
ou EXT + EY™T < co. Consideramos sem perda de generalidade o primeiro caso.
Como (X+Y)” < X~ 4+Y ,temos E[(X+Y) | < EX™+EY~ < o0, e portanto
podemos subtrair, obtendo

E(X+Y)|-E[(X+Y) |=(EXt -EX" )+ (EYT —EY"). O

Demonstragio do Teorema 4.27. Tome Yy = gi(Y) = gx(h(X)). Temos que

EY, = ng(h(fﬂ)) ‘px(x) + /Rd gr(h(x)) fx(x)d%e.
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Portanto,

k—o0

EY = lim EY} < Zh(m) ‘px(x) + /]Rd h(z) fx (z)d%a.

x

Por outro lado,
EY) = ElYy - Lnx)y<k] + E[Ye - Lnx)>k]

=y gk(h(fﬂ))'PX(-’B)Jr/A gr(h(@)) fx (x) d@ + E[Yy - 1n(x)>k]

xEA
x) - T T z)dlx —27F
>w§kh()px()+/4kh()fx( Jdte — 27,

onde Ay = {x € R¢: h(z) < k} /R Fazendo k — oo, temos que?
lim EY; > Y h(z) - px () +/ h(z) fx (x)d%e.
k— o0 - R4
Portanto, pelo Lema 4.33 temos
EY = lim EY; =3 h(z) - px(x) + / hz) fx (z) d'a,
k—o00 = Rd

como queriamos demonstrar. (Il

Demonstrag¢io da Proposi¢io 4.32. Suponha que X e Y sdo variaveis aleatérias
nao-negativas. Usando o Teorema 4.16, temos que

EIXY] = lim Blgp(X)gx (V)] = im[Egy(X) - Egy(Y)] = EX - EY,
onde os limites serdo justificados pelo Teorema 10.1.
Suponha agora que X e Y sao integraveis. Usando o caso anterior, temos

EXY]=EX'YT - XY - X YT+ X Y]
=EXTEYt - EX'EY  —EX EY'"+EX EY =EX-EY. O

1 Ao invés de justificar que a integral de uma funcdo ndo-negativa sobre Aj, converge para a
integral sobre R, diremos que a integral deve ser calculada tomando esse limite.
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4.4 Momentos, Variancia e Covariancia

Definigao 4.34. Dado k = 1,2,3, ..., definimos o momento de ordem k, ou o
k-ésimo momento da varigvel aleatéria X como EX*. Se X é integravel, definimos
o k-ésimo momento central por E(X — EX)¥. O momento absoluto de ordem k é
definido como E|X*.

Exemplo 4.35. Se X ~ UJ0, 1], temos
1 1 1 1 1
EX:/ rdz = -, EXZ:/ 2?de = =, EXk:/ eFde = ——,

e o segundo momento central é dado por
2 ! 2 1
£ 1 _ 1 _

O segundo momento central recebe o nome de variancia.

Definig¢do 4.36 (Variancia). Seja X uma varidvel aleatéria integravel. Define-se
a varidncia da varidvel aleatéria X, denotada por VX ou o?(X), como

VX = E[(X - EX)?].

Exemplo 4.37. Pelo exemplo anterior, se X ~ U[0,1], entdo EX = L e VX = 15.

Proposicdao 4.38 (Propriedades da Variéncia). Seja X uma varidvel aleatdria
integrdvel. Entdo:

1. VX >0.

2. VX =EX?— (EX)2.

3. VX = 0 se e somente se P(X = ¢) = 1 para algum ¢ € R, neste caso
X =FEX.

4. VX < EX2
5 V(X -b)=VX.
6. V(aX)=a’VX.

Demonstracao. Feita em aula. (I
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Exemplo 4.39. Se X ~ Bernoulli(1), temos

1 1
EX =3 EX? = VX:EXQ—(EX)Q:Z.

9

o N | =

Definigao 4.40 (Desvio-Padrao).
da variancia

desvio-padrdo o(X) é dado pela raiz quadrada

o(X)=VVX,

e mede a dispersao de X em torno de sua média. O desvio-padrao tem a mesma
unidade de medida de X.

Exemplo 4.41. Se X ~ Bernoulli(}), temos

Ou seja, uma variével Bernoulli(1) varia em média o = % unidade em torno de seu

valor esperado p = %

As propriedades do desvio-padrao sdo andlogas:

1. o

2. o se e somente se P(X = ¢) =1 para algum c € R.
3. o(X) < VEX2.

4. 0(X —b) = o(X) para todo b € R.

5. 0(aX) = |a| 0(X) para todo a € R.

Q

Definigao 4.42 (Covariancia). Dadas duas varidveis aleatérias X e Y com segundo
momento finito, uma forma de medir a dependéncia linear da dispersao dessas
varidveis é através da sua covaridncia Cov(X,Y’), dada por

Cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)].

Proposicdo 4.43 (Propriedades da Covaridncia). Dadas X e Y com sequndo
momento finito:

1. Cov(X,Y) = E[XY] — EX - EY.
2. Cov(X,Y) =0 se e somente se E[XY]|=FEX -EY.
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3. Cov(cX,Y) =cCov(X,Y).
4. Cov(X,Y) = COV(Y X).
5 Cov(X,X) =
6. Cov(X,c) =0 para todo ¢ € R.
7. Cov(X,Y 4+ Z) = Cov(X,Y) + Cov(X, Z).
8. Cov(y;aiXi, 32, b5Y5) = 32, 22, aibj Cov(Xy, Yj).
Demonstracao. Feita em aula. O

Exemplo 4.44. Se fxy (2,y) = Lj,11(x)1pq1(y), Z=XAY, W = X VY, entédo:

E[ZW] = E[XY] = //:Eydxdy*f

b 1 1 1
EZ = /[/ ydy—l—/m xdy]dx—/o (%+x_$2)d£:§_6:§
! ! 2 1 1 1 2
EW = /[/ xdy+/z ydy]dx:/o (x2+%—7)dx=§+§—6:§
1 2 1

Observagao 4.45. Se as varidveis aleatérias X e Y s@o independentes e integraveis
entdo X e Y sdo nao-correlacionadas, i.e., Cov(X,Y) = 0. Entretanto, nem sempre
vale a reciproca, isto é, E[XY] = EX - EY néo implica X e Y independentes.

Contra-Exemplo 4.46. Sejam X e Y varidveis aleatérias tomando valores —1,0, 1
com distribui¢do conjunta dada por p(—1,—1) = p(—1,1) = p(1,—-1) = p(1,1) =
p(0,0) = é Entao FXY = FEX - EFY, mas X e Y nao sdao independentes, pois
P(X=0,Y=0)#PX=0)PY =0).

Definigao 4.47 (Coeficiente de Correlagdo). Dadas X e Y com varidncias finitas e
positivas, o coeficiente de correlagio p(X,Y) de X e Y é uma medida padronizada
da dependéncia linear entre X e Y:

p(X,Y) = Cov ((j();)a(?)) .

O coeficiente de correlagao nao tem unidade de medida.
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Proposicao 4.48 (Propriedades do Coeficiente de Correlagao). Dadas X eY com
variancias finitas e positivas, valem:

. p(X,Y) = p(Y, X).

1. p(

o) S5
3. p(X,X) =

4 p(

. p(X,£aY +b) =+p(X,Y) sea>0ebeR.

Demonstracao. Feita em aula. (I

Exemplo 4.49. No Exemplo 4.44, temos

1 z 1 o 1 1 1
ET:/'/f@+/x%ym:/(%+ﬂ—ﬁﬂmﬁ—f:f
0 0 z 0 3 6
1 1 1
VZ=EZ? _(EZ)?=-_-_-=_"_
(BZ) 6 9 18
.. 1
VW = ...exercicio- - = 18
Cov(Z, W 1/36 1
p(Z,W) = ( ) _ /

o(Z)a(W) \/W\/I/T 2

Dada uma variavel aleatéria X com EX? < oo, definimos a padronizacio de X, ou
a normaliza¢do de X, como

X - EX
o(X)

A padronizacao de uma varidvel aleatéria ndo tem unidade de medida.
Exercicio 4.2. Mostre que:

1. EZ=0eVZ =1, onde Z é a padronizacao de X.
2. X e (aX 4 b) tém a mesma padronizagdo para a > 0e b € R.

3. Se Z é a padronizagao de X e W é a padronizacao de Y, entao
p(Z,W) = Cov(Z,W) = E(ZW) = p(X,Y).

Proposicao 4.50. Sejam X e Y waridveis aleatérias com variincias finitas e
positivas. Entdo:
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1. p(X,Y) € [-1,+1].
2. |Cov(X,Y)| < o(X)a(Y).
3. p(X,Y) =41 Cov(X,Y) = +0(X)o(Y) & P(Y = +aX +b) =1, a > 0.

Veremos a demonstracdo na préxima secdo, como corolario da Desigualdade de
Cauchy-Schwarz.

4.5 Desigualdades Basicas

Definicao 4.51 (Funcoes concavas e convexas). Seja B C R um intervalo. Dizemos
que g : B = R é conveza se satisfaz as seguintes condi¢oes equivalentes:

(i) Para todos a <z < bem B, g(x) < g(a) + =2[g(b) — g(a)].
(44

(i
(i

Dizemos que g é concava se —g é convexa.

Para todo a € B, existe ¢ € R tal que g(x) > g(a) 4+ c(x —a) para todo z € B.

g’ é ndo-decrescente em B (caso g seja diferencidvel).

)
)
)
v) g

"(z) > 0 para todo x € B (caso g tenha segunda derivada).

Exemplo 4.52. Sdo fungdes convexas: g(x) = 22, g(x) = €%, g(z) = ||, g(z) =
271 Sdo fungdes concavas: g(z) = logz em (0,0), g(x) = z.

Proposicao 4.53 (Desigualdade de Jensen). Seja g : B — R uma fungio convera
e X uma varidvel aleatoria integrdvel assumindo valores em B. Entdo

Elg(X)] = g(EX).

Demonstraggo. Tomando a = EX e ¢ tal que g(z) > g(a) + ¢(z — a) para todo
x € B, temos E[g(X)] = Flg(EX) + ¢(X — EX)] = g(EX) + cEX — cEX =
g(EX). O

Corolario 4.54. Se g é uma fungio concava, entio E[g(X)] < g(EX).

Corolario 4.55. Seja X uma varidvel aleatoria integravel. Entdo
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© E(3)>
(@) EIX]" = (E|X])
(e) (EIX|Y)T > (E|X])

!

%seX}O,
P>

s se0<s<t.

Demonstragao. (a), (b) e (¢) sdo imediatos. Para (d) usamos g(z) = 2P em (0, 00)
e depois (a). Para (e), tomamos Y = |X| e g(y) = y*/* em (0,00). Temos que g
é convexa pois ¢'(y) = Lys~! é nao-decrescente. Logo, E|X[t = E[(Y*)!/*] >
[EY*]!/*. Elevando todos os temos a 1/t, temos a desigualdade desejada. (]

Proposicao 4.56 (Desigualdade Bésica de Tchebyshev). Seja X wma varidvel
aleatéria nao-negativa e seja A > 0 uma constante. Entdo

E(X)

P(X >\ <
( )< —;

Demonstragio. Tome Y = A x> y. Temos que Y < X, logo
EX > EY =) P(X =2 )\),

donde segue a desigualdade. O

Exemplo 4.57. Se uma empresa recebe em média 100 chamadas telefénicas por
dia, queremos estimar a probabilidade de, num certo dia, receber mais de 300

chamadas. Temos ExX )
P(X >300) < 300~ 3

Ou seja, esse evento ocorre com probabilidade igual a, no maximo,

1
3

Exercicio 4.3. Suponha que X seja uma varidvel aleatéria tal que P(X > 0) =1

e P(X >10) = . Mostre que E(X) > 2.

Proposicdo 4.58 (Desigualdade de Markov). Seja X uma varidvel aleatdria
qualquer e seja A > 0 uma constante. Entdo para todo t > 0,

E|X['
P(X| >3 < =7

Demonstragio. Defina Y = | X|' e use a desigualdade basica com Y e A

EY _ E|X|

P(IX|Z ) =P(Y 2\) < 5 = =5
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Proposicao 4.59 (Desigualdade Classica de Tchebyshev). Seja X uma varidvel
aleatoria integravel e seja A > 0 uma constante. Entao

VX
P(|X*E(X)| > )‘) < BV
Demonstragio. Tomando Y = (X — EX)? temos EY = VX e, aplicando a
desigualdade basica,

EY VX

T e =

P(IX —EX|>X) =P > <

Exemplo 4.60. Estimar a probabilidade de uma variavel aleatéria X nao diferir
de sua média p por mais que duas vezes o valor do seu desvio-padrao o. Temos

VX o? 3
P(p—2 X 20)=1-P(|X-EX|220) 21— =1——=-.

Exercicio 4.4. Suponha que X seja uma varidvel aleatéria tal que F(X) = 10,

P(X <7)=0,2e P(X >13)=0,3. Prove que VX > 2.

Teorema 4.61 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se EX? < o0 e EY? < o0,
entdo XY € integrdvel e

E[XY] < VEX2VEY?2.

Ainda, se E[XY] = VEX?VEY?, entio existe ¢ 2 0 tal que P(Y = cX) =1, ou
entdo P(X =0) = 1.

Demonstragao. Sejam a = VEX?2 e b=+VEY? Sea=0o0ub=0, o teorema vale
trivialmente. Assumimos entdo que 0 < a < co e 0 < b < 0o. Observamos que

X Y\’ X2 Xy Y2 2E[XY)]
( ) ( a? ab + b2 ) ab

donde
E[XY]<ab=VEX?VEY?2.

Reciprocamente, suponha que E[XY] = ab. Temos que E (% — %)2 = 0, logo
P(X - ¥ =0)=1eportanto P(Y =cX) =1 com ¢ = §. O

a b
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Munidos dessa desigualdade, podemos finalmente provar a Proposicio 4.50.

Demonstracao da Proposicao 4.50. Tomamos

,_X-EX Y — EY
- o(X) oY)

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que
p(X,)Y)=E[ZW]| < VEZ2VEW? = +1,

donde
Cov(X,Y)=0(X)o(Y)p(X,Y) < +0(X)o(Y).

Ainda, se p(X,Y) = +1,entdo W = +cZ com ¢ > 0. Mas 1 = EW? = 2EZ? = 2,
logo ¢ = +1 e portanto

X -FEX

Y:EY+J(Y)~Z:EY+0(Y)W.

As propriedades andlogas com —1 no lugar de +1 seguem do caso anterior tomando-
se —X no lugar de X:

p(X,Y)=—p(-X,Y) > -1,
Cov(X,Y)=—-Cov(—X,Y) > —a(X)o(Y),
—X — E[-X] X -EX

— EY —o(Y) O

Y =EY +0o(Y) 2(X)

o(=X)

4.6 Esperanca Condicional dado um Evento

A informacao sobre a ocorréncia de um certo evento A € F com P(A) > 0 leva a
defini¢do de uma nova medida P’ em (2, F), dada pela relagdo P'(B) = P(B|A),
B € F. A distribui¢do de qualquer variavel aleatoria X também é afetada neste
caso. Como vimos no Capitulo 2, X passa a ter uma nova funcio de distribuigao
Fx|a(t), t € R, uma nova lei Px|4(B), B € B.

Nesta situacdo, X também terd um novo valor esperado E(X|A). No caso de
X ser mista com componentes discreta e absolutamente continua, sua esperanca
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condicional dado A serd dada por

E(X|A) = Zl‘ px|a( /$fX\A(3?)d’I-

No caso discreto, escolhemos a forma mais conveniente entre calcular
Fxja(t) = P(X <t[A)Vt

ou

pxja(@) = P(X = x| A) Va

Exemplo 4.62. Seja X a variavel aleatéria que representa o resultado do lanca-
mento de um dado, isto é, X ~ Uy{1,2,3,4,5,6}. Vamos calcular E(X | X par).
Primeiro encontramos a funcao de probabilidade condicional:

1
pxja(r) = P(X =z[A) = 3 124,63 ()
e em seguida a esperanca

E(X|4) = ZI pxja(z

No caso continuo, em geral calculamos
Fxja(t) = P(X <t[A)Vt

e depois fazemos

fX|A(~T) = %Fxm(x) V.

Exemplo 4.63. Seja X uma varidvel aleatéria com distribuiggo X ~ UJ|0,1].

Vamos calcular E(X | X < 1). Primeiro encontramos a fungdo de distribuigdo

condicional

0, =<0,
Fxja(t) =P(X <tlA)=q2z, 0<z<3,,
L, z>3
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logo a densidade condicional

d

Ixjalz) = @Fxm(l‘) =21y 4

e finalmente a esperancga condicional

E(X|A) = /Rfo|A(x) dz = i

4.7 Exercicios

4.5. Calcular EX, onde:

1. X ~ Geom(p).
2. X ~ N(p,0?).

4.6. Considere o seguinte jogo de azar. Uma urna contém 18 bolas, sendo 9 azuis e
9 brancas. Retiram-se 3 bolas da urna ao acaso. As bolas retiradas sao descartadas
e 0 jogador marca 1 ponto se pelo menos 2 dessas 3 bolas forem azuis. Em seguida
retiram-se outras 3 bolas da urna ao acaso, as bolas retiradas sdo descartadas e o
jogador marca 1 ponto se pelo menos 2 dessas 3 bolas forem azuis. Repete-se o
procedimento até que a urna esteja vazia. Ao final, o jogador recebe um prémio X
igual ao total de pontos marcados. Calcule FX.

4.7. Dada X variavel aleatéria, defina

{X, X <a,
Y:

a, caso contrario,

onde a é uma constante positiva. Mostre que FY < FX.
4.8. Mostre que X ¢é integrdvel se, e somente se, E|X| < oo.

4.9. Seja X uma varidvel aleatéria simétrica em torno de p, isto é, P(X > p+x) =
P(X < p— x) para todo x € R. Mostre que se X é integravel, entdo E(X) = p.

4.10. Seja X uma varidvel aleatoria. Mostre que X é integravel se, e somente se

(o)
ZP(|X| >n) < oo.
n=0
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4.11. Prove que E|X| < VEXZ2

4.12. Sejam Xi,...,X,, varidveis aleatérias satisfazendo EX? < oo Vi.

1. Se Cov(X;, X;) =0 Vi # j, mostre que

1% (Zj; Xi> - Z:VXZ-.

2. A identidade acima também vale se as variaveis aleatérias forem independen-
tes?

4.13. Calcular VX, onde:

1. X ~ Geom(]).
2. X ~ Poisson(\).
3. X ~b(n,p).
4. X ~exp(N).
5. X ~ N(p,0?).
4.14. Considere uma sequéncia de variaveis aleatérias X7, Xo, X3,... i.i.d. com

distribuicao Bernoulli(p). Quantas realizagdes sdo suficientes para que a média
amostral, dada por

Xo(w) = % > Xn(w),
j=1

nao difira de seu valor esperado p por mais de 0,01, com probabilidade minima de
0,957 (Sugestao: Desigualdade de Tchebyshev)

4.15. Seja X ~U[-1,1] e sejam A; = [X > 0] e A2 = [X < 0]. Pede-se

1. A distribuicao condicional de X dado A;.
2. A distribuicao condicional de X dado As.
3. E(X|Ay).
4. E(X|A2).

4.16. Seja X uma varidvel aleatéria exponencial com pardmetro A. Encontre
EX|X >2].
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4.17. Se X ~ Geom(p), encontre E [X | X > 5].
4.18. Se X tem fungdo de probabilidade

n\e >

px(n) ==

paran =0,1,2,3,..., calcule VX.
Dica: desenvolver (n —1)(n—2+1)+2(n—1) + 1.

4.19. [Jam04, Capitulo 3].
Recomendados: 5, 6, 19, 20ab, 21, 23, 26, 28, 30, 36.



Capitulo 5

Convergéncia de Variaveis
Aleatoérias

Considere uma sequéncia de variaveis aleatorias X7, X9, X3,.... Em inimeras
situacoes tedricas e praticas, uma pergunta natural é qual o comportamento de
longo prazo da sequéncia (X,),. Dito de outra forma: como se comporta X,
quando n é suficientemente grande?

Tratando-se de variaveis aleatérias, o conceito de convergéncia é uma generalizagao
do conceito de convergéncia para nimeros reais. Entretanto, existem varias formas
de se fazer essa generalizacdo, e cada forma é a mais natural em determinado
contexto. No caso de varidveis aleatérias degeneradas, todas as defini¢oes sdo
equivalentes a convergéncia de ntimeros reais.

5.1 Lema de Borel-Cantelli

Comecamos definindo o liminf e o limsup de uma sequéncia de eventos.

Definicdo 5.1 (limsup e liminf de eventos). Dada uma sequéncia de eventos
aleatérios A,,, definimos o evento limsup 4,,, denotado por [A,, infinitas vezes] ou

99



100 CAPITULO 5. CONVERGENCIA DE VARIAVEIS ALEATORIAS

[A,, i.v.], por
limsup 4,, = ﬂ U Ay

nreo n=1k=n

Definimos o evento liminf A4,,, denotado por [4,, eventualmente|, por

lim inf A, = fjl kﬁ Ay
n=1k=n

E importante entender as seguintes interpretacoes:
e limsup A, é o conjunto dos w’s tais que w pertence a infinitos A,,’s.
e O evento limsup A,, significa “A,, acontece infinitas vezes”.

e liminf A, é o conjunto dos w’s tais que w pertence a todos os A,’s exceto
uma quantidade finita deles.

e O evento liminf A,, significa “A,, acontece para todo n grande”.
Além disso, vale que

liminf A,, C limsup A,

liminf(A¢) = (limsup A,)°.

-1 a]- ’ { )
Exemplo 5.2. Exemplo: Q =R, 4, = (=1/n, 1], n impar
(=1,1/n], n par.

Temos o o -
limsup A, = (] |J 4e = [)(-1.1] = (-1,1]
n=1k=n n=1
€ oo oo oo
liminf A, = | J (1) 4 = {0} = {0}.
n=1k=n n=1

Exercicio 5.1. Sejam um espago de probabilidade (2, F, P) e uma sequéncia de
eventos aleatorios (A,) em F. Mostre que, se (A,) é crescente, entao

limsup 4,, = liminf 4,, = U2 A,,.
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Por outro lado, se (A,,) é decrescente, entao
limsup 4,, = liminf 4, = N2, A,,.

Exercicio 5.2. Considere o espaco de probabilidade (R?, B2, P), no qual P é uma
probabilidade arbitraria. Se 4, = {(z,y) € R?: 0 <2 <n,0< y < %}, encontre
limsup A4,, e liminf A,,.

Exercicio 5.3. Considere a sequéncia de intervalos

4 - (0,2+%), n par
" (0,2— 1), n fmpar.

Encontre o liminf A,, e o limsup A,

Teorema 5.3 (Lema de Borel-Cantelli). Seja (Q, F, P) um espago de probabilidade
e (A,) uma sequéncia de eventos aleatdrios. Entdo:

1. Se > 7 | P(A,) < oo entdo

P(A,, infinitas vezes) = 0.

2. Se > > | P(A,) = 0o e os eventos A, sdo independentes, entdo

P(A,, infinitas vezes) = 1.

Demonstragdo. Na primeira parte, por continuidade e sub-aditividade de P, temos

P({A,iv})=P (ﬂ U Am>

n=1m=n

= nler;OP (D Am>

< I =
\nlirr;OZP(Am) 0.

O 1ltimo limite é zero porque é a cauda de uma série convergente. Para a segunda
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parte, consideramos {A,, i.v.}¢. Usando continuidade e independéncia, obtemos

P({A, i.v.}°) <U ﬂAC>

n=1m=n

=7}£20P<HA°>

m=n

k
. . Ac
nh_)rréo klgrgo P <mrjn m)
k
= lim lim (1-P(An))

n—00 k— 00
m=n

k
< lim lim e P(Am)

n—o00 k—oo
m=n

k
. . — P(A —
= h“l 11“] e Zm:n ( m) = e 0 — 07
n—oo0 k—o00

onde a cota superior segue da desigualdade 1 — x < e™* para x > 0. (I

Exemplo 5.4. Considere uma sequéncia de infinitos sorteios independentes e
uniformes de um nimero (X, )nen entre 0 e 1. Entao

1. P(X,, €[0,1/n] para infinitos n’s) = 1.
2. P(X,, € [0,1/n?] para infinitos n’s) = 0.
Exemplo 5.5. Seja X1 ~ U[0,1] e tome X5, X3, X4, ... todas iguais a X;. Entéo

1. P(X, €[0,1/n] para infinitos n’s) = 0.

2. P(X,, € [0,1/n?] para infinitos n’s) = 0.
Podemos afirmar que vale a reciproca do Lema de Borel-Cantelli, ou seja, que
P(A, iv.) = 0 implica ), P(A,) < oo, quando os (4,) sdo independentes. Caso

contréario, podemos ter P(A, i.v.) = 0 sem que necessariamente ) P(A,) < cc.
Neste caso podemos afirmar pelo menos que P(A4,) — 0.

Proposicado 5.6. Se P(A,, infinitas vezes) = 0 entio P(A,) — 0.

Demonstragdo. Tomando By, = Up,>kA,, temos que By N\ [4, i.v.] quando k& —
oo. Como B D Ak, vale P(Ak) < P(Bk) — P(An i.V.) =0. U
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Observagao 5.7 (Lei 0-1 para Infinitos Eventos Independentes). Uma consequén-
cia imediata do Lema de Borel-Cantelli é a seguinte. Se (4,)nen é uma sequéncia
de eventos independentes, entdo P(A,, infinitas vezes) = 0 ou 1.

5.2 Convergéncia de Variaveis Aleatorias

Sejam X e (X, )nen varidveis aleatérias definidas num mesmo espago de probabi-
lidade (2, F, P).

Definicao 5.8 (Convergéncia em Probabilidade). Dizemos que X,, converge em
probabilidade para X, denotado por X, LS X, se para todo € > 0

P(|X, — X| > ¢) — 0 quando n — oco.

Exemplo 5.9. Sejam X7, Xs, ... varidveis aleatérias independentes, tais que X, ~
Bernoulli(1). Temos para £ < 1 que

P(|X, -0/ >¢)=P(X,=1)= - =0,

1

n
P

e portanto X,, — 0.

Exemplo 5.10. Sejam X, X5,... varidveis aleatérias independentes, identica-
mente distribuidas com distribui¢do exp(1) e tome

p— Xn
" logn’
Entao
P ( l(iénn — 0| > e) = P(X,, >2¢elogn) =n"° =0,
e portanto lfg”n £> 0.

Defini¢ao 5.11 (Convergéncia Quase Certa). Dizemos que X,, converge quase
certamente para X, denotado por X,, 5 X, se

P(Xn—>X quandon—)oo) =1,

ou seja, o evento Ag = {w: X, (w) = X(w)} é de probabilidade 1.
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Observagao 5.12. A convergéncia quase certa é uma convergéncia pontual num
conjunto de medida 1, ou seja, X, (w) — X(w) para quase todo w, exceto
aqueles dentro de um conjunto de medida nula. Por outro lado convergéncia
em probabilidade nao diz respeito & convergéncia pontual, ela apenas afirma que
para valores grandes de n as variaveis X,, e X sdo aproximadamente iguais com
probabilidade muito alta.

Exemplo 5.13. Um ponto w é selecionado uniformemente do intervalo Q = [0, 1].
Seja (X,,)n a sequéncia de varidveis aleatérias dada por

Xp(w)=w+w".

Entio X, &% X com X ~ U0,1]. De fato, tomando X(w) = w, temos que
X, (w) = X (w) para todo w € [0,1). Como P ([0,1)) = 1, segue que X, %X,

Proposicao 5.14. X, &5 X se, e somente se,

P (| X, — X| > € infinitas vezes) =0 Ve > 0.

Demonstracao. A proposicio segue da seguinte cadeia de equivaléncias:

P(X, = X) =1
P(Ve > 0, |X,, — X| < € eventualmente) = 1
P(Pe >0 tal que | X,, — X| > eiv.)=1

1
Z %
P(Hk‘eNtalque |Xn—X\2%i.v.):O
VEEN, P(|X, - X|>1iv) =0
Ve>0, P(|X, - X|>

eiv.)=0.

As equivaléncias acima sdo: defini¢io de convergéncia; negacdo de um evento

ocorrer eventualmente; substituicado de € por %, que é possivel porque a condigdo

é monoétona em ¢; evento complementar; continuidade da probabilidade; nova
e~ 1

substituigao de ; por €. (]

Proposigao 5.15 (q.c. = P). Se X,, 3 X entio X, £ x.



5.2. CONVERGENCIA DE VARIAVEIS ALEATORIAS 105

Demonstrac¢ao. Para qualquer € > 0, pela Proposi¢ao 5.14 temos que
P(X, — X| >¢eiv.) =0,

e pela Proposicao 5.6 segue que P(|X,, — X| > ¢) — 0, ou seja, X, = x. O

Exercicio 5.4. Sejam (X,,),, varidveis aleatérias tais que

oo

Z (| Xn| >¢€) < oo

para qualquer € > 0. Mostre que
X, 0.
Mostre que também vale a reciproca no caso de as X,, serem independentes.

Contra-Exemplo 5.16 (P # q.c.). No Exemplo 5.9, temos pelo Lema de Borel-
Cantelli que
P(X,, =1 infinitas vezes) = 1,

portanto nao vale X, £ 0.

Contra-Exemplo 5.17 (P % q.c.). No Exemplo 5.10, temos que

X
—" > ¢ infinitas vezes) = 1
logn

B(

para € < 1 e 0 para € > 1. Portanto nao vale que 1

Definicao 5.18 (Convergéncia em £,). Dizemos que X,, converge para X em L,,

c,
que denotamos por X,, — X, se

lim FE (X, - X|") =0.

n—oo

Quando p = 2, a convergéncia é dita em média quadrdtica.

Proposicao 5.19 (£, = P). Se X, 4 X para algum p > 1 entio X, £ x.
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Demonstracao. Pela desigualdade de Markov temos

E|X, — X|P
<—
epb

P(IX, - X| > ¢) 0. O

['p s ~
Proposicio 5.20 (L,1s = L£,). Sejamp > 1 es > 0. Se X, 2" X entdo

X, % x.

Demonstrac¢io. Fazendo ¢ = p + s, pela Desigualdade de Jensen temos

Q=

(E|Xn—X\p)% < (B|X,—X|")" —o0. O

Contra-Exemplo 5.21 (q.c. # £,). Suponha que P(X, = n?®) = % =1-
P(X, = 0). Entdo para ¢ < 1 temos P(X,, > ¢) = -3, portanto X, K oe
X, Eo. Entretanto, FX,, = n, logo ndo podemos ter X, ! 0, e pela proposicao
acima ndo podemos ter convergéncia em £, para nenhum p > 1.

Contra-Exemplo 5.22 (£, # g.c.). No Exemplo 5.9, temos

E|X, - 0P =EX? =P(X,=1)=~ >0,
n

L .C.
portanto X,, — 0 para todo p e X, £ 0. No entanto, nao vale X, £ 0.

Definicao 5.23 (Convergéncia em Distribuigdo). Dizemos que X,, converge em
distribuicao para X, que denotamos por X, 4 X, se, para todo ponto t em que F'x

é continua, vale
lim FX" (t) = FX (t)

n— oo

Observacao 5.24. Para convergéncia em distribuicio nao é necessario que as
variaveis aleatérias estejam definidas no mesmo espago de probabilidade, pois essa
nogao de convergéncia leva em conta apenas a sua distribuigdo.

Proposicao 5.25 (Unicidade do Limite em Distribuigdo). O limite em distribuicio
€ unico, isto €, se X, 4 x e Xn LY entio X ~ Y.

Ideia da prova. Feita em aula. (I
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Exemplo 5.26. Seja X,, = %L paran > 1 e X = 0. Entao X, 4 X, embora
lim,, 00 F,(0) = 0 # 1 = F(0). Mas como 0 ndo é ponto de continuidade de F,
isto nao é problema.

Exercicio 5.5. Seja (X,,), uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes
com distribuicdo uniforme em (0,b), b > 0. Defina ¥,, = max(X1, Xs,...,X,) e

Y = b. Entao verifique que Y,, Ly,

Proposicao 5.27 (P = d). Se X, B X entio X, S X.

Demonstracdo. Seja t € R tal que F'x seja continua em ¢. Temos que mostrar que
Fx, (t) — Fx(t) quando n — co. Dado ¢ > 0, temos que

Xp<t = | X, —X|ZeouX<t+e
X<t—-e = |X,—X|>2eou X, <{,

donde
Fx(t—e)—P(| X, —X|2¢e) < Fx,(t) < Fx(t+¢)+ P(|X, — X| = ¢).
Fazendo n — oo temos

Fx(t—e¢) < liminf Fx, () < limsup Fx, (t) < Fx(t +¢),

n

e fazendo ¢ — 0, como t é ponto de continuidade de Fx, temos
lim FXn (t) = FX (t),
n

concluindo a demonstracgao. O

Exercicio 5.6. Mostre que, se X,, 23 Y e X, 4 Z,entao Y ~ Z.

A convergéncia em probabilidade implica a convergéncia em distribuicdo, mas a
reciproca ¢é falsa (de fato, a reciproca nem faz sentido j4 que convergéncia em
distribuicdo nem necessita que as variaveis estejam definidas no mesmo espaco de
probabilidade). Além disso, como vimos nos exemplos acima, em geral convergéncia
quase certa ndo implica convergéncia em L, e vice-versa. Entretanto, sob condigdes
particulares, podemos garantir mais implicagbes entre as diferentes defini¢oes de
convergéncia.
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Proposicao 5.28. Se X, 4. para ¢ € R constante, entdo X, Be.

Demonstracdo. Convergéncia em distribui¢do a uma variavel constante quer dizer
que lim, Fx, (t) =0set < celim, Fx (t) = 1set > c. Sejae > 0. Veja que

P(Xn—c2e) <P(X,<c—e)+P(X,>c+§)=
=Fx,(c—e)+1—Fx, (c+5)— 0 quando n — oo.

Como € é arbitrario, isso conclui a demonstragao. (]

Proposicao 5.29 (Convergéncia por Subsequéncias). Se X, £ X entdo existe
uma subsequéncia ny — oo tal que X, X,

Demonstra¢go. Como P(|X, — X| > ¢) — 0 para todo ¢ > 0, podemos tomar
ni > 0 tal que P(|X,, — X| > 1) < 2. Novamente, podemos tomar n, > n; tal
que P(|X,, — X| > 3) < 1. Sucessivamente, podemos tomar nj > n;_1 tal que
P(|Xn, = X| > ) < 55
Vamos ver que essa sequéncia ny, satisfaz X, € X. Seja € > 0. Temos que
P(|X,, — X| > ¢) < P(|X,, — X| > 1) para todo k > e'. Por outro lado
temos que Y., P(|X,, — X| > 1) < o0, logo >, P(|X,, — X| > ¢€) < co. Pelo

Exercicio 5.4 temos que X,,, — X 1£0, ou seja, X, € X, (I

Corolario 5.30 (Unicidade do Limite em Probabilidade). Se X, B Xxe X, By
entio P(X =Y) = 1.

Demonstracao. Tome uma subsequéncia ny tal que

Xn, 25 X

k—o0

e uma subsequéncia ng; tal que

Xp, 5.
J j—o0
Para todo w na intersecio de A = [X,,, — X] e B = [Xnk]_ — Y] temos que
[X =Y]. Como P(A) = P(B) =1, temos que P(AN B) =1, e portanto P(X =
Y)> P(ANB) = 1. O
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q.c.

\ constante
subsequéncia .. V2

T P=d

caso dominado /

Ep—i—s S Ep

Figura 5.1: Diagrama de implicacdes entre os tipos de convergéncia.

Proposicao 5.31 (Caso Dominado). Sejap > 1. Se X, B X e eviste Y tal que
c
EY? < o0 e |X,| <Y q.c. para todo n, entio X,, = X.

Demonstrac¢ao. Ver na pagina 160. ]

Completamos assim o diagrama de implicacoes da Figura 5.1.

5.3 Exercicios

5.7. Sejam (X,,)nen varidveis aleatérias independentes, distribuidas respectiva-
mente como exp(A,), onde A, = n®. Prove que P (Y >°, X, < c0) = 1.

5.8. [Jam04, Capitulo 5]. Recomendados: 5, 6, 7, 9, 10.

5.9. Seja (Ap), uma sequéncia de eventos em (14,), a sequéncia de varidveis
aleatérias indicadoras das ocorréncias dos eventos correspondentes. Encontre uma

condigdo sobre as probabilidades P(A4,,) para que 14, £o.

5.10. Considere o espago de probabilidade ([0,1], B, P) com P dado pela medida
de comprimento, e a sequéncia de varidveis aleatérias (X,,), dadas por

1
n, w<-=,
X (w) :{ 71L

0, w}z

Verifique respectivamente se X, 4 X, X, LR X, X, ¥ X, X, £ X, X, Ly X,
para alguma variavel aleatoria X.
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5.11. Seja (X,), uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes com
distribui¢ao uniforme em [0, 1], e Y,, = max{Xy,...,X,}. Encontre a fun¢do de
distribuigao de Y, e o limite em distribuicdo desta sequéncia.

5.12. Sejam X,, n € N, varidveis aleatérias independentes tais que X, ~
Bernoulli(p,, ). Estude as condigoes sobre (p,,) para que:

1. X, 5o.
2. X, ¥ 0.

5.13. Seja (X,,), uma sequéncia i.i.d. Mostre que

%0

se e somente se F|X;| < co.

5.14. Seja (X,,), uma sequéncia i.i.d. Mostre que

.C.
€0

S

se e somente se F|X1|? < oo.

5.15. Seja (X,), uma sequéncia i.i.d. com distribuigdo exp(1). Mostre que
P (X, >2logniv.)=0.

5.16. Seja (X,), uma sequéncia i.i.d. com distribuigdo Poisson(\). Mostre que

X c
— %0
logn

Xi/e

Sugestao: mostre antes que Fe < 00.

5.17. Seja (X,), uma sequéncia i.i.d. de varidveis aleatdrias nao-negativas com

EX? < co. Mostre que
ZOO X,

n=1

5.18. [Jam04, Capitulo 6]. Recomendados: 15, 19.



Capitulo 6

Lei dos Grandes Numeros

A Lei dos Grandes Numeros é a primeira aproximacao para a soma de muitas
varidveis aleatorias. Como discutido no inicio Capitulo 4, a média de uma grande
quantidade de varidveis i.i.d. deveria convergir para um valor deterministico,
dado pela esperanca dessas varidveis aleatérias. Neste capitulo estudaremos essa
convergéncia e algumas de suas implicagoes.

6.1 Lei Fraca

Sejam X7, Xs,... varidveis aleatérias integrdveis em (2, F, P) e S1,5%2,... suas
somas parciais dadas por

Spn=X1+Xo+ -+ X,.

Definigdo 6.1 (Lei Fraca dos Grandes Numeros). Dizemos que a sequéncia
(X1, Xs,...) satisfaz a Lei Fraca dos Grandes Niumeros se, para todo € > 0, vale

S, — ES,
P <’ > 5) — 0, quando n — oo,
n
ou seja, se
S, —ES, p
—F = 0.
n

111
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Teorema 6.2 (Lei dos Grandes Numeros de Bernoulli, 1713). Considere uma
sequéncia de ensaios binomiais independentes tendo a mesma probabilidade p de
sucesso em cada ensaio. Se S, € o numero de sucessos mos primeiros n ensaios,
entao

Sn P

— = p.

n
Nao veremos a demonstracgao original de Bernoulli. A Lei dos Grandes Nuimeros

de Tchebyshev provada logo abaixo é mais geral.

A Lei dos Grandes Numeros de Bernoulli tem uma importincia histérica
inestimavel. De certa forma, esse teorema justifica o conceito de probabilidade
como sendo a frequéncia relativa de ocorréncia de um evento, isto é,

quantidade de experimentos em que o evento é observado

~

9

quantidade total de experimentos realizados

onde a ideia de aproximagdo passa a ter um significado mais preciso, o da
convergéncia em probabilidade. O ano de 2013 foi considerado o Ano Internacional
da Estatistica em comemoracao dos 300 anos do teorema de Bernoulli.

Teorema 6.3 (Lei dos Grandes Ntumeros de Tchebyshev, 1867). Sejam X, Xo, ...
varidveis aleatorias duas a duas mao-correlacionadas e com varidncias finitas e
uniformemente limitadas, isto €, existe M finito, tal que VX,, < M para todo n.
Entdo (X1, Xa,...) satisfaz a Lei Fraca dos Grandes Numeros:

Sn*ESn P
—F — 0.
n

Demonstragdo. Pela Desigualdade Classica de Tchebyshev, temos

o

Teorema 6.4 (Lei dos Grandes Nimeros de Khintchine, 1929). Sejam X1, Xo, ...
varidveis aleatorias independentes, identicamente distribuidas e integrdveis, com

S, — ES,
UL

=

n

V(e n ‘ .
a)g (2 VS, _ i VX _n-M

- - ~
n g2 e2n? e2n? e2n?

média p. Entao (X1,Xs,...) satisfaz a Lei Fraca dos Grandes Nimeros:

Sn P
n

A demonstragio original de Khintchine foi feita usando o método de truncamento,



6.2. LEI FORTE 113

aparentemente introduzido por Markov, e utilizado em seguida por Kolmogorov na
prova da Lei Forte dos Grandes Numeros. Uma prova alternativa usando fungoes
caracteristicas sera dada no Capitulo 8, pagina 135.

6.2 Lei Forte

Definicdo 6.5 (Lei Forte dos Grandes Ntumeros). Dizemos que (Xi, Xo,...)
satisfaz a Lei Forte dos Grandes Nimeros se

p<th"ES"_ )_

= )
n—00 n

ou seja, se

Sn - ESn .C.
S )
n

Teorema 6.6 (Lei dos Grandes Numeros de Borel, 1909). Considere uma
sequéncia de ensaios binomiais independentes tendo a mesma probabilidade p de
sucesso em cada ensaio. Se S, € o numero de sucessos nos primeiros n ensaios,
entao g
1 p.
n
Nao veremos a demonstracio original de Borel. A Lei dos Grandes Numeros de

Cantelli é mais geral.

Teorema 6.7 (Lei dos Grandes Ntimeros de Cantelli, 1917). Sejam X;, Xs, ... va-
ridveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, com quarto momento
finito e média p. Entio (X1, Xa,...) satisfaz a Lei Forte dos Grandes Numeros:

&q'—g'u.
n

Demonstra¢do. Podemos supor que p = 0, ou tomar X, =X, — . Observe que

4!
S;LL:(X1+"’+Xn)4: ZXinXle:ZX?JF ZXlzXJQJr

212!
i,5,k,1 i<j
41 41
+ 3 > XX+ o STXIXGX + 4D XX XX
T ik Toi<k i<j<k<l

i34k
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Por independéncia, temos que

ESy=> EX!+6) E[X?X7]+

i<j

DB AN KP4+ 12)] XEX; 243 XX, K| EXo
k

Como assumimos que EX; = 0, a segunda linha ¢é igual a zero. Além disso, como
as X; tém a mesma distribui¢do, obtemos

ESp =nEX{ +6(3)E(X7X3)

=nEX} +3(n* —n)E(XX3)
nEX{ +3(n? —n)\/EX{\/EX}
= (3n? — 2n)EX}
<3n?EXT.

N

Pela Desigualdade de Markov, temos

(

e pelo Lema de Borel-Cantelli segue que % <. O

Sn

n

_ ) o Esh _3EX!
) St S e

Teorema 6.8 (Lei dos Grandes Ntuumeros de Kolmogorov, 1933). Sejam X, Xo, . ..
varidveis aleatorias independentes, identicamente distribuidas e integrdveis, com
EX, = p. Entio (X1,Xo,...) satisfaz a Lei Forte dos Grandes Nimeros:

Sn

—q'—cfu.
n

Demonstragao. O leitor interessado pode consultar [Jam04, pp. 204-214]. (]

6.3 Exercicios

Observagao. As questdes sobre a Lei Forte dos Grandes Nuimeros, por tratarem
de eventos que devem acontecer com probabilidade 1, em geral envolvem o uso do



6.3. EXERCICIOS 115

Lema de Borel-Cantelli.

6.1. Seja (X,,), uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes com fungoes
de probabilidade p,, dadas por p,(n?) = % =1 —p,(0). Essa sequéncia satisfaz a

Lei dos Grandes Numeros?

6.2. Seja (X,,), uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes com fungoes
de probabilidade p,, dadas por p,(n?) = & =1 —p,(0). Essa sequéncia satisfaz a

=
n
Lei dos Grandes Numeros?

6.3. [Jam04, Capitulo 5]. Recomendados: 2, 3, 14.
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Capitulo 7

Teorema Central do Limite

Seja (X,)n, uma sequéncia i.i.d. de varidveis aleatérias. Pela Lei dos Grandes
Ntumeros sabemos que a média amostral “%" se aproxima do valor esperado p para
valores grandes de n, isto é,

— & .
n

Porém, nao é razodvel esperar que 87" seja exatamente igual a u. Entao a primeira
pergunta que surge é sobre a flutuagao S’r—j — 1 da média amostral em torno do seu
valor esperado. Tipicamente, essa diferenga ocorre em qual escala? Nessa escala,
qual é seu comportamento estatistico?

Nao ¢ dificil adivinhar a escala em que ocorre essa flutuagao. De fato, sabemos
que ES, = nEX; = nu e VS, = nVX; = no?, ou seja, 0(S,) = oy/n. Assim
temos que a esperanca da média amostral é p e seu desvio-padrao é ﬁ Isso é uma
indicagao de que tipicamente as flutuag¢oes assumem valores da ordem ﬁ (de fato,
pela desigualdade de Tchebyshev, as flutuagbes ndo podem ser muito maiores do
que o desvio-padrao, porém o valor numérico da variancia poderia ser resultado de
uma flutuacéo atipicamente grande, enquanto os valores tipicos fossem na verdade
muito menores). Vamos supor que esse argumento esta correto para tentar entender

qual poderia ser o comportamento estatistico das flutuagdes nessa escala.

Escrevemos “%" =pu+ %Yn, onde Y, satisfaz FY, = 0 e VY, = 1. Serd que
o comportamento estatistico de Y,, se aproxima de alguma distribuicao Y que
nao depende de n? Suponhamos que sim, e busquemos um candidato para essa

117



118 CAPITULO 7. TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

distribuicdo. Observamos que Sa, = S, + S,, onde separamos os 2n termos da
soma em dois blocos independentes com tamanho n. Assim obtemos a relagao
% = Q;H-% (Yn—i—ffn)7 onde Y, é independente e com a mesma distribuigao de Y,,.
Por outro lado, % = u+ \/% Y5, donde chegamos finalmente a Y, +Y, = V2 Ya,,
ou seja, Y +Y ~ /2-Y. A tnica distribuicio que satisfaz essa relacdo ¢ a
distribuigdo normal.

Esses argumentos ad hoc sdo confirmados pelo Teorema Central do Limite:

S, —FES, 4
—— " 5 N(0,1).
75 (0,1)

Reescrevendo, temos

Sh o

— ~pu+—=N(0,1).

n Vn
Ou seja, a escala em que a média amostral 37” flutua em torno de seu valor
esperado p é de fato dada por % Ademais, seu comportamento nessa escala possui
forte regularidade estatistica, e sua distribuicao se aproxima de uma normal padrao.
Dito de outra forma, a distribuicdo da soma parcial S,, pode ser aproximada por
uma normal com mesma média e varidncia de S,,:

S, = N (np,no?).

7.1 Teorema de De Moivre-Laplace

O exemplo mais simples da aproximagio S, ~ N (nu,no?) é quando langamos
uma moeda honesta n vezes e contamos o ntmero S,, de caras. Neste caso S,, tem
distribuicao b(n, %) Na Figura 7.1 vemos como essa distribui¢io, devidamente
normalizada, se aproxima da distribuicdo normal padrao.

Teorema 7.1 (Teorema de De Moivre-Laplace, 1730, 1812). Seja (X, )nen uma

sequéncia de varidveis aleatdrias independentes, com distribuicio Bernoulli(p),
ondep=1—q€(0,1), e tome S, = X1 +---+ X,,. Entao para todos a <b

S, —np ) 1 /b 22
Pla<x —“——<b)| > — | e 7z dz
( Vv 1pq Vo Ja
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n=np

Figura 7.1: Funcado de probabilidade de ng\/ﬁ para S,, com distribuicoes b(4, %)
e b(16, %) para valores entre —3 e 3. A area de cada retangulo é dada pela fungao de
probabilidade. O terceiro gréfico é a funcao de densidade de uma normal padrao,
assim como as linhas pontilhadas. O quarto gréafico representa as frequéncias
relativas de S:TL\/%“ para S, com distribuicao b(16, %), em um experimento real
com 200 amostras.

Ou seja,
Sn = N(np,npq).

O teorema foi provado por De Moivre supondo que p = % e por Laplace para
0 < p < 1. De fato, ele segue de uma aproximagao muito mais fina:

n! k n—k 1 _ok
= e 2, *
El(n — k)! P V2mnpq ()
onde
k—mnp
Tk = Tn,k =

Vv 1Pq

e < significa que a razao entre ambos os termos tende a 1 quando n tende a infinito.
O limite em (%) é uniforme se restrito a |zx| < M com qualquer M < oo fixo.

Essa aproximacao é muito mais fina porque diz ndo apenas que a probabilidade de
a flutuacao estar dentro de um certo intervalo é bem aproximada pela normal, mas
também que a fungdo de probabilidade de cada um dos possiveis valores dentro de
um intervalo fixo é aproximado pela densidade da normal.

Para entender de onde vem essa aproximagdo, primeiro precisamos de uma
expressao mais palpavel para n!. Qual a probabilidade de obtermos exatamente 60
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caras se lancamos uma moeda 120 vezes? A resposta é facil:

120! 1

P<5120:60): m X ﬁ

Essa expressao é simples e matematicamente perfeita. Porém, quanto vale essa
probabilidade? Mais de 15%7 Menos de 5%? Entre 5% e 10%? Uma calculadora de
bolso trava ao calcular 120!. Num computador esse calculo resulta em 7,2684979%.
Mas e se fossem 40.000 langamentos da moeda? E se estivéssemos interessados
em calcular P(S40.000 < 19.750), farfamos um célculo semelhante 250 vezes para
depois somar? As expressoes com fatorial sdo perfeitas para a combinatoéria, mas
impraticaveis para se fazer estimativas. Nosso socorro serd a férmula de Stirling

n! < n"e " V2mn,

provada no Apéndice A. Essa aproximagao de n! pela férmula de Stirling é muito
boa mesmo sem tomar n grande. Ela aproxima 1! por 0,92, 2! por 1,92, 4! por
23,5, e a partir de 9! = 362.880, que é aproximado por 359.537, o erro é menor
que 1%. A primeira vista n” e~™ /2w nao parece mais agradével do que n!. Mas
vejamos como isso ajuda com o calculo anterior. Temos:

@kl 1 @R%e™Virk 1 1] e
RUED T 22 7 (kke—k\rk)2 T 2% T Vrklj—go ’

que pode ser feito até mesmo sem calculadora. Mais do que isso, acabamos de

obter a aproximagdo (*) no caso particular em que p = ¢ = % ez = 0.

Vamos que mostrar (x) para |zx| < M onde M estéd fixo. Aplicando a férmula de
Stirling obtemos

o et Bt gt _ R
kt(n —k)! kke=k\2mk(n — k)n—kek—n,/2n(n — k)  /2rk(n —k)/n’

Observe que para |zg| < M vale

k =np+ /npqzr < np e n —k =nq — \/npq T < ng,



7.1. TEOREMA DE DE MOIVRE-LAPLACE 121

donde obtemos

(@)k nq n—k
n! k n—k _ k n—k _ f(nvk)
El'(n —k)! b - V2mnpq - 2mnpq’

Vamos estudar log f(n, k). Reescrevendo cada termo temos

np \/NPq T nq /npq x
—_—=1-+— e =1+ .
k k n—k n—=k

Fazendo a expansao de Taylor de log(1 + ) temos

2
log(l+z)=a— Ty r(x), onde r(igg)
x

2 — 0 quando = — 0.

Assim,

\/npqu? n .’L'2 /Npq T
logf(n,k):k<— . — gzzk—f—r( z;cq ’“))—i—

V1Pq T npqxg V/npqx
+n=k) ( n—k 2(n—l§)2 +r( ”pq’“k))

Note que os primeiros termos se cancelam e, quando n — oo,

’ 2k 2(n — k) 2k(n — k) 2npng 2’

donde segue que

8
""Aﬂo

fn, k) =
uniformemente em |z| < M, o que termina a prova de (x).

Somando sobre os possiveis valores de S,, temos
n_ —k
P (a < J ) Z P(s Z K (n—k)! P
a<zp<b a<zp<b

—np
np

onde os somatdérios sdo sobre k com a condi¢ao sobre xy, que é dado por x; =

i
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Observando que

Tp+1 — Tk =

e substituindo (x), obtemos

""a-m
“‘zrm

P(a<5" oP > Z \/W 27r Z e 2 [Ty — xp).

a<zp<b a<xp<b

Finalmente, observamos que o somatério acima é uma soma de Riemann que se

7:2
aproxima da integral \/% ff e~ 7 dz. Isso termina a prova do Teorema 7.1.

7.2 Teorema Central do Limite

Teorema 7.2 (Teorema Central do Limite para Variaveis Aleatérias I.1.D.). Seja

(X0 )nen uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d., com média p e varidncia o2,

onde 0 < 0% < 00, e tome Sp, = X1 + Xo+---+ X,,. Entdo

Sn— FES, 4a
—_— 0,1
o = N(0,1),
isto €,
Sn =14 (0, 1).

ov/n

A demonstracio serda vista no Capitulo 8, como aplicagio do Teorema da
Continuidade de Lévy para fungdes caracteristicas.

Teorema 7.3 (Teorema Central do Limite de Lyapunov). Sejam (X, )» indepen-
dentes com terceiros momentos finitos satisfazendo

Z?:l E|Xi - EX@'P
(X, VX,)*?

_ —z?/2
Ef (W) — /Rf(:z:)eﬁdx quando n — oo

para qualquer f tal que f, f', f" e f"" sejam limitadas.

— 0 as n — o0.

Entao,
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Convergéncia para toda f satisfazendo as condigbes acima é equivalente a
convergéncia para todas f continua e limitada, o que por sua vez equivale a
convergéncia em distribui¢do. A prova desses fatos envolve Teoria da Medida e
sera omitida.

Demonstra¢do. Podemos assumir FX; = 0 sem perda de generalidade. Escreva
o; = v/VX,;. Considere (Y,,), independentes, e também independentes de (X,,),,
com a distribuigio N(0,0?). (Aceitaremos sem prova existéncia de tal seqiiéncia
no mesmo espago de probabilidade.)

Escreva

Y1++Yn X1+ "+Xn

Wn = = - N 07 1 Zn -
VS, 0.1 e VS,
Fixe n, defina Z° = W,, e, para i = 1,...,n, defina
, 4 Y; , . X;
Vi=eZ7le ——— e Z'=V'4 ———,
VS, VSn

de modo que Z" = Z,,. Agora,
Ef(Z,) - Ef(W,)=Ef(Z") - Ef(Z°) = ZEf(ZZ) — Ef(Zi7Y.
i=1

Usando a expansao de Taylor de f,

Xi
VV S,

HZY) = [V + —m) =

Xi f”(Vz) XZQ f///(ei) XZS
VS 2 VS, T 6 (VS
- f///(éz') Yig
VS, 2 VS, 6 (VS,)3/%

f(ZY) = f(Vi+ )= FV)+ f(V)

=
=

onde 6; e 91' vém do polinémio de Taylor e dependem de V;, X; e Y.

Observe que EX; = EY;, EX? = EY?, X; 1L Ve Y; 1L V? e recordemos que f e
suas trés primeiras derivadas sdo limitadas. Queremos tomar a esperanca acima e
subtrair. Como f ¢ limitada, f(V?) é integravel e este primeiro termo se cancela.
Além disso, f/(V?) é integravel e, usando a independéncia,

E[f'(V))X)] = Bf (V') - EX, = Ef (V') - EY, = E[f'(V))Y]],
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de forma que este termo também se cancela, bem como o terceiro termo pelo mesmo

motivo. Portanto,

ELf"(0:) X3 — E[f"(0:)Y}]
6(VS,,)3/2 ‘

Ef(Z') - Ef(Z'71) =

Tomando C = sup, |f"'(x)| temos

CE|X;]? + CE|Y;?
6(V S, )32
E|X;|>+ d3E|N3
6(VS,,)3/2
E|X;?

SC—c 373
(VS,)3/2

Ef(2) - Ef(Z)| <

=C

onde na tltima desigualdade usamos que E|N|? = \/% < 2eque

o; = (BIXi])? < (B|X,°)%

pela desigualdade de Jensen. Finalmente, somando sobre ¢,

i=1 (> VX)
quando n — oo por hipétese, o que conclui a prova do teorema. O

7.3 Exercicios

7.1. Um par de dados honestos é lancado 180 vezes por hora.
1. Qual a probabilidade aproximada de que 25 ou mais langamentos tenham
tido soma 7 na primeira hora?
2. Qual a probabilidade aproximada de que entre 700 e 750 langamentos tenham

tido soma 7 durante 24 horas?

7.2. Imagine um modelo idealizado com M eleitores, dos quais M4 pretendem
votar no candidato A. Suponha que seja possivel sortear um desses eleitores ao
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acaso, e de forma equiprovavel. Definimos

¥ — {17 caso o eleitor sorteado va votar no candidato A,

0, caso contrario.

Deseja-se estimar a proporg¢do p = % de eleitores do candidato A, que é
desconhecida. Para isso, repete-se este processo N vezes, obtendo-se X1,..., Xy.
Para estimar o valor de p considera-se

Xt Xy
PN = N .

1
2
entrevistamos N = 2500 eleitores, calcule aproximadamente a probabilidade de

1

Supomos a priori que p é bem préximo de de forma que VX =~ ;. Se

essa pesquisa cometer um erro [py — p| maior que 0,01.

7.3. A quantidade de uvas-passas encontradas em cada panetone de uma
determinada marca é independente dos demais panetones e segue a distribuicao
de Poisson com pardmetro A = 25 (ou seja, tém esperanca igual & variéncia, igual
a A). Um grupo de estudantes de férias resolve estimar o valor de A, uma vez
que o mesmo é desconhecido para eles. Para isso, vao contar as uvas-passas de
uma amostra de N = 625 panetones e registrar o resultado de cada contagem
Xq,...,XyN. A estimativa h) ~ para o valor de A que os estudantes vao adotar sera

dada por
X1+ +Xn

Sy = 0t

a) Qual é o valor aproximado da probabilidade de que o valor h) ~ esteja entre
24,8 e 25,47

b) Para que o erro ’X N —)\| fosse menor que 0,075 com probabilidade pelo menos
igual a 86,64%, qual deveria ser o nimero N de panetones examinados?
(Sugestéo: resolve-se esse item como o anterior, porém de tras para frente.)

7.4. Use o Teorema Central do Limite para verificar que

n
. _ onk
lim e™ " E — =1.
n— o0 n!
k=0

7.5. Se langamos 10.000 vezes uma moeda honesta, calcule aproximadamente a
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probabilidade de que o niimero de vezes que se obtém coroa seja no minimo 4.893

e no maximo 4.967.

7.6. [Jam04, Capitulo 7]. Recomendados: 2 e 9.



Capitulo 8

Funcoes Geradoras

A fungéo geradora de momentos e a funcdo caracteristica estdo entre os exemplos
mais importantes de transformadas. A ideia geral de transformada é mapear certos
objetos em objetos de outro tipo e outras propriedades, onde determinadas analises
sdo possivelmente mais faceis. Isso ficard claro nos exemplos e aplicagoes. A
funcao geradora de momentos € a instdncia da Transformada de Laplace de uma
distribuicado em R, e a funcao caracteristica é a Transformada de Fourier.

8.1 Funcao Geradora de Momentos

Definigao 8.1. Seja X uma variavel aleatéria. Define-se a funcdo geradora de
momentos de X como a fun¢do Mx : R — [0, 00] dada por

My (t) = E[e*X].

Pelo Teorema 4.27, podemos calcular a fungdo geradora de momentos por

Mx(t) = Z e P(X =) se X ¢ discreta

Mx(t) = / e fx(x)dx se X ¢é absolutamente continua.
R

127
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Exemplo 8.2 (Bernoulli). Se X ~ Bernoulli(p), entéo
Mx(t)=pe' +1—p=1+p(e' —1).

Exemplo 8.3 (Binomial). Se X ~ b(n,p), entdo

M=

Mx (t) = Z e A =p)" =D (D) —pnF

-

Exemplo 8.4 (Geométrica). Se X ~ Geom(p), entdo

I
II
-~ =
Il

[et +(1-p)]"=[1+pe

Mx(t) = Z p(1— Z

¢
pe p 1
= = t <log +—.
1-(1—plet et4+p-—1’ bata &1

Proposicao 8.5. Se X tem funcgao geradora de momentos Mx(t) e Y = aX + b,
entdo My (t) = e"* Mx (at).

Demonstracgdo. Feita em aula. O

Exemplo 8.6 (Poisson). Se X ~ Poisson()), entao

e —A\n S t\n

e "\ _ Ae _ ¢ t_
§ etn e >\§ ( ) e )\e)\e e)\(e 1).
! n!

Proposicao 8.7. Se My € finita em algum intervalo (—e, +¢), entdo os momentos
de X podem ser obtidos através das derivadas de Mx por

Ext=MP0), k=1,2,3....
Demonstracdo. Para lembrar da formula é interessante entender a ideia da prova:

SeMx(t) = S Ble'™] = B[ &5 ¥ ] = B[x*eX),

No caso de X ser uma varidvel aleatéria simples, essa é a demonstragdo, pois a
esperanga € uma soma finita e podemos derivar dentro da soma. No caso geral,
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ha que se justificar a derivada dentro da esperanga. Faremos isso no Capitulo 10,

pagina 160. (Il
Exemplo 8.8 (Bernoulli). Se X ~ Bernoulli(p), entdo

EX = Mx(0) = p,
EX? = M}(0) = p,
VX =EX?— (EX)*=p(1-p).
Exemplo 8.9 (Binomial). Se X ~ b(n,p), entdo
EX = M} (0) = np,
EX? = MY(0) = np(1 - p) — n’p?,
VX =EX?— (EX)*=np(1—p).

Exemplo 8.10 (Geométrica). Se X ~ Geom(p), entao

1
EX = M (0) = =,
p
2 1
EX?=MY¥(0)= = — =,
X() pg P
2 2 _1-p
VX = EX®? - (EX)? = —~.
p

Exemplo 8.11 (Poisson). Se X ~ Poisson(\), entdo

EX = M%(0) =\,
EX? = MY(0) = A2 + ),
VX =EX? - (EX)?=\
Proposicao 8.12 (Unicidade). A fungdo geradora de momentos define de forma

univoca a distribuicao da varidvel aleatoria. Mais precisamente, se Mx = My < oo
em algum intervalo (—e,+¢) entdo Fx = Fy e Mx = My em R.

A demonstragdo envolve aspectos técnicos acima dos nossos objetivos, e de fato é
dificil encontré-la em livros-texto.!

Veja [Billingsley, P. Probability and Measure. Third edition. Wiley Series in Probability and
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Exemplo 8.13. Se X é uma varidvel aleatéria ndo-constante assumindo valores
em {0,1,2,3,...} e EX < oo, chamamos de amostragem por tamanho de X &
distribui¢do dada por py (n) = &% - n-px(n). Vamos mostrar que, se Y ~ X + 1
e My é finita para todo t, entdo X ~ Poisson(\) para algum X\ > 0.

Demonstracao. Com efeito, observe que
Mx+1(t) = 6tMX (t)
e, tomando A = E X,

= S et = e (M) = 3 ey ) = ),

Se Mx11 = My vale

aryy - M)
My (t) ¢
My (D) Ae’,

integrando em ¢ obtemos
log Mx (t) = Xe! + ¢

e, como Mx(0) = 1, temos ¢ = —\. Logo,
M (t) = X'V

e portanto X ~ Poisson(A). O

Proposicao 8.14 (Varidveis Aleatérias Independentes). Se X e Y sdo indepen-
dentes, entao
Mx vy (t) = Mx (t) - My (t)

para todo t onde ambas Mx e My estejam definidas.

Demonstracao. Feita em aula. O

Mathematical Statistics, 1995, section 30] ou [Curtiss, J. H. A note on the theory of moment
generating functions. Ann. Math. Statistics 13:430-433, 1942].
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Exemplo 8.15 (Soma de Poissons Independentes). Se X ~ Poisson(A) e ¥ ~
Poisson(p) sdo independentes, entao

MX+Y(t) — Mx(t> . My(t) _ 6)\(et71)6,u(e‘71) _ 6()\+/J)(e‘,1) _ Mz(t),
onde Z ~ Poisson(A + p). Portanto, X +Y ~ Poisson(A + p).

Exemplo 8.16 (Binomial). Se X ~ b(n,p), entdo X é distribuida como a soma
de n varidveis X1, ..., X, independentes com distribui¢do Bernoulli(p). Portanto,

M (t) = Mx, (t) -+ Mx, (t) = [1+p(e’ = D]".

8.2 Funcgao Caracteristica

Do ponto de vista tedrico, a fungdo caracteristica é bem mais robusta e
funcional que a funcgdo geradora de momentos: estd definida para qualquer
distribuicao; sempre determina a distribuicdo; determina também a convergéncia
em distribuicdo; ndo bastasse, ainda gera momentos. Entretanto, a funcéo
caracteristica envolve a manipulacdo de niimeros complexos.?

Definicao 8.17 (Varidvel Aleatéria Complexa). Uma varidvel aleatéria compleza
Z éuma funcao Z : 2 — Ctal que Z = X +iY, onde X e Y sdo variaveis aleatorias
reais. Se X e Y sdo integraveis, dizemos que Z é integravel e definimos

EZ =EX +{EY.

A integracdo de fungdes complexas em dominios reais pode ser feita, para todos os
fins praticos, como no caso real. Ou seja, se F' : R — C satisfaz %F(m) = f(x)
para x € [a,b], entdo

/ f(@)dz = F(b) — F(a).

20 uso de fungdes caracteristicas nio requer conhecimentos de célculo em uma varidvel
complexa. Isso porque as integrais sdo calculadas em dx para © € R e ndo em dz para
caminhos v C C. As tnicas situagdes em que teriamos que sair de R e usar argumentos tipicos de
varidveis complexas, em particular ﬁ{ f(z)dz = 0, seriam na obtencdo da fungdo caracteristica

da Normal e da distribuicao de Cauchy.
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Vamos utilizar a férmula de Fuler
¢ = cos(y) +isen(y),  |eV] =1,

e usaremos sem demonstracdo os seguintes fatos:
z z" z+w z W AV g,/ Zn\"™ z
ezg e = e*e, (e9) =e9¢', 1+—=) —eé®sez, 2
n

n!’
n

Proposicao 8.18. Se Z e W sao varidveis aleatorias complexas integrdaveis, entdo
Z+W ¢€ integrdvel com E|Z+W)|=EZ+EW, e para z € C tem-se zW integravel
com E[zW]| = zEW. Se, além disso, Z ¢ W sdo independentes, entdo ZW ¢
integrdvel com E[ZW]|=EZ-EW.

Demonstracao. Feita em aula. O
Proposicao 8.19. |[EZ| < E|Z]

Demonstragio. Fazendo EZ = re'? com r = |EZ|, temos E[e™?Z] = e W E[Z] =
r €R, logo r = E[R(e~?2)] < Ele=Z| = E|Z|. O

Definicao 8.20 (Fungdo Caracteristica). A fungdo caracteristica de uma varidvel
aleatéria X, denotada por px, é a funcio px : R — C definida como

ox(t) = E[e"™*] = Ecos(tX) +iFsen(tX), tcR.

Observagdo 8.21. Como |e!X| =1, px(t) sempre estd definida para todo t € R.

Exemplo 8.22 (Uniforme). Se X ~ Ula,b], entdo
ox(t) = E[e"™] = E[cos(tX)] + iE[sen(tX)]

b 1 b 1
= / cos(tx) dz —l—i/ sen(tx) dz
a b a b

—a —Qa

b b

a t(b— a)

S sen(tx) cos(tx)

t(b—a)
1 . .
) [sen(tb) — sen(ta) — i cos(tb) + i cos(ta)]
7i6itb + ,L'eita eitb _ eita

ttb—a)  dt(b—a)’

a
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Ou, mais réapido:

b
, 1 1 179,
t) = 1t d — - itx
ex(t) /ae b—a b—ait[e

Exemplo 8.23 (Poisson). Se X ~ Poisson(A), entdo:

b 6itb _ 6ita
a

it(b—a)

itX o it € A" ane (@) =Xt A(et-1)
(,OX(t):E[e ]:Ze T:e Z = e e =e A
n=0 ’ n=0

Exemplo 8.24 (Geométrica). Se X ~ Geom(p), entao

— - it n—1 __ it - ot m o__ p
—;62"'1?(1—]9)" _esz:[(ez)(l—p)]n—m.

m=0

Proposicao 8.25. Para todo t € R wale |px(t)] < 1. Além disso, ¢(0) = 1.
Ademais, para a,b € R, vale p,x 15(t) = ePpx (at).

Demonstracao. Feita em aula. O

Proposicao 8.26 (Independéncia). Se X e Y sao independentes, entio
px+y (t) = ox(t) - oy (1)

para todo t € R.

Demonstracgdo. Feita em aula. ([l

Proposicdo 8.27 (Célculo de Momentos). Se E|X*| < oo entdo

dk k k

t=0

Demonstracdo. Idéntico ao caso da fungao geradora de momentos, com X no lugar
de X. O

Corolério 8.28 (Expansio de Taylor). Se E|X*| < oo, entdo

t3
ex(t) = px(0) + @ (0) £+ Pk (0) = 5 +s0’;’<’(0> G rore® D o +m()
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EX? EX3 EXF
=14+iEX t— ——t? —i— 3+ " 5 4 (b),
2 6 k!
onde o resto ri(t) é pequeno: T'L(f) _.0.
t—0

Demonstracao. Essa é uma propriedade béasica do Célculo em uma variavel real,
de que toda funcdo com k-ésima derivada no ponto ¢ = 0 admite essa expansao
com resto pequeno. a

Exemplo 8.29 (Poisson). Calculando os momentos da Poisson:

EX = —i¢(0) =\,
EX? = —¢%(0) =\ + A,
VX =EX?— (EX)?=\

Proposicao 8.30 (Unicidade). Se px(t) = ¢y (t) Vt € R, entio X ~ Y.

Demonstragio. O leitor interessado pode consultar [Jam04, pp. 226-228]. O

Exemplo 8.31 (Soma de Poissons Independentes). Se X ~ Poisson(A) e ¥ ~
Poisson(u) sdo independentes, entao

Pxty(t) = px(t) - oy (1) = NV =0 = QT =1 = o, (1),

onde Z ~ Poisson(\ + p). Portanto, X + Y ~ Poisson(A + ).

Convergéncia em distribuigao

O Teorema de Continuidade relaciona convergéncia de fungoes caracteristicas com
convergéncia em distribui¢do, vista no Capitulo 5.

Teorema 8.32 (Teorema da Continuidade de Lévy). Sejam X e (X,,)nen varidveis
aleatorias. Entdao

X, 35X se, e somente se, eox, (t) = px(t) VteR.

Demonstragio. O leitor interessado pode consultar [Jam04, pp. 234-239). O
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Exemplo 8.33 (Binomial Converge a Poisson). Seja A > 0 e para n > A~}
considere X,, ~ b(n, 2). Entdo

X, S Poisson ().
Demonstracdo. Analisando a funcéo caracteristica das X,, obtemos
ex, () =[1+ 2" —1)]" — AN = o (t) com X ~ Poisson(\). O

Demonstrag¢io do Teorema 6.4. Como as X,, sdo i.i.d., temos

n

Psa(t) =05, (L) = ox, (L) ox, (L) = [px, (£)]" = [1+ Z%t +ri(3)| s

n

71 (w)

onde 71(+) é tal que — 0 quando w — 0. Segue que s, (t) — €** quando
n — 0o, para todo t € R. Pelo Teorema 8.32, 57" 4 . Como p é constante, isso é

P
0 mesmo que 57" — [ (]

Demonstracio do Teorema 7.2. Supomos sem perda de generalidade que p = 0.
Como as X, sdo i.i.d., temos

wasinﬁ(t) = s, (;55) = [@Xl (%ﬁﬂn: [1_i+,~2 <"\t/ﬁ)r’

2
— 0 quando w — 0. Segue que ¢ s, (t) — e~ quando

onde r3(-) é tal que %

ov/n

n — 0o, para todo t € R. Pelo Teorema 8.32 e Exercicio 8.12, a%ﬁ 4N O

8.3 Exercicios

2

8.1. Se X ~ N(0,1), mostre que Mx(t) = ez. Mostre que EX = 0. Mostre que
VX = 1. (Sugestdo: verifique que —(2%2 —2tz) =t> — (2 —t)? e faca z — t = u.)

8.2. Sejam X7, Xo, X5, ... independentes,

L X1+ Xo+ o+ X,
S = X1+ Xo4 -4 X, o §—rtdedrdtAa
n
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Mostre as seguintes propriedades:

1. Se X ~ N (p,0?), entdo Z = = ~ N(0,1).

g

2. Assim, se X ~ N (u,0?), entdo

Mx(t) = eritzot?
EX =pu
VX =02

3. Se X; ~ N (ui,0?), entdo Sy, ~ N (3 i pis iy 02).
4. Se X; ~ N(p,0?%), entdo S,, ~ N(nu,no?).
5. Se X; ~ N(u,0?), entdao S, ~ N (i, U—:)

8.3. A distribuicdo dos comprimentos dos elos da corrente de bicicleta é normal,
com média 2 cm e varidncia 0,01 e¢m?. Para que uma corrente se ajuste & bicicleta,
deve ter comprimento total entre 58 e 61 cm. Qual é a probabilidade de uma
corrente com 30 elos ndo se ajustar a bicicleta?

8.4. As duragoes de gravidez tém distribuigdo normal com média de 268 dias e
desvio-padrao de 15 dias.

(a) Selecionada aleatoriamente uma mulher gréavida, determine a probabilidade de
que a duragdo de sua gravidez seja inferior a 260 dias.

(b) Se 25 mulheres escolhidas aleatoriamente sdo submetidas a uma dieta especial
a partir do dia em que engravidam, determine a probabilidade de os prazos de
duracdo de suas gravidezes terem média inferior a 260 dias (admitindo-se que a
dieta néo produza efeito).

(¢) Se as 25 mulheres tém realmente média inferior a 260 dias, hd razdo de
preocupacao para os médicos de pré-natal? Justifique adequadamente.

8.5. O peso de uma determinada fruta é uma varidavel aleatoria com distribuicao
normal com média de 200 gramas e desvio-padrao de 50 gramas. Determine a
probabilidade de um lote contendo 100 unidades dessa fruta pesar mais que 21 kg.

8.6. Um elevador pode suportar uma carga de 10 pessoas ou um peso total de
1750 libras. Assumindo que apenas homens tomam o elevador e que seus pesos sao
normalmente distribuidos com média 165 libras e desvio-padrao de 10 libras, qual
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a probabilidade de que o peso limite seja excedido para um grupo de 10 homens
escolhidos aleatoriamente?

8.7. Se X ~ Ula,b], calcule Mx(t). Use a fungdo geradora de momentos para
calcular EX e VX.

8.8. As cinco primeiras repetigoes de um experimento custam R$ 10,00 cada.
Todas as repeticoes subsequentes custam R$ 5,00 cada. Suponha que o
experimento seja repetido até que o primeiro sucesso ocorra. Se a probabilidade de
sucesso de uma repeticdo é igual a 0,9, e se as repeticoes sdao independentes, qual
é custo esperado da operagao?

8.9. Se X ~ exp(A), calcule Mx(t). Use a funcdo geradora de momentos para
calcular EX e VX.

8.10. Seja Y uma varidvel aleatéria absolutamente continua com funcdo de
densidade de probabilidade dada por

_foye™¥, sey>0
frly) = { 0, caso contrério

Ache a fungdo geradora de momentos de Y e use-a para calcular EY e VY.

8.11. Seja X uma varidvel aleatéria. Mostre que o conjunto {t € R : Mx () < oo}
é um intervalo que contém o ponto t = 0.

2
8.12. Se X ~ N(0,1), mostre que px(t) = e~ 7.
Vocé pode usar o seguinte fato, da teoria do célculo em uma variavel complexa:

/ef(“”r”—)z dw = / e~ dw
R R

8.13. Se X ~ N (p,0?), calcule px (t).

para qualquer ¢ € R.

8.14. [Jam04, Capitulo 6].
Recomendados: 1, 2, 3,4, 7,9, 13a, 14, 17, 18, 21, 29.
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Capitulo 9

Esperanca Condicional

Muitas vezes a estrutura do espago amostral € é complicada demais para
estudarmos as grandezas de interesse diretamente a partir dos eventos elementares
w € ), até mesmo em situagdes aparentemente simples.

Neste contexto, estudamos as propriedades de algumas grandezas observaveis, ou
ainda, conseguimos dividir 2 em classes que podem ser estudadas como um todo.
Estudar uma particao D de €2 quer dizer que estamos trabalhando apenas com a
informacao relacionada aquela particao.

Da mesma forma, em intimeras situa¢des queremos estudar o comportamento de
uma dada varidvel aleatéoria X em termos de outra variavel aleatéria Y, o que em
estatistica significa dizer que buscamos um estimador para X sabendo-se o valor
da variavel Y.

9.1 Esperanca Condicional dada uma Particao

Nesta secdo, assumimos que todas as varidveis aleatorias sao discretas e nao-
negativas. Caso as varidveis aleatérias sejam todas simples, pode-se somar-lhes
uma constante para trabalhar com varidveis ndao-negativas.

Definigdo 9.1. Dizemos que D = {D1, D2, D3, ...} é uma particio de (2, F) se
D; € FYi, D;ND; =0Vi#j,eU,D; =Q. Os elementos D; da parti¢io D sdo
chamados dtomos de D.

139



140 CAPITULO 9. ESPERANCA CONDICIONAL

Exemplo 9.2. Sejam X3, X5, X3,... varidveis aleatorias assumindo valores em
{=1,1}. O espago € pode ser dividido em &tomos onde X; e X5 sdo constantes.

Definicdo 9.3 (Probabilidade Condicional Dada uma Particio). Dada uma
particdo D = {D;}, e um evento A, definimos a varidvel aleatéria

P(A|D) = P(A[D)(w) = Y _ P(A|D;) 1p,(w).
Note que, em cada dtomo D; da particao D, a varidvel aleatéria P(A|D) assume o
valor constante P(A|D;).

Exemplo 9.4. Suponha que

P (chover amanha|chove hoje) = 0,7,

P (chover amanha|nao chove hoje) =0, 1,
e seja D = {chove hoje, ndo chove hoje}. Entao

- 0,7, se no estado w chove hoje,
7 = P(chover amanha|D) =

0,1, caso contrario.
Teorema 9.5 (Lei da Probabilidade Total).
P(A) = E [P(AD)].
Demonstragio. E [P(A|D)] = E[Y:; P(A|D;)1p,] = >, P(A|D;)P(D;) = P(A),

onde a segunda igualdade é basicamente uma aplicagdo do Teorema 4.27 com
relagdo a varidvel aleatéria J =3 y J1p, que vale j em cada D;. (I

Exemplo 9.6. Se P(chover hoje) = 0,6, entao
P(chover amanha) = EZ = Zz -P(Z=2)=0,7%x0,640,1x0,4=0,46.
Definicao 9.7. Seja X uma variavel aleatéria discreta. Definimos a particio

induzida por X como Dx = {Di,D,,Ds,...}, onde D; = {w : X(w) = z;}.
Denotamos a varidvel aleatéria P(A|Dx )(w) por P(A|X)(w).



9.1. ESPERANCA CONDICIONAL DADA UMA PARTICAO 141

Exemplo 9.8. Se X e Y sdo i.i.d. Bernoulli(p), considere o evento A = [X+Y = 1].
Vamos calcular P(A]Y):

PAY) =pliy—q + (1 —p) Liy=1
ou, escrevendo explicitamente como fun¢ao de Y:

PAY)=p1-Y)+(1-p)Y.

Recordando a definicdo de esperanca condicional dado um evento, vista na
Secdo 4.6, podemos agora definir a esperanca condicional de uma varidvel aleatoria
simples dada uma particao.

Definigao 9.9 (Esperanga Condicional Dada uma Parti¢do). Seja X uma varidvel
aleatéria simples. Considere D uma particio de (92, F). Definimos a waridvel
aleatoria

E(X|D)(w ZEX|D)]1D( )-

Observe que, desenvolvendo a expressao acima, temos

B(X|D) = Z[ZwP =x|Dj>]nDj=;x-(ZP(X:mwj)nDj),

e portanto
E(X|D) = ZxP =z |D).

De forma mais geral, se X =), ;1 4, para uma particdo {A;};, entdo E(X|D) =
A esperancga condicional E(X|D) é a uma aproximagao para X que depende apenas
da informacao relacionada a particdo D. Ela é grosseira o suficiente para atender a
restricdo de ser constante no atomos de D, mas fina o suficiente para ser a melhor
entre todas as aproximagoes sujeitas a essa restricdo. Veja a Figura 9.1.

Exemplo 9.10. Langamento de um dado honesto. Seja D = {impar, par}. Temos

E(X|X é par), se X (w) é par,
E(X|X é impar), se X(w) é impar.

Z(w) = E(X|D)(w) = {
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X(w) E(X|D)(w)

Figura 9.1: Tlustracdo da defini¢do de E(X|D).

Assim,

2(w) 4, se X(w) é par,
w) =
3, se X(w) é fmpar.

Proposicao 9.11 (Propriedades da esperanca condicional).
E(c|D)=c
2. Se X <Y entio E(X|D) < E(Y|D)
3. E(aX +bY|D) =aE(X|D) + bE(Y|D)
4. E(X|{Q}) = EX

Demonstracao. Feita em aula. (I

Teorema 9.12 (Generalizagdo da Lei da Probabilidade Total).

EX = E[E(X|D)].

Demonstrac¢do. Como no Teorema 9.5,
E [E(X|D)] sz P(X = z|D;j)P(Dj) =
:Zx-ZP = z|D,)P Zx P(X =EX. O
x j

Com o Teorema 9.12 completamos o diagrama da Figura 9.2.
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EX= z-P(X=x)
P() 2 E()

P(AND)

P(A|D)= P(D)

E[X1p]

E(X|D)="575

E(X\D):Zw z-P(X=z|D)
P(-|D) E(|D)

P(A[D)=) . P(A|D)lp,

P(A)=E[P(A|D)] EX=E[E(X|D)]

E(X\D):Zi E(X|D;)lp,

P(:|D) E(:|D)
E(X\D):Zm z-P(X=z|D)

Figura 9.2: Relacao entre probabilidade, esperanga, probabilidade condicional
dado um evento, esperanga condicional dado um evento, probabilidade condicional
dada uma particdo, e esperanca condicional dada uma particao.

Exemplo 9.13. Lancamento do dado no Exemplo 9.10. Temos
EX =E[E(X|D)| =EZ = .

Se Y é uma varidvel aleatéria discreta, denotamos
E(X|Y) = E(X|Dy).
Exercicio 9.1. Se X e Y sao independentes entdo E(X|Y) = EX ¢é constante.

Observagdo 9.14. Caso particular do teorema anterior: EX = E [E(X|Y)].

Dizemos que D5 é mais fina que Dy, denotado por Dy = D1, se todo elemento de Dy
é igual a unido de elementos de D,, isto é, se para todo D € D; existe C C D, tal
que D = UC. Isso significa que Dy tem “mais informagao” do que D;.
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Exemplo 9.15. Seja Dy = {D1, D2, D3, D4} uma partigdo de ), e sejam D5 =
Dy U D3, Dg = Dy e Dy = Dy. Se definimos Dy = { D5, Dg, D7}, temos Dy 3= Dy.

Exemplo 9.16. Para qualquer partigdo D vale D = D = {Q}.

Dada uma partichko D = {Dy, D, D3, ...}, dizemos que X é D-mensurdvel se
D = Dy, isto é, se a informacao sobre D determina o valor de X. De forma
equivalente, X é D-mensurdvel se e somente se pode ser escrito como

X = Z&Ci]l[)i,

onde 0s r; ndo sao necessariamente distintos.

Observagao 9.17. X sempre é Dx-mensurdvel. Se Y = g(X) para alguma fungao
g:R — R, entdo Y é Dx-mensuravel.

Definimos Dx, x,,..., x, como sendo a partigdo gerada pelo vetor (X1, Xo,...,Xq),

ou seja, a particdo cujos dtomos sdo os maiores conjuntos onde todas as X, sdo

constantes. Mais formalmente, se {z!, % x3,...} sdo os valores assumidos pelo

vetor aleatério X, definimos D; = [X = x| e D = {Dy, D2, Ds,...}.

Exercicio 9.2. Mostre que Dx, x, = Dx,.
De forma andloga a E(X|Y), definimos
E(X|Y1,...,Y,) = E(X|Dy,,..v,.) -
Proposicao 9.18. Se X ¢é D-mensurdvel, entdo
E(XY|D)=XE(Y|D).
Em particular, E(X|D) = X. Ademais, E(X|X) = X.

Demonstragdo. Escrevemos
X:in]lDi e Y:Zyj]lAj7
i J

assim

XY =3 > awylanp,
g
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e portanto
E[XY|D] = Zszy] P(A; N D,|D)
= sziyj > P(4; 0 Di|Dy)1p
i m
=D e P(A;[Di)1p
i
Por outro lado,
E[Y|D] = ZMD Zy] P(A,|D)
=2_wilp, ~Zyj > P(A;IDw)1p
i J ™
=223 aiw; 3 P(Aj1 D)L,
i m
=Y > @y P(4;|Di)lp,,
ig

concluindo a prova. O

Observagao 9.19. E(X|D) sempre é D-mensuravel.

Proposig¢ao 9.20. Se C < D, entdo
E [E(X|D)|C] = E [E(X|C)|D] = E(X|C).

Em particular,
E[E(X|Y1,Y2)|V1] = E(X|11).

Demonstragio. Pela observagao anterior, E[X|C] é C-mensurdvel. Como D = C,
E[X|C] também é D-mensuravel, e pela proposi¢do anterior F [E(X|C)|D] =
E(X|C). Resta mostrar que E [E(X|D)|C] = E(X|C).

Escrevendo C = {C1,Cs,...} e D ={D1, D>, ...}, temos

E(X|D)|C] = Z]lc E[ZE X|D;j)1p,
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7210 ZE X|D;)P(D,|C;),

onde a segunda igualdade é basicamente uma aplicacdo do Teorema 4.27 com
relacdo a varidvel aleatéria J =) ;J1p; que vale j em cada D;. Continuando,

ELE(XIDC] = 3 1cy > e <
]DCC J v

Z Ci A P Z E(X1p,)

7:D; CC;

= ZZ: Lo, mE(Xﬂci)

= 3" 1e BX|C) = B(X0)

Para justificar a terceira igualdade sem usar o Corolario 10.5, escrevemos X =
> r Zrla, e fazemos

> BE(Xlp)= Y Y akP(AxnD;)=

§:D;CC; §:D;CCi k
= ka > P(AxND;) =Y x,P(A,NC;) = E(X1g,).
j:D; CC; k
Isso conclui a prova da proposicgao. O

Exemplo 9.21. Dada uma fungao g, vale
Elg(Y)E (X|V)] = E[Xg(V)].

Com efeito, como Z = ¢g(Y') é Dy-mensurével, temos
E[Xg(Y)|[Y] = g(Y)E(X|Y).

Tomando a esperanga dos dois lados, obtemos a equacao anterior.
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9.2 Distribuicao Condicional Regular

Quando Y é uma varidvel aleatéria discreta assumindo valores y;,y2,..., essa
varidvel aleatéria induz uma particio Dy de (Q, F), e temos as seguintes relagdes:

P(Xe€B)=)» P(XeBlY =y)P(Y =y) =E [P(X € B|Y)]
E(X)=> E(X|Y =y)P(Y =y) = E [E(X]Y)] .

No caso de varidveis aleatérias Y que nao sejam discretas, temos que dar sentido a
expressoes como P(X € B|Y =y) e E(X|Y =y), mesmo que P(Y = y) seja zero,
para poder dizer que relagoes andlogas continuam valendo.

Definicdo 9.22 (Distribui¢io Condicional Regular). Sejam X e Y varidveis
aleatérias definidas no mesmo espago de probabilidade (Q, F, P). A distribui¢io
condicional reqular de X dado que Y =y é definida por

P (X t]|Y =y) = lim lim P (X —At+AllY -0 0

(X €ls,8] [V =y) = lim lim P (X € [s — At + A][Y €[y —6,y+7))
para todo s < t e y € A, onde A é algum conjunto tal que P(Y € A) = 1.
E importante tomar o limite primeiro em & e depois em A. Quando s = —oo,
definimos a func¢do de distribuicao condicional acumulada

Fx(tlY = y) = P(X <]y =y).

Teorema 9.23. Para quase todo y € R, isto €, para todo y € A onde A € um
conjunto tal que P(Y € A) = 1, o duplo limite acima existe para todo s < t e
determina uma probabilidade em R.

Demonstracao. Omitida. Envolve Teoria da Medida. O

Na pratica, o que se faz é encontrar um candidato ad hoc de quem deveria ser a
distribuicdo condicional regular de X dado Y, segundo principios que se aplicam
em diferentes casos, e verifica-se a posteriori que o candidato proposto satisfaz a
Defini¢do 9.22. A continuacio veremos alguns desses principios.
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Caso de Y discreta SeY é varidvel aleatoria discreta, a distribui¢do condicional
de X dado Y =y é dada por

P(X € B)Y =y)

P(X € BlY =y) = PY =)

para todo y tal que P(Y =y) > 0.

Caso de X e Y independentes Se X eY sao independentes, o condicionamento
em Y = y ndo afeta em nada a varidvel X. Neste caso temos

P(X € BlY =y) = P(X € B).

Caso de X e Y possuirem densidade conjunta Se X e Y possuem funcdo
de densidade conjunta fx y(z,y), a fungdo de densidade condicional de X dado
Y =y é dada por v (@)

Xy (%, Y
para todo y tal que fy(y) > 0. Neste caso a fungio de distribui¢do condicional de
X dado que Y = y é dada por

t
Fx (t]Y =vy) :/ fx (@Y =y)da.
Exemplo 9.24. Sejam X e Y com densidade conjunta

bry(2—z—vy), 0<z<l,0<y<l,

fxy(z,y) = {

0, caso contrario.

Vamos determinar a distribui¢do condicional de X dado que Y = y. Temos
+oo 1
frto) = [ ferloade= [ 6ayz— o - gdo = ay - 32
—o00 0

se y € (0,1) e 0 caso contrario. Assim, para y € [0, 1] temos

6x(2—x—
fX(:c\Y:y):M: (4_733,”) O<z<l1
fr(y) 0, caso contrario.
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Para y fora desse intervalo fx(-|Y = y) é irrelevante, pois P(Y ¢ [0,1]) = 0.

Exemplo 9.25. Sejam X e Y com densidade conjunta

loe= 2y
e Y, <zr<oo e O0<y<2,
fxy(z,y) = {2y Y

0, caso contrario.

Vamos determinar a distribui¢do condicional de X dado que Y = y. Temos

+oo 1 00 . 1
fr(y) = / fxy(z,y)de = 5/ ye “¥dx = 3
o 0

para 0 <y < 2. Logo Y ~ UJ0, 2].

Assim, para y € (0, 2] temos
x, ye *Y, x>0,
fr(y) 0, z <0,

Caso de Y possuir densidade e X ser discreta Se X é discreta e Y tem
funcao de densidade fy (y), a funcdo de probabilidade condicional de X dado Y =y
é dada por
PX =) fy(y|X =)

fy ()
para todo y tal que fy(y) > 0. Neste caso a fungao de distribuigdo condicional de
X dadoY =y é

x (@Y =y) =

X (HY =y) =D px(a]Y =y).

<t

Principio da preservacao das chances relativas O principio da preservagao
das chances relativas diz que, dada a ocorréncia de um evento, os resultados
possiveis dentro desse evento mantém as mesmas chances relativas que possuiam
antes.

Exemplo 9.26. X ~ N(0,1) e Y = X?. Qual a distribuigio condicional de X
dado que Y = y?

Como P(Y > 0) = 1, basta considerar valores y > 0. Sabendo que Y = y temos
duas alternativas: X = /y ou X = —/y. Como fx(y) = fx(—y), esses dois
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valores continuam tendo a mesma chance quando condicionamos a Y = y. Temos
entéoP(X:\/ﬂ‘Y:y) :P(X:—\/gﬂY:y) :%,y>0.

Exemplo 9.27. Seja X ~ UJ0,2] e Y ~ U[—1, 1] independentes. Vamos encontrar
Fx(z|X 4+Y = 2).

Seja Z = X +Y. A densidade conjunta de X e Y é dada por fxy(z,y) =
1110,2]x[-1,1)(%,y), e a marginal de X é dada por fx(z) = $1jo9(z). Condici-
onando a Z = z, temos que o conjunto dos resultados possiveis fica restrito a
uma diagonal {(z,y) € [0,2] x [-1,1] : x +y = z} que corta o quadrado [0,2] x
[-1,1]. Pelo Principio da Preservacdo das Chances Relativas, todos os pontos
desse conjunto eram “equiprovaveis” antes do condicionamento e devem continuar
equiprovaveis dentro do conjunto da restricdo. Assim, para z > 1 devemos ter
X ~Ulz—1,2] e para z < 1 devemos ter X ~ U|[0, z + 1], ou seja

Lﬂ = ) 1< <3,
Ix(X|Z =2)= {3—z (—1,2)(%) z

rlpey(®), —1<z<l
Principio da substituicao O principio da substituicao permite substituir Y por
y sempre que se condiciona a Y =y. Se W = g(X,Y), entdo

P(W € BlY =y) = P(g(X,y) € BIY =y) = P[X € {x: g(x,y) € B}|Y =y].

9.3 Esperanca Condicional Regular

Dada X integrével, definimos E(X|Y = y) como a esperanga de X com respeito a
sua distribui¢ao condicional regular dado que ¥ = y.

Teorema 9.28. Sejam X e Y wvaridveis aleatdrias definidas em (0, F, P) com X
integravel. Entao existe algum A € B tal que P(Y € A) =1 e E(X|Y =y) € finita
para todo y € A.

Demonstracao. Omitida. Envolve Teoria da Medida. ]

Tomando g : R — R como sendo a funcéo tal que E(X|Y =y) = g(y), definimos a
varidvel aleatéria E(X|Y) por E(X|Y) = g(Y), isto é, E(X|Y)(w) = g(Y (w)).
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Exemplo 9.29. Se X ~ UJ[0,2] e Y = max{X,1}. Temos que Y assume valores

m [1,2]. Tomando y em (1,2], temos que [Y = y] = [X = y] e, pelo Principio da
Substituigdo, F[X|Y = y] = y. Tomando y = 1, temos que [Y = 1] = [X < 1].
Assim,

P(X <z,X <1) i 0o,
S X

Fx(a|Y = 1) = Fx(a|X <1) = =0, z <0,

L,

P(X<1) )
i .

Logo, fx(z]Y =1) = %FX(MY =1)= 11[071](33) e

1
EX|Y =1)= /0 2fx(z]Y =1)dz = %

Portanto, E(X|Y =y) =ysey € (1,2] e E(X|Y =y) = 3 se y = 1. Substituindo,

1 yv=1
BX|Y) = {32/ 1< Y7< 2

Teorema 9.30. Se X ¢ integrdvel entdo
EX = E[E(X\Y)]
Demonstrag¢do. Omitida. Envolve Teoria da Medida. O

Exemplo 9.31. No Exemplo 9.29, temos que Y é mista com fungoes de densidade
e probabilidade dadas por

py(y) = 31y (v),  fr(y) = 31p ()
e portanto

2
EX = EB[E(X|Y)] = E[g(y)] = % x §+/1 lydy=1.

Teorema 9.32 (Propriedades da Esperanga Condicional).

1. E(c|Y) = ¢ quase certamente.
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X <Z= EX|Y) < E(Z|Y) quase certamente.

E(aX +bZ|Y)=aE(X|Y) 4+ bE(Z|Y) quase certamente.
Se X = g(Y) entio E(X|Y) = X quase certamente.

Se Z = g(Y), entdo

AR T

E[E(X|2)|Y] =E[E(X|Y)|Z] = E[X|Z] quase certamente.

6. Se Z=¢g(Y), E|X| < > e E|XZ| < o0, entdo

E (XZ|Y) =Z.F (X|Y) quase certamente.

Demonstrag¢do. Omitida. Envolve Teoria da Medida. (I

Exemplo 9.33. O Jogador I langa uma moeda honesta n vezes, obtendo k “caras”,
onde 0 < K < n. Depois o Jogador II lanca a moeda k vezes, obtendo j “coroas”.
Seja X o nimero j de “coroas” obtidas pelo Jogador II. Queremos calcular EX.
(Poderfamos fazer algum esfor¢o neste caso — nem sempre isso é possivel — para
mostrar que X ~ b(n, i) e portanto EX = 7, mas estamos interessados apenas em
saber EX.)

Seja Y o ntimero de “caras” obtidas pelo Jogador I. E claro que X|Y = k ~ b(k, %),

logo E(X|Y = k) = £, Assim, BE(X|Y) = ¥. Calculamos entéo

EX:E[E(X|Y)]:E[ ]:;EY:;Z:

o] <

n
4’

uma vez que Y ~ b(n, 3).

Exemplo 9.34. No Exemplo 9.24, vamos cacular E [X|Y] e E[X].

Substituindo a densidade obtida temos

+oo 1 2
6x%(2—x —vy) 5—4y
E[X]Y = :/ afx(z|Y = dxz/ == = V= :
(XY = y] o fx(z| Y) ; 13y 3 6y
Entio E[X|Y] == e
1

5— 4y ) 15 8 7

E[X] = E[E(X|Y)] = dy — _2_S_ L

[X] = BBE(XY)) /08—6y(y W =35 -5~ 1
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Exemplo 9.35. No Exemplo 9.25, vamos calcular E [eX/2|Y] e E [eX/2|Y = 1].

Substituindo a densidade condicional obtida, temos
X o0 x o0 1
E {67|Y = y} = / e2yeVdx = y/ eZvz .
0 0

Se y < % a integral vale +00. Se y > %, a integral vale y%j Assim,
2

y 1
yfii, y>27

1
E {GX/QIY} _ {+OO, Y <3,
e B [eX/2‘Y =1] = 1.

Exemplo 9.36. Seja X ~ U|[0,1]. Se X = =z, entdo uma moeda com
probabilidade x de sair cara é lancada n vezes independentemente. Seja Y a variavel
aleatoéria que representa o nimero de caras obtidas.

Temos que Y|X =z ~b(n,z) e X ~U(0,1) Sey €0,1,...,n entdo:

PY =y) = /0 PY =y| X =2)fx(z)dz = /0 (Z)x”(l — )" ¥dz.

Portanto

n

BY) =3P =9) = 3 [ u()ar1 oy rar
y=0

y=0
1 n
:/ xnz (Z:i)xy’l(l —z)" ¥dx
0 v=0
1 1 n
:/ on(z+1—z)" tdr = n/ xdr = —.
0 0 2
Por outro lado, E[Y | X = z] = nx, ou seja, E[Y | X] =nX, logo
E[E(Y|X)] = E[nX] = g

Exercicio 9.3. Sejam X e Y varidveis aleatérias independentes tais que X ~
Ul0,2] eY ~U[-1,1].
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(a) Calcule F[X|X +Y < 2].

(b) Calcule E [X|X + Y.

(c) Calcule E[X|X +Y =2].
Exercicio 9.4. Seja X;, Xo,....uma sequéncia de variaveis aleatérias indepen-
dentes e identicamente distribuidas e seja N uma variavel aleatéria inteira e nao-

N
negativa independente da sequéncia X1, Xo,.... Seja Y = > X;. Mostre que
i=1

Exercicio 9.5. Sejam Y7,Y5,...,Y, varidveis aleatorias nao-negativas i.i.d.
Mostre que

k
E[Y1+}6+~~-+Yk|Y1+Y2+~-~+Yn:y]:ﬁy, k=1,2,...,n.

Exercicio 9.6. Um nimero ndo-negativo X é escolhido com densidade fx(z) =
xe ® para x > 0. Se X = z, um nimero Y ¢ escolhido no intervalo [0,z]. Ache
P(X+Y <2).

9.4 Exercicios

9.7. Considere X e Y i.i.d. Bernoulli(p). Calcule E(X+YY) e escreva essa varidvel
aleatéria como uma funcgao da varidvel aleatéria Y, de duas formas diferentes:

(a) usando P(X +Y = k|Y) e aplicando a definicdo de esperanca condicional
dada uma particao.
(b) usando a linearidade da esperanga condicional, a independéncia entre X e Y

e o fato de que Y é Dy-mensuravel.

9.8. Sejam X e Y varidveis aleatérias simples e i.i.d. Mostre que

E(X|X+Y) = B(Y|X +Y) = X;Y.

9.9. Seja X uma varidvel aleatéria simples definida em (2, F, P) e D uma parti¢ao
de (2, F). A variancia condicionada a uma partigdo é definida de forma andloga &
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varidncia de uma variavel aleatoria:

V(X|D) = E {[X B (X|D)]2‘ D} :
Mostre que

V(X|D) = E (X*D) — [E (X|D)]”

e que
VX = E[V(X|D)] + V[E(X|D)].

9.10. Sejam X e Y varidveis aleatérias simples definidas em (2, F, P) e D uma
particao. Mostre que

E[XE(Y|D)|=E|Y E(XD)].

9.11. Sejam X e Y varidveis aleatérias simples definidas em (2, F, P) e D uma
particdo. Se
E(Y?|D)=X? e E(Y|D)=X,

mostre que P(X =Y) = 1. Dica: desenvolva E [(X —Y)?].

9.12. Joga-se um dado, depois uma moeda, depois o dado novamente e segue-se
alternando entre o dado e a moeda. Quando se obtém cara na moeda, o jogo é

imediatamente interrompido e conta-se o total Z de pontos obtidos nos lancamentos
do dado. Calcule EZ.

9.13. Seja X ~ exp(A) ¢ Y = min{X, ¢}, onde ¢ > 0 é uma constante. Encontre
E(X|Y).

9.14. [Jam04, Capitulo 4]. Recomendados: 1, 9, 15, 16b, 32, 40.
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Capitulo 10

Convergéncia da Esperanca

Uma questao fundamental é sobre o limite de £ X, para uma sequéncia qualquer
X1, X5, X3,... de variaveis aleatérias. Mas precisamente, a questdao é quando
podemos comutar a esperanga com o limite em n, ou seja, se E[lim, X,] =
lim,, FX,,. Vale lembrar que derivadas e integrais também sao limites.

Pensemos a regiao abaixo do grafico de uma funcao real nao-negativa como tendo
uma “drea”, “volume” ou “massa”. Se a fungao ¢ dada por f(z) =n -1 1,(2),
ou por g(z) = 1(;,,n41](), essa massa é sempre igual a 1 e, no entanto, desaparece
quando tomamos o limite em n. Podemos dizer que a massa “escapou ao infinito”,
no primeiro exemplo o fez verticalmente e, no segundo, horizontalmente. As trés
propriedades estudadas neste capitulo explicam o que pode acontecer com a massa
no limite.

10.1 Teoremas de Convergéncia

O Teorema da Convergéncia Mono6tona diz que nada de estranho pode acontecer
com a massa de uma seqiiéncia crescente de fungoes, mais precisamente que nao se
pode ganhar massa.

Teorema 10.1 (Teorema da Convergéncia Mondtona). Seja X,, uma sequéncia
nao-negativa ndo-decrescente de varidveis aleatorias estendidas, e defina X =
lim,, X,,. Entdo EX,, - EX quando n — oo.

157
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Demonstracao. Por monotonicidade, temos que FX,, converge e lim, £X,, < EX,
faltando demonstrar a desigualdade oposta. Seja 0 < Z < X simples, e seja o < 1.
Tomando Ay = [X} > aZ], temos que

EX, > E[X,14,] > E[aZ124, ]:
70422 P(] zlNAy) %aZz P(Z==z)=aEZ.

A soma é sobre finitos z’s porque Z é simples, e para cada z o limite justifica-se
pois, como X, ' X > Z, temos que Ay " Q. Portanto, lim, EX, > oEZ.
Tomando o supremo em « e depois em Z, concluimos a prova do teorema. O

O Lema de Fatou diz que, embora os exemplos acima mostrem que é possivel perder
massa no limite, ndo é possivel ganhar massa.

Teorema 10.2 (Lema de Fatou). Seja (X,,), uma sequéncia de varidveis aleatérias
estendidas nao-negativas. Entdo E[liminf, X,] < liminf,, EX,.

Demonstragao. Tomando Y,, = infy>, X e definindo Y = liminf, X,,, temos que
0<Y, 7Y. Pelo Teorema da Convergéncia Monétona, lim, EY,, = EY. Como
Y, < X, temos liminf,, EX,, > liminf, FY, = EY = E[liminf, X,,]. O

O Teorema da Convergéncia Dominada diz que, se os graficos estao todos confinados
a uma regidao de massa finita, tampouco se pode perder massa no limite. A razéo
é que o grafico de X, divide essa regiao de massa total finita em duas partes, e o
fato de que cada uma dessas partes nao pode ganhar massa no limite implica que
a outra nao pode perder.

Teorema 10.3 (Teorema da Convergéncia Dominada). Se |X,| <Y para todo n

com Y integrdvel, e X, i X, entao EX,, > EX quando n — oo.

Demonstrac¢do. Primeiro supomos que X,, - X g.c. Como X,, <Y, temos Y —
X, = 0, e portanto podemos aplicar Fatou, obtendo

liminf E[Y — X,;] > E[liminf Y — X,,] = E[Y — X]
Como Y ¢é integrével, vale E[Y — X,,] =EY —EX,, E[lY - X|=EY —EX ¢

limsup FX,, < EX.
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Aplicando o mesmo argumento com —X,, no lugar de X,,, obtemos a desigualdade
oposta liminf, EX, > EX, e portanto £EX,, — FX.

Finalmente, suponhamos que X,, — X em probabilidade. Queremos mostrar que
a sequéncia numérica EX,, converge para o nimero FX. Isto é equivalente a dizer
que qualquer sub-sequéncia tem uma sub-sub-sequéncia que converge a FX. Seja
X, uma subsequéncia. Como lim,, X,, = X em probabilidade, temos lim; X,,, =
X em probabilidade, e podemos tomar Xnkj tal que lim; Xnkj = X q.c. Aplicando
o caso anterior, temos que lim; EXnk_j = FE X, concluindo a prova. O

10.2 Corolarios e Aplicacoes

Corolario 10.4. Se X, \( X > 0 q.c. e X1 € integrdvel, entdo EX, — EX
quando n — 0.

Demonstracao. Exercicio. O

Corolario 10.5. Seja (X,,), uma sequéncia de varidveis aleatdrias nao-negativas.
Entio Ey ., Xy =, EXy.

Demonstracao. Exercicio. (I

Corolério 10.6. Sejam (X,,), varidveis aleatérias tais que ), E|X,| < co. Entdo
a série Y X, converge quase-certamente, e E[y X,]=>" EX,.

Demonstracao. Exercicio. O

Corolario 10.7. Se X, &5 X e exite M € R tal que | Xn| < M g.c. para todo n,
entao EX,, — EX.

Demonstrag¢io. Tome Y = M e aplique o Teorema da Convegéncia Dominada. [

Corolario 10.8. Seja (X,,), uma sequéncia nio-decrescente de varidveis aleatorias
ndo-negativas, e tome X = lim,, X,,. Suponha que eizte M € R tal que EX,, < M
para todo n. Entao X € quase-certamente finita.

Demonstracao. Exercicio. O
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Demonstrag¢io da Proposi¢io 5.31. Suponha que X, EXe | X, <Y q.c., onde
EY? < co. Entéo |X| <Y g.c. e temos

[ X = X7 < (IXu] + [ X)P < (2Y)7,

que ¢é integrdvel. Por outro lado, como X, — X £ 0 temos | X, — X|P £ 0. Pelo
Teorema da Convergéncia Dominada, F|X, — X |[P—0. O

Demonstraciao da Proposigdo 8.7. Vamos mostrar que

dk k _tX

para todo t € (—¢,+¢), por indugao em k.

Para k = 0 temos a identidade Mx (t) = Ee'X que vale trivialmente. Suponhamos
a identidade acima valida para k € N. Escrevemos g, (t) = 2%e!® e g (t) = xF*1et®.

Temos d d (t+h) (t)
Aok & T gx(t+n)—gx
dt M () = dt Egx(t) = iILIL%E h '

Se pudermos comutar a esperanga e o limite, teremos

M)({kJrl)(t) — Elim 9% (t+ h;)L —gx(t)

= Egi(t) = E[X"T1e!X].
h—0

Para aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada, tomamos uma sequéncia
. L t+h)—gx (t
qualquer h, — 0, e basta dominar o termo aleatdrio |W| por uma

variavel aleatoria integravel. Ora, pelo Teorema do Valor Médio,

gx(t—i- h) _gac(t) ’
h

e—|

t|
3

onde 0 € [t,t + h] depende de z, t e h. Tomando ¢ = , para |h| < J temos

192 (0)] < |z|FFtele=20lel < Cele=dlel para todo z € R,

onde C' depende de € e t. Da hipétese segue que Eee=)IXl < o, concluindo a
demonstracao. [l

Proposicdo 10.9. Se X ¢ integrdvel e Mx € finita em algum intervalo [0, +¢),
entdo EX = M%(0) como derivada d direita.
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Demonstragdgo. Similar & demonstracao da Proposi¢ao 8.7, porém separando g.,(6)
em suas partes positiva e negativa. Deixamos os detalhes como exercicio. (Il

10.3 Exercicios

10.1. Seja X uma varidvel aleatéria integravel, e seja (A,), uma sequéncia de
eventos tais que P(A4,) — 0. Prove que F[X14,] — 0.

10.2. Prove os corolarios da secao anterior.
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Capitulo 11

O Passeio Aleatorio

Neste capitulo vamos definir o passeio aleatério simples e simétrico em Z?, e mostrar
que ele é recorrente para d < 2 e transiente para d > 2.

11.1 Passeio Aleatério, Recorréncia e Transiéncia

Z? é o conjunto de vetores em R? com coordenadas inteiras. Cada ponto = € Z¢
tem 2d vizinhos, x e, j =1,...,d, onde e; = (1,0,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0),
etc.

Considere uma sequéncia i.i.d. (X,,), em Z¢ com distribuicio dada por
P(X, =¢€;)=P(Xpn=—€) =5, j=1,....,d.
O passeio aleatério simples e simétrico em Z? é definido por
So=0, Sp,=5-1+X,.
Teorema 11.1.

1, d<2,

P(S,=0iuv)=
0, d>2.

Antes de ver a prova completa, tentaremos entender de onde vem essa diferenca
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entre d < 2 e d > 2. Definimos Z,, = 1g,—0o e R = 220:1 Zn, que conta o nimero
de retornos a origem. Entao

ER = ip(sn =0).
n=1

Para d = 1, usando a férmula de Stirling temos, para uma constante positiva c,

P(S,=0)= <n72) 27" = en~ /2

se n é par, e P(S, = 0) = 0 se n é impar. Para d = 2, nos primeiros n passos,

aproximadamente 4 sdo horizontais e § sdo verticais. Além disso, se sabemos

quantos passos foram feitos em cada direcdo, os sentidos sdo independentes, e é
plausivel que

P(S, =0)

X

% 02 (%)—1

para n par (o termo % a mais se deve a possibilidade de os ntimeros de saltos
horizontais e verticais serem ambos pares ou ambos fmpares). Assim, tanto em
d=1comod=2, ER = 0.

Para d = 3, nos primeiros n passos, cerca de 3 estdao na diregao x, 7 estdo na

direcao y e 5 na diregao z. Novamente, é plausivel que

P(S,, = O|paridade) = ¢*(2)~3/2

n
3

ou 0 dependendo da paridade. Isso, por sua vez, implica que EFR < 0o, 0 que
certamente implica que R < oo ¢.c. O mesmo raciocinio também funciona para

d=4,5,6,....

H4 dois pontos que devemos justificar: para d < 2, por que ER = oo implica
P(R = 00) = 1; para d > 2, formalizar a idéia de que % passos sao feitos em cada
dire¢ao, enquanto os sentidos dos passos permanecem independentes.

11.2 Prova da Transiéncia

Vamos considerar d = 3. Dimensoes maiores sdo tratadas de forma analoga.

Denotamos por J,, € {1,2,3} a diregdo de X,,, ou seja, J, = 1se X,, = tey, J,, =2
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se X, = teq, e J, = 3 se X,, = te3, . Tome Y, = +1 ou —1 de acordo com se
X, = +ey, ou —ey, . Entao Y, é independente de J,, e eles sao distribuidos como
varidveis uniformes discretas em {—1,+1} e {1,2, 3}, respectivamente.

Fixemos n € N, e denotemos por Ny = Y, _, 15,1 o nimero de passos dados na
diregao x. Analogamente para No => _ 1,0 e N5 =3 _ 1 3.

Dado que N; = ny, Ny = ng e N3 = ng, a probabilidade condicional de S,, = 0 é
dada por

P(S, = 0|(N1, N2, N3) = (n1,n2,n3)) = (r12)27™ (030) 277 (055) 27" < \/nlC:LW

se m1, ng, ng sdo todos pares, e 0 se algum deles for impar.

Portanto,
> )
P(S, =0) =< ———— - P((N1, N2, N3) = (n1,n2,n3)
nmains ninang

todos pares
3

C
> — - P((N1, N, N3) = (n1,n2,n3))+
niimg.ns Vv ninang

todos maiores que %

N

3

C
+ Z —————" P((N1, N2, N3) = (n1,n2,n3))
s Vinans

n
algum menor que %

3

C
< (2)3/2 Z P((N17N27N3) = (nl,nz,ng))—|—
4 ni,ng9,n:
todos maioreg que 7
+ Z P((N17N2’N3) = (n17n27n3))
ni,ng,n3
algum menor que %
8¢c3 ~ . .
= T/QP(N17N27N3 sao maiores que %)+
n
+ P(algum Ny, Na, N3 é menor que %)
8C3 E(Nl — %)4
S 373 +3- W
n 12

< (832 4 (3-3-124)n 2.

Na tultima desigualdade usamos a mesma estimativa que na prova da Lei dos
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Grandes Numeros de Cantelli, segundo a qual o quarto momento centrado de uma
soma i.i.d. é menor que 3n? vezes o quarto momento centrado de cada varidvel.

A partir da estimativa acima, vemos que P(S,, = 0) é somdvel sobre n, logo R
é integravel e, portanto, finito quase certamente. Isso conclui a prova de que o
passeio aleatorio simples e simétrico em dimensao 3 é q.c. transiente.

11.3 Prova da Recorréncia

Lema 11.2. Para todo k € N, P(R > k) = P(R > 1)*.

Demonstracao. Quando ocorre o evento “R > k”, definimos T} < --- < T} como
os primeiros k instantes em que o passeio aleatério retorna, isto é,

So=8n=--=57,=0, S,#0paraTl; <n <Tj;.

Entao
PRzk)= >  PMi=t,Th=ty...., T =t).
1 <to<---<tp

Observe que todo caminho possivel até o momento ¢; tem a mesma probabilidade

—L— . Logo, a probabilidade acima é dada por

(2d)*x
#{(z1,...,x,) 18y, = =5, =0,8, #0 para t; <n <tj41} _ HA ot
(2d)* (2d)t
onde, dada uma sequéncia z1,...,2:,, denotamos o caminho correspondente por

Sp =21+ -+ Tn.

A principal observagao é que as sequéncias no conjunto acima podem ser obtidas
pela concatenacao de subsequéncias correspondentes a cada tempo de retorno. Mais
precisamente, escrevendo

Ay ={(z1,...,2¢) 15, =0,5, # 0 para 0 < n < t},

temos

#Atl,..i,tk = #At1 X #Atg—tl X #Atg—tz e X #Atk—tk,l-
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Para concluir, escrevemos

PR>Ek)= Z P(Th=r,To=r1+re,....Tx=r1+r2+ - +1k)

T1,72,..,TK >0

= Z #Am,erTz I S
1+ro+-+

T1,72,...,7K >0 (Qd)r r Tk

= Z #An  #A,  #A,

(Qd)ﬁ (Qd)m (2d)7‘k

T1,72,...,T >0

#Ah #ATQ #Ark
= . NEEED
2 G 2 Gy 2

=P(R > 1)k O

1 P(S, = 0) = oo,
Corolério 11.3. P(R=00) =} 20 P )= o0
0, >, P(S,=0)< oo

Demonstragao. Seja p = P(R > 1). Existem apenas duas possibilidades:
Se p =1, entdo P(R > k) = 1 para cada k, logo P(R=00) =1, e ER = 0.

Se p < 1, entdo P(R > k) = p*¥ — 0 quando k — o0, logo P(R = o0) = 0 e
ER=3°" P(R>n)=3",p" =&, <oo.

Recordando que ER =) P(S, = 0), isso prova o coroldrio. O

Provaremos agora a recorréncia para dimensoes d = 1 e d = 2 mostrando que
> P(S, =0) =00. Parad =1, P(S, =0) < en~Y2 para n par, que nio é
somével, concluindo a prova.

Para d = 2, usamos a definicao de N7 e Ny do inicio da se¢do anterior. Afirmamos
que para n par, P(Nj, Ny ambos pares) = % Com efeito, considere a paridade
dessas mesmas contagens no passo n — 2: se ambas forem fmpares, entdo um passo
em cada diregdo as fard pares no passo n; se ambas forem pares, entdo dois passos
na mesma dire¢do as manterdo pares no passo n. KEsses eventos ocorrem com a
probabilidade % cada, provando assim a afirmacao.

Portanto, para n par, temos

2
P(S,=0) =< Z N - P((N1,N2) = (n1,m2))

ambos pares
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> ¢ > P((N1,Ny) = (n1,m2))

\/% ny,ng
02

ambos pares

= P(N7, Ny sao ambas pares)

que nao é somavel, concluindo a prova da recorréncia para d = 2.



Capitulo 12

Grandes Desvios

Sejam (X, ), varidveis aleatérias i.i.d. e S, = X7 + - -+ X,,. Neste capitulo vamos

enunciar e provar a Desigualdade de Concentragao de Chernoff para ST," em torno y.

Vamos enunciar o Principio dos Grande Desvios de Cramér, e prova-lo sob certas
hipéteses.

Notagdo. O termo o(b,) denota uma fungéo g(n) satisfazendo % — 0. Cada vez
que aparece, denota uma funcao diferente.

12.1 Desigualdade de Concentracao

Seja X uma varidvel aleatéria integrdvel com média p. Sejam (X, ), independentes
e com a mesma distribuicao de X, e tome S, = X7 +--- + X,,.

A Lei dos Grandes Numeros foi provada da seguinte forma: dado a > u,

1
P(S>a) < P[5 —p)*>(a- w2 < 2B (82— )’ = o

A desigualdade acima diz que, quando EX? < oo, a probabilidade de ‘S;L diferir de
14 por mais que uma quantidade fixa a — p decai pelo menos tao rapido quanto %
Na prova da Lei dos Grandes Ntmeros de Cantelli, vimos que, quando EX* < oo,

esta probabilidade decai pelo menos tao rapido quanto n% Em geral, se EX?* < 0o
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ela decai pelo menos téo rapido quanto —.
n

Tentaremos agora obter estimativas melhores usando momentos de e*X ao invés de
X%, Parat >0,

P(% > CL) <P [etsn > eatn] < 1 EetS" — efatnM(t)n _ ef[atflogM(t)]n,

eatn

onde M(t) = EetX é a fungio geradora de momentos de X. Da mesma forma,
paraa < pet <0,
P (82 < a) < e7letmlos MB)In, (12.1)

Portanto, se mostrarmos que a expressao entre colchetes é positiva para algum ¢,
teremos estabelecido que essa probabilidade de fato decai pelo menos exponencial-
mente rapido.

Sabemos que a fungdo geradora de momentos é finita em um intervalo que contém
o ponto ¢t = 0. Denotaremos os extremos desse intervalo por D, <0 e ’D]T/[ > 0.

Teorema 12.1 (Desigualdade de Concentragdo de Chernoff). Se D}, > 0, entdo
para qualquer a > v existe t > 0 tal que [at —log M(t)] > 0. Como

P(% > a) < e—[at—logM(t)]n’

seque que essa probabilidade decai pelo menos exponencialmente rdpido em n.
Analogamente, se Dy, <0 e a < p entdo [at —log M (t)] > 0 para algum t <0 e a
estimativa em (12.1) decai exponencialmente rdpido.

Demonstracao. Suponha que DL > 0 e seja a > p. Pela Proposicao 10.9, podemos
tomar a derivada lateral pela direita, obtendo
M’'(0)

d
—_— — 1 = — — —
" [at og M (t)} a M) a—p >0,

oo
de forma que para t positivo e pequeno a expressao acima é positiva.

Da mesma forma, suponha que D, < 0 e seja a < u. Tomando a derivada lateral
pela esquerda, vemos que o termo entre colchetes serd positivo para t negativo e
pequeno. U
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12.2 Principio dos Grandes Desvios

Comegamos com o conceito fundamental de fungio taxa.

Definigao 12.2 (fun¢do taxa). Seja X uma varidvel aleatéria. Definimos a fungdo
taza I associada a distribuicdo de X, por

I(a) = ilelg [at —log M (1)] .

Podemos pensar na funcao taxa como uma tentativa de obter a melhor estimativa
possivel a partir de (12.1). A razdo pela qual a funcido I merece esse nome é
que, uma vez que maximizamos [at — log M (t)] sobre todo ¢, a desigualdade (12.1)
deixa de ser apenas mais uma cota superior, sendo de fato a melhor cota superior

possivel. O proximo teorema torna esta afirmacao precisa. Dado A C R, para

Sn
n

descrever a maneira mais facil (ou menos dificil) de estar em A, vamos denotar

I1(A4) = gggf(a).

Teorema 12.3 (Principio dos Grandes Desvios de Cramér). Seja J um intervalo,
e denote por J° e J* o intervalos aberto e fechado correspondentes a J. Entdo

e*[(]°)~n+o(n) < P(Sn c J) < efl(J*).n+o(’n).

n

Em particular, quando I(J°) = I(J*), temos a taza exata de decaimento
exponencial para estas probabilidades:

P (S € J) = e 1Ombolm),

Antes de provar o teorema acima, vamos discutir a relacdo entre M e I, e sua
interpretacdo geométrica.

Proposicao 12.4. As funcoes I e log M sao convexas.

Nao vamos usar essa proposicao, e daremos a demonstragao na pagina 178.

Vejamos como encontrar I(a) graficamente e algebricamente. No caso de o supremo
na defini¢ao de I(a) ser atingido em algum y € R, temos

M'(y)
M(y)’

0= dd—y lay —log M (y)] = a —
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assim

d M’
=3y log M(y) = M((;/))7

e resolvendo y em termos de a as vezes é possivel calcular I explicitamente por

I(a)=a-y—logM(y), y=uyl(a).

Esse processo de encontrar y tal que (log M) (y) = a e expressar I(a) = ay —
log M (y) estd ilustrado na Figura 12.1 e nos exemplos abaixo.

log M (%) /

Figura 12.1: Obtengédo de I(a) para distintos valores de a a partir da funcao log M.

Se X ~ N(u,1), temos
2

t
log M (t) = 5 + tu,
assim
a=[logMy) =y+p  y=a—upu,
2

(a—p)

5 , a€R.

I(a) = a(a — p) = [+ pla— )] =

Se X ~ Poisson(\), temos

assim
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I(a) = ay —log M(y) = alog § —a+ A.
De fato,

I(a) = alogg —a+ A, a=>0,
400 a <0.

Se X ~ exp(1), temos

Mit) =—— t<l1
(t)=1— <1
assim v Ly )

a = y):( _y),lz R y:l—f7

M(y)  (1-y) 1—y a
e
I(a) = ay —log M(y) = a(l — L) log M (y) = a— 1 — loga.

De fato,

I(a) = a—1—1loga, a>0,
400 a < 0.

Se X ~ Bernoulli(p), temos

M(t):p6t+17pa

assim M (y) y
Y pe 1—
= = :1 a, p
Sy Tperriop  YTER )
e
I(a):ayflogM(y):~~~:alog%+(1fa)logt—z.
De fato,
alog + (1 —a)log =%, 0<a<l,
1 l? :17
I(a) = ngl )
logﬂ, a:(),
+00 a<Ooua>1l.

Se X = u é constante, temos
log M(t) = pu,
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assim
a=[logM(t)] = p, y pode ser qualquer ntimero,
e
I(a) = ay — log M (y) = 0.
De fato,

I(a)z{o’ a=h
+00  a# p.

12.3 Prova da Cota Inferior

Teorema 12.5. Para qualquer a € R e 6 > 0,

P (2

n
n

€la—d,a+4d]) > e~ 1(@)nto(n)

O teorema vale tal como enunciado, sem suposi¢oes adicionais sobre a distribui¢ao
de X. No entanto, vamos supor que o supremo em I(a) é atingido, ou seja,

I(a) = a-y—log M(y)

para algum y € (DIT/I,D]'&). Abandonar essa hipétese requer passos técnicos e
complicados que ndo nos interessam.

~ 7 . . . . —_ +
Demonstraggo. Como o supremo é atingido no interior de (D, D};), temos

d M'(y)
0 = 0 t —1 M t — —
ar LY T8 ()]L:y T M)
e portanto
E[XevX] B
ElevX]

A principal observagao é que a expressao do lado esquerdo corresponde & esperanga
de uma variavel aleatoria Y cuja distribuigdo é obtida a partir da distribuicao de
X, distorcida por um fator da forma f(z) = e¥*, x € R. Ou seja, para uma varidvel
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aleatéria Y cuja distribuicao é dada por

uX
P(Y € B) = B0 - p[15(X) 15

temos FY = a. Portanto, para Y7,Ys,... ii.d. distribuidos como esta versao
distorcida de X, a ocorréncia de % ~ a nao é um evento raro.

A prova entdo consiste em controlar a razao de verossimilhanga entre (X1, ..., X,,)
e (Y1,...,Y,) em um subconjunto de R™ que é tipico para este ultimo vetor, de
forma tal que tal razdo nio fique menor que e f(@)n—o(n),

Fixe € € (0, ], e defina o conjunto

B; = {(zl,...,zn) . |w_a’ <5} CR".
Entao
P22 ela—ea+e]) =E[1p:(Xy,...,X,)]
e¥X1 yXn
[ey(xﬁ oy L (X1, .. "X”)M(y) M(y)}
e¥X1 e¥Xn
> F |: ayn—'r\y\sn (Xl""’X")M(y) S

— ¢~ lay—log M(y)—|yle]l-n " P((Y1,...,Y,) € BS)
— e lay—log M(y)—lyleln | p (% c€la—e,a+ 5]) )

Esta tdltima probabilidade converge para 1 pela Lei dos Grandes Numeros, e
portanto
P15 —d <3) > P (|3 o] <) 3 ¢ MOn e

n n

para todo n suficientemente grande. Como ¢ € (0, d] é arbitréario, isso implica

P

% —(l’ < (S) > e—](a)ﬂ-‘ro(n)7

completando a prova. O

Demonstracdo da cota inferior no Teorema 12.3. Seja ¢ > 0. Tome a € J° tal
que I(a) < I(J°) +e. Tome § > 0 tal que [a — d,a + §] C J. Entdo, usando o
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Teorema 12.5 temos
P(% c .]) > P(% c [&—(5,&4—5]) > e—](a)-n+o(n) > e—I(JO).n—sn—‘ro(n).

Como € é arbitrario, P ( =n ¢ J) —1(J%)nto(n) o que conclui a prova. ([

12.4 Prova da Cota Superior

Vejamos como a cota superior no Teorema 12.3 é uma conseqiiéncia direta do
Teorema 12.1. Comecamos com propriedades de monotonicidade da fungao taxa.

Proposicao 12.6. A fungdo taxa I é nao-crescente em (—oo, p] e ndo-decrescente
em [, +00). Além disso, I(p) =0,

I(a) = suplat — log M (t)] para a > p e I(a) = suplat —log M (t)] para a < p.
= t<0

Demonstraggo. Tomando ¢t = 0 temos [at — log M (t)] = logo I(a) > 0 para todo
a. Agora, pela desigualdade de Jensen, M(t) = Ee!X > e = ¢!, donde

wut —log M(t) < 0.

Isso implica que I(x) = 0. Isso também implica que, para a > p et < 0, at —
log M(t) < 0, assim I(a) = sup,q[at—log M(t)]. Analogamente, para a < y temos
I(a) = supt@[at — log M (¢)].

Para provar monotonicidade em [y, +00), vejamos que, para a > ¢ > p,

I(a) = i‘iﬁ[“t —log M (t)] > iglg[ct —log M(t)] = I(c) 2 0= I(p).

Monotonicidade em (—o0, ] se prova da mesma forma. ]
Demonstragio da cota superior no Teorema 12.3. Escrevemos J* = [c,a] C R. Se

¢ < p<a, I(J*) =0 e ndo hd nada a provar. Podemos entdo assumir que a < p,
pois o caso ¢ > u é anédlogo. Seja € > 0. Pela Proposicdo 12.6, temos

I(7°) = I(a) = suplat ~log M(2),
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e podemos tomar t < 0 tal que [at — log M(t)] > I(J*) —e. Agora, usando a
estimativa (12.1) obtemos

P(% c J) SP(SJ ga) gefl(,]*)-’nﬁh?n.

n

Sn

Como ¢ é arbitrario, P (7 S J) L e~ 1) mto(n) concluindo a demonstragao. [

12.5 Convexidade

Esta se¢do pode ser omitida. Vamos enunciar e provar a Desigualdade de Young,
para entdo enunciar e provar a Desigualdade de Hélder, e finalmente demonstrar a
Proposigao 12.4.

Sejam p > 1, ¢ > 1 tais que

11
S =1

Proposigao 12.7 (Desigualdade de Young). Para a,b > 0,

a? bl
ab < — + —
p q
Demonstracao. Primeiro veja que
1
1=
D -1

Considere a curva s = rP~1, ou seja, r = s971, no quadrante {(r,s) € [0,00)%}. A
desigualdade em

a? b @ 1 b 1
—+—:/rp*dr+/ s *ds > ab
p q 0 0

vale porque as integrais correspondem a areas disjuntas do quadrante cuja unido
contém o retangulo [0, a] x [0, b]. O

Proposicdo 12.8 (Desigualdade de Holder). Se X e Y tém momentos de ordem
p e q finitos, respectivamente, entdo XY € integrdvel e E[XY] < || X||p - [|[Ylq-
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Demonstragdo. Podemos supor que || X|, > 0e ||Y|, > 0, caso contrario XY =0
q.c. e a desigualdade vale trivialmente. Tomemos

X ~ Y
X o IV

X = e
[Rq[ Y1l

(observe que o numerador é uma varidvel aleatéria e o denominador é uma
constante). Usando a desigualdade de Young,
E[XY] _ EIXY] ooy EXP  EX? 1 1

< = E[XY] < + S4-=1. O
1XpY g~ X1 1Y [l p ¢ P g

Demonstracao da Proposicio 12.4. Comecamos com a convexidade de I. Sejam
O0<a<lepf=1—a. Para ay e as € R,

I(aay + Bas) = sup [(aar + Bag)t — (a + ao)M(1)]

teR
= 32115 [a(art — M (t)) + Blagt — M(t))]
< sup [a(art = M(1)] +sup [(ast — M(1))]

=al(a1) + pl(asz).

Passamos agora a convexidade de M. Sejam t; e to € R. Usando a desigualdade
de Holder,

log M (aty + fta) =log B [eath - eﬂt?X]
17« 148
<1og{[E (=53)%]" B ()] }

= alog Ee"X + Blog Ee2X
= alog M (t1) + Blog M (t2). O



Apéndice A
Formula de Stirling

Este capitulo é independente dos anteriores, e tem como objetivo demonstrar

Teorema A.1 (Férmula de Stirling). n! < n™e "™ v/27n.

A.1 Obtencao da Féormula e Demonstragao

Para entender como surge essa a férmula, observe que

log n! :10g1+10g2+~~~+1ogn:Zlogk
k=1

é uma aproximacao superior para
n
/ logzdx = nlogn —n = log(n™e™™).
0
Com esse argumento de aproximagcdo de soma por integral, pode-se mostrar que
r(n)

logn! =nlogn —n +r(n) com —- — 0,
n

que é suficiente em muitas aplicagées, mas queremos uma aproximagao mais fina.
De fato, queremos aproximar assintoticamente n! e ndo apenas logn!.

179
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Admitindo uma corre¢do polinomial, busquemos aproximar n! por um mdaltiplo de
n"e~"n® com a € R. Tomando

ne "n"
cn = log ol ,

Cuit — o = log [(n-+1) (B2)" 20 (250)° cal |

= [nlog(1+ 1) — 1] + alog(l + +).

temos

Fazendo a expansdo de Taylor de log(1 + x) para = € [0, 1] temos

22
log(l+2)=x — > +r(x)

.3

onde r(z) é igual a ’ para algum i € [0, 2] e satisfaz 0 < r(z) < %

(1+ )3
Continuando o desenvolvimento de ¢, 41 — ¢,, temos Temos que

o —en = [k~ g +7(8) = 1] 4o
) o

r(

se escolhemos o = % para cancelar os termos de ordem %

Finalmente, combinando a tltima identidade e expansao de Taylor temos

|cn+1 - cnl g #a

que é somavel, logo ¢, — ¢ para algum ¢ € R. Portanto,

n!
" L ec=vr
nte~"\/n ¢

para algum A > 0, ou seja

n! < n"e "V2An.

Resta mostrar que a constante é dada por A = 7.
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A.2 Calculo da Constante

A férmula de Stirling foi provada primeiro por De Moivre, e Stirling encontrou o
valor da constante. Vamos provar que A = m de duas formas diferentes.

Usando a demonstragio do teorema de De Moivre A primeira prova supoe
que o leitor viu a demonstracao do teorema de De Moivre-Laplace na Secao 7.1.
Pela desigualdade classica de Tchebyshev,

1 <P (-m < B < m) < 1.
Agora observe que a demonstracdo do teorema de De Moivre-Laplace funciona
assumindo a férmula de Stirling com uma constante desconhecida A no lugar de 7.
Assim, fazendo n — oo,

1n{2</mi/%dx<1.

Fazendo agora m — oo obtemos

e portanto A = 7.

Usando o produto de Wallis O produto de Wallis é dado por

o0

™ H 2n 2n . 2 2 4 4 6 6 2n 2n
n—1 2n+1 nsol1 3 3 5 5 7 2n—-1 2n+1’

2
n=1
o que sera demonstrado mais abaixo.

2n
2n+1

ns003-5-7---(2n—1)

Tomando a raiz quadrada e usando que — 1 obtemos
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Multiplicando pelo numerador chegamos a

Ty 2:2:4-4-6-6---2n—2)-(2n—2) 2n-2n +/2n
— = lim

-
2 n502:-3:4-5-6-7---(2n—2)-(2n—1) 2n 2n
22n 12 . 22 . 32 2 1 22n | 2
= lim ( n ) . = lim L)

Finalmente, substituindo na féormula de Stirling chegamos a

T 2ne*2n \F
2 n=oo (20)2" =20/ A/ 2n 2’

e portanto A = 7.

Demonstragdao do produto de Wallis Daremos a demonstragdo em forma de
exercicio. Seja

/2
I, = / sen” x dx, n > 0.
0

a) Mostre que para todo n > 2 vale

n—1
I, = Iy 2.
n

Sugestdo: integrando sen”x = sen™ 'z - senx por partes, mostre que
[sen"zdx = (n—1) [(sen" 2 z)(cos’ z)dz = (n — 1)[I,—2 — I,].
b) Verifique que para todo n > 1 vale

Ion_o 2n 2n I,

L1 2n—1 2n+1 Iopyq

c) Verifique que Ip = 5 e [; = 1.
d) Mostre por indugdo que para todo n > 0 vale

6 2n 2n I,
7 2n—1 2n+1 IQ7L+1 ’

ol O

2n  __ longa Iont1 Iop
e) Mostre que Sl = Lo < v < 1, e portanto o — 1.
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