MAT 334 - Analise Funcional - 2013

Primeira Prova

Todas as afirmagdes devem ser justificadas.

Questao 1. Seja X um espaco normado. Prove que X é separavel se, e somente se Sx é separdvel.

Questdo 2. Seja (a,)n € { fixado. Mostre que ¢((x4)n) = Y,eN ¥nan define um funcional linear
continuo em ¢;. Calcule a norma de ¢.

Questio 3. Sejam X = (cl[o, 10,/] - H|) eY = (c1[0,1], Ik ||), onde

AN = sup {If)I+1f (N} e |Ifll = sup {|f(x)]}.

x€(0,1] xe[0,1]

a) Para cada n € N defina f, € C![0,1] pondo f,(x) = % Mostre que a sequéncia (fy),eN con-
verge para zero (funcdo nula) em Y mas ndo em X.

b) Mostre que a identidade de X em Y é continua mas ndo é um isomorfismo.

¢) Usando o item anterior, qual a relagdo entre as topologias induzidas por ||| - ||| e por || - ||? JUSTI-
FIQUE!

Questdo 4. Seja f : [a,b] — R uma funcdo. Para uma dada particdo P:a = xp < x1 < --- < x, = b
de [a, b] definimos a variagdo de f em relagdo a P por

n

var(f,P) = Y1 (x) — f(xio)l

i=1

Dizemos que f é de variagdo limitada se
var(f) := sup {var(f,P) : P é uma partigdo de [a, ]}

é finito. Denotamos por BV ([a, b]) o conjunto de todas as fun¢des de variac¢do limitada em [a, b].

a) Mostre que var(f) = 0 < f é constante.

b) var(-) é uma norma em BV ([a, b])?

c) Mostre que || f|| = |f(0)| 4+ var(f) define uma norma em BV ([a, b]).

d) Mostre que BV ([a, b]) é um espago de Banach se munido da norma do item ¢). Roteiro sugerido: Tome
uma sequéncia de Cauchy em BV ([a,b]). Mostre que ela converge pontualmente. Defina f usando os limites
pontuais. Mostre que f é de variagdo limitada (use que sequéncias de Cauchy sio limitadas e depois tome o
supremo). Finalmente, mostre que a sequéncia converge para f na norma do item c).



