MAT334 - Analise Funcional - 2013

12 lista de exercicios

Topologia dos espacos normados

1. Seja X um espago normado.
(a) Mostre que toda sequéncia convergente em X ¢é limitada, de Cauchy e possui
um unico limite.
(b) Mostre que se uma sequéncia (x,) C X é convergente, entdo qualquer sub-
sequéncia de (z,) C X converge para o mesmo limite.
(¢) Mostre que se uma sequéncia de Cauchy possui uma subsequéncia convergente,

entao ela é convergente.

2. Seja X um espaco normado.
(a) Mostre que se xyp € X e A € K\ {0} entdo sdo homeomorfismos as aplicagoes
ze€EX—arx+areEXexe X \relX.
(b) Conclua que um subconjunto A de X ¢é aberto se, e somente se,

20+ A = {zo+a : a € A} é aberto. Mostre o resultado andlogo para

M= {\a:ae A} com X € K\ {0}.

(¢) Mostre que se A é aberto e B é um conjunto qualquer, entdao A+ B = {a+b :
a € A, b€ B} éaberto em X. Sugestio: Escreva A+ B como unido de conjuntos
abertos.

(d) Se F' e G sao fechados em X, F'+ G é necessdriamente fechado? Prove ou dé um
contra-exemplo. Sugestao: Considere os conjuntos Fy = {(x,1/z) € R?* : x > 0} ¢
Fy={(z,-1/z) e R* : z > 0}

(e) Mostre que se F' é fechado e K é compacto entao F' + K é fechado. Sugestao:
Use a caracterizagao de compacidade por sequéncia, valida para espagos métricos.
(f) Mostre que A + B € A+ B. E valida a inclusio contraria? O item (d) pode
ajudar.

3. (Conguntos convezros) Um subconjunto C' de um espago vetorial é convero se, para
todo escalar A € [0,1] e z,y € C temos que Az + (1 — Ny € C.
(a) Mostre que as bolas de um espago normado sao convexas.
(b) Mostre que se C' é um subconjunto convexo de um espago normado, entao seu

fecho também ¢é convexo.
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(Distacia de ponto a conjunto) Se A é um subconjunto de um espago normado X,
definimos a distancia de € X a A pondo d(z, A) = inf{||x — a|| : a € A}. Prove
que z € A& d(x, A) = 0.

Espacos de Banach

. Mostre que ¢ o espago vetorial das sequéncias convergentes munido da norma do

supremo ¢ um espaco de Banach.

. Mostre que ¢; equipado com a norma do sup nao é um espaco de Banach.

(Soma direta externa) Sejam (X, || - ||) e (Y, || - |lo) espagos normados.

(a) Mostre que ||| - ||| : X x ¥ — R, dada por [[|(@, ||| = max{]| || ¥ o} &
uma norma em X X Y. Mostre também que tal norma gera a topologia produto em
X xY.

(b) Se X e Y sdo espacos de Banach, mostre que (X x Y, ||| -||) é um espaco
de Banach. (X x Y, ||| -]||) é chamado de soma direta externa de X e Y.

Considere a definigao de ¢, estendida para 0 < p < 1. Mostre que neste caso a “bola”

unitaria nao ¢ convexa. Conclua que £, nao ¢ um espago normado se 0 < p < 1.

1
. (a) Mostre || f|lx = |f(x)|dz é uma norma em C[0, 1] mas é apenas uma semi-
0

norma no espacgo vetorial das fungoes Riemann-integraveis.
(b) Verifique se (C[0,1], - [|1) ¢ um espago de Banach.
(¢) Qual a relagao (no sentido da inclusao) entre as topologias geradas por || - ||; e

- floe?

Mostre que o conjunto das fungoes continuas em [a, b] tais que f(a) = f(b) munido

na norma do sup é um espaco de Banach.

Mostre que ¢, e L,[0, 1] sdo separaveis se 1 < p < oo. Sugestao: Use o fato de que

as fungoes continuas sio densas em Ly[0,1] (com a norma p!) se 1 < p < oo.

Mostre que se X é separavel, qualquer subconjunto de X é separdavel. Consequente-

mente, qualquer subespago de X é separavel.



