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Bacharelado em Matemitica - 2010

22 Lista de exercicios

1. (a) Mostre que toda fungao estritamente crescente ! (ou estritamente decrescente) é injetora.
(b) Suponha que f seja estritamente crescente. O que se pode afirmar sobre sua inversa f !
quanto ao crescimento?

2. Sejam f(x) = x® + 5x — 6 e ¢ a funcdo inversa de f. Calcule ¢’(x), ¢’ (x) em termos de g(x).
Calcule ¢”(0).
3

Resposta: ¢"(0) = T

3. Sejam y = f(x) dada por f(x) = x> +Inx, x > 0 e x = g(y) sua fungao inversa. Calcule g'(y)
em termos de g(y). Calcule g’(1).

Resposta: g'(1) = %
4. Seja h(x) = 2x + cos x.

(a) Mostre que h é bijetora.
(b) Calcule h=1(1).
(c) Admitindo i~! derivavel, determine (h~1)'(1).

Resposta: (b) 0; (c) %

5. Calcule a derivada de cada uma das fungdes abaixo:

(a) cosh(x) = %(ex +e%) (b) senh(x) = %(e" —e ") (c) f(x) =

(@ flx) =2 +¢* © flx) =+ ® f(x) = In(e* +1)

() f(x) = (Inx)2+ (1+2%)"  (h) f(x) =1In (x + \/T 1) (@) f(x) ="+ ¥

G) f(x) =2 +3% <k> f(x) = In(arctg x) () f(x) = (1+ cos? x)*"*
(m) f(x) = (¥ +3x)7en) () f(x) = (3+cosx)BE) (o) f(x) = w
(p) f(x) = (x* +1)%) 9 f(x) = (1 +arctg )/ (1) f(x) = xPenE

() f(x) = aftggl) <t>f<x> /2

6. Encontre ¢ €]a, b[ como no TVM para:

@ f(x)=x%a=-3b=0; (b) f(x) = Inx; a =2; b = 10.

Resposta: (a) c = —+/3; (b) c = ﬁ

7. Use o TVM para provar as seguintes desigualdades:

(a) |senb —sena| < |b—a|, paratodosa,b € R.
(b) ]\f—\/ﬂ < %|a—b|,paratodosa,bElR,corna >leb>1.

1 f : D — R é estritamente crescente se, para cada x1,x; € D com x; < xp temos f(x1) < f(x;). Defina vocé o que
seria f estritamente decrescente.



(c) ‘ln%} < |a —b|, paratodosa,b € R,coma >1eb > 1.
(d) e* —e¥ > x —y, para todos x,y com x >y > 0.

8. Seja f(x) = x° + x° 4+ 2x + 1 e seja ¢ a sua inversa. Sejam a,b € R com a < b. Mostre que

—_

$(b) — g(a) < 5(b—a).

9. Seja f uma fungdo derivavel no intervalo | — 1, +-co[. Mostre que se f(0) =0e0 < f'(x) <1,
para todo x > 0, entdo 0 < f(x) < x, para todos x > 0.  Sugestdo: Considere g(x) = f(x) — x

(o < 1 Lo
10. Encontre o méximo absoluto da fungéo f(x) = x*, x > 0. Quem é maior? e ou 71°?

11. Prove as seguintes desigualdades:

1
(@) 2y/x >3 — - para todox > 1 (b) 2x arctg x > In(1 + x2), parax > 0
3 3,5
():§z>bpara0<a<b< (d)x—g—<senx<x—%+x,parax>0
(e) V1+x <1+ 3x, parax >0 Sugestio: Em (c) considere g(x) = thx

: a
12. Determine a constante a para que f(x) = x> + p tenha:

(a) um minimo local em x = 2.
(b) um minimo local em x = —3.

(c) Mostre que f ndo terd maximo local para nenhum valor de a.
Resposta: (a) a = 16; (b) a = —54

13. Calcule, caso exista

_ 100
(@) lim D01 =29) (b) lim % © lim %
xo1- tg(mx) x—+o0  x x—0+ cotg x
. _ . In x ) xe*
@ Jim (1) © Jlim O Jim, o=
1 2
p P -~
(g) xli)rgl+ xPInx, p >0 (h) xlirfw xsen(x) @) }lclir(l) <1—cosx xz)
N1 1 1 . t .
_ gx X 1/x
0l |y ] 9.l (rsen) O Jmy (o7 43%)
2
tg(x2) 1 . arctg(2x?)
(m) Lir, x (n) Liry Lc +in x} © lim 4 7 302
. In(1+x?) , 1/ senx xsen x + 2x2
P) chli% xarctgx @ 91(135(1 +sen2x) () li .}C*?O e +e -2
. o 2 . In2/(1+Inx) 1/Inx
(s) xlirg+(tgx secx — sec” x) (t) xEToo x (u) xEToo(l + 3x)
(v) lim (senx)!/In¥ (w) lim [ln(x +3)*™ —In(x + 2)x+4]
x—0t X— 400

Respostas: ()0, ()0, (90, ()1, (0, (H0, 0 Mp, Dz (L W1 @e, (m)1
2
() +eo, (0) 7, (P)L (9 e, (3, (S)—%, ®2 (e (e (W)L

14. Determine c para que a funcéo f(x) = x® + 3x? — 9x + ¢ tenha uma dnica raiz real.

Resposta: ¢ < =27 ouc > 5



2

4
; tem 2 solugdes se k = ; tem 3 solucgdes

Resposta: (a) xg = 1

mx + n tal que lirf [f(x) — (mx+mn)] =0,

X

© f(6) = 5
6, 2

) fx) =B — e
() f(x)=x—3Inx— %
O flx) =
©0) f(x) =
(r) f(x) =
(w) f(x) =

(x—2)°
2

¥ —x+1
¥2

lnx

(b) x* —4x* +4x2+2, x € [1,3];

(b) () 1; 1 +1n4

Vad —2x2, -1 < x<2;

(d) v/-3;0 (e) 0;27

1
e

Resposta: a < e

= f(b) = 0. Mostre que se f'(a)f'(b) >0

15. Mostre que a equagao 3x — 2 + cos(’5*) = 0 tem exatamente uma raiz real.
16. (a) Esboce o gréfico de f(x) = x“e™*.
(b) Determine, em funcado de k, o ntimero de solugdes reais da equagdo ke* = x~.
Resposta: (b) Nao hé solugdes se k < 0; tem 1 solugdo se k = 0 ou k > 4
4
se0 <k < 2
eX
17. (a) Ache o ponto de minimo de f(x) = . no intervalo |0, 4o0].
ea+b
(b) Prove que i > ¢, para todosa > 0eb > 0.
18. Seja f uma fungdo. Se existir uma reta y =
dizemos que y = mx + n é uma assintota para f. Prove que a reta y = mx + n é uma assintota
para f se, e somente se, lim fx) _ me lirf (f(x) —mx) = n. (Tudo o que dissemos para
X— 100
x — oo vale também para x — —o0.)
19. Esboce o gréfico das fung¢des abaixo.
3
@@ f(x)=x*+2x>+1 (b)f(x):xZ_1
x> —1 x—1
d) f(x) = 551 (e)f(x)—m
(8) f(x) = Vo> = (h) f(x) = " —
Inx
() Flx) == (9 £(x) = {fx(x—1)2
’ 2x2
(m)f(x) =In(2x) —In(3x*+3) (n) f(x) = 27
2
— Oy —
(P flx) = (@ f(x) = arctg(Inx)
ex
(5) f(x) =x*Inx ) f(x)=—
20. Achar os valores maximo e minimo de:
(a) f(x) =senx —cosx, x € [0, 7T];
1
(c)f(x):;—klnx,%gxgél; (©) f(x) =
(d) f(x) = |x* —2x3|,0 < x < 3.
Respostas: (a) —1; V2
21. Para que ntimeros positivos a a curva y = a* corta areta y = x?
22. Sejam f : R — R derivavel e a,b € R tais que f(a)
entdo existe c entre a e b tal que f(c) = 0.
23. Para que valores de k a equagdo 2x® — 9x? + 12x = k tem trés raizes reais distintas ?
24. Seja f(x) = x7 + 8x% — x° — 8x. Prove que f'(x) tem duas raizes distintas no intervalo | — 1,1].



25. Seja f : R — R uma funcdo derivavel e seja a2 € R fixado. Verifique se as afirmagdes sdo
verdadeiras ou falsas. Justifique.

(a) Se f'(x) > 0, para todo x > a,entdo lim f(x) = +oo.

xX— 400
(b) Se f é derivavel até segunda ordem com f'(x) > 0e f”(x) > 0, para todo x > 4, entdo
lim f(x) = +oo.

X——+00
Se li '(x) = 0entdo li =LeR
(c) Se xirfwf (x) entdo xiTmf(x) €
(d) Se existe uma assintota para f (quando x — +0o0) com coeficiente angular m e se existe

. / _ -1 —
XETmf (x) =L,entdo L = m.

Resposta: As afirmagdes (b) e (d) sdo verdadeiras e (a) e (c) sdo falsas

26. Suponha que f : [0,1] — R seja continua, f(0) = 1 e que f(x) é um numero racional para
todo x € [0,1]. Prove que f(x) =1,Vx € [0,1]. Sugestdo: Faga por absurdo e use o TVI

27. Suponha que f : [0,1] — [0,1] seja continua. Prove que existe ¢ € [0,1] tal que f(c) = c.
Sugestdo: Se f(a) = aou f(b) = b fazemos ¢ = a ou ¢ = b. Caso contririo, considere g(x) = f(x) — x

28. (a) Prove que se p é um polindmio de grau 1, entdo a equacdo e* — p(x) = 0 tem no maximo
uma solugéo real;
(b) Prove que se p é um polindmio de grau 2, entdo a equagdo e* — p(x) = 0 tem no maximo
2 solugoes reais;
(c) Prove que se p é um polindmio, entdo a equagdo e* — p(x) = 0 ndo pode ter infinitas
solugdes reais.



