MAT-111 - Célculo Diferencial e Integral I

12 Lista de exercicios

I. Limite de fung¢des

Bacharelado em Matematica - 2010

1. Calcule os seguintes limites, caso existam:

) 2x3 +9x2 +12x + 4 Vx2+16—5 . VaxZ+12 -4
1) lim 2) A e 3) lim Yoo
x——2 —x3—2x2+4x+8 x—-3  x2+43x 52 2 \/x3_4
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x—1+ Vx—1 x—0 sen(301x) x—0 x
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x—0 x—0 X xﬁg X — 7
2 _ 2 _
13) lim Va2 —6x+9 14) lim sen(3x* — 5x + 2) 15) lim sen x
PaNCE X — x—1 x24x—2 10t x3 — x2
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sen’(x) sen () v
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19) lim sent ~ eos ( —* ) 20) lim v 21) lim ——
x—1+ vVx—1 x—2— x2—4x+4 x—+00 \/x 4+ 1
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22) i 23) i v - 24) i =
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25) xEToo X +senx 26) xLIToo (\/x +1-vat+ 1) 27) xLIToo x4 +2
3x° +2x —8 (x? — 2x) sen(x? — 4)
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Resp.: 1) =3/4 ; 2)1/5; 3)-1/6; 40 ; 5 1/5; 6)3; 7)VvV2; 8 & ;
9 2; 10)1/2 ; 11)1/6 ; 12) —1; 13) =1 ; 14) 1/3 ; 15) —o0; 16) 0 ;
17) A; 18) A 190 ; 20) —co ; 21) 4oo ; 22) —1/2 ; 23)0 ; 24)1/3;
25)1 ; 26) —co ; 27)0; 28) —co; 29)3; 30)32v2 ; 31) —V/7/2 ; 32)1/2.
2. Seja f : o f0) .
. Seja f : R — R tal que |f(x)| < 2|x|, para todo x € R. Calcule hn% » Resp.: 0.
x—
x° x°
3. Seja f : R — Rtal que 1+ x? + ) < f(x)+1 < secx? + - para todo x € R. Calcule lirr(l)f(x)
x—
1
li — . Resp.: 0; 0.
lim <f(x)cos (x+x2)> esp.: 0; 0




4. Sejam f, g : R — R tais que |sen x| < f(x) < 3|x| e 0 < g(x) < 1+ |sen x|, para todo x € R.
Calcule lirr(l)(f(x) g(x) +cos x) Resp.: 1.
X—

5. Dé exemplos de fungdes f, g e h tais que f(x) < g(x) < h(x), Vx € R e tais que existam os limites
lirrb f(x)e lirr(1) ¢(x) mas ndo exista o limite lirrb g(x). Compare com o teorema do confronto.
X— X— X—

2 3
6. Sejam ¢, L € R tais que lirr} % = L. Determinece L. Resp..c=—1; L=5/2.
x— —

7. Seja f : R — R.

f(x) f(x)

i im >¥—+~ = im ——. Resp.: 2.

(a) Assumindo que chl_)n} 2 1, calcule 3151_)115 ” esp.: 2

(b) Assumindo que lim M = 0, calcule lim f(x). Resp.: 0.
1 x—0 X x—0 p

. o flx) : .
(c) Assumindo que xEToo e +o00, calcule xEToo f(x). Resp.: +oc0.

8. A resolucgdo abaixo esta incorreta. Assinale o erro e calcule (corretamente) o limite:

lim (Va2+x—x) = lim ( x2<1—|—i>—x>

X——+00 X— 00

. 1 .
—xlime< 1+ - —1)_xgrfw(x-o)_o.
~

—0

—0
9. Decida se a afirmagdo é verdadeira ou falsa, justificando ou apresentando um contra-exemplo.

(@) Se f,g: R — Rsdo fungdes tais que f élimitada, f é positiva e lirf g(x) = 400, entdo tem-se
X— 100

que xlir}_lm( f(x)g(x) ) = +oo. Resp.: Falsa.
(b) Se f, g : R — R sdo fungdes tais que f é limitada e lirJrrl g(x) = 400, entdo tem-se que
X— 00
lirf (f(x) +g(x)) = +oo. Resp.: Verdadeira.
X— 100
, . - i N C =0 1 _ _
(c) Se f, g : R — R sdo fungdes tais que xgl}goo ) +o0 , entdo XLHEOO (f(x) —g(x)) = oo
Resp.: Falsa.

10. Dé exemplos de fungdes f e g tais que:

(@) lim f(x) = +oo, lim g(x) = +eo e lim )

=0 g(x)
(b) lim £(x) = o9, lim g(x) = +eo e lim (F() — g(x)) = 1.
: —0etim LX)
(0) lim (f(x) —g(x)) = Oelim oy 71
@ tim 5 — 1 tim (7() ~ (x)) £ 0.
11. Mostre que, se lim ({;Ei; = lese g élimitada, entao lim (f(x) —g(x)) =0.



II. Fun¢des Continuas
1. Determine o conjunto dos pontos de seu dominio em que a fung¢do f é continua. Justifique.

sen(x> —4)+5, sex >2

|x? — 4x + 3
@) f(x) = w, sex <2 ®) f(x) = x-3 ,sex #3
xgz sex =2 1 ,sex =3
x>+ x—2 )
@) = w12 7 @ £v) = 2D enn).
0 ,sex =1

Obs.: [x] denota o maior inteiro menor que ou igual a x, definido por [x] = max{n € Z : n < x}.
Resp.:a) R;b) R\ {3} ;c) R\ {1} ;d) R.

2. Determine L para que a fun¢do dada seja continua em RR.

sen(x? +2) — sen(x + 2) Vx8 + x4
@ f(x) = : S O (R

L ,sex =0 L ,sex =10

,sex #0

Resp.:(a) —cos2 ;(b) 1.

3. Considere a fungdo f: R — R definida por

,sex £ 1

1 ,sex =1

Verifique que linln+ flx) = linln f(x). Pergunta-se: f é continua no ponto x = 1? Por que? Resp. Nio.
X— xX—1"

4. Decida se a afirmagdo é verdadeira ou falsa, justificando ou apresentando um contra-exemplo.

(@) Se f: R — R é tal que |f] é continua em x = 0, entdo f é continua em x = 0. Resp.: Falsa.
(b) Se f e g sdo fungdes descontinuas em x = 0, entdo a fungdo fg é descontinua em x = 0. Resp.: Falsa.
III. Derivadas

1. Considere o gréfico de f dado abaixo. Estabeleca, justificando, os pontos onde f nado é derivéavel.

Resp.: —1; 4; 8; 11.



2. Associe os graficos de cada fungdo de (a) a (d) com os gréficos de suas respectivas derivadas de (i) a

(@iv).

{a) ¥ (b} ¥ (e} ¥ {d} ¥a

\u/\;x-u"; ﬂ|:f\\u
2

(i ¥ i}y (iii} ¥4 {iv) 11
~ /N gl e
\/’o / n‘ \ x \ . .0 . ¥
. Pl S

Resp.: (a) e (ii) ; (b) e (iv) ; (c) e (i) ; (d) e (i) .

=1

(=]

ax?+bx+c ,sex<1

seja derivavel em R
x> —5x+6 ,sex>1

3. Encontre constantes 4, b e c tais que a fungdo f(x) = {

e f'(0) =0. Resp:a=-3/2,b=0;c=7/2.
4. Verifique se f é continua e derivavel no ponto xy, sendo:
1 x3—x
x>+ x)cos— ,sex #0 =~ sex>1
(@) f(x) = ( ) x 7 xo =0 b) f(x) =< V/x—1 xo=1
0 ,sex =20 1 ,sex <1
x2+senx ,sex >0 4 5 -
(© f(x) =< x®4+4x3 ,sex<0 x0=0 (d)f(x)—{5i' /sex xo =1
0 ,sex =20 * ;sex <1
xsen1 sex #0 xzsen1 sex #0
(e) f(x) = x xo=0 ) f(x) = x x0=0
0 ,sex =20 0 ,sex =20
sen ¥ sex #0
(g) f(x) = X ’ xo=0 (obs:cosx< 0% oq para todo x €] =%, 5 [\{0})
1 ,sex =0 x
2
sen(¥) v 20
(h) f(x) = § Va2 + x4 xo =0
0 ,sex =10

() f(x) = [sen x|, xo=0 ) f(x)=sen(x)| , %o=0 k) f(x) =cos(v/[x]) , x0=0
Resp.: sio continuas em xg: (a), (c), (e), (f), (g), (h), (i), ), (k); sdo deriviveis em xq: (f), (g), ()

5. Calcule f'(x) para as fungdes f abaixo:

X x3 32 X — x4
D £ = 2 ) fx) = E1 3 F(3) = (oo gy




10.

11.

12.

. Seja f : R — R derivavel em a € |0, +oo[. Calcule, em termos de f’(a), o limite: lim

4) f(x) = xsen (Va5 — x?) 5) f(x) = Va? cosx 6) f(x) = ¢/x tg?x

(x*+tg2x +1)2
7)f(x):\/m 8) f(x) = sec(vVx2+1) 9)f(X)=W
10) f(x) = xsenxcosx 11) f(x) = m 12) f(x) = Sen(x_lsenx)
13) f(x) = (xjf/%)é 14) f(x) = cotg(3x? + 5) 15) f(x) = sen33;ciosl7x
16) f(x) = Y250

~ x2cos(x?)

Seja f : R — R continua em R tal que | f(x)| < |x® + x?|, para todo x € R. A fungéo f é derivéavel
em 0? Resp.: Sim .

f(x) = f(a)
N E—va
Resp.: 2v/a f'(a).

. Analise as seguintes “solu¢des” para a questdo abaixo.

Questdo. Considere a fungdo f(x) = x|x|. Decida se f é derivdavel em x = 0 e, em caso afirmativo,
calcule f'(0). Justifique suas afirmagdes.

“solu¢do” 1. f'(0) = 0, pois f(0) = 0.

“solug¢do” 2. Como a funcdo g(x) = |x| ndo é derivdvel em x = 0, ndo é possivel usar a regra do
produto para derivar f em x = 0. Logo f ndo é derivavel em x = 0.

“solugdo” 3. Temos f(x) = h(x)g(x), onde h(x) = x e g(x) = |x|. Assim:

£1(0) = 1'(0)g(0) + 1(0)g'(0);
como g(0) =0e h(0) = 0entdo f'(0) = 0.

—x2 0 — 2 _
oo . Temos () = {75750 v iy Pty VD iy <0
_ —x2 _ —
lim fx) —f(0) _ lim —~ 0_ lim —x = 0. Portanto lim fx) = f0) _ 0, ouseja f'(0) =0.
x—0- X — x—0" X — x—0~ x—0 x—0

Resp.: somente a solugdo 4 esté correta.

. Em que pontos f é derivavel?

a) f(x) = Vxt 4« b) f(x) = Va2 + x*. Resp.: a) em todos os pontos, b) em xq # 0.
Seja f : R — R derivavel em x = 0 tal que f(0) = f’(0) = 0. Seja ¢ : R — R uma fungdo limitada e
ndo derivével em x = 0. Calcule a derivada de h(x) = f(x) g(x) no ponto x = 0. Resp.: 0.
Mostrar que a reta y = —x é tangente a curva y = x> — 6x% + 8x. Encontre o ponto de tangéncia.
Resp: (3,-3).

Determine todos os pontos (xo, o) sobre a curva y = 4x* — 8x2 + 16x + 7 tais que a tangente a curva
em (xo, o) seja paralela areta16x —y+5=0.  Resp: (-1,—13), y=16x+3; (0,7), y=16x+7;
(1,19) , y = 16x + 3.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

3x+1
= le . Determine todas as retas tangentes ao gréfico de f que passam pelo ponto (0,0).

Seja f(x)
Resp..y=-9x; y=—x

Sejam f : R — R uma fung¢do derivavel até 22 ordeme ¢ : R — R dada por g(x) = xf(x+1+sen2x).

Calcule ¢”(x). Supondo f'(1) = —2, calcule g”(0). Resp.: —12.
Seja f(x) = |x®|. Calcule f”(x), para todo x € R. A fungdo f” é derivavel no ponto xg = 0?
Justifique. Resp.: Néo .

Sabe-se que f : R — R é uma fungdo derivavel em R e que a reta tangente ao grafico de f no ponto
de abscissa 3 é x + 2y = 6. Seja ¢ : R — R dada por g(x) = (f(1/9 + 4x) )?. Determine g'(0).
Resp.: —1.

Mostre que qualquer par de retas tangentes a parabola y = ax? (a # 0) tem como intersecgdo um
ponto que estd numa reta vertical que passa pelo ponto médio do segmento que une os pontos de
tangéncia destas retas.

Sejay = f(x) uma funcdo dada implicitamente pela equagdo x> = y>(2 — y). Admitindo f derivavel,
determine a reta tangente ao grafico de f no ponto (1,1). y=x.

IV. Diversos

1.

3.
4.

Mostre que a fungdo caracteristica dos racionais definida por

(x) = 1, sexeQ
xe N 0,sex £ Q

é descontinua em todos os pontos da reta. Use que todo intervalo (ndo-degenerado) contém niimeros
racionais e irracionais

. Dé exemplo de uma fungdo f que seja descontinua em todos os pontos da reta mas que a fungéo |f|

seja continua em todos os pontos da reta.
Mostre que a fungdo x € R — x - xo(x) é continua apenas em x = 0.

Mostre que a fungdo x € R — x? - xo(x) é derivavel apenas em x = 0.



