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32 lista de exercicios

I. Superficies e curvas no R?

1. Em cada caso, esboce a superficie formada pelo conjunto dos pontos (z,y, 2) € R? tais que:
(a) z+2y+32=1 (b) z* +2y* + 32 =1 (c) > +y* —22=0
(d) > +y? — 22 =—1 (e) > +y? — 22 =1 (f) 22 —y*=1
(@) 2 =y + 2= 1

Alguma dessas superficies é o grafico de uma funcao f : D C R? — R?

2. Verifique que a imagem da curva () = (cost,cost,v/2sent), t € [0,7[, estd contida numa

esfera com centro em (0,0, 0) e esboce a imagem de 7.

3. Seja y(t) = (V12 + 1cost, V12 + 1 sent,t), t € R. Verifique que a imagem de 7 estd contida na
superficie 22 + y*> — 22 = 1. Esboce a imagem de 7.

4. Associe as equagoes com os esbocos das imagens. Justifique a sua escolha:

(a) v(t) = (cos4t, t,sen 4t) (b) v(t) = (* — 2,83, t* + 1)
(c) () = (t, 5, ?) (d) v(t) = (sen 3t cost,sen 3t sent,t)
(e)y(t) = (cost,sent,Int) (f) v(t) = (cost,sent,sen 5t)




10.

11.

Desenhe as imagens das seguintes curvas:

(a) y(t) = (1,¢,1) (b) y(t) = (cost,sent,2)
(c) v(t) = (e tcost, e tsent,e™), t >0 (d) v(t) = (t,cost,sent), t >0
(e)y(t) = (sent,sent,\/2cost),0 <t < 27 (f) v(t) = (1 +sent, 1+ sent, cost)

II. Funcoes de duas variaveis

Ache e esboce o dominio das fungoes:
() fla.y) = VT Y (b) f(x,y) = arctg
(c) flz,y) =

?2+y?—1

Esboce os graficos de:

() flry) =1—z—y 0) frw) = g (@) fy) = VEFOF
(d) fz,y) = 42> +y° (e) flx,y) =y —2*  (f) flz,y) =y* +1
(e) flo,y) =2+ > +2y+3  (h) flz,y) =2y (i) f(z,y) = eVoHy?
(3) f(xy?/):4x2—+9y2 (k) f(z,y) = (z —y)?
Esboce uma familia de curvas de nivel de:
@ fen)=""0 W) fey=e-VIE (0 )= 5

Seja y(t) = (' + 1,e7"), para t € R.

(a) Desenhe a imagem de v indicando o sentido de percurso.

(b) A imagem de 7 estd contida na curva de nivel de f : R — R dada por f(x,y) = z?y? —
2y — y? + 47 Em caso afirmativo, em qual nivel?

Seja f(z,y) = /22 +y?> + 4 e seja y(t) = (¢t cost,tsent, vt +4), t > 0.
(a) Mostre que a imagem de v estd contida no gréfico de f.

(b) Faca um esbogo da imagem de 7.

Encontre uma parametrizacao para a curva de nivel no nivel k£ de f nos casos:

(a) f(r,y) = +2y—3, k=-2; (b) f(z,y) =2 — /1 —2y% k =5;

1
(c) flz,y) = PO k=1

Encontre a reta tangente as curvas dos itens (a), (b) e (c) acima nos pontos (3,1), (6,0) e
(v/2,1), respectivamente.



12.

13.

14.

15.

16.

ITI. Limite e continuidade

Mostre, usando a definicao de limite, que:

a lim y=0b b lim 2x+y=2a+0
(@) (z.y)—(a,b) (b) (z,y)—(a,b)

Prove que se  lim f(z,y) = L > 0, entao existe » > 0 tal que |f(z,y)| > 0 para todo

(2.0)— (@)
(z,y) € R? com [|(z,y) — (a,b)|| <.

Calcule os seguintes limites, caso existam. Se nao existirem, explique por queé:

2 2, 2
Ly . z*y cos(x? + y*)
(a) lim ———— (b) lim :
(@)—=(0.0) T2 + y (2,9)—(0,0) x —i— y?
: 2’ +y’ %y
c lim —— d lim
<) (@)=(00) 22 4 32 @) (20)— (00 22 + 2%y +
@  lm 2 ESmAA lim _5” Y
(@y)—00) 3% + 5y (2w)=(00) 2% + y( 2)
ry . ztsen(z? +y
lim h lim
(g) (z,y)—(0,0) Q;3 —y ( ) (2,y)—(0,0) I4 + y2

(i) lim ﬂ () lim x—Q sen | Y
(@.y)—(0,0) T2 4 12 (@,y)—(0,0) T2 + 12 NZZERT

' 2y 4yt + ot 2?4 sen (x* + y?)
s e B lin p
(29)—(00) 2% — 1y (z)—(00) y* + sen (22 + y?)

Calcule os seguintes limites:

: sen(z? + y?) _ . .,
a) lm S — o b lim (2 +y°)n(z” +

O dominio de uma fungao f é o conjunto {(x,y) € R?|(z,y) # (1,0)}. A figura abaixo
mostra as curvas de nivel de f nos niveis k = 0, k = 0,3,k = 0,5,k =0,7e k = 1. Ex-

iste lim  f(z,y)? Justifique.
(z,y)—(1,0)




17. Determine os pontos de continuidade da seguinte fungao:

(22 —y*)(x —1)°
@+l — 1+ (g = 1]
f(%?/) = 1 ’ g’ se (a:,y) = (0,0),

0 se (z,y) =(1,1).

IV. Derivadas parciais e diferenciabilidade

18. Ache as derivadas parciais de primeira ordem das funcoes:
() f(z,y) = arctg () (b) f(z,y) = In(1 + cos’(zy?))
19. Seja f: R — R uma funcao derivavel. Calcule as derivadas parciais de primeira ordem de:

(a) u(z,y) = f <§) (b) u(z,y) = f(ax + by), onde a e b sdo constantes.

2 0
20. Dada a funcio f(z,y) = z(2* + y2)*% @) " ache 8_f(1’ 0).
T

Sugestao: Neste caso, usar a definicao de derivada parcial é menos trabalhoso do que aplicar

as regras de derivagao.

21. Verifique que a fungao u(x,y) = In/z? + y? é solucao da equagao de Laplace bidimensional:
0%u N PPu 0
oz oy

22. Sejam f e g funcoes de R em R, derivaveis até 22 ordem.

: _ *u 0%
(a) Mostre que u(x,t) = f(x + ct) + g(x — ct) satisfaz a equagao 52 = C a2
T

(b) Mostre que u(x,y) = xf(x + y) + yg(x + y) é solugdo da equagao

0%u Ly 0w 0*u

Ox? Oxdy + Oy? =0

23. Sejam f(z,y) = (z2 + y2)3 e g(x,y) = |zy|1. Mostre que f e g sdo de classe C' em R2.

l”yQ

2. Seja f(w,y) = { Ergr TERE ) se (@y) #(0,0),
0 se  (z,y) = (0,0).
af

(a) Mostre que as derivadas parciais 8_f €5 existem em todos os pontos.
€ Y

(b) f é continua em (0,0)? (c) f é diferencidvel em (0,0)?



3

T
25 Seja f(l,’y) — 332 _|_ y2 se (x’y) 7é (070)7
0 se  (z,y) = (0,0).
. . of of
(a) Mostre que f é continua em (0,0). (b) Calcule %(0,0) e a—y(0,0).
(¢) E f diferencidvel em (0,0)? (d) Sao % e g continuas em (0,0)?
Y
(2% + y*) sen b se (z,y) # (0,0)
26. Considere f(x,y) = 12+ 2 ’ T
0 se (z,y) = (0,0).
(a) Mostre que f ¢é diferencidvel em (0,0).
: . of of .
(b) As derivadas parciais 91 © o sao continuas em (0,0)?
?sen ((2° + y*)°)
27. Seja f(z,y) = x2 + 12 (z.9) # (0,0),
0 se (z,y) = (0,0).
| o of )
(a) Verifique que f é continua em (0, 0). (b) Determine ——(z,y), (x,y) € R*.

dy

0
(c) A fungao 8_f é continua em (0,0)? Justifique.
Y

(d) A funcao f ¢ diferencidvel em (0,0)? Justifique.

LEQ _ y2
28. Seja f(o,y) =4 Var g2 (z,y) # (0,0),
0 se (z,y) = (0,0).

0 0
(a) Verifique que —f(O,y) = —y para todo y, e que —f(x, 0) = z, para todo z.

ox oy
0*f O*f
ifi =1 = -1
(b) Verifique que &Lﬁy(O’O) e que &g&c(o’o)

29. Determine o conjunto de pontos de R? onde f nao é diferencidvel nos seguintes casos:

(a) f(z,y) = V2 +y* (b) f(z,y) = 2ly|
(¢) fz,y) =eV'Hy! (d) f(z,y) = cos(\/x% + y?)



Algumas respostas

1. Apenas a superficie do item (a).

(a) Dy ={(z,y) e R? | y <z},
(c) Dy ={(w,y) € R? | 2? +y* > 1},

9. (b) Sim, no nivel 5.

14 (a) ndo existe (b) 0 (c) 0 (d) ndo existe
(g) ndo existe (h)0 ()0 (j)O

15. (a) 1 (b) 0 16. Nao

17. {(z,y) € R* | (w,y) # (0,0)}

18) (a)%(m,y) = _IZyTy2; g—g(%iy) = fEQiyz'

19) (@)3(@.y) = 11 (%) 1 2o,y) = =57 (2);

Y

(e) nao existe

(k) ndo existe

(b) Dy = {(z,y) € R* | = # 0},
(d) Dy = {(z,y) e R* | y > 0}

(f) nao existe

()1

(b)Gs (2. y) = af'(az + by); 5(x,y) = bf (azx + by).

20) —2

25) (b)%£(0,0) = 1€ 3£(0,0) = 0. (c) Nao.

d)

24) Nao é continua nem diferencidvel em (0, 0).

af af
Bz (§]

(332 +y2)2

(c) Sim. (d) Sim.

2%y (a?+y?)? cos((z® +y?)?) 222y sen((2?+4°)?)
0

29) (a) f nao ¢é diferencidvel em nenhum ponto da reta y = —zx.

(b)f nao é diferenciavel nos pontos da forma (a,0) com a # 0.

(c) f ¢é diferencidvel em R? pois é de classe C' em R?.

(d) O mesmo que o item (c).



