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Chapter 1

Conceltos basicos

I.1 Convencoes

I.1.1 Representando matrizes e vetores

Para representar um VETOR, utilizaremos sempre um tipo diferente de fonte: v, por exemplo, é um vetor e 0
corresponde ao vetor nulo. Sempre os interpretaremos como sendo vetores-coluna. J4 MATRIZES, escreveremos da
seguinte forma: A é um exemplo de matriz e O corresponde & matriz nula.

Sendo assim, cada coluna de uma matriz pode ser entendida como um vetor-coluna que denotaremos como a', e
cada linha serd interpretada como o tranposto de um vetor-coluna e serd escrita como a;.

Dados dois vetores x, y € R", dizemos que:

xSy < (Vi, ; <y; ouz; =y;) (ou equivalentemente: (Ai € {1,2,...,n}:x; > y;))
z<y<=zyex#y(sen=l,z<y=—zx<y)

1.1.2 Limitantes, maximos, minimos, supremos e infimos

Resumidamente, podemos dizer que o conceito de mdximo engloba o de supremo, no sentido de um maximo de
determinado conjunto também ser seu supremo. Entretanto o inverso nao é verdadeiro. Do mesmo modo, podemos
diferenciar minimo e infimo, como ilustra o exemplo I1.1.1.

Usando a definicao de limitantes, podemos definir estes termos do seguinte modo Vamos definir os conceitos
relativos a maximo e minimo para conjunto imagens de funcao real, ja que este serd nosso dominio de aplicagao.

Considerando f: R"™ — R,

e limitante superior (Is): I' é um limitante superior de f(A) CR <= (¥Wbe A = f(b)=T).
e maximo : I' é um méximo de f(A) CIR <= (T élse dac A tal que f(a)=T).

e supremo : ' é supremo de f(A) CR <= (TélseVl Isde f(A) = T=T).

e limitante inferior (li): § é um limitante inferior de f(A) CR <= (Y¥be A = 6= f(©®)).

e minimo : ¢ é minimo de f(A) <= (0 éliedJa € A tal que f(a) =

o infimo : 0 é infimo de f(A) < (0élieVllide f(A) = 0=

4
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Destas defini¢oes poderiamos demonstrar alguns coroldrios: um méximo é limitante superior e um minimo é
limitante inferior; o supremo é o menor dos limitantes superior e o infimo é o maior dos limitantes inferiores.

v

Uma outra maneira de definir supremos e infimos é usar o calculo: “y é supremo de f(A) & (Ybe A =«
J(b) e Ve >0, By, ) f(A) £ 017 ).

O exemplo a seguir ilustra a diferenca entre os conceitos de minimo e infimo.

Exemplo I.1.1 Se A:={1/n:n €N}, entdo A ndo tem minimo, entretando 0 € seu infimo.

1.2 Demonstracoes

Nesta secao apresentaremos uma breve discussao sobre teoremas: demonstragoes e contra-exemplos.

Uma sentenga matematica pode estar errada ou correta. No primeiro deve existir um CONTRA-EXEMPLO para a
mesma (um exemplo no qual a sentanga nao seja valida), enquanto que no segundo deve ser possivel demonstrar
a inexisténcia de contra-exemplos.

Estas sentencas propoem uma TESE a partir da suposicao de algumas HIPOTESES
Teorema: conjunto de hipéteses = tese.

e o processo de demonstragao, consiste em encadear argumentos 1égicos que comprovem a correcao da tese.
A seguir apresentaremos algumas das técnicas de demonstracGes mais tteis.
1.2.1 Inspegao

Consiste no exame direto da tese, normalmente empregado quando existe um niimero finito de possibilidades e
que podem ser facilmente examinados.

Exemplo 1.2.1 Resolver qualquer problema do tipo:

n
max ¢’z := max g cizi, x € {xt,x? 23, ... x").
=1

1.2.2 Logica

Nesta técnica devemos utilizar argumentos légicos baseados em resultados ja conhecidos, defini¢coes ou axiomas.
Para isso sao tteis resultados de logica como os seguintes:

A=— B=-B=— —-A.

LEIS DE DE MORGAN:

-(Ae B)=-4ou-B
—(AouB)=-Ae—-B

'B(y,€) = Be(y) := {b € R™: ||y — b|| < €}, para alguma norma ||.|| do R™.
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Cuidados com os quantificadores

Os quantificadores existe (3) e qualquer (V) costumam causar grandes problemas em sentencas mateméaticas.
Um tipo de erro muito frequente diz respeito as suas negagoes. Veremos alguns exemplos:

Exemplo: Considere as seguintes frase e sua negativa
‘ Sentencas ‘ Negativa ERRADA ‘ Negativas corretas

1 | todos os alunos reprovaram | todos—os aturos foram- aprovados | nem todos os alunos foram reprovados, ou

alguns alunos foram aprovados
2 | todos 0s numeros sao pares | todos osnumerosndo sdo pares | nem todos os numeros sGo pares, ou

alguns numeros ndao sao pares
3|Vae A = a€B a€A- = —a¢B “Ya € A% a€ B” ou

“JoeA:ad B"

Note que na linha 3, a primeira sentenca equivale a “A C B”, a segunda a “AN B = ()" e a terceira a “A € B” (ou

“B\ A #0).

Exemplo: A= {x € IN: n miltiplo de 4} , que colocado na forma de expressoes légica equivalea A = B
B={xeN: n par}
(i.6, se x € A, entdo = € B).

GO

Figura 1.1: A estd contido em B

1.2.3 Contradicao

Demonstracoes por contradicao estao baseadas no PRINCIPIO DO TERCEIRO EXCLUIDO, isto é, para qualquer
sentenca matematica A, existe apenas duas possibilidades: A é verdadeira ou A é falsa.

A estrutura de uma tal demonstracao é supor o contrario e, por meio de argumentos légicos validos, chegar a um
absurdo.

Teorema 1.1 (PRINCIPIO DA INDUGAO) Seja T'(n) qualquer propriedade sobre os naturais (IN).

Hy: T(ng) vale, e .
Se < H,: T(n) — T(n+1),%n 2 no, /" entao ( T'(n) vale para todo n = ng (n € IN) )
Demonstracao Supor dn € IN tal que 7'(n) ndo vale e que n seja o primeiro para o qual isto ocorre. Sabemos
que n Z ng + 1, pois por hipétese T'(ng) vale (hipétese Hp). Sendo assim, n — 1 € IN e T'(n — 1) vale (pois n é
o primeiro contra-exemplo & propriedade T'(.)). Dai, usando a hipdtese Hy, T'(n) vale (contradigao ), o que é
uma contradi¢ao com o fato de n ser o primeiro natural no qual T'(n) nao é vélido.

Logo, nao pode existir um tal n, e dai conclui-se a tese. [ |
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1.2.4 Inducgao
Uma demonstrac¢ao por indugao é baseada no teorema anterior, Principio da Indugao (PI), e por isso s6 possivel

utiliza-la quando a tese puder ser indexada pelos naturais. Nestas circunstancias, devemos provar que valem as
hipétese Hy, e H), do citado teorema, respectivamente, denominadas BASE DA INDUGAO e PASSO DA INDUGAO.

Assim, uma demonstracao por indugao tem a seguinte estrutura:

(Base da indugao) Mostrar que T'(ng) vale (para um ng € IN, é a hipétese H, do teorema PI);

(Passo da induc@o) Mostrar que T'(n) == T(n+ 1), Yn 2 ng (correspondente a hipdtese H,, de PI)

Desse modo pode-se concluir, usando o teorema PI:

Se valem (H,) e (Hp), entdo T'(n) vale para todo n = ny.



Chapter 0

Introducao

Resumo

Os conceitos iniciais de Programagao Linear apareceram por volta de 1940, motivados por questoes economicas
e belicistas. Entre os primeiros trabalhos que levaram a esta grande area, podemos destacar John von Neumann
que em 1928 publicou um artigo sobre TEORIA DOS JOGOS! e George B. Dantzig que de fato formalizou a teoria,
que depois veio a chamar Programagao Linear (“Linear Programming”), em 1951 um artigo tratando da MAXI-
MIZAGAO de funcoes lineares sujeitas a restricoes também lineares?. Apesar de nio existir um premio Nobel para
a Matemadtica, o premio de 1975 foi recebido Koopmans (economista) e Kantorovich (matematico da entdao Unido
Soviética), basicamente por trabalhar sobre a teoria formalizada por Dantzig.

0.1 Introducgao

Para ilustrar um modelo de problema linear, vamos considerar uma hipotética fabrica que produz n diferentes
tipos de produtos, utilizando m tipos de insumos. O que poderia interessar aos administradores/planejadores ?

Primeiro é necessario estabelecer qual o “problema”. Num tal exemplo podemos estar interessados em maximizar
o lucro pela venda dos produtos ou minimizar o gasto na producao (com insumo e eventualmente com estocagem,
dentre outros custos). Resumidamente, podemos ter as seguintes varidaveis norteando a produgao:

x;  quantidade de produtos tipo i para venda (i € {1,2,...,n});

wj  valor unitario para compra de insumo tipo j (j € {1,2,...,m});

¢;  valor unitario para venda do produto i;

aj; quantidade de insumos tipo j, numa unidade do produto i;

b;  limite para insumo tipo j (total disponivel ou limitacao de estocagem).

A partir destes dados para producao devemos MODELAR o problema. A partir das descrigoes acima podemos
concluir que a;; é determinado pela tecnologia/recursos e portanto devem ser pré-fixados. Quanto aos valores
de compra dos insumos ou de venda dos produtos, depende das “forcas de mercado” e por isso, podemos supor
pré-determinados. Portanto o que sobra como varidvel determinante para a produgao é a quantidade de cada
produto a ser produzidos.

1 Zur Theorie der Gessellschaftsspiele, Mathematische Annalen, 100:295-320.
2 Mazimization of a Linear Function of Variables Subject to Linear Inequalities, em T.C. Koopmans (editor), Activity Analysis of
Production and Allocation, pp. 339-347, John Wiley & Sons, 1951.
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Sendo ¢; o valor unitario de venda do produto i e z; sua varidvel de producao, poderiamos tentar a seguinte
modelagem: buscamos maximizar as vendas, dada por cix; + coxo + -+ 4+ cuT,, respeitando as restrigcoes de
estocagem/insumo: a;;x1 + ajx2 + - -+ + ainry = b;, para cada tipo de insumo i. O que pode ser re-escrito na
forma matricial,

n

(P) max y . ¢z;  (FUNGAO OBJETIVO)
=1
sujeito a:  a11x1 + a1awe + -+ a1pxn, = by
a1, + a22x9 + -+ A2nTn é bg
am1T1 + am2332' + -t amny = bm

(x1;5m9;. .. 520) 2 0.

Assim, o objetivo numa tal fibrica é encontrar uma quantidade nao negativa de producao, T;, para cada produto
1, respeitando as restricoes acima e que maximize o valor a ser obtido com suas vendas.

0.1.1 Um mercado de dois agentes

Mas antes de discutirmos como resolver o problema acima, vamos pensar que existam apenas “dois agentes” no
mercado, a fabrica e seus fornecedores. Neste modelo podemos obter uma interpretagao “dual” a (P).

Vamos admitir que os fornecedores desejem determinar o “melhor” preco {uj}}”:l para seus insumos. Como os
fornecedores compram toda a producao da fabrica, precisam levar em consideracao as caracteristicas dessa.

Para fazer uma unidade do produto do i, a referida fabrica gastaria em insumos aj;u1+agua+- - -+ amiuy, (reais),
sendo que cada unidade deste seria vendida por ¢; (reais). Logo os fornecedores podem desejar calcular o “valor
agregado” de seus produtos (insumos), exigindo que o valor gasto pela fabrica numa unidade do produto i, com
insumos, seja a0 menos ¢;, ou seja, os fornecedores desejam que o preco total dos insumos usados na manufatura
de uma unidade do produto i seja tal que

a1;U1 + ag;U2 + -+ + Qpiim i C;. (1)

Além disso, a fabrica compra no maximo b; unidades de insumo 4, assim o gasto total da fabrica com insumos é
limitado por

bruy + baug + - - - + by, (2)

Por outro lado, os fornecedores nao desejam “quebrar” a fabrica, pois esta compra seus insumos e lhes vende seus
produtos. Assim, estabelecem como meta buscar o menor prego a ser cobrado pelos seus insumos ({u; };7”‘:1), de
modo a garantir o equilibrio com os pregos dos produtos que depois irao comprar. Deste modo, como u € R'!, o
problema, sob o ponto de vista dos fornecedores, pode ser assim resumido

m
(D) min ) bju;  (FUNGAO OBJETIVO DUAL)
=1
sujeito a:  ajjuy + asiug + - + amiu, = C1
ajouy + agoug + -+ + agpuy, 2 o
a1pUl + a2pU2 + -+ - + Ay z Cm

(ur;ug;...;up) 2 0.

Assim, temos um novo problema para ser resolvido e desde ja fica a indagagao das possiveis relagoes existentes
entre ambos os problemas. Nesta formulacao, (P) é denominado problema PRIMAL e (D) seu DUAL.
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Para entendermos melhor o que ocorre podemos fazer o que é sempre recomendavel numa tal situagao: analisarmos
alguns casos particulares ou instancias dos problemas.

0.1.2 Exemplos
Nesta secao examinaremos dois exemplos de problemas lineares. O primeiro deles é muito simples, permitindo

uma resolucao grafica. O segundo é baseado em um caso concreto vivido pela Digital Equipament Corporation
(DEC) - que hoje faz parte da Compaq (vide Bertsimas&Tsitsiklis-1997).

Exemplo 0.1.1 Seja P={x € R?*: Az <b,220} e D={ucR?: A'u Z c,u Z 0}, sendo

S|

Ezaminando a figura abaizo podemos concluir que o étimo em P é T = (3,1)', com valor dtimo igual a ¢ =7,
enquanto o ponto étimo em D éwu = (3/2,1/2)", com valor étimo b'u = 7.

a=(3/2,1/2)

sul —uz =1

1 1 \
T T T T T T
\ N1 + a2 S 4 Pad %
W1 —x2 22 ,// \ >
\ £ \ UL +ug 2 2
\ —b=—(4,2) \

\
\Ho := {h: 2h1 + ha = 0} \ Ho := {h: 4h; + 2hs =0}
\
\

Figura 1: O poliedro é uma intersecdo finita de semi-espagos e hiperplanos

Do exemplo acima, podemos conjecturar que exista uma forte relacao entre ambos os problemas, parecida com
uma situacao de equilibrio. De fato, veremos no capitulo 5 que ambos os problemas mantém um relagao estreita
e que quando ambos forem VIAVEIS® o valor objetivo dos mesmos coincidira.

O exemplo a seguir consta do livro Bertsimas&Tsitsiklis-1997, paginas 6 a 10.

Exemplo 0.1.2 No quarto quadrimestre de 1988, a DEC introduziu uma nova familia de computadores, denom-
inados GP-1, GP-2, GP-3, WS-1 e WS-2. A tabela abaizo descreve as caracteristicas dos sistemas.

Sistema ‘ Preco ‘ # “disk drives” ‘ # placas de 256 K
GP-1 | $60 000 0.3 4
GP-2 | $40 000 1.7 2
GP-3 | $30 000 0.0 2
WS-1 | $60 000 1./ 2
WS-2 | $60 000 0.0 1

3Um problema (P) (ou (D)), com varidvel £ € R™ (y € R™), é vidvel se existir um vetor € R™ (g € R™) satisfazendo as retricoes

de (P) (de ((D)))-
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A terceira coluna (“disk drives” - leitores de disquetes), é o nimero de leitores por unidades vendidas e quarta o
numero de placas de memdrias de 256 Kb. Por exemplo, o sistema GP-2 usa 2 placas de memdria e, em média,
cada 10 unidades saem com 17 unidades leitoras de disquetes.

Foram levantadas as sequintes dificuldades para o referido quadrimestre:

O fornecedor de UCP pode prover no mdximo 7000 unidades;
O fornecedor de leitores de disquetes acreditava poder entregar entre 3000 e 7000 unidades;

O suprimento de placas de memdria (de 256 Kb) era limitado entre 8000 e 16000 unidades.

Quanto a demanda, o departamento de “marketing” determinou que a demanda no primeiro quadrimestre de 1989
seria de 1800 GP-1, 300 de GP-3, 3800 da familia GP e 3200 da familia WS. Esta projecao incluia os pedidos jd
feitos de 500 unidades de GP-2, 500 de WS-1 e 400 de WS-2.

No quadrimestre anterior, para reduzir o tempo de producao, a DEC produziu GP-1, GP-83 e WS-2 sem leitor de
disquete e unidades de GP-2 e WS-1 com leitor.

A DEC pode substituir unidades de memdria de 256 Kb por dois unidades de 128 Kb no GP-1, podendo produzir
até 4000 unidades destas placas “menores” no préorimo quadrimestre.

Resumindo os objetivos dos administradores, podemos dizer que desejavam encontrar a melhor producao para o
prozimo quadrimestre, considerando estes dados.

Denotarmos por xz;, i € {1,2,...,5} o nimero de unidades, em milhares, a serem produzidas de GP-1, GP-2,
GP-3, WS-1 e WS-2, respectivamente. Deste modo, como 1000x; representa o numero de unidades, deve ser um
numero inteiro. Por simplicidade, podemos truncar x; a partir da terceira casa decimal, sem a necessidade de
considerar um problema de programagao inteira (aqueles cujas solugdes devem ser niumeros inteiros).

Usando um modelo simplificado, no qual ndo € considerado as memdrias alternativas, deseja-se resolver o sequinte
problema linear:

max 60x1 + 4029 + 3023 + 6024 + 605 (total de venda em milhdes de ddlares)
sujeito a: x1 + 3 + w®3 + x4 + x5 = 7 (UCP disponiveis)
dry + 2z + 223 + 2x4 + x5 = 8  (memodrias disponiveis de 256 Kb)
T2 + x4 = 3 (leitores disponiveis)
x1 < 1.8 (demanda mdxima por GP-1)
x3 < 0.3 (demanda mdxima por GP-3)
1 + x2 + a3 = 3.8 (demanda mdxima por GP)
ry + x5 = 3.2 (demanda mdzima por WS)
x2 Z 0.5 (demanda minima por GP-2)
x4 Z 0.5 (demanda minima por WS-1)
x5 2 0.4 (demanda minima por WS-2)
I y ) y T3 s T4 ,  Ip 2 0.

0.1.3 Formas de um problema de programacao linear

Um problema de programagcao linear pode ser apresentado em sua forma normal ou em sua forma candnica. Temos,
abaixo, um exemplo para cada tipo de apresentacao:
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FORMA GERAL: max/min ¢’x  (FUNGAO OBJETIVO)

sujeito a: Az = b!
Bz = b?
Cz = b3

z € {R",R},R" } ou variantes
FORMA CANONICA: max ¢x  (FUNGAO OBJETIVO)

sujeitoa: Ax =0»>
=0

Para podermos elaborar alguns argumentos geométricos sobre problemas lineares, precisaremos de algumas defini¢oes,
apresentadas na préxima subsecao.

0.1.4 Hiperplanos e Semi-espagos

Para melhor entendermos os problemas envolvidos num programa linear, serao necessarios conhecimentos de
Algebra Linear, Vetores e Geometria e Célculo. Para comecar precisamos definir o conjunto de restrigoes lineares,
que é um POLIEDRO: uma interse¢ao (finita) de semi-espacos e hiperplanos.

Hiperplano He , = {z : dz = 2}
Semi-espago S, = {z : 'z = z}

Chamamos de HIPERPLANO a generalizacdao no IR" da nocao que temos de uma reta no IR? e de um plano no IR?,
em que ¢ é um vetor nao nulo pertencente ao R™ e z é um escalar. Um hiperplano divide uma regiao em dois
SEMI-ESPACOS, cuja uniao formaria todo o IR".

Na figura abaixo, temos um poliedro, ou seja, a intersecao finita de semi-espacos e de hiperplanos:

1 +x2 =4

Figura 2: O poliedro é uma intersecao finita de semi-espacgos e hiperplanos

, . 1 .
Como exercicio, represente os conjuntos He 1 e Heo para ¢ = ( 1) Quais os pontos z! € Hey e x° € Heo que
minimizam a distancia destes hiperplanos a origem 7

Na subsecao 1.4 apresentaremos algumas propriedades tteis a Programacao Linear.
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0.2 Exemplos

0.2.1 Exemplo 1: Transporte

Neste exemplo, temos n pontos de distribuicao e n consumidores. Chamaremos de ¢;; o custo relativo a levar o
produto do ponto de distribui¢ao i até o consumidor j. Como exemplo, vamos utilizar o de uma companhia que
processa café em m fabricas e distribui o produto para n mercados. Vamos supor, neste caso, que o custo para
transportar o café da fabrica ¢ para o mercado j seja ¢;;. Chamaremos de a; a capacidade de produgao da fabrica
i, e de b; a demanda do produto no mercado j. Temos que encontrar um x;; que minimize o custo de transporte,
sendoi=1,...mej=1,..,n.

Temos, abaixo, uma representagao gréafica deste problema:
Fébricas Consumidores

aj O E 20 by
O O b

az

an O O bn

Figura 3: O problema do transporte

Como exercicio sugerimos que o leitor tente modelar matematicamente este problemal!

0.2.2 Exemplo 2: Problema de produgao

Neste exemplo, temos 2 tipos de produtos e de insumos. Chamaremos de a;; a quantidade de insumo j no produto
i. Os CUSTOS estarao relacionados ao problema se minimizar ¢z, e 0 LUCRO ao de maximizar ¢'z.

Qual seria o lucro 7 a+ 8 7 E se trocarmos o problema para maximizar x +2z2 7 Qual seria uma fungao objetivo
¢ que resulte numa solugao que nao produza o produto tipo 2 ?

N
\
N
To = N

IN
IS

71 S«

Figura 4: O problema de produgdo

0.2.3 Exemplo 3: Encontrando o vértice 6timo

Neste caso retomaremos o exemplo da figura 2, max 2z + x9, sujeito a £ € P, com

P={xcR?>:2,20, 202 0,29 =2, xy + 23 = 4,11 — 29 < 2}.
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Qual a solugao para ¢ = < % ) ? Eparac:a< 2

Sejam:z:1:<8>,z2:<g>,m3:<§>,z4

Temos que ¢z* > ¢z, Vo € P e x # x*! Por que?

[
/\\_/
= o
SN—
e(‘.ﬂ
I
7 N
O N
N—

1 [ P
Se usarmos ¢ = ( 9 qual serd o vértice 6timo?

Temos ¢z = 6 > ¢z, Vo € P. Verifique!
O ponto de 6timo esta sempre num vértice 7 O que é um vértice ?

Pode existir ilimitagdo 7 (apague as restrigoes x1 + 9 =4 e x1 — x9 = 2)

0.3 Perguntas a serem respondidas

A partir do que foi examinado nos exemplos acima, podemos destacar varias questoes a serem discutidas num
curso de Programagao Linear, a saber:

1. Como provar que vértices sao os principais candidatos a ponto 6timo? (estudo de convexidade)

2. Como reconhecer um ponto 6timo 7 E uma ilimitagdo 7 (condi¢des de otimalidade)

3. Como gerar vértices 7 (caracterizagcdo de vértices)

4. Como automatizar a resolugao ? (algoritmo Simplex - depende de 2 e 3)

5. O que ocorre quando mudamos “levemente” ¢ ou b ? (dual e andlise de sensibilidade)



Chapter 1

Matrizes e Vetores

Neste texto faremos uma rapida revisao de conceitos fundamentais de matrizes e vetores. Recomendamos aqueles
que tiverem duvidas que consultem, por exemplo, a segao 1.5 de Bertsekas-1997 ou o capitulo 2 de Hadley-1962
(ou Hadley-1982, em Portugués). Para um estudo mais completo do assunto sugerimos textos de Algebra Linear,
como Monteiro-1969 ou Hoffman&Kunze-1970.

1.1 Matrizes

Uma matriz A,,, com m linhas e n colunas (sobre o corpo dos reais) é uma tabela retangular de escalares [a; j].
Representando por a* e por a;, respectivamente, a i-ésima coluna e j-ésima linha de A, temos

a1l ai2 -t Gin L
o :012,1 a2 e :CL2,n _ [ 0,1 ‘ 0,2 ‘ . ‘ a” ] — a2
am,1 Am2 **° Gmn m

1.1.1 Propriedades e conceitos
1. Sejam A, B e C matrizes do R™*" e X € R, entao:

- A=B <= (aj; =bij, (i,7) €{1,2,...,m}x{1,2,...,n})
- A+ B =B + A (comutatividade da soma)
-A=)0 = (@ =Ny, (,))€{1,2,...,m} x{1,2,...,n})
- Matriz nula : é a matriz O cujas entradas sao todas nulas
A +0=A =0+ A (elemento neutro da soma)

- Transposta : a matriz transposta de A é A’, cuja i-ésima linha (coluna) é a i-coluna (linha) de A.
Definindo A := A’, tem-se
aij = Qji (Am><n — AnXm)

Usando os vetores linha ou colunas, temos que,

15
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a; (al)/
Apn = [al]-la] = | 1 | = A= 1| =[@)]|(@m)]
am (a”)’
- Matriz identidade (de ordem n, L,):

Lixn = [e']---]e"] = [6;], onde <5ij = { (1)’ z ;j > (6 de Kronecker )

2. Produto de matrizes

Sejam A € R™*" e B € R™?,se C:= A;,xnBrxp, entao

n
Ce Rmxp’ com Cgj 1= Z aikbkj.
k=1

- sendo O = v OtxmA = O¢xnn € AOpxt = Opyxe
0 --- 0
- AI = A =TA (elemento neutro do produto)

E icio 1 Dados A = 23 3 B= 2 1 C= -0 te A’'B, B'’A, BC
Xerciclo aaos =1 -1 0 2/ =lo 2 e = 13| compute , , ,
CB.

Note que o produto matricial nao é comutativo: com matrizes quadradas, AB nao necessariamente equivale
a BA.

Decomposigao e produto : considere as matrizes A, x, € B, x¢, compostas por 4 blocos, sendo m = r+s,
n=p+gq,t=u-+v, desse modo

Cr><p
EsXp Fs><q

k= p—=t=q—=

Am><n =

<o =3

entao o produto de AB pode ser escrito como
CC + DE|cﬁ +DF
EC + FE|ED + FF

AB =

mXt

Exercicio 2 Considerando as matrizes A e B acima definidas, tomando-se C=F,D:=-D,E:=-Ee¢
D:=C:
(a) quais devem ser as dimensées r, p, s € q para que faca sentido o produto AB ¢

(b) supondo as matrizes C, D, E e F simétricas, apresente a forma reduzida (mais simplificada) de AB e
BA.
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1.1.2 Determinantes

Seja P = {conjunto de permutagoes de (1,2,...,n)} e s(,) o niimero de inversoes de p € P, sendo que

sp) = #{(pisp) 0 i<j e pi>pj}

Determinante ¢é uma fungao real definida sobre matrizes quadradas, det(A) : R™*"™ — R, definido por

det(A) = |A] := Z(—1)5<P>a1p1a2p2 ... Gpp,, sendo A € R™*".
peEP

Algumas propriedades de determinantes: fixando-se A € R"*"

det(AB) = det(A)det(B), quaisquer que sejam A e B;
det(aA) = « det(A), qualquer que seja « € R;

Trocar pares de linhas ou de colunas inverte o sinal do determinante, por exemplo, se B é obtida de uma
matriz A trocando-se a linha 1 com linha 2, entdo det(B) = —det(A);

Somar multiplos de linhas (ou de colunas) nfo altera o determinante, isto é, se construirmos A a partir de
A de tal forma que

o { a’tadl, T=F o otio det(A) = det(A);

R i #k
Definindo A;; como o cofator de a;j, sendo

A;; = (—1)" det C, sendo C € R" "1 obtida de A eliminando-se a linha a; e a coluna a/,

Podemos demonstrar, por inducdo na ordem n da matriz, que

Al =D aiAi =) ajidji, Vie{l2....n} (1.1)
=1 =1

1.1.3 Matriz Adjunta de A

Teorema 1.1 Se uma matriz D contém duas linhas (colunas) iguais, entao det(D) = 0.

e T
Demonstracao Como D tem uma linha (coluna) repetida, sem perda :
de generalidade, podemos usar uma matriz auxiliar A para construir D. a;
Sendo d; e dj; as linhas repetidas, podemos escrever D como no exemplo .
ao lado, ou seja, d; :=a;, j # k e d := a;. Deste modo, a k- .
ésima linha da matriz de cofatores de D coincide a corresponde linha de ai
cofatores de A, :

L an

Dy, — Ay, (1.2)
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Dai podemos concluir que
=a; .
det(D) = E dijkj = E aijij — E aijAkj =0.
7=1 7=1 7j=1

finalizando a demonstracao. u

Este teorema leva a um resultado interessante, que induz a definicdo de uma nova matriz que é construida a partir
de uma matriz quadrada qualquer: dada A € R™*", a matriz Adj(A) obtida transpondo-se os cofatores de A é a
matriz adjunta de A | ou seja, se B := Adj(A), entdo b;; = Aj;.

Teorema 1.2 Seja A € R™™", entdo
AAdj(A) = det(A)L

Demonstragao Fixando-se qualquer linha (coluna) i de A, podemos construir uma matriz D repetindo-se a linha
(coluna) i como no teorema anterior. Deste modo,

Z aijAgj = ZajiAjk =0, parai#Ek. (1.3)
7=1 7=1

Além disso, da identidade (1.1), temos que

n n
A= aiAi; = ad,
j=1 J=1
e usando a equagao (1.3) acima, segue que
n n
Z aijAkj = ZajiAjk = \A\ém (5;“ =0 quando 1 75 k) (*)
J=1 J=1

Definindo a matriz B := Adj(A) (bi; = aj;), segue que

aibk = Zaijbjk = ZaijAkj (;) |A|6k:za

J=1 J=1

ou seja, AAdj(A) = |A|L,. ]

1.1.4 Inversa

B=A"'1<= AB=1I=BA

- A é inversivel (nao singular ) <= det(A) #0

_B:Aq_i

= [AAiA)

- Se |A| #0, entdio A7'b resolve Az = b, qualquer que seja b € IR".
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1.2 Vetores

- Espaco gerado
O espago geradopora é S={z € R": z=JAa,\ € R}.
Exercicio 3 Prove que S é um espaco vetorial (i.€., valem x +y € S e Ax € S para todosx ey no R" e
AeR).
Em geral, se V := {z', 22,...,z*} sdo vetores do R", o espaco gerado por V ¢é

k
S={zxecR": x:Z)\izi,)\G]R”}.

- Soma de vetorese=a +b < ¢; = a; + b;.

c=a+b
)\mg T T T T == _ - - //
- / 7
xz N ! - - / a = aze
:a E a—b_--"~ b i=1
C
-
0 X )\.’L‘l
Figura 1.1: Vetores, produto por escalar e soma
- Produto escalar
(a,b) = a’b = Z aibi
i=1
Propriedades:
- (@a)20 e ({aa)=0<>a=0)
- (a,b+¢) = (a,b) + (a,c) ‘a’(b—i—c):a’b—i—a’c‘
- (\a,b) = (a, \b) = A (a,b) |(Aa)b=a/(Mb)]
- (Aa,b) = (a, A') [(Aa)b=a'A'b)|
- Distancia euclidiana : d(a,b) = |ja — b|| = (@ — b,a — b)é
- Desigualdade de Cauchy-Schwarz : | (a,b)| = |la] ||b]| (@ —Mb,a— \b) =0
- Dependéncia linear
Um conjunto de vetores do R™, V := {a!,a?,...,a"}, é linearmente dependente (l.d. ) se, e somente

se, MeR": AX#0 e >, Nia' = 0. Ou seja, V é 1.d. se, e somente se o vetor nulo pode ser escrito
como uma combinagao linear (a coeficiente nao nulos) de V.

Se o conjunto {a‘}"_; ndo ¢ Ld., é linearmente independente (Li. ).
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Exercicio 4 Prove que {a',a®, \a'} é l.d. se A\ #0.

Solugdo: 0 = ajal + aza® + azla' = (a1 + Aaz)a! + aza®

e
Sejaas =0 e agz—jl. O

Exercicio 5 Dado V := {a',a?,...,a"}, seja A a matriz cuja i-ésima coluna é a*. Prove (pela defini¢do)
que, se V' € li., entdo a transformacao T : R"™ — R" definada por T(x):= Az € injetora
(T:R" - R" éinjetora <=z #y = T(z)#T(y)).

Alguns resultados importantes: considerando o espaco R", seja V := {a',a?,...,a"} e A :=[a'|a?|...|a"].

1. Se V é1li., entao |A|#0.
2. Se |A|#0, entdao V él.i.
3. Se V é li., entdo V gera o R"™.

Ou seja, se V tem n vetores doe R™ e é Li. entdo forma uma base do R como discutido a seguir.

1.3 Bases

Sendo E um espacgo vetorial qualquer:

{a',a?,... a"} gera E" <= Vzx € E", Ja € R": aja' +...+ a,a" = ;

{a',a?, ... ,a"} é base de E" <= gera E" e sdo l.i.
c=a-+b
AxQ T - T T == _-" -7 //
'Aa ) a_-- ) n
ey o= ae
: ! a—b " b i=1
C
! |
| |
T T
0 T )\xl
Figura 1.2: Ezemplo de vetores que geram R>
1.3.1 Atualizacao de base
Se {a',...,a"} é base do R", entdo para qualquer que seja o vetor  do IR" existe uma tinica representacio do

vetor x nesta base:

Ve e E",INER": z=)Y \a
=1
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(por contradicdo, suponha IX # X, entdo 0 =z —x = Z(Xl —X)al, com X — X # 0 —|«).
=1

n

Teorema 1.3 Seja V := {a',a?,...,a"} uma base de R" e B = Zajaj. Se o; #0, entao {a’};z U{B} €
j=1

l.1.

Demonstragao Por simplicidade, suporemos que seja i = n, entao qualquer que seja A € R™, como V é Li., se

n—1 n—1 n n—1
0=> Nal +X.8=> Na + X, | D aya’ | =D (N + Mnaj)ad + Mana™,
Jj=1 Jj=1 Jj=1 j=1
entao,
ANj+Aa; =0, je{l,2,...,n—1}e (%)
Aoy, = 0. (%)
Como «y, # 0, por hipétese, segue que A, = 0 em (xx), que substituido em (%), resulta em A\; = 0, j

HE M

{1,2,...,n—1}. Ou seja, A = 0 e portanto {a’};.; [ J{B} é Li. como querfamos demonstrar.

Como veremos mais tarde, este ¢ um resultado importante para o método Simplex , principalmente por responder
a questao seguinte:

sendo B um conjunto de indices tais que {a',...,a™} é um base do R™ e B :=a* (k ¢ B), como escrever
b € R™ na base {a',...,a™ 1, B}?

Observagao 1.3.1 Vamos aplicar o teorema acima em um caso em que desejamos “trocar” de base: sejam B :=
{1,2,....m—1,m} e B:={1,2,...,m — 1,k} indices de colunas de A que formam base, sendo a* = Y icp via’
e am # 0,

conhecemos uma solucdo £ =X para Ax = b, com \; = 0, para todo i € B, e

desejamos uma solugdo £ =0, com P; =0, para todo i & B.

m m—1 m
Seja A € R™, tal que b= Z)\iai = Z \a' = Z \a' + \p,a™. Como a* = Zaiai = Zaiai, com Quy #£ 0,
i€B i=1 i=1 i€eB i=1
1 1 m—1 A
seque que a™ = —af — — Z oza’. Logo,
Qm Qo =
m—1 1 1 m—1 m—1 A A
b= > Noj+ Ay | —a"— — a' | = A — ;) at + Ta”. 1.4
> zaﬁm(am L5 ) 5 (32 22 (1.4

Note que (a* = Zaiai = Apagp) < (ap = Ag'a") (hipdtese: {a'}icp base). Deste modo, uma vez conhecida
i€B

a solucdo £ = X para o sistema b= Ax = Agxp, podemos encontrar a solucdo x = para o sistema b= Ax =

Apxs de modo “rapido”: basta definir B sequndo a equagao (1.4),

Bi = Ai — 22, i € B\ {m},

ﬁm = Aim

Qm,
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Esta operacao, se aplicada na matriz toda, corresponde a um pivoteamento (ou escalonamento ). Na figura
abaixo, representamos graficamente a operacdo de escalonamento acima: vamos escalonar a matriz R™ "2,
[Ap|---|akl---|b] para obtermos [e!]---[e™|---|Az'a*|---|AL'] e depois [e!]---[e™ L] - |e™]--- |A§1b], sendo

Apa=ad" <= a=A}'d"

Aph=b <<= A=A,'b
<ABﬁ:b(:>ﬁ:ABlb >

Ai

entra a”
sai a™

entra a” A-lp
sal @™ I m B
- > m—1 € I

Figura 1.3: Duas “etapas” de escalonamento, para mudanga de base

1.3.2 Solucges basicas e degeneradas

O posto de uma matriz A<, (r(A) “rank”) é o nimero mazimal de colunas Li. da matriz ({a’}?,).
Quando 7(A) = m, dizemos que o posto ¢ maximo ou pleno .

Se A,xn € m < n, quantos subconjuntos li. de {a’}?"; podemos conseguir?

nimero total de combinagoes (a1, a1, ..., ay),a; € {0,1}, é

(1) (5)+r (L) e (1) =2

(;y =1 = coluna i estd no subconjunto)

Usando os resultados da secdo anterior é facil mostrar que: se A,,x, tem posto maximo, entdo para todo b € IR",
existe B C {1,2,...,n} e um tnico x € R™ tais que #B =m, {a'}icp é1i. e ) ;. pzia’ =b.

Neste caso pode-se re-escrever o sistema Az = b na forma

b= Ax = [Ap|An] |: :f[ :| = Aprp + Anzy,

n
que equivale a forma: b= Zaziai = Zaziai + Z:U,-a,i, BUN ={1,2,...,n}.
i=1 i€B i€EN

A partir desta identidade devemos notar que: Az =b < zp = Aglb + ABIAN:L'N.
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Exemplo 1.3.1 Supondo {a'};cp, mostre que: qualquer que seja € € R"

Az =b < z5=Az'b+ A ' Ayzy (1.5)

Da identidade (1.5), é possivel notar a maior facilidade de obtencao de solucao para Az = b a partir da expressao
a direita: basta “chutar” zy = 0 e pegar o £y dado pela expressao.

Para qualquer sistema Az = b, se {a‘}icp é 1i., entdo =z, definido por x5 = A]_Blb exy = 0, é denominada
solugao basica .

Se, para algum 7 € B, x; = 0 entao a solucao basica é degenerada .

Uma consequéncia relevante sobre solugoes degeneradas, junto com o teorema (1.3), é a possibilidade de existéncia
de diferentes bases para uma mesma solucao. Isto é, podem existirem bases B e B tais que B # B, mas x = T,
sendo (zp:=AZ'bAzy :=0) e (z5:= Agb Nzyy:=0).

Podemos apresentar um exemplo disso usando o exemplo discutido na secao 1.3.1.

1.3.3 Espacos e transformacoes vetoriais

Dizemos que S é espago vetorial se, e somente se V(z,y) €S> e X c IR, tivermos

MES e zyeS. (1.6)

Um subespago de S ¢ qualquer subconjunto S de S fechado em relacao & soma e ao produto por escalar, i.é, se
para todo elemento de S vale a equagao (1.6) - trocando-se S por S.

Teorema 1.4 Se S € um subspaco qualquer, entdo o vetor nulo pertence a S. A=0

Exemplo 1.3.2 Uma reta passando pela origem € subespaco vetorial do IR™.

Sejam x ey da reta T e X € R, como a reta tem dimensdo 1,y = ax, para algum x € R", logox +y =z + ax =
I+a)zer e Xer

Exercicio 6 Como gerar o subespaco do R" tal que xo = x37

Solucao: Basta tomar x := z1e! + xo(e? + %) + z4e* + ... + 2,€", para todo (21,2, 24, 25,...,2,) € R"L O

Sejam E e F' espagos vetoriais. Entao

T:E—F talque T(x+y)=T(x)+T(y), Y(z,y) e E>
T(\&) = AT (z), VAe R

Assim, uma matriz A,,x, pode ser entendida como uma transformacao linear do R™ em IR™. Mais que isso,
qualquer transformacao linear do IR™ em IR™ é dada por uma matriz m por n.

Exercicio 7 Quando uma tranformacdo linear tem inversa ? (sob quais condigoes)
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1.4 Retas e hiperplanos

Para um dado ¢ € IR" e um a € R,

Heo={z€R": ¢z =a} éum hiperplano do R™.

No IR3, dois vetores 1i. definem um hiperplano (no caso plano) e, de modo anilogo, no IR?, um tnico vetor nao
nulo (logo 1.i.) define um hiperplano (no caso uma reta). Vamos examinar um exemplo no R2, explorandos duas
possibilidades de construgao do hiperplano a partir de um conjunto de n — 1 vetores Li.: diretamente como os x
tais que ¢z = a ou como a soma vetorial de um ponto com 2 (n — 1, n = 3) vetores Li., como indicado a seguir.
p X Seja ) := x + Ay — ). Se tomarmos um ¢ € R? tal que ¢'(y — ) = 0,
: entao da € R : a = dz), VA € R. Pois: basta definir o := ¢z, logo
J" cdxy=cr+\(y—z)=czx, VN eR.
P h . .
' O argumento acima pode ser generalizado para o R", tomando-se n
:'t- X vetores Li. {z!,x%,...,2"} e definindo, por exemplo, x) :=z! + A(z' -

A 1), paracadaic {1,2,...,n—1}.

yx

’ . ' Assim, definindo os vetores h! := z! — 22, h? := 2! — 23, até A1 =
Figura 1.4: Hzperplang @ partir de g1 _ x", é facil ver! que existe um ¢ # 0, para o qual, ¢/h’ =0, para
ponto e diregao. todo i € {1,2,...,n — 1}. Entdao tomando « := ¢'z!, tem-se que

Heo = g+ Mh' + Xoh? + -+ N\ 1h™, para todo A € R L.
Exercicio 8 Mostre que, de fato, é possivel construir um tal ¢ (¢h' =0, Vi € {1,2,...,n —1}).

Dica: Note que (¢h* =0, Vi € {1,2,...,n — 1}) equivale ao sistema linear H'c = 0, sendo que H' € R" " *" ¢
hi =gl — gt

Seja Heo = {x € R" : ¢z = o} um hiperplano do R". Vamos comparar H, e Ha, para ¢ fixo. Qual a relagao ?

Hso = {2z :x € H,}, pois € (2z) = 2z = 2a
Hoow ={x+ (h> —h') iz € H,, poisc(x +h?> —h!)=cz+ch> - ch! =a+2a—a=2a

ze Hy: |z||=1

H,={h'+2z:2¢€ Hy} = {h + Bz, B € R}
How = {h%+2:2 € Hy} = {h®+ Bz, 3 € R}.

Exercicio 9 Sec e¢ sdo l.d. (e portanto € = Ae, com \ # 0), entdo

para todo a € R, eziste@ € R para o qual {x e R": cdz=a}={xecR": cz=a}.

Solugao: @ =cz = (A¢)z = Az = A\ 0

!Sendo H a matriz cuja coluna i é h’, H'c¢ = 0 tem solucio ¢ # 0, pois H € R™*" ™! logo H € R™" X", ou seja, H' tem mais
colunas que linhas, logo essas colunas devem ser 1.d. (n colunas no R™™1).
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Exercicio 10 Sex € H., entdio \x € H). xq.

Solugdo: ¢ € Ho o <= 'z = a <= (A\)x = Aa <= = € H); \a- O
'\
\\ \\ //'
\ N s
\ X
\\ - \\\
c N AN
N\ \
\
o dz=a>|c?
\
\
¢z = ||e||?

Figura 1.5: Hiperplanos como curvas de nivel

1.5 Poliedros e sistemas lineares

Nossa maior preocupacao nesta secao é providenciar uma interpretacao grafica de poliedros e sistemas lineares.

Nossa primeira discugao foi sobre as diferengas em interpretar a matriz A do poliedro canénico X := {z : Az =
b,z = 0}. é possivel olhar como um vetor (de dimensao n) de produtos escalares com as linhas de A, e “inclina¢ao”
definida por b. Mas também é possivel examinar b como combinagao a coeficientes das colunas de A (e portanto
de dimensao m).

Assim, se X :={z € R": Az =b,z = 0}, A € R"™"", podemos:

e Por linhas: espaco IR"

Olhar X como o conjunto dos pontos do IR™ nos m hiperplanos a;x = b; (i € {1,2,...,n}) interceptado pelo
ortante positivo.

ai; a2 v aQip Ty a, by

agi  az - Ay T2 ay ba
A_x = . . = xr =

Gml Am2 - amn In am b

e Por coluna: espago R™

Olhar X como os multiplicadores das semi-retas (cones) Aa’ (A € R.y) que geram v.

a1l a2 - Qlp 1
G21 Q22 ccc Q2p T2

Az = . ) =z + 200’ + -+ 10" =b
aml Gm2 **° Amn Tn

Para ilustrar a diferenca entre as representacoes, vamos examinar um exemplo no IR%. Seja X definido por

ar1 +bxryg =1
cx1 + dxe = 0.
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Assim, a matriz A ficaria na forma

e o sistema de igualdade assume a forma matricial

(0 (5)-6)

Se olharmos para essa matriz da maneira “usual”, por linhas, verificamos que ela representa um sistema de equagoes.
Como estamos em IR?, esse sistema de equacdes representa a interseccao de dois hiperplanos, caracterizando um
poliedro. Mas se olharmos a matriz como colunas, verificamos o sequinte:

o) i) = (0)

Sendo entdo uma combinacao linear, e mais que isso: como z; =2 0, Vi € {1,2}, podemos olhar cada uma das
parcelas como geradores de cones.

Generalizando, nessa interpretagdo de matriz por coluna, para qualquer poliedro candénico na forma X := {z :
Az = b,z = 0}, deve-se notar que zia'+---+z,a" gera um cone de dimensio igual a quantidade de colunos 1.i.
em A. Logo, para que um vetor  pertenca ao poliedro candénico X, é necessario e suficiente que b esteja dentro
do cone gerado pelos vetores {a',a?,... a"}.

Assim, sendo I(z) :={i € {1,2,...,n}:x; # 0}, fixando a matrix A,,x, € um vetor £ em X, teremos
b=Azx = Z za' = Z z;a’ + Z z;a'.
1€{1,2,...,n} i€l(x) iZI(x)

Como z; =0, paratodoi € {1,2,...,n}\ I(z) (=i & I(z)), entdo > oy, r;a’ = 0 e portanto

b=Azx = Z zat.

€l(x)
Usando uma idéia parecida com a decomposicao acima, podemos separar as colunas de A segundo qualquer

subconjunto de {1,2,...,n}. Assim, tomando qualquer B C {1,2,...,n}, podemos escrever o sistema Az =b
na forma separada

b=Agxp+AnzNy = AgxB.

Mais que isso, se tivermos um subconjunto I C {1,2,...,n} tal que #I < m e {a'};cs é Li., podemos computar
um z que resolve o sistema do seguinte modo: sejam?

B:=I(z)UJ

N:={1,2,...,n}\ (I(x)UJ)

J = {i1,ia,... i1} : {a'}icp seja li. e k+#I(z) =m (ou seja, {a'}icp é base do R™)

A= Agl,

basta definir £ como

a'b, iecB

zp=Ab e zx =0, istoé, xi:{o ie N
, )

2Note que, trabalhando com colunas de A estamos considerando o espaco onde o vetor lado-direito b se encontra, o R™.
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Sugestao de aprendizado: Para quem nao ficou satisfeito com as equivaléncias acima, sugerimos que “coloque
a mao na massa’. Por exemplo, pegue o exemplo inicial, e substitua a,b,c,d por 1,1,—1,1. Trace a interseccao
dos hiperplanos em IR?. Ver4 que isto resulta em um tinico ponto, que é um poliedro unitario (o ponto encontrado
é um vértice do poliedro - como veremos futuramente). Tente interpretar a matriz como coluna, desenhe os cones
e teste numericamente o ultimo resultado.

1.5.1 Transformacao de poliedros genéricos em poliedros candnicos

Um resultado bastante 1til de PL é que qualquer poliedro (interseccao finita de hiperplanos e semi-espagos) pode
ser transformada na forma candnica. A técnica de transformacao se resume a dois casos, abaixo expostos.

e Transformar restri¢oes de desigualdade em restrigoes de igualdade introduzindo uma variavel de folga nao

)
)

e Transformar varigveis livres de sinal® em varidveis nao negativas, trocando cada uma por um par de variaveis
artificiais : sejam a™ := max(a,0) e a= := —min(z,0) (entdao a=a" —a”),

rie Rexjel,je{l,2,...,n}\{i} (zF,27) € Ry x Ry exj;e€l,j€{1,2,...,n}\{i}
1 i n — 1 i i n
ria +---+za+ - +rpary=0b ria +---+z e —z;a +---+ x0T =b

i

negativa:

(eR":a;x = b)) <= ((@;2]) e R" xRy :ax+ 2] =b;
(eR":a;x2b;) < ((x;2]) e R" x R4 :ax — 2] =b;

Para ilustrar a técnica, consideremos um poliedro na forma AZ = b. Queremos transforma-lo em um poliedro
canoénico (X := {z : Ax = b,z = 0}). A primeira coisa a fazer, é criar uma varidvel de folga para produzir a
identidade (=),

Note que z} = 0, desta forma, acertamos o problema da desigualdade, pois
a; T+ ZL‘: =b;, com x; 20,

introduzindo uma nova varidvel (que ao menos esté necessariamente no ortante positivo como desejamos).

A seguir, devemos eliminar as varidveis livres de sinal: para cada T; € IR devemos associar dois diferentes pares
de variaveis artificiais, xj ex, (a:j 2 0ex; 20). Desta forma, aplicando a técnica de criacao de varidveis
artificiais: definindo

+

x€T.

T i=max(z;,0) e xz; :=—min(T;,0),

1

teremos T; = x:r -z, .

Para um melhor entendimento das duas técnicas expostas, é conveniente aplicd-las a um exemplo. Considere o
poliedro Y = {y € R? : 0 < y; 4+ 4o < 1}. Devemos inicialmente “eliminar” as desigualdade: 31 +y2 =2 0 e
y1 +y2 = 1. Aplicando a primeira técnica de transformagao, obtemos as varidveis artificiais,

r1:=bhh—ay=1—y1—y2 = (ay+xz1="0b1, 120 a1y = by), e

T9 := —by + a2y = y1 + Yo, =  (agy —x2 =by, 1220 <= agy = ba).

3Com sinal invertido é simples, basta trocar x; = 0 por T; 2 0, fazendo T; = —x;.



