Separagdo de conjuntos por hiperplano — IME - USP — 1

Separacao| por hiperplanos
/

Lednidas de Oliveira Brandao

- outubro 2001 -

Separacao de conjuntos por Hiperplanos - Perceptrons

1 Hiperplanos para separar/classificar conjuntos

1.1 Separacao por Hiperplano H, 4
o A:={al,al,...,al,} e B:={blb,... bt}

ax
as

A

e Questdo: existe (w,y) € R"™ x R tal que

wla >, Vae A
wb<vy, VbeB /’

— Sim = separdvel (estritamente)
— Nao = nao separdvel

1.2 Programas lineares/nao lineares
® V0 = maX(y o g)ca f(w,a, )
e Exemplos:
1. maxy qp{a—pf:Aw 2 ol, Bw = 1, ||jw||, £ 1}
2. ming,a,g {||w]] - (@ = B) : Aw 2 al,Bw < 1}

e Valor 6timo responde & questio (usando o modelo 1 acima):

< +
— vo >0 = separdvel (y= 0‘2—5)
— vo £ 0 = ndo separavel

1.3 Problema de Classificagao

e Classificar a partir de exemplos
— Quando separavel (estrito)

wix >y => zec A N4
wix <y = zeB

w'e =5

ou equivalentemente, <

(subconjuntos do R™)
b>
by,

Aw > 11
Bw <11
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— Ao menos, quando ndo separavel

wizrz2a = z€ A
wizf => z€B

e Encontrar separadores

— usem poucos atributos (min || (|1, min ||lz1)

— generalizem bem (min{||z«||1 — o — 8}, maxd(A, B))

1.4 Decidir separabilidade (estrita)

e Problema: A, B separdveis <= [A]N[B] =0
<~ {(a,B)ER} xR} : Ala=B'B,1'a=1=1} =0
e Programa nao linear

— ming g {3[[A'a—B'B||:1'a=1=1,a20,420} (u:= A'a,v := B'B)
— vo > 0 = separavel (w e [A,ve[B)])
— vo = 0 = néo separdvel (uw=wve[AN[B])

2 Modelos nao lineares

2.1 Distancia entre hiperplanos separadores

o Referéncia: [Mangasarian 1997]
Hyo :={z:v'z =6}
~ dp, M p) = mingen,  Ip
— w, tal que w, € argmaxy <, w'q = w'w, = |lw||’ (norma dual)

— ¢p projecdo de p em H,, g
a@Q=p—\w, = B =wq,=wp- ww, =wp - \wl|

_ B-uw'p

logo A =
_w'p PEHw,a o
~ lp— gyll = [P, | = Z-22 P o

® MaXy,q,3 { a_f,' tAw 2 al,Bw = ﬂl}

llwl

2.2 Dual de programa quadrdtico [Mangasarian]
e Dual de

1
max{—§x'Qx+b'y : Qx+A’y:c,y§0} (*)

min{%x'Qx—c'm :A'yéb} (%)

e Programa abaixo estd na forma (x) [Bennett & Bredensteiner]

min {||'w||§ —(a—pB):Aw2ol,-Bw 2 —ﬂl}
w7a’ﬂ

e Seu dual, por [Mangasarian] é
max {a — 8 : Aw 2 al,-Bw 2 —f1, |lw||5 = 1}

w,a,8



Separa¢do de conjuntos por hiperplano — IME - USP —

2.3 Dual de programa quadratico [Mangasarian]

e Trocando normas ||.||2 por ||-||« [Bennett & Bredensteiner]

n problemas n problemas
max a-—f max «-—pf
Aw 2 al Aw 2 al
Bw 2 —f1 Bw 2 —f1
-1Zw=1 -1Zw=21
wj =1 w]- =-1

3 Modelos lineares

3

Nesta se¢do mostraremos que os problemas de “maior separagdo” e “encontrar o ponto mais préximo” entre os convexos [A]

e [B] sdo duais nas normas ||.||1 € ||.||co-

Primal Dual

ming g {||A'a — BBl : 'a=18=1,a20,820} maxy,q,5{a— B Aw 2 al,Bw < 81, ||lw|; £ 1}
equivale a

maxy,q5{0¢—B:Aw 2 al +1,Bw = 1 -1, ||w|; £ 1}

ming g {||A'a — BB :1'a=18=1,a220,8 20} Maxy,q,5 {a— B Aw 2 al,Bw < S1, |w|| < 1}
equivale a

maxy,qs{a—B:Aw 2 al +1,Bw £ f1 — 1, |w|| £ 1}

3.1 Linearizando funcgoes objetivo ||.||; e ||.||o
Lema 0.1
(P) min{||z]|; : z € 2} > = <(Q) min{l"v :—vizZv,z€ }

além disso,
Z € solugdo de (P) < (z1,%) € solucio de (Q)

Demonstracao Como
—vZz2v<<= —v Sz 2o, Vi< |z 2, Vi,

é facil ver que min{l'v} = min{||2||:}.
Lema 0.2

(P) min {||z]|e : 2 € Q} > = <(Q) min {§: —01 < 2 < 01,z € Q)

além disso,
Z € solucio de (P) <= (||Z]|c0,Z) € solugio de (Q)

Demonstracao A demonstracio segue das seguintes equivaléncias
122201 <= —0=2;20,Vi < ||zi]| £6,Vi <= ||z]|oo £,

(0,2) € R x Q vidvel (Q) < [|2]|co £ 0, com (8,2) € R x

min {||z|c : 2 € 2} = min{0: ||z = 0,2 € Q}

Dos lemas acima, seguem os resultados
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Corolario 0.1 Os problema (P1), (P2) e (Ps), abaizo definidos, sao equivalentes

. (P;) min 1'v
- ‘o — B (P2) min [|z[]y 'y — BB — z —
(Pl) min !;Aa_llﬂBE”ll A'a—B'ﬂ—ZZO ﬁa_l:lBﬂﬂ_ 1Z—0
& e la=18=1 aziP=
(a7ﬂ)=0 (aﬂ)ZO —vV=2=v
T (@,B) 0.

Corolério 0.2 Os problema (Py), (P2) e (Ps), abaizo definidos, sao equivalentes

. (P;) min 6
: "R (P) min [[z]|o R
(F1) min Q,A(il,ﬂBf”f" Ala-Bf-z=0 ne ll?ﬂﬂ =0
@~ P= la=18=1 P
(@,8)20 (@.8)20 12261
s (@,B8) 0.

3.2 Programa linear para distadncia minima ||.||; entre convexos [A] e [B]| separaveis

Problema nao linear
min {|A’a ~ Bl : 'a =18 =1, 20,620} (1)
a,

Equivale ao linear
mi‘;l {T"u+1v:Ala-Bf-u+v=01a=18=1,(a,B,u,v) 20} (2)
«,

Encontrando o dual linear (a partir do problema canonico associado)

minl'uy +1'v maxa +
A -B 1117 ¢ 0 "’]‘3 L (1’ w 0
v oo oo | B g -BO a || 9
o0 1 0o 0o u 1 -1 00 3 1
v I 00 1
(a,8,u,v)20 (w,a,8) e R" xR xR
e reescrevendo o dual, podemos simplificar o problema para a forma
maxa + 8 g maxo —
Aw = -ol Aw 2 ol
—Bw = _51 w<——w_,ﬁ;<——ﬁ Bw = 51
—-w = 1
w =1 -1= w =1
Assim, 0 dual de mingg{l'u+1v: A'la-B'f+u—v=0,1'a=18=1,(a,B,u,v) 20}
fica
max {a — B : Aw 2 al, Bw £ A1, |[w|| £ 1} (3)

w,aﬂﬂ
e vo >0 = separdvel (y= az;ﬂ)
e vo = 0 = ndo separavel

Se, em (3), trocarmos as restri¢cdes {Aw 2 aol,Bw = 1}, por {Aw 2 al +1,Bw = 1 — 1}, seu dual continua sendo o
problema (2). Fica facil ver isso a partir da forma

maxa + min —1'a 4+ 1’8 + 1'u + 1'v
_1}3(1)(1’ w _11 qal | A -B I g 0
a |2 Wlr oo oo =1
100 1 v 1 o o |l .
1 oo|l” 1 v
(w,a,8) e R" xR xR (a,B,u,v) 20

e o resultado segue do fato de (e, 8) serem vidveis implicar em —1'a +1'8 = 0.
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3.3 Programa linear para distdncia minima ||.||., entre convexos [A]| e [B] separaveis

Problema nao linear
mip {[A'a ~ B : 'a =18 = 1.a 20,82 0} (4)
a,

Equivale ao linear ming g {6 : Ala —B'B—u+v=0,1a=1=1,-601u—v =01, (a,B,u,v) 20}

mi;l{é?:A’a—B’ﬂ—u+v=0,l’a=1’ﬂ= Lu—v+60l—-y=0u—v—01+2=0,(a,B,u,v,,2) 20} (5)
a,

Encontrando o dual linear (a partir do problema canonico associado)

min 6 maxa +
[ a ] [ A10 O O] [0 ]
Al -B"-I I 0 OO B 0 -B01 O O w 0
Y o 0o 0o o000 u 1 dual -100 I I a 0
0 10 0 000 ||v|=]1]8 100 -1 -I|[pB]|=z]|o
O O I1-1I 1-1I0 0 0 o000 1 -1 r 1
O O I-I -1 01 Y 0 O00 -1 O 8 0
|z | | 000 O T| | 0 |
(a,B,u,v,0,,2) 20 w,a,3,r,8) € R" xR xR xR" xR"
que pode ser simplificado como a seguir
max a+ 3 max a —f max a—f3
Aw+al = 0 _ Aw = —al wew. BB Aw =z al
-Bw+p1 £ 0 = Bw 2 /1 . Bw = /1
—Iw+r+s = 0 — w = r+s o8 = wher,w-—_s) w = wh—w
Iw—-r—s = 0 —
1'r—1s = 1 1'r—s) = 1
—r <0 . r >0 s——8 => wh=r,w =-3s) 11(w+ _w,) <1
P =0 o s =0
Assim, o dual de ming g {||A'a — BBl :l'a=18=1,a20,20} ¢
max {a — f: Aw 2 o1, Bw < 41, |lw||, = 1} (6)

w,a,B

e vo > 0 = separdvel (y= 0‘2;/3)
e vo = 0 = nao separavel

De modo andlogo & se¢do anterior, se no problema (6), trocarmos as restri¢ées { Aw 2 al, Bw < 31}, por {Aw 2 al1+1,Bw <
B1 — 1}, seu dual continuard sendo o problema (5). Mais uma vez isso fica ficil a partir da primeira forma dual acima:
aparecerd no lado direito, nas primeiras posi¢des, (1;1) no lugar do (0;0), fazendo aparecer na fungéo objetivo de seu dual
min{—1'a +1'8 + 6} e como (a, B) vidveis implica em —1'a + 1’8 = 0 segue que seu dual é precisamente (5)

3.4 Outro programa linear

e Podemos reescrever Aw > 1 > Bw, como
Awz271+1 e Bw~1-1
(o := min; a;w e B := max; b;w)
e ming, {=(—Aw+71+1); + :(Bw —71+1)4}

e outra forma também de [Bennett & Mangasarian]
Miny 4w {21y + 710 : —Aw +91+ 1S u,Bw -1 +1=v,(u,v) 20}



