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Resumo

Neste trabalho apresentamos o desenho e desenvolvimento de um novo sistema de
apoio ao ensino/aprendizagem via Web, o iComb - Combinatéria Interativa na Inter-
net. Também apresentamos alguns experimentos didaticos com a atual proposta do iComb.
Este sistema € baseado na experiéncia do Combien?, sistema desenvolvido pela Université
Pierre et Marie Curie - LIP6, que tem bons recursos para auxilio a resolugdo de exerci-
cios ligados a andlise combinatdria, mas apresenta limitacdes quanto a incorporacdo de
novos exercicios e principalmente apresenta restricoes para seu uso via Web. Uma inova-
cdo advinda deste projeto é que o iComb pode ser integrado a sistemas gerenciadores de
cursos, como o SAW - Sistema de Aprendizagem pela Web. Além disso, o0 iComb pode ser

incorporado a paginas pessoais, redes sociais e blogs, na forma de um “widget”.

il



Abstract

In this work, we present the software iComb - Interactive Combinatorics on Internet,
a new software that can be used to teach and learning combinatorics trough the Word
Wide Web. The iComb is based on the Combien? experience, a software developed by
Université Pierre et Marie Curie - LIP6. We can easily integrate the iComb software in
a web-based learning management system like the SAW - Web-based learning system.
Moreover, the iComb can be easily added to a personal web sites, social networks systems
and blogs using the copy-and-past pattern resulting in a powerful collaborative tool to the

conceptual movement named as Web 2.0.
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Capitulo 1

Introducao

“Ndo se pode ensinar coisa alguma a alguém, pode-se apenas auxilid-
lo a descobrir por si mesmo”

Galileu Galilei

O crescimento do uso da Internet no ensino no Brasil e no mundo e o subseqiiente au-
mento na demanda por pesquisas nesta drea (Litto et al., 2004) t€ém evidenciado algumas

caracteristicas desta abordagem em relagdo ao método tradicional de ensino.

Utilizando a infra-estrutura da Internet € possivel aproximar professores e alunos. Os
modernos sistemas computacionais' de ensino a distAncia permitem a interacdo entre pro-
fessores e alunos nao s6 distantes fisicamente, mas também distantes temporalmente, nao

havendo a necessidade de que esta relac@o ocorra de forma sincronizada.

Potencialmente, essa mudanca de contexto desloca a atividade de ensino que conhece-
mos para um plano mais pessoal, possibilitando que o aprendiz siga seu proprio ritmo de

aprendizado no local e horario que lhe for mais conveniente.

Por outro lado, os sistemas de educacdo a distdncia competem pela atencao do aprendiz
contra uma mirfade de outros recursos facilmente disponiveis na Web. Desta maneira, um
sistema de boa qualidade, com desenho adequado e que incorpore interatividade, pode,
ndo so viabilizar um ensino a distancia, como ser atrativo para o aluno e, mais importante,

incorporar as vantagens do uso do computador (como velocidade e precisao).

O projeto de um novo sistema educacional deve levar em conta a concepc¢ao do ensino.

O desenho do sistema deve considerar questdes-chave, tais como; como o aluno aprende?

' A partir deste ponto utilizaremos a forma reduzida sistema, como equivalente ao termo em lingua inglesa
software.
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ou como maximizar o aprendizado do aluno?. Apesar destas perguntas ndo possuirem

respostas definitivas, existem propostas com bons resultados relatados.

Como observado por Polya, a matematica € uma ciéncia na qual a resolu¢do de proble-
mas desempenha papel fundamental (Polya, 1981). Qualquer uma de suas subdisciplinas
possui abundancia de exercicios e situagdes problemas que o professor pode encontrar na
bibliografia disponivel, ou mesmo criar baseado em sua prépria experiéncia. Deste modo,
dentro da drea de educag@o matemadtica, o ensino baseado na resolucio de problemas é um
campo fértil para pesquisa e exploracdo. A educacdo “problematizadora” preconiza que o
aluno aprende através das situagdes problemas expostas pelo professor (Clements, 2000).
O esforco do aluno na resolucdo dos problemas propostos € extremamente importante no

processo de aprendizagem.

Outro aspecto importante para o processo de aprendizagem sdo os erros cometidos
pelos alunos. Estes erros sdo importantes, pois constituem momentos particularmente fa-
vordveis para a aprendizagem (Giroire et al., 2006). Por outro lado, a falta de agilidade da
resposta pode atrapalhar o aprendizado uma vez que, segundo alguns trabalhos, a falta de
uma avaliagcdo/validagc@o imediata dificulta a aprendizagem e pode causar a desmotiva¢ao
do aluno (Hara and Kling, 1999, Kirby, 1999, Hentea et al., 2003).

1.1 Caracterizacao do Problema

O ensino da matematica pode ser bastante beneficiado pela utilizagao de computadores e
da infra-estrutura da Internet. Alguns tépicos de matemadtica permitem bons mecanismos
de validacao/verificagdo automatica, e possibilita a implementacdo de sistemas que vali-
dam automaticamente respostas de exercicios. De fato, o desenvolvimento de aplicativos
voltados para o ensino da matemaética vem aumentado no Brasil e no mundo (Litto et al.,
2004).

Por outro lado, definir uma boa metodologia, escolher os componentes adequados e
construir um bom projeto de sistema voltado ao ensino da matematica requer boa compre-

ensao do dominio da matematica pesquisado.

A geometria € um bom exemplo de sucesso da aplicacdo dos computadores. A geo-
metria implementada em computador, chamada Geometria Dindmica (GD) ou Geometria

Interativa, comegou a ganhar destaque na década de 90, principalmente com a populariza-
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¢ao dos programas comerciais Cabri Geometry e Geometer’s Sketchpad (Isotani, 2005).

Neste trabalho o foco principal é o ensino/aprendizagem de combinatéria via Web,
tendo como modelo um projeto de sistema de um grupo francés da Université Pierre et
Marie Curie- LIP6, 0 Combien?. Este sistema € gratuito, mas apresenta algumas restri¢des
para seu uso adequado sob a Web: nao pode ser facilmente integrado a sistemas Web e nao

permite que novos exercicios/problemas sejam incorporados.

Estas duas limitagdes motivaram o presente estudo. Inicialmente foi tentado desenhar
um sistema que tivesse o Combien? como motor, mas devido as dificuldades de alteragdo
do sistema, optou-se pelo desenho de um novo sistema todo desenvolvido em Java. No
préximo capitulo € detalhada esta abordagem inicial e suas dificuldades que resultaram no
iComb.

1.2 Justificativa

Apesar do sucesso da implementag@o do projeto Combien? o sistema foi concebido como
uma ferramenta de instalacdo local e portanto ndo aderente ao paradigma Web, caracteris-
tica que limita sua utiliza¢cdo em maior escala, como por exemplo no contexto da educagao

a distancia.

O sistema ndo possui versdo para o portugués, dificultando sua aplicagdo em territério
brasileiro, além disso, ndo € 6bvio que a natureza dos exercicios propostos para os alunos

do sistema educacional francés tenham o mesmo impacto para o aprendiz brasileiro.

1.3 Objetivos

O objetivo do presente trabalho é propor e implementar o sistema iComb - Combinatdria
Interativa na Internet baseado na experiéncia do projeto Combien?. O iComb sera per-
sonalizado para a realidade brasileira e concebido para ser utilizado através da internet.
Além disso, o iComb serd integrado ao sistema Sistema de Aprendizado pela Web (SAW)

de maneira a propiciar as caracteristicas de um EaD.

Desta forma o iComb serd mais um moédulo de aprendizagem integrdvel ao sistema

SAW (Janine, 2007, Branddo et al., 2006), enriquecendo o sistema que ja conta com 0
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iGeom - Geometria Interativa na Internet e o iGraf - Grdfico Interativo na Internet. O
sistema iComb - www.matematica.br/icomb - serd distribuido gratuitamente e a disponibi-

lizagdo de seu codigo-fonte se encontra em estudo.

Coordenado pelo professor Lednidas de Oliveira Brandao, um dos objetivos do desen-
volvimento desta infra-estrutura de sistemas, bem como dos médulos de aprendizagem, é
“democratizar” o uso destes modulos de aprendizagem, permitindo que qualquer estudante

ou professor, com acesso a um micro-computador, possa usufruir de seus beneficios.

1.4 Conteudo da dissertacao

No capitulo 2 € apresentada a fundamentacao da proposta do sistema iComb. Inicialmente
apresenta-se o sistema Combien? e um resumo de experimentos didaticos que fundamen-
taram o Combien?. A seguir € apresentado o sistema SAW, que foi utilizado como modelo
para receber o iComb como um de seus modulos de aprendizagem (Branddo et al., 2006,
Moura et al., 2007). Ainda no capitulo 2 € apresentado um protétipo para incorporar o
Combien? em sistemas Web e apontada suas principais dificuldades, que levaram a des-

continuidade deste modelo.

No capitulo 3 ¢é apresentado o iComb - Combinatdria Interativa na Internet propria-
mente dito, partindo de sua motivagado e principios fundamentais até a descri¢ao de alguns
componentes importantes, em especial € apresentada a chamada arquitetura de plugins
definida para o iComb que permite a inclusdo de novos universos de exercicios ndo es-
tando restrito apenas a exercicios relacionados a cartas e baralhos. No final do capitulo é
discutido a proposta de disponibiliza¢do do iComb com um widget, possibilitando a facil

integracdo e incorporacdo do iComb em blogs ou paginas pessoais.

No capitulo 4 € realizada uma discussao um pouco mais formal da possibilidade de um
mecanismo de deteccao automadtica de erros. A partir de algumas definicdes foi possivel
propor e demonstrar alguns teoremas que culminaram na descri¢do formal do que € enfim
uma solucdo para um problema do iComb. Conhecida a estrutura formal de uma solug¢ao,
foi estabelecido o algoritmo de correcdo automatica utilizado no sistema iComb. O capi-
tulo termina apresentando algumas limitacoes do método, bem como a sugestao de futuros

desenvolvimento do sistema.

No capitulo 5 sdo apresentados alguns dos experimentos diddticos ja realizados com
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a atual versdo do iComb. No capitulo 6 sdo apresentadas as conclusdes deste trabalho e

apontados alguns trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Fundamentacao

“Computers are incredibly fast, accurate, and stupid; humans are in-
credibly slow, inaccurate and brilliant; together they are powerful
beyond imagination.”

Albert Einstein

2.1 Analise Combinatoria

A Analise Combinatdria €, de maneira mais geral, a parte da matematica que analisa es-
truturas e relagdes discretas. Um dos tipos de problemas que ocorre com frequéncia neste
dominio € contar ou classificar os subconjuntos de um conjunto finito que satisfazem certas

condi¢des dadas sem que seja necessdrio enumerar seus elementos (Morgado et al., 1991).

Embora a Andlise Combinatdria possua técnicas gerais que permitem atacar certos
tipos de problemas, a solucao de um problema combinatério exige quase sempre engenho-
sidade e a compreensdo plena da situacdo descrita pelo problema. Por outro lado, se a
aprendizagem destes conceitos se faz de maneira mecénica, padronizada, cria-se a impres-
sdo de que a Andlise Combinatdria é somente um jogo de férmulas complicadas (Morgado
et al., 1991).

Problemas de contagem e combinatéria em geral ndo sdo resolvidos através de um
método dedutivo, onde a partir de um conjunto de axiomas aplica-se regras de inferéncia
para a obtencdo de novos fatos até a resolucao do problema. Segundo (Giroire et al.,
2006), areacdo dos estudantes frente a resolu¢@o de problemas de combinatdria reflete uma

dificuldade que os autores interpretam como dificuldade de representagc@o, como ilustrado

7
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nas frases a seguir: “Nao consigo representar o problema”, “Nao sei por onde comegar”,
“Eu entendo a soluc¢do dada pelo professor, mas ndo entendo porque a minha esté errada”,

“Eu propus uma solucao mas nao sei dizer se esta certa ou errada’.

Encontrar um equilibrio entre expor a Combinatdria como um assunto somente aces-
sivel a alunos muito criativos ou como um receitudrio de férmulas que s6 resolvem al-
guns casos, € tarefa drdua para o professor. Por outro lado, esfor¢cos para que os alunos
“enxerguem’ o problema e “visualizem” as respostas, podem contribuir para uma melhor

representacdo mental dos mesmos, e ajudar a alcangarmos este ténue equilibrio.

2.2 Combien?

O grupo Combien? da Université Pierre et Marie Curie, LIP6 construiu um sistema peda-
gbgico para ajudar estudantes do sistema educacional francés a aprender combinatoria uti-
lizando linguagem matematica. Neste projeto € oferecida aos estudantes uma interface cuja
linguagem € proxima aquela que eles espontaneamente tendem a utilizar na formulagdo dos

problemas e que a0 mesmo tempo, permite uma argumenta¢io matematica rigorosa.

O sistema Combien? propde ao aluno uma meta imediatamente compreensivel: Quan-
tos? Para ressaltar a meta de determinar quantos possiveis elementos existem com determi-
nada propriedade eles adotaram o termo francés correspondente, Combien?. Inicialmente,
o sistema apresenta ao aluno um problema em forma textual e para que ele consiga atender
o pedido, fornecendo a quantidade requerida pelo problema, deverd seguir alguns passos
envolvendo acdes, modelagem e raciocinio (Le Calvez et al., 2003, Giroire et al., 2006,
Tisseau et al., 2000).

A fundamenta¢dao matematica subjacente ao método utilizado pelo sistema foi chamada
de “método construtivo”. A idéia é permitir que o aluno, raciocinando a partir dos opc¢des
disponiveis sistema, descreva um algoritmo de enumeracdo que seja solugdo do problema.
Essa € uma forma eficiente de resolver o problema uma vez que ndo serd necessdrio “rodar”
o algoritmo, apenas descrevé-lo criteriosamente (Le Calvez et al., 2003, Giroire et al.,
2006, Tisseau et al., 2000).

Os especialistas no dominio da Combinatéria foram capazes de estabelecer classes
de problemas, de maneira que para cada uma delas o Combien? possui uma interface

especifica, também chamada de “méquinas” (Le Calvez et al., 2003). Seguindo o comando
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dos alunos as maquinas irdo direcionar a solu¢ao ao mesmo tempo em que interagem com

os alunos solicitando respostas parciais.

As “mdaquinas” do Combien? foram projetadas para auxiliar o aluno em qualquer
sequéncia de resolucao escolhida, independentemente da ordem em que os passos sao rea-
lizados. Assim, qualquer solu¢do correta serd considerada como tal, a0 mesmo tempo que

qualquer solucgdo incorreta serd detectada pelo sistema.

O Combien? foi desenvolvido para duas plataformas, MacOS e Windows. A lingua-

gem de programacao utilizada foi Smalltalk, no ambiente Visualworks (VW, 2009).

2.2.1 Deteccao de Erros

Geralmente no processo de aprendizagem, os erros cometidos pelos estudantes sdo impor-
tantes pois constituem situacdes particularmente favoraveis para o aprendizado. Quando os
estudantes resolvem exercicios na sala de aula, eles t€ém que esperar por periodos de tem-
pos longos para terem acesso a modelos de resposta. Quando a solugdo € finalmente dada
eles ja esqueceram o contexto do problema e o melhor momento para apresentar correcoes
passara (Giroire et al., 2006). Vdrios outros trabalhos apontam para a importancia de re-
torno rapido para as respostas de alunos, principalmente quando se trata de atividades via
Web. Por exemplo, (Hara and Kling, 1999) e (Hentea et al., 2003), afirmam que uma das
principais frustracdes de alunos envolvidos em cursos Web (incluindo aqueles com parte
do curso sendo presencial) € a falta de retorno rapido sobre as tarefas enviadas pelos alu-
nos. J4 (Moura et al., 2007) relata maior envolvimento dos alunos quando € providenciado

pelo sistema uma resposta imediata as solugdes enviadas pelos alunos.

O sistema Combien? pode, a cada passo da solugdo, verificar se as acdes até entdo
realizadas podem ou ndo levar a um resultado correto. Desta maneira, o sistema podera
apontar rapidamente ao aluno um erro no desenvolvimento da solu¢do. Alternativamente,

0 sistema armazena o erro para futura notificagao.

Segundo o grupo Combien?, a corre¢do imediata do erro aumenta em muito a com-
preensdao do mesmo uma vez que esté ligado ao ultimo raciocinio utilizado (Giroire et al.,
20006).

O “método construtivo” utilizado no sistema Combien? permite que sé os erros inte-

ressantes sob o ponto de vista pedagdgico sejam analisados, afinal, a agdo das maquinas
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“direciona” os estudantes a seguir determinado processo de raciocinio, evitando possiveis

erros irrelevantes.

De modo geral, em cada “maquina” estd codificada uma lista dos possiveis erros, cada
qual associado a uma estrutura de representacdo de erros (error schema). A cada agdo do
aluno, a maquina consulta a estrutura de representacao de erro e verifica a correcao da acao

realizada.

2.2.2 Um exemplo concreto

Quatro maquinas foram definidas, a saber, SetBuilding, ListBuilding, CaseSetBuilding e
CaselListBuilding. Cada uma delas foi projetada para resolver uma certa classe de pro-
blemas de combinatéria. A fim de ilustrar o funcionamento do Combien? a seguir serd
apresentado o problema nimero 5 pertencente a classe SetBuilding do Combien?. Neste
problema € proposta a utiliza¢do do baralho de poquer, um baralho com 32 cartas: a partir
de um baralho comum (52 cartas) retira-se todas as cartas inferiores a 7, de forma que cada

naipe contenhas as cartas 8, 9, 10, Valete, Dama, Rei e As.

Problema n°S: Com um baralho de 32 cartas, quantas maos de 20 cartas € possivel

formar com 3 ases, 4 espadas e 16 cartas vermelhas.

Uma vez escolhido o exercicio o Combien? solicitard ao aluno a definicdo do Universo
conforme o seguinte formato: “Eu quero subconjuntos com <ntumero> elementos esco-
lhidos em <universo>”. Neste particular exercicio o aluno poderd completar a frase de
forma a obter “Eu quero subconjuntos com 20 elementos escolhidos em um baralho de 32

cartas”.

Definido o Universo!, o aluno dar4 inicio a tarefa de construcdo, que consiste na defini-
¢do de estagios. Seguindo um formato pré-definido, o aluno devera raciocinar de maneira
tal que ao final, o resultado de cada estdgio contribuird para a obten¢do da resposta dese-

jada.

Em cada estagio o aluno solicitard o nimero de elementos (no caso, cartas) e as restri-

coes desejadas. Logo em seguida o mesmo deverd informar quantas ocorréncias espera ter

'A definicdo de Universo utilizada no Combien? é: “Em um exercicio onde a meta é contar as configu-
racdes que satisfazem certas restricdes, o Universo € o conjunto de todas as possiveis configuracdes, do qual
iremos selecionar aquelas que verificam as restri¢gdes”. A defini¢do utilizada ndo € diferente do conceito de
Universo na teoria das probabilidades.
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selecionado, utilizando as estruturas combinatdrias cldssicas como combinagdo, arranjo,

fatorial e exponenciagdo.

A figura 2.1 representa a composi¢do do 3° estagio de uma das possiveis respostas:

-

% Set Construction Machine © Combien ? A X
Ewvaluation |
All Exercises, With Evror Checking Freferences |
Exercise n°s With 2 32-card pack, how many twenty-card hands is it | Change Exercise |
possible to form with 3 aces, 4 spades and 16 reds? J Yiou can change
selected exercise
|
r Universe -
Change Universe
The set of subsets with 20 elements taken in a 32 card pack
r Construction =
Rt I Help on Construction |
r Stage
tag Erase thiz Stage I
| vrant 3 —'| elements verifying two properties —
- smit —| is —| Spades =i
and walue —| iz not —| Ace =1|
Right Stage I (7,3 Cancel | Add Stage |
List of Stages —
16 elements such that suitis red : C16,16) A zuppress selection |
1 element such that value is &ce and suit is Spades : 1 - -
3 elements such that suit is Spades and value is not Ace : C(7,3) mocify selection _ |
H P
What to do with? —| C{16,16); 1 Walidate Construction |

| am Done ! |

Figura 2.1: Interface SetBuilding do Combien?.

o (1° estagio) 16 elementos tais que o naipe é Vermelho: C (16, 16).
e (2° estagio) 1 elemento tal que naipe é Espadas e o valor é As: 1

e (3° estagio) 3 elementos tais que naipe é Espadas e o valor ndo é As: C(7,3)

Como ¢é possivel verificar no exemplo da figura 2.1, cada estigio define sub problemas

cuja quantidade pode ser calculada com a utiliza¢do de apenas uma estrutura combinatéria
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conhecida, seja ela arranjo, combinacao, etc... O Combien? possui um poderoso meca-
nismo de detec¢do automadtica de erros e a cada acdo incorreta avisa o aluno com possiveis

dicas.

Para finalizar, o aluno devera informar o que fazer com os estdgios selecionados na
caixa de combinagdo apropriada, escolhendo uma entre as duas possiveis op¢des: multi-
plicar ou somar. Definida esta a¢c@o, o aluno solicita a validagao final e, em caso de uma

constru¢do bem sucedida, o sistema ird apresentar a tela como mostra a figura 2.2.

% Set Construction Machine © Combien ? vj (A %
Ewvaluation |
All Exercises, With Error Checking Freferences |
Exercise n®a  'With a 32-card pack, how many twenty-card hands is it Y Change Exercise |
possible to form with 3 aces, 4 spades and 16 reds? “ou can change

selected exercize

L ~ 1

BRAVO ! Your Solition is right !

Universe:
The set of subsets with 20 elements taken in a 32 card pack

Construction:

16 elements such that suit is red
Mumber of possihilities : C{16,16) =1

1 element such that value is Ace and suit is Spades
Mumber of possihilities : 1

3 elements such that suit is Spades and value is not Ace
Mumber of possihilities : C{7,3) = 3a

Member of possitinties - C16,16) "1 * C(7,3) =35

=l

Figura 2.2: Final da constru¢do no Combien?.

2.2.3 Experimentos

A seguir sdo apresentados resumos de varios dos experimentos realizados pelo grupo Com-

bien? todos eles aplicados no sistema educacional francés (Le Calvez et al., 2003).
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Em 2002 foram realizados trés tipos de experimentos. O publico alvo escolhido foi
diferente para cada um deles: estudantes, professores de matemdtica e ergonomistas. Os
experimentos foram realizados utilizando-se a maquina SetBuilding que contém original-

mente dez exercicios em ordem crescente de dificuldade.

Em 2003 o grupo iniciou uma série de experimentos com as quatro maquinas: SetBuil-

ding, ListBuilding, CaseSetBuilding e CaseListBuilding.

Para cada experimento, um livro texto foi disponibilizado tanto na forma on-line, quanto
em papel. Em cada um dos experimentos, as miquinas foram apresentadas como ferramen-
tas de resolucdo de problemas. O publico era livre para escolher a ordem que os problemas
seriam resolvidos. Foi solicitado para que alguns estudantes expressassem o raciocinio
utilizado em voz alta de forma que pudessem ser gravados enquanto usavam as maquinas.

No final de cada sessdo, cada estudante completou um questiondrio para avaliar o sistema.

Puablico alvo: estudantes do altimo ano da escola secundaria

Em 2002, dois experimentos foram realizados com estudantes voluntdrios. No primeiro
grupo, nenhum dos 3 estudantes tinha qualquer tipo de conhecimento em combinatdria.
Eles consideraram a atividade como um desafio e trocaram muitas informacgdes entre eles.
Quase nao utilizaram o help. O grupo estava bastante entusiasmado e conseguiu resolver

todos os problemas propostos, ao contrario do que acreditavam os pesquisadores.

Entdo eles solicitaram exercicios de outros tipos. Os pesquisadores apresentaram as
outras maquinas, adequadas para solucionar diferentes tipos ou classes de problemas. Na
primeira aula de combinatdria subsequente ao experimento eles sabiam como resolver os
exercicios da classe SetBuilding , porém ndo tinham idéia de como resolver os exercicios

das outras trés classes.

O segundo grupo, novamente com 3 alunos, trabalhou com as méaquinas depois de ter
tido 5 horas de trabalho resolvendo exercicios de combinatéria no papel, porém sem uma
apresentacdo apropriada sobre o assunto. Embora, menos motivado do que o primeiro

grupo, eles foram mais rdapidos e gostaram de resolver os exercicios.

Nos dois grupos, os estudantes comecaram com o foco no valor numérico a ser obtido,
entdo observavam a demonstragdo que a maquina os forcava a realizar. Depois de certo

tempo, eles ndo mostravam mais interesse no valor numérico, mas focavam na defini¢ao
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dos diferentes passos da demonstragao.

Piblico alvo: Estudantes de matematica discreta do segundo ano da universidade

Novamente aqui, os estudantes mostraram grande interesse no experimento. Eles estavam
motivados e resolveram os problemas com facilidade. Eles apreciaram a possibilidade
de sistematizar uma solugd@o. Alguns alunos relataram que “descobriram” que € possivel
utilizar um “método”: “Agora eu sei que existe um forma sistemética de resolver este tipo

de exercicio” (depoimento de um aluno).

Publico alvo: Estudantes em seu treinamento para ensino em matematica

Mais uma vez o experimento foi apreciado. Alguns estudantes acharam dificil seguir o
método e se sentiram incomodados com as restricdes do sistema; eles gostariam de poder
resolver os exercicios de forma diferente. Entretanto, expressaram o desejo de utilizar o

sistema eles mesmos e mostraram interesse em utilizar o sistema em sala de aula.

Publico alvo: Professores de matematica

Experimentaram mais dificuldade em seguir o método induzido pelas miquinas. Geral-
mente quando ensinam combinatdria, eles ndo encorajam seus alunos a seguir sistematica-
mente um método. Portanto, eles teriam que mudar a forma de pensar. Para os primeiros
problemas propostos, eles prefeririam dar a solu¢do sem qualquer justificativa. Porém,
para os problemas mais dificeis da mesma classe, eles apreciaram o fato de justificar cada

passo.

Resultados

Todos os usudrios apreciaram a aparéncia da maquina SetBuilding. Também gostaram
do fato de que as outras maquinas possuem o mesmo padrdo visual. Isso permite que
possam se concentrar no conceito subjacente. Acharam que o método € interessante porque
permite resolver problemas cuja solu¢do ndo é 6bvia. Eles resolveram todos os exercicios,
seguindo a ordem que foi dada, o que ndo foi pedido que fizessem. Apreciaram o progresso

pedagdgico e a maneira que o experimento foi conduzido, o que permitiu no primeiro
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momento, familiarizacdo com a maquina, e depois que se concentrassem na dificuldade

dos seus problemas.

Um dos objetivos do projeto € convencer os estudantes de que eles precisam “provar”
os resultados e que utilizando uma abordagem sistematica € possivel resolver exercicios
cada vez mais dificeis. O sistema mostrou para os pesquisadores que o Combien? ¢é uma
ferramenta eficiente para fazer os estudantes justificarem os resultados numéricos obtidos

em problemas de combinatdria.

2.3 Sistema de Aprendizagem pela Web (SAW)

Atualmente existem vdrios sistemas complexos para gerenciar cursos pela Web, inclusive
alguns gratuitos, como o Teleduc (Rocha et al., 2002) e o Moodle (Moodle, 2004). En-
tretanto estes ambientes sdo desprovidos de recursos especializados para o aprendizado
de contetidos especificos, como a Geometria ¢ Combinatéria. Além disso, muitos deles
restringem a incorporacao de novos recursos impossibilitando o uso de novas ferramentas
educacionais. Um sistema gerenciador de cursos na Web que pode incorporar, de forma
simples, médulos educacionais na forma de applets® é o SAW - Sistema de Aprendizagem
pela Web (Brandao et al., 2006).

A grande vantagem do uso do SAW consiste em sua capacidade de receber médulos
de aprendizagem (MA), na forma de applets, especificos para areas do aprendizado. O
primeiro estudo de caso deste conceito no SAW foi feito com o iGeom, um sistema gratuito
para ensino/aprendizagem de geometria. O autores relatam vdrias vantagens do uso do

iGeom integrado ao SAW, destacando as seguintes:

e Um professor pode produzir os exercicios em sua maquina e envid-los ao

servidor ou crid-los diretamente no MA acoplado ao sistema gerenciador;

e Um professor pode utilizar exercicios em MA elaborados por outros pro-
fessores (formando uma comunidade de produtores de compoentes dida-
ticos digitais);

e O aluno pode ter acesso imediato ao resultado de validacdo de sua res-

posta para o exercicio;

2Um applet é uma aplicacio Java que pode ser utilizada dentro de um navegador web.
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e O servidor pode anotar a resposta ao exercicio enviada pelo aluno, per-
mitindo que o préprio aluno ou o professor possam examinar posterior-

mente a solucdo enviada.

Na figura 2.3 s@o apresentadas duas telas do SAW, sendo aquela em primeiro plano a
interface do exercicio utilizando o iGeom como MA. Nela fica claro que nesta abordagem
0 MA e gerenciador de cursos parece um sé sistema. Um requisito necessario para que
um applet seja utilizado como MA no SAW é que o mesmo disponha de um método para
enviar dados de formulario via Web (utilizando o protocolo HTTP). Deste modo, ao fina-
lizar o exercicio, o aluno pode enviar sua resposta € o SAW pode armazené-la para futuras

consultas, seja pelo aluno ou pelo professor.

2.4 CombienDelivery

A primeira idéia que surgiu para a criagdo de um sistema voltado ao ensino de combinatdria
em ambiente Web foi a transformagao do sistema Combien? num moédulo de aprendizagem
(MA) integravel ao SAW.

A utilizacdo do Combien? tal como distribuido pela Universidade de Paris é bastante
atraente, uma vez que estariamos utilizando um sistema muito bem testado. Além disso,
poderiamos contar com apoio do grupo Combien?. Futuras altera¢des no sistema francés
poderiam ser facilmente incorporadas ao projeto. Enfim, toda a evolucdo e esfor¢o do

Combien? seriam aproveitados.

A idéia resultou na criagdo do CombienDelivery, modulo especialmente desenvolvido
para integrar o Combien? ao sistema SAW. O CombienDelivery é um applet Java desen-
volvido como um mdédulo de aprendizagem integrado ao sistema SAW. No pano de fundo
da figura 2.4 podemos ver o sistema SAW com o CombienDelivery, este ultimo distingui-
vel pela seta verde e os dizeres Combien?. No primeiro plano estd o sistema Combien?

aberto em resposta a um clique sobre o CombienDelivery.

2.4.1 Problemas apresentados

Apesar do desenvolvimento do CombienDelivery ter sido realizado como previsto, alguns

inconvenientes da abordagem foram evidenciados:
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Figura 2.3: Interfaces do SAW
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| o Combien? g -

Sistema de ARl & set construction Machine  © Combien 2

SAW - hifp;
Evaluation
Al Exercizes, With Error Checking
- - : .
[Sobre] M Exercise n"8 \With a 32-card pack, how many thiteen-car
it possible to form with at least 1 hearts, exactly 4 blacks an
Ilzuario: Fabiana Godoy
aces?
Urniverss
i The set of subsets with 13 elements taken in a 32 card pac!
Enunciado: Com
minimo 1 copas, §
Constructiom
Mew Stage
Atengao, exer{ Stage
Objeto(s) de sai 1
(versao anterior | want elements verifying two properties
= |'u'alue v”is not v“.ﬁ.ne
=i | gt | |is v || bladk!
[ Varify Stage ]
Lict of Srages [“]
4 elements such that value is Ace - 1
2 elements such that value is not Ace and suit is black

Figura 2.4: Resolucdo do Exercicio pelo Combien?
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O CombienDelivery exige uma primeira instalacdo do Combien? nas mdaquinas.
Esse passo pode onerar em muito a disponibilidade do Combien? para alunos e
professores. E provavel que frente a este tipo de dificuldade os professores simples-

mente desistam de utilizar a alternativa sem ao menos tentar.

Apesar de minima, o CombienDelivery supde pequenas alteracdes no sistema Com-
bien?, em especial a chamada via linha de comando. Desta forma, o desenvolvi-
mento do CombienDelivery estd condicionado a alteragdo do sistema Combien?,

fato externo e nao controlavel.

O CombienDelivery necessita monitorar o sistema de arquivos da maquina a partir
da aplicacdo Web. Desta forma, foi necessario a utilizacdo de applets assinados

exigindo do usudrio a permissao explicita da acdo do componente.

A atual distribuicdo do Combien? possui um conjunto pré-definido de exercicios,
nao sendo possivel a inclusdo de novos. Naturalmente esta caracteristica € essencial
para a verificagdo e validacdo do sistema. Uma vez que o universo dos exercicios €
fixo € possivel comparar a experiéncia entre védrias amostras de alunos. Porém, no

contexto da educagdo a distancia, é desejdvel certo grau de flexibilidade.

A atual distribuicdo do Combien? nao foi traduzido para o portugués e nao possui
mecanismo de internacionalizacdo, fato essencial para a aplicagdo do sistema no

Brasil.
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Capitulo 3

iComb - Combinatoria Interativa na
Internet

“The difference between school and life? In school, you're taught a
lesson and then given a test. In life, you're given a test that teaches you
a lesson.”

Tom Bodett

A experiéncia do grupo Combien? mostrou que € possivel conceber um sistema eficaz
no aprendizado de combinatéria. A concep¢do do “método construtivo” possibilitou a
criacdo de interfaces que direcionam o aluno a correta solu¢do do problema. Além disso,
conforme reportado pelo grupo, o sistema possibilita a compreensdao do modelo subjacente

aos problemas e, portanto, uma maior compreensao da disciplina.

A deteccao automdtica de erros possibilita resposta imediata ao aluno de forma a redu-
zir o atraso entre surgimento da divida e apresentacdo da explica¢do. Desta forma, evita-se

0 esquecimento por parte do aluno do contexto onde a divida surgiu.

O registro das acdes do aluno é uma ferramenta eficaz de anélise, uma vez que € possi-
vel comparar resolugdes entre varios alunos e perceber padrdes de erros especificos, infor-

macao valiosa para que o professor possa direcionar seus esfor¢os.

3.1 Motivacao

Se por um lado o Combien? mostrou-se proveitoso ao ensino de combinatéria, por outro

ele apresenta vérias dificuldades para uma boa incorpora¢@o a um sistema Web, como ficou

21
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claro na secdo 2.4. Deste modo, a motivacao deste trabalho foi conceber, implementar e
testar um modelo que contornasse a incorporacdo das idéias didaticas do Combien? ao

ambiente Web. Assim, buscou-se resolver:

e Baixa Integracao: O Combien? nio foi concebido para ser extensivel e integravel.
Nao hd modo natural de integrd-lo a grandes sistemas LMS, como o Moodle ou
o préprio SAW. O Combien?, portanto, ndo € sensivel ao contexto das aulas e da
relacdo aluno-professor. O professor nao pode, por exemplo, criar um novo exercicio

€ enviar a seus alunos remotamente.

e Baixa Disponibilidade: Tipicamente, qualquer esfor¢co de inclusdo de novas tecno-
logias em escolas e universidades brasileiras parte da iniciativa de um grupo ou até
mesmo de um tnico professor. Uma aplicagdo desktop exige a realizacdo do down-
load e a subsequente instalacdo. O problema ganha escala quando varias maquinas
devem possuir a instalacdo, seja na residéncia dos alunos ou num laboratério da ins-
tituicdo de ensino. Comparado com uma aplicacio Web, a disponibilidade de uma
aplicacdo desktop € bastante baixa e pode diminuir a probabilidade de sucesso do

projeto.

e Diferenca Cultural: Muitos dos exercicios do Combien? sio baseados no universo
do baralho. Um modelo conceitual simples como este permite que os alunos tenham
uma compreensdo imediata do problema exposto ndo sendo necessdrias maiores ex-

plicacoes.

Nao € 6bvio que este modelo conceitual € tao natural para os alunos brasileiros como
sdo para os alunos franceses, principalmente quando levamos em consideracdo as
grandes diferencas s6cio econdmicas que o Brasil possui. Um sistema preparado
para trabalhar com universos alternativos seria de grande utilidade para ambientes

heterogéneos.

e Idioma: O Combien? nao possui versdo para a lingua portuguesa. A instalacio

atual conta com os idiomas Francés, Inglés e Espanhol.
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3.2 Principios Fundamentais

O objetivo deste trabalho foi definir, implementar e testar um sistema Web baseado no
Combien?, de tal modo que o mesmo possa ser incorporado a sistema gerenciadores de
cursos como um modulo interativo de aprendizagem. O sistema resultante deste esforco é
0 iComb: Combinatoria Interativa na Internet. A partir das dificuldades encontradas com

o sistema Combien?, estabeleceu-se que o iComb deveria atender aos seguintes requisitos:

e Integravel: O iComb deve ser integravel a outros sistemas Web.

e Disponivel: A instalagdo e utilizacdo do iComb deve ser tao facil quanto possivel,
devendo funcionar em computadores com alguns anos de defasagem (para ndo invi-

abilizar seu uso em escolas, ou por alunos, com equipamentos defasados).

e Aderéncia cultural: Os alunos devem entender facilmente os problemas propostos,
permitindo a utilizacdo de variados universos (uma vez que o Brasil € um pais grande,

com diferencas culturais).

¢ Idioma portugués

A partir da especificacdo destes requisitos ficou clara a necessidade de um “novo sis-
tema”, iComb, a ser implementado em linguagem Java. A partir dai foram estabelecidos

mais claramente os requisitos que o iComb deveria atender, sendo:

e Moédulo de aprendizagem (MA): O iComb deve ser facilmente integrado a sistemas
gerenciadores de curso, como o SAW, além de poder utilizd-lo como aplicativo ou

como um applet em qualquer pagina Web.

e Internacionalizacdo: O sistema deverd ser preparado a funcionar em vérios idio-

mas. A versao inicial contemplard o idioma portugués.
e Autoria de exercicios: O professor devera ser capaz de publicar novos exercicios.

e Modelos de Universos: o iComb deve permitir sua utilizagdo em varios universos
distintos, ndo apenas cartas de baralhos, visando um maior escopo de problemas

adequados as realidades locais.
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3.3 Componentes

3.3.1 Arquitetura de Plugins

Um dos principios do iComb ¢é permitir a criacdo de novos exercicios de forma a enriquecer
a experiéncia de aprendizes e professores. Além disso, o iComb ndo esta restrito apenas
a um unico dominio ou universo, como por exemplo o universo das cartas de baralho. No
iComb poderemos nio s definir novos exercicios, como também novos universos de forma

ndo programadtica.

Chamaremos de plugin um pacote de informacdes sobre determinado universo que
acompanha a distribuicdo do iComb. Naturalmente ndo deverd existir qualquer acopla-
mento entre o iComb e um determinado plugin, em outras palavras o iComb nao deverd
ter qualquer conhecimento sobre qualquer plugin de universo de forma a propiciarmos a

extensibilidade.

Como médulo académico integravel ao sistema SAW o iComb é uma applet Java. O
nucleo basico do iComb esta empacotado num arquivo icomb. jar. A definicio de um
universo especifico € distribuida num arquivo distinto. Por exemplo, o plugin do universo

baralho € distribuido no arquivo baralho. jar.

Um plugin de universo consiste de um arquivo .xml que define o universo e de um
diretério imagens que contém as imagens de todos os elementos do universo. Compac-

tando estes arquivos no formato . jar temos um plugin definido e plugdvel ao iComb.

A figura 3.1 apresenta um trecho do arquivo baralho.xml. A tag <conjunto>
agrega um nudmero arbritdrio de elementos, definidos pela tag de mesmo nome. Cada
elemento possui um nome e uma imagem, informag¢des definidas como propriedades da
tag <elemento>. Na propriedade imagem espera-se que o nome do arquivo de imagem
que representa este elemento seja informado, enquanto o arquivo de imagem propriamente

dito devera estar localizado no diretério imagens.

Cada elemento possui atributos definidos em fag especifica. Um atributo possui nome
e valor. O nome de um atributo é definido como propriedade da tag at ribut o enquanto

o valor é definido numa fag distinta.

Cada atributo pode ter uma colecdo de predicados. Predicados sdo informacdes sim-

ples que qualificam o atributo. Em nosso exemplo estamos qualificando o naipe “Ouros”
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kuniversn nome="Baralho de 32 cartas" >
zelemento nome="As de ouros" imagemn="ad.gif">
<atributo nome="suit">
<valorr>diamonds</valor>
<predicador>red</predicado>
<fatributo>
<atributo nome="value":>
<wvalorrace</valor>
<fatributo>
< /elemento>
<elemento nome="7 de ouros" imagemn="7d.gif">
<atributo nome="suit">
<valorr>diamonds</valor>
<predicador>red</predicado>

<fatributo>
<atributo nome="value":>
<valor>T</valor>
<fatributo>
< /elemento>

<elemento nome="8 de ouros" imagemn="8d.gif">
<atributo nome="suit":>
<valorr>diamonds</valor>
<predicador>red</predicado>

<fatributo>
<atributo nome="value":>
<valor»8</valor>
<fatributo>
< /elemento>

Figura 3.1: Arquivo baralho.xml

25
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como sendo “vermelho”. Um atributo podera ter mais do que um predicado, por exemplo

poderemos qualificar a carta “Rei de Copas” como “figura”.

Cada exercicio refere-se a determinado universo, assim o iComb poderd reformatar
sua interface conforme o universo em questdo. A figura 3.2 ilustra 0 momento em que o
aprendiz informa a condi¢do para um estagio. Observe que a caixa de combinacdo mais a
esquerda apresenta todos os atributos possiveis enquanto que a caixa de combinagdo mais

a direita, que estd aberta, apresenta os predicados relacionados aquele atributo.

Construgdo

_Now Estigio |

Estagio
Apagar este Estagio

Eu quero 2 » elementos gue verifiguem uma propriedade A

naipe = @ - ;

Copas

g vermelho g
Ouros

Lista de Estagios Espadas

preto
Paus

_Valider Construcéo|

Figura 3.2: Secc¢ao construcido do iComb

Conforme o aprendiz vai construindo os estdgios, o iComb apresenta uma instancia

possivel de elementos selecionados conforme ilustra a figura 3.3.

Figura 3.3: Elementos apresentados em seccdo do iComb

A figura 3.4 apresenta os elementos do universo futebol. Neste dominio, cada imagem
representa um jogador das quatro possiveis equipes: azul, verde, vermelha e amarela. O
goleiro possui uma imagem levemente diferenciada comparado aos demais jogadores da

equipe.
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Figura 3.4: Elementos do universo futebol apresentados em sec¢cao do iComb

3.3.2 Internacionalizaciao

Internacionalizacdo de um sistema é um processo ou principio de desenvolvimento que
procura adaptar um sistema a lingua e cultura de um pais. Um importante aspecto da inter-
nacionalizacdo é que o sistema nao € reescrito para ser adaptado a outro idioma ou cultura.
Todas as alteragdes sdo feitas em tempo de configuracdo e de forma ndo programética. O
acrbnico I18n € muitas vezes utilizado para designar o processo de internacionalizagdo
uma vez que entre a primeira letra “I”” e a ultima letra “n” da palavra inglesa internaciona-

lization ha 18 letras.

Dependendo dos requisitos do sistema em questdo € desejado prover uma estrutura de
internacionalizag@o capaz de tornar o sistema adaptado em relacdo a vérios aspectos, entre
eles idiomas, formato de data e tempo e formatacdo de unidades monetarias. Enquanto
formatacao de datas e unidades monetarias pode ser confiada a bibliotecas previamente es-
critas, a internacionalizacdo referente a mudanca de idiomas exige a criacdo de um arquivo
especifico para cada idioma desejado, uma vez que este conhecimento € dependente do

dominio, em outras palavras, é dependente do sistema que estd sendo desenvolvido.

O sistema de internacionaliza¢do do iComb ¢é bastante simples, refere-se apenas a mu-
danga de idiomas. Nao hd necessidade de mudancgas especificas relacionadas a padrdes de
datas ou valores monetdrios uma vez que o iComb nio utiliza estes conceitos. E impor-
tante observar também que a arquitetura de plugins de universos nio prevé internaciona-
lizagdo. Isso significa que os universos sdo mono idioma ndo havendo mecanismos para

internacionalizd-los.

Na atual distribuicdo o iComb conta com trés idiomas, portugués, inglés e francés, res-
pectivamente definidosem 118n_pt_ BR.properties,118n_en US.properties

eil8n_fr FR.properties.
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3.3.3 Mecanismo de Ajuda

O sistema de ajuda do iComb possui trés estruturas de ajuda aos usudrios, cada qual voltada
a uma dimensdo especifica. O sistema de ajuda tradicional, acionado pelo botdo A-juda,
apresenta os conceitos do iComb de forma geral (figura 3.5). O sistema de ajuda contex-
tual apresentado pelo quadro de nome Ajuda como vemos na figura 3.6. Este quadro é

atualizado em fungao da operagdo que o usudrio vai realizar.

Por fim o iComb pode apresentar ao usudrio os elementos do universo relacionado ao
exercicio em questdo, nao s6 a imagem de cada elemento como também a descri¢ao de seus

atributos. A figura 3.7 apresenta a tela que € acionada pelo botdo Mostrar Universo.

|4/ Janela de Ajuda v A % |

Avangar ImEo:

L

R

=
=
o
E
=

S iComb & um médule académice gue auxilia ¢ alune na resolugio de

3 Seccdo Ajuda problernas de cornbinatéria, Cada exercicio do iComb propdem ao alune uma
meta imediataments compreensivel: Quantos? Para que o aluno atenda o

4 Construgdo pedido, isto é, fornecer a quantidade solicitada, dewvera seguir alguns passos
envalvendo agdes, modelagerm e raciocinio,

1.1 Origens

D iComb foi inspirado na experiéncia do software Combien?, sisterma
desenvolvide pela Université Pierre et Marie Curie - LIPG, Diferentermeantes do
sistema Combien?, ¢ iComb pode ser utilizade via internet e integrade a sistama
geranciadoras de curses,

Cada exercicio do iComb refere-se a urm Universo, Entende-se como
universg um conjunte de elemeantos que partilham atributos comuns & que
sardo referanciadeos nos enunciades dos exarcicies, Q@ iCembk foi projetads para
permitir maltiples universos de maneira que cada exercicio podeara astar
relacionado com um universo diferente,

2 Exercicio

Figura 3.5: Sistema de ajuda do iComb
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Com um baralho de 32 cartas, quantas m3os de 5 cartas & possivel formar com I Inigiar |
exatamente 2 cartas de Copas e exatamente duas cartas de Espadas? 7

Um baralho de 32 cas corresponde a um baralo comum sem as caas cujos
valores sao menores do que Sete. Portanto, um baralho de 32 cartas 8 cartas de
cada naipe (7,8,9,10 Valete, Dama, Rei e As)

Figura 3.6: Sistema de ajuda contextual do iComb

(£ Mensagem v) (A x
A
niversn
A naipe = ouras, vermelho
+ | walor = As
naipe = Quros, vermelho
walar = 7 2]
naipe = ouros, vermelho
walor = 8
naipe = Quros, vermelho
walor = 2
naipe = ouros, vermelho
walor = 10
naipe = ouros, vermelho
walor = Yalete
naipe = ouros, vermelho
walor = Dama
naipe = ouros, vermelho
walor = Rei
v

Figura 3.7: Tela que apresenta o universo em questao
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3.3.4 Integracido com outros sistemas

O iComb foi projetado para ser facilmente integravel com outros sistemas LMS, em espe-
cial o sistema SAW. O iComb é um applet Java, portanto executado pela maquina virtual
Java presente no navegador. Dependendo dos parametros passados, o iComb tera seu com-
portamento ajustado para aquele conjunto de informagdes, como por exemplo o exercicio

desejado, a solucao esperada e o universo em questao.

A comunicacdo entre servidor-iComb se d4 através de parametros do applet, em outras
palavras, o cliente solicita uma requisicdo para o servidor € 0 mesmo responde com uma
pagina HTML e a sua respectiva tag APPLET devidamente montada, incluindo todos os pa-
rametros necessarios. Neste ponto o aluno estard interagindo diretamente com o iComb em
seu navegador. Uma vez concluido o exercicio as informacdes do iComb devem ser reenvi-
adas ao servidor. Esta comunicacio, na dire¢cdo iComb-servidor € realizada por um método
javascript especifico que ird colher as informagdes do applet e envid-las finalmente

ao servidor.

A figura 3.8 mostra os parametros necessarios para uma chamada ao iComb. O pa-
rametro EnumGabarito contém o enunciado do exercicio em questdo. O parametro
solucao contém a codificacdo de uma solucdo para o exercicio em questdo, como vimos
anteriormente, esta informacdo € suficiente para que o iComb corrija qualquer solucdo
valida. O parametro resposta contém o valor esperado como resposta, independente
da solucdo fornecida. Em Dica espera-se um texto que serd apresentado como dica ao

aprendiz no momento em que d4 inicio a resolugdo do exercicio.

A definicdo de qual € o universo em questao deve ser informada no parametro ArquivoUniverso,
especificamente o endereco do arquivo . xm1 que contém a defini¢do do universo. Observe

que o iComb iré procurar tal arquivo dentro dos arquivos . jar listados na tag ARCHIVE.

A figura 3.9 ilustra a comunicacao no sentido iComb-servidor. O método pegaResposta ()

€ capaz de acessar diretamente métodos da applet para envii-los ao servidor.

3.3.5 Seguranca

A seguranga de um sistema pode ser ameacada em todos os momentos de seu ciclo de
vida, seja de forma ndo intencional ou na forma de ataques deliberados realizado ora por

pessoas ligadas a propria organizacdo, os chamados insiders, ou por pessoas externas a
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<APPLET name="iComb" CODE="icomb.IComb.class" CODEBASE="."
ARCHIVE="iComb. jar, baralho.jar" WIDTH=600 HEIGHT=685>
<PARAM NAME=EnumGabarito
VALUE="Com um baralho de 32 cartas, quantas méos de 13 cartas
é possivel formar com 12 cartas vermelhas,
exatamente 3 Ases e no maximo 4 cartas de Ouros?">
<PARAM NAME=solucao
VALUE="8:suit={hearts};l:suit={diamonds} E value={ace};l:suit={black}
E value={ace};3:suit={diamonds} E value#{ace}">
<PARAM NAME=resposta VALUE="70">
<PARAM NAME=ArquivoUniverso VALUE="baralho/baralho.xml">
<PARAM NAME=Dica
VALUE="Um baralho de 32 cartas corresponde a um baralho
comum sem as cartas cujos valores sdao menores do que Sete.
Portanto, um baralho de 32 cartas 8 cartas de cada
naipe (7,8,9,10,Valete, Dama, Rei e As)">
</APPLET>

Figura 3.8: Parametros para a applet do iComb

<script type="text/javascript">
function pegaResposta() {
var resposta = document.iComb.getAnswer ();
var avaliacao = document.iComb.getAvaliacao();
var trace = document.iComb.getTrace();

Figura 3.9: Método javascript que acessa métodos da applet e os envia ao servidor

organizacdo ou outsiders (Goertzel, 2009). Ataques contra a seguranga podem explorar
vulnerabilidades do sistema na fase de desenvolvimento, distribui¢io e instalacdo, ope-
racdo e manutencdo (Goertzel, 2009) de maneira que um sistema robusto com relacio a

seguranca exige alto grau de esforco e investimento.

Dependendo da importincia e confidenciabilidade das informagdes processadas pelo
sistema, a exigéncia quanto a seguranca pode ser tornar maior ou menor. A tecnologia
utilizada e abrangéncia do sistema também influencia nos modelos de seguranca utiliza-
dos, de maneira que, tipicamente, uma aplicacdo Web, por estar disponivel para qualquer
pessoa exige preocupacgio elevada com seguranga. Como todos sabemos, por exemplo, a
expectativa quanto a seguranga em sistemas bancdrios na Web € bastante elevada. A ques-
tdo da seguran¢a num moédulo académico como o iComb esté relacionada com a garantia
de que um agente externo esteja impossibilitado de conseguir o gabarito de um determi-
nado exercicio por vias ndo previstas pelo sistema. Porém, como iremos verificar a seguir,

este € um problema dificil e ainda em aberto.

A figura 3.10 apresenta trés etapas do ciclo de vida da utilizacdo do iComb. A etapa



32 CAPITULO 3. ICOMB - COMBINATORIA INTERATIVA NA INTERNET

g
<APPLET name="iConb". .. -
<PARAM name="enunciado]. .. iComb
<PARAM name="gabarito"]..
Mavegador

¢~ APPLET » @
®

Servidar - SAW

Figura 3.10: Seguranca
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(1) é aresposta da solicitagdo do cliente para a utilizacdo do iComb, onde a tag APPLET €

enviada ao navegador com pelo menos os parametros enunciado e gabarito.

A etapa (2) representa a execucdo do iComb. E importante observar que durante a
operagdo do iComb o servidor ndo € mais solicitado e todo o processamento ocorre no
navegador cliente. Esta caracteristica da arquitetura ¢ fundamental para discutirmos se-
guranca uma vez que o iComb necessita de toda informacgdo da resposta antes mesmo do

aluno comecgar a utiliza-lo.

A etapa (3) representa o envio da resposta fornecida pelo aluno ao servidor.

iComb é auto contido

Uma importante decisdo quanto a arquitetura do iComb € a exigéncia de que o mesmo seja
auto contido, isto é, seja independente de outros componentes ou outras camadas durante
seu ciclo de vida. A figura 3.10 mostra que depois da etapa (1) instanciar o iComb e
antes da etapa (3) enviar os dados novamente ao servidor, o iComb nio realiza qualquer

comunicagdo com outros componentes que nao seja ele proprio.

Algumas razdes para a manutencio do iComb independente e auto contido sao:

e Simplifica a integracdo do iComb com diversos sistemas LMS e permite a inclusio

do iComb até mesmo em blogs através do conceito de widgets.

e Torna o desenvolvimento da aplicagdo bem mais simples, uma vez que s6 existe uma

camada a ser considerada.

o OiComb registra todas as decisdes tomadas pelos alunos assim como o tempo neces-
sério para a execu¢do. Numa arquitetura que envolve mais componentes e camadas,
o registro temporal sofreria algum tipo de viés decorrente do tempo de comunicacao
entre as camadas. Se, por exemplo, cada acdo do usudrio fosse validada no servidor,

ndo seria possivel diferenciar tempo de conexao de demora do aluno.

Por outro lado, a independéncia do iComb expde o mddulo a um problema de segu-
ranga. Como vimos em capitulo anterior, para que o iComb possa corrigir os alunos a cada

decisdo, uma das possiveis solucdes deve ser de conhecimento do iComb, assim o mesmo
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devera ser informado pelo servidor nao s6 sobre qual € o exercicio em questdo, mas tam-
bém qual € a solugdo para o problema. Enfim, a solu¢@o deve ser enviada para o navegador

e para o iComb mas ndo pode ser lida pelos alunos.

Seguranca nos navegadores

Muita energia e esforco foi gasto para garantir que as informagdes enviadas aos navegado-
res ndo sejam interceptadas e lidas por agentes externos durante este processo. O sistema
criptografico de chave publica e privada garante que a informagdo que chega ao nosso na-
vegador (a) ndo foi lida de forma indevida por pessoas maliciosas e (b) foi enviada pelo
remetente que esperdvamos. Assim, quando movimentamos nosso dinheiro pelo internet
banking ou quando realizamos a compra de algum artigo através da internet temos grande

confianga que as operagdes serdo realizadas de forma segura.

Por outro lado, a garantia oferecida pelos sistemas de seguranca usuais na internet nao
¢ suficiente para as necessidades do iComb. Gostariamos, para os propositos do iComb, de
que as informacoes enviadas aos navegadores nao pudessem ser lidas pelo préprio usudrio,
mas apenas pelo applet do iComb. Fazendo uma analogia com os sistemas bancarios, é
como se desejdssemos criar um internet banking onde o proprio usudrio nao pudesse ler o

c6digo HTML gerado para apresentar seu extrato bancdrio.

Como o iComb é executado no navegador, toda informacdo passada para o mesmo pode
ser potencialmente lida por um aluno suficientemente motivado e talentoso. Enfim, em
termos absolutos ndo € possivel passar informag¢des ao médulo iComb de forma totalmente
segura. Observe que mesmo que as informagdes fossem criptografadas o problema nado
seria resolvido, afinal o iComb devera descriptografi-la e portanto receber a informacdo
da chave criptografica. Mesmo utilizando um algoritmo sem chave criptografica, o aluno
podera descompilar a classe java do iComb e ler o algoritmo perfeitamente. Enfim, ndo ha

como resolver de maneira absoluta o problema.

3.3.6 Web 2.0 e iComb como Widget

A Web 2.0 € hoje um conceito largamente utilizado porém bastante impreciso e fugidio
para uma defini¢do formal. Como exposto em (Oreilly) o conceito Web 2.0 ndo possui

limites rigidos mas sim um “nucleo gravitacional” onde um conjunto de principios e prati-
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cas é amarrado a um verdadeiro “‘sistema solar” de paginas que demonstram alguns destes

principios, numa distincia varidvel deste nicleo.

Este conjunto de principios e praticas reforca a no¢c@o de que os sistemas possuem mais
valor a medida que mais pessoas os utilizam, de maneira que a colaboracdo e a troca de
informacdo é essencial. A medida que o individuo ganha expressividade com as novas
ferramentas da Web 2.0 como paginas wiki, blogs ou redes sociais, 0s mesmos tornam-se

centrais para o desenvolvimento do mundo virtual.

Widgets sdao componentes computacionais integraveis a paginas Web através da sim-
ples operagdo de copiar e colar pedagos de cddigo HTML. A simplicidade e independéncia
dos widgets permite que qualquer pessoa possa integra-los a blogs ou paginas pessoais
tornando o conceito totalmente aderente a plataforma Web 2.0. A figura 3.11 mostra a

disponibilidade da widget do iComb na pagina do projeto.

Widget do iComb!

<!— Inicio IComb - www.matematica.br/icomb ——> -
<div align="center” id="icombdiv">

<iframe frameborder="0" width="605" height="735"
src="http://wwW.natematica.br/icomb/iComb.html™ marginheight="2"
marginwidth="2" scrolling="autoc™ allowtransparency="yes"
name="1icombwidget™ stvle="border:#DBEZED lpx scolid;™ id="icomb™> -

Copie este frecho de cddigo para sua pagina pessoall

m

Figura 3.11: Widget do iComb

Disponibilizar o iComb como um widget foi motivado pela idéia de trazer a Matemdtica
para a Web 2.0 e encorajar o desenvolvimento de uma familia de “widgets matematicos”
para enriquecer o cendrio da educacdo matemadtica na infernet. A utilizacdo e desenvolvi-
mento de widgets no contexto da educacdo matemadtica é raramente feito, por outro lado
individuos e institui¢des de ensino demandam ferramentas colaborativas que possam ser

facilmente compartilhadas em redes sociais.

3.4 Funcionamento do iComb

Nesta seccdo apresentaremos o funcionamento do iComb e sua integracdo com o sistema

SAW. A sequéncia que iremos seguir apresenta a utiliza¢do do iComb do ponto de vista do
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aprendiz utilizando o sistema SAW. O exercicio escolhido faz parte do universo “Cartas
do baralho”.

Supondo que o professor cadastrou um exercicio no sistema SAW atrelado ao médulo
de aprendizagem iComb, o aprendiz, ao utilizar o SAW, observard em seu contexto a pre-
senca de mais um novo exercicio. Diferentemente do Combien?, no iComb é permitido

que o professor defina o exercicio a ser resolvido.

[ Sobre | Manual | Pagina inicial | Reportar erros | Atualiza dados | Sair do SAW ]

Usudrio: Alexandre Luis Kundrat Eisenmann - Curso: Curso Turma: Turma Aula: iComb: aula Exercicio: iComb: baralho de 32 cartas, méos de 2 ca
2043485 teste 1 1 As

Vocé ja enviou solucéio para este exercicio: se quiser ver a solucéio anteriormente enviada dlique aqui

Exercicio

Enunciado: Em um baralho de 32 cartas, quantas m3os de 2 cartas & possivel formar com exatamente uma Dama e um A
Um baralho de 32 cartas corresponde a um baralho comum sem as cartas cujos valores s3o menores do que Sete. Porta
cartas 8 cartas de cada naipe (7,8,9,10,Valete, Dama, Rei e As).

Objeto(s) de saida: Quebre o problema em etapas de modo a chegar no nimero de possibilidades.

R 2
ombinatoria Interativa

Com um baralho de 32 cartas, quantas méos de 2 cartas é possivel formar com | Iniciar
exatamente uma Dama e um As?

Figura 3.12: Tela inicial do iComb

A figura 3.12 apresenta a tela inicial do sistema iComb. O aluno poderd visualizar o

enunciado do exercicio previamente cadastrado pelo professor com a tela do iComb abaixo.

Ao acionar o botdo Iniciar, o aluno dard inicio a resolugdo do exercicio direta-
mente. Observe a sensivel diferenga entre o iComb e o médulo CombienDelivery tratado
anteriormente. Como o CombienDelivery abre o proprio Combien? nao € possivel definir
previamente o exercicio sem que o cddigo do préoprio Combien? seja alterado. Ja o iComb
foi preparado para este tipo de utilizacdo, entdo o exercicio cadastrado pelo professor serd

justamente aquele que o aluno ird observar como mostra a figura 3.12.

Na sequéncia o aluno deverd incluir os estidgios necessarios a resolucdo do exercicio,

etapa representada na figura 3.13.

A figura 3.14 apresenta a interface do iComb apds a inclusido de dois estdgios. No

momento em que a imagem foi capturada o aluno preparava o terceiro estdgio. Observe a
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r|é| iComb v A bl

iComb :
Li!_r!\‘ Combinatdria Interativa ™ KEttp://www.matematica.br

Com um baralho de 32 cartas, quantas méos de 5 cartas & possivel formar com
exatamente 2 cartas de Copas e exatamente duas cartas de Espadas?

Acione o botde "Movo Estagic” para iniciar construgdo. Para ver detalhes do
Universo acione o botdo "Mostrar Universo" ao lado. O botdo "Ajuda’ abrira o
sisterna de Help do iComb.

Canstrugdo

Mowo Estagio

Estéagio

el ] B

Lista e Estagios

Figura 3.13: Tela do iComb
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lista de estdgios previamente criados. Uma diferenca essencial em relacdo ao Combien? é
apresentacdo de imagens reais das cartas ao invés da indicacdo textual. Neste caso especi-
fico, duas cartas de copas e duas cartas de espadas sdo apresentadas em resposta a inclusdao

dos dois primeiros estagios.

(£ iComb

iComb
m ombinatéria Interativa e hittp:

Exercicios

Com um baralho de 32 cartas, quantas maos de 5 cartas & possivel formar com
exatamente 2 cartas de Copas e exatamente duas cartas de Espadas?

Ajuda

Selecione as opgfes para a montagem do primeiro estagio...

Construgda
Estagio
Euguero 1 | elernentos gue werifiguern  uma propriedade | Apagar este Estégio|

escalha configuragdes gue definem elementos de propriedade

e naipeq| ndo esta em 4| J

Walidar Estagio
Lista e Estagios
2 elernentos tais que naipe & Copas @ C(8,2)

2 elermentos tais gue naipe é Espadas ; C(8,2)

1|28 ; 28
Lo 2 L )
v | 27880
.¢. v
Bl e/ " HE

Cligue na imagem para gerar outra configuragdo
IME - LUSP

Figura 3.14: Resolvendo exercicios no iComb

Depois do ultimo estdgio criado, o aprendiz caminha para os momentos finais. Neste

ponto, como apresentado na figura 3.15, o conjunto de cartas abaixo apresenta as cinco
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cartas solicitadas no exercicio. A qualquer tempo o aprendiz poderd observar uma confi-

guracdo de cartas coerente com os estagios definidos até o momento.

|=;| iComb v A X

iComb
m ombinatoria lnterativa

Exercicios

Com um baralho de 32 cartas, quantas maos de 5 cartas & possivel formar com
exatamente 2 cartas de Copas e exatamente duas cartas de Espadas?

Ajuda

Selecione as opgdes para a montagem do primeiro estagio. ..
Construgdo
Mowo Estagin Eu Termineil
Estagio
Lista e Estagios
2 elernentos tais que naipe & Copas @ C(8,2)
2 elernentos tais que naipe & Espadas © C(8,2)
1 elernentos tais gue naipe ndo estd e {Copas, Espadas) : 16
multiplicar 1|28 ™ 28" 1& Cancelar
8 Evv2601¢‘09u
L I
v ..‘ .‘. LI 5
o Al v el e @) PR

Cligue na imagern para gerar outra configuragdo
iMatica / IME - USP

Figura 3.15: Etapa Estagio finalizada

Depois de validada a constru¢ao, uma ultima tela é apresentada ao aluno. Neste ponto
o aluno ird enviar a solucdo para a infra-estrutura do SAW acionando o botao “Enviar”

como mostra a figura 3.16.

Ao contrario do CombienDelivery, podemos mandar a solucdo diretamente para o
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SAW. No CombienDelivery era necessario monitorar o sistema de arquivos do computador
a espera de um novo arquivo, além disso, o aprendiz era obrigado a escolher o diretério
adequado. No iComb, com o controle do cédigo fonte, é possivel eliminar totalmente es-
ses passos de maneira que o exercicio € enviado ao sistema SAW imediatamente apds o

comando “Enviar”.

" (& iComb

iComb
Limm .  BEEP:/

Com um baralho de 32 cartas, quantas mdos de 5 cartas é possivel formar com
exatamente 2 cartas de Copas e exatamente duas cartas de Espadas?

Agui esta sua solugio!

Universo
O conjunto dos subconjuntos com Oelementos obtidos em um Baralho de 32 cartas

Construgédo

2 elementos tais que naipe & Copas MOmero de possibilidades: C(8,2)=28

2 elementos tais que naipe & Espadas Mumero de possibilidades: C(8,2)=28

1 elementos tais que naipe ndo esta em {Copas,Espadas} Mamero de possibilidades: 16=16

Nimero de possibilidades;C(8,2) * C(8,2) * 16=12544

Erviar

iMatica # IME - USP

Figura 3.16: Enviar exercicio concluido ao SAW

Finalmente a solucdo € enviada para o SAW e o professor podera verificar a solucao

consultando o menu especifico do sistema SAW.



Capitulo 4

Deteccao Automatica de Erros

“We learn wisdom from failure much more than from success. We often
discover what will do by finding out what will not do; and probably he
who never made a mistake never made a discovery.”

Samuel Smiles

“A verdade surge mais facilmente do erro do que da confusdo.”
Francis Bacon

4.1 Introducao

Um mecanismo de detec¢ao automatica de erros € um componente capaz de analisar cada
interagdo do usudrio e detectar agdes que podem resultar em erro. Um bom mecanismo
ird advertir o usudrio em todos os momentos onde 0 mesmo cometer um erro, porém nem
sempre € possivel projetar um mecanismo com esta caracteristica. Em alguns casos so-
mente uma deteccdo parcial serd possivel, de maneira que pode haver situacdes em que o
usudrio cometeu uma decisao errada, mas o mecanismo nio € capaz de detectd-la. Assim, a
criacdo de algoritmos de deteccdo de erros depende da classe de problemas, ainda podendo

apresentar variado grau de precisao.

Nessa secdo serd analisada a natureza e estrutura dos problemas propostos pelo iComb,
discutindo-se até que ponto € possivel a criacdo de um algoritmo de detec¢cdo de erro.
O objetivo serd definir uma classe de problemas e um algoritmo que seja correto para

esta classe. Neste contexto, serd dito que um algoritmo é correto para uma classe de

41
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problemas quando, para qualquer problema da classe e qualquer que seja a proposta de

solucdo apresentada, o algoritmo consegue detectar se esta € correta ou nao.

4.2 Estrutura do Problema

Todos os problemas propostos pelo iComb tem um enunciado que respeita sempre a mesma
estrutura: "Quantos conjuntos de /N objetos € possivel formar respeitando as restricoes ...".
Indiretamente os problemas do iComb também referem-se a um determinado universo,
facilmente reconhecivel pelo aprendiz, de maneira que € possivel transformar o modelo
do enunciado acima para "Considerando o universo U, quantos conjuntos de /N objetos é

possivel formar respeitando as restri¢des...".

Por exemplo, considere o problema "Com um baralho de 32 cartas, quantas maos de 5
cartas € possivel formar com exatamente duas cartas de Copas e exatamente duas cartas de

Espadas?". O universo considerado € "Um baralho de 32 cartas", o tamanho dos conjuntos

de interesse € N = 5 e as restri¢cdes sao "duas cartas de Copas"e "duas cartas de Espadas".

Uma vez apresentado o problema, o iComb desafia o aprendiz a encontrar a cardina-
lidade do conjunto resposta para o problema utilizando a interface proposta. O aprendiz

devera entdo definir uma série de Estdgios que resultard na Solucdo para o problema.

Um Estagio possui uma estrutura bem definida, é composto de uma condi¢do e de um
nimero desejado, por exemplo, um dos estdgios para resolver o problema acima poderia
ser: “Eu quero [2] elementos que verifiquem [uma propriedade]: [naipe] [€]

[Copas]”.

Formalmente serd utilizada a letra U para representar o conjunto universo. Quando ha
ambiguidade serd utilizado um identificador como subscrito. Por exemplo Us, representa
o conjunto das cartas de um baralho de 32 cartas, Us, representa o conjunto das cartas de
um baralho de 52 cartas, enquanto Uy representa o conjunto dos jogadores do dominio

Futebol. Observe abaixo o universo das figuras de um baralho Us;.

Use = J Q K A J Q@ K A J Q K A J Q K A
16—{0707<>><>7.7Q>.7¢7@7@>@7@7*7* *7*}

A seguir serdo apresentadas uma série de defini¢cdes importantes para formalizar este

tipo de abordagem presente no iComb.

Definicao 4.1. Um Universo é um conjunto de elementos que partilham caracteristicas
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comuns, em outras palavras, que partilham os mesmos atributos. Cada problema proposto
deixard bem claro qual é o universo de interesse. Um universo pode ser composto por cartas
de um baralho, jogadores de times de futebol ou qualquer outro conjunto a ser definido
futuramente. Como ja foi citado, um universo serd usualmente tratado por U e, quando
necessario, um indentificador em subscrito acompanhara a notagao. Assim, por exemplo

Us, representard o universo das 52 cartas de um baralho comum.

Definicao 4.2. Um Problema apresenta uma questao sobre um determinado universo. Pre-
cisamente, um problema serd uma pergunta sobre qual a quantidade de subconjuntos de
um universo € possivel formar tal que determinadas condicdes sobre os elementos sejam

respeitadas.

Definicao 4.3. Serd denominado como Conjunto Resposta de um problema o conjunto for-
mado conforme solicita o enunciado do problema. Naturalmente a Resposta do problema

€ igual a cardinalidade do conjunto resposta.

Definicao 4.4. Uma Condi¢do é uma expressido que avalia um elemento do universo re-
sultando em verdadeiro ou em falso. Assim, considerando o universo U;¢ € a condig¢ao "c:

naipe é Copas", o conjunto dos elementos onde a condi¢cdo dada resulta em verdadeiro é

{J Q K A
VERVERVERVEE

Definicao 4.5. Um estdgio £7? € o conjunto de todos os subconjuntos de p elementos cuja

condicdo c € avaliada como verdadeira. Por exemplo, considerando a condi¢@o "c: naipe é

" K Ay sJ K A\ gJ Q A\ 5J Q K
Copas ,oestagloEg’:{{Q,@,@},{@,@,@},{@,8,@}7{@78aqp}}-

No presente trabalho sé interessa os estdgios que de fato selecionam algum elemento,
isto é, sO serd considerado estdgio quando hd no minimo um elemento cuja condi¢do é

avaliada como verdadeira. Quando p = 0 considera-se que E? = ().

Definicao 4.6. Dado um estdgio E? de um universo U, o conjunto de elementos deste
universo onde a condi¢do c € avaliada como verdadeira serd chamado de Dominio de um
estdagio e representado pela notagdo F. Ja o nimero de elementos desejado serd represen-

tado por p(F). Assim, num estagio E?, p(E) = p.

Observacao 4.1. Deve-se notar que os estagios utilizados devem ser gerados a partir de
combinagdes de elementos e deste modo a cardinalidade de um estagio £? é dado por

(p‘(E:E')). Note que a cardinalidade do estdgio acima, definido no universo Uy € igual |E| =

(i) = () =4
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Definicao 4.7. Dois estagios F; e E5 sdo iguais, se e somente se, El = EQ. Um corolario
desta defini¢do € que, se £ e Fy sdo iguais, entdo p(F;) = p(F2) e do mesmo modo se

E, e E, sdo iguais, entdo p(E;) = p(Fs). Observe portanto, que os estigios E>

naipe € ouros €

3 ~ . .
E naipe nio estd em {espadas,copas,paus} Sao 1guais.

Definicio 4.8. Um estdgio EP é chamado de estdgio vazio quando p(E) = 0, isto € quando
0 estagio ndo seleciona nenhum elemento. Assim um estagio vazio tem cardinalidade nula,
|E°| = 0.

Definicdo 4.9. Um estdgio E? é chamado de estdgio completo quando p(E) = |E

, 1sto
€ quando o estdgio seleciona todos os elementos do dominio E. A cardinalidade de um

estdgio completo é |E| = 1. Observe que se 0 < k < n entdo (n_”—k'),k, =k< k=n.

Definiciio 4.10. Um estdgio EP é dito trivial quando p(E) = 0 ou quando p(E) = |E)|, isto
¢, quando o estdgio € vazio ou o estagio é completo. Observe que nestes casos 0s estdgios
selecionariam nenhum ou todos os elementos de seus dominios. Assim, um estagio G é
néo trivial quando 0 < p(G) < |G|. Uma constatago interessante sobre um estigio nio
trivial é que seu dominio possui no minimo 2 elementos, portanto, todos 0s estagios cujos

dominios possuem 1 elemento sdo estdgios triviais.

Como os problemas serdo decompostos em estagios, sendo que cada estdgio define
um conjunto parcial de elementos para comporem a solucao final, serd necessario utilizar

produto de estdgios.

Definicio 4.11. O produto de n estagios serd dado por X; x ... x X, = {{z; U... U
[L'n}|l‘1 S Xl N...Nx, € Xn}

Definicao 4.12. Uma Solucdo para um problema do iComb é um conjunto de estigios
E\ Es,, ..., E, onde:

o [ X Fyx...x E, = R,istoé, o conjunto produto dos estigios € igual ao conjunto

resposta R.

e Os conjuntos {El, Ey, ..., En} s@o dois a dois disjuntos, isto €, cada elemento do

conjunto universo s6 pode estar presente em, no maximo, um dos estagios.
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Exemplo 4.1. Por exemplo, suponha o seguinte problema: "Num baralho de 16 cartas,
contendo somente as figuras', quantas maos de 3 cartas é possivel formar com 2 cartas de

copas e 1 cartas de paus?"

Observe que o conjunto resposta 2 € igual a

{03 ar 4 0 ab 0 0 ab {8 5w (8.5, 21 {8 50 8 )
edeideibarheid il
Q?’(?’&} (o 0’4.} {0’07.1.} {0707&}7{070’.&} {Q?’C?’&}
9% ab o0 2l {008 80,81 {80 8 (6 0081

Agora este problema serd analisado decompondo-o em estdgios. Para ilustrar a decom-

.~ L, Leqe . PR 2 1 1
posicao serd utilizada uma em dois estdgios: A = ELic ¢ copas € B = Eqaipe ¢ paus- ASSIM,

A= Epeseopns = {5, 01 {0 01 {5 01 {8, 0 1 {G 01 {5 o1 e
B = Bhigecpus = {{a b {a b {a 1 Lo 1}

E ficil verificar que A x B = B ipe ¢ copas X Enaipe ¢ paus = R portanto o conjunto {4, B}
¢ uma solucao para o problema. Para finalmente responder a pergunta, isto é, a quantidade
de “maos”, deve-se descobrir a cardinalidade do conjunto R que pode ser expressa por

|R| = |A| x |B| =6 x 4 = 24.
Também pode-se escrever |A| = (‘A|) |B| = (‘B|)). Portanto |R| = (;1) X (111) =
6 x 4 = 24.

Definicao 4.13. Um problema serd chamado de simples ou do tipo simples quando possui
uma solucdo nos termos discutidos na definicao 4.12. Em outras palavras, se um problema

€ simples e R € o conjunto resposta, existe um conjunto de estigios F, Es, . .., I, onde:

.E1XE2X...XEn:R

e Os conjuntos {Ey, Fs, ..., E,} sio dois a dois disjuntos.

A atual versao do iComb esta restrita a resolug¢do de problemas do tipo simples. Como
serd mostrado posteriormente, o iComb pode reconher qualquer solu¢do para um problema

simples além de poder apontar uma proposta de solucao incorreta.

1Figura de baralho sdo as cartas Valete, Dama, Rei e As.
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4.2.1 Filtro e Frequéncia

Visando formalizar o reconhecimento de diferentes solucdes para um mesmo problema,

serdo utilizados mais dois conceitos complementares, os conceitos de filtro e de extracdo.

Definicao 4.14. Suponha dois conjuntos A e B, ftrg(A) é o filtro de B por A definido por
{z € B|A C z}. Informalmente, o filtro de um conjunto B por A é o subconjunto de B

cujos elementos contém os elementos de A.

Suponha
_rJ Q J J K J J A Jy (Q K Jy Q A Jy (K A J
R_{{@7@7‘.}7{@7@7*}7{Qpa@7& 7{@7@7*}a{@7@7*}7 QQ?QQa&}?
J Q Q J K Q J A Q Q K Q Q A Q K A Q
{@7@7*}7{(}7@7*}7{@7@7*}7{@7Q’*}?{@?@?*}?{@?@?*}?
A A A
{58 a8 6 a b (8.8, a1 {8 6 a1 S 5, 2 b {8, 50 a b
J A J K A J A A K A A A K A A
{@787.‘}7{@7@7*}7{@7@7*}a{87@7*}7{87@7*}7{@7@7&}}
Entao:
A A A
o frr{a}) =3, 3 o300 o b {0 0 a1 (S 6 a1 S 8 o 1S 5 s
A A A A
d ftTR( I.;ﬂQQ ):{{éaQ)?I;}?{g?@vi}:{g’(wi}}
A A
hd ftTR({I;a@,g ):{ 57@7[;}}
o ftrr({a}) =0
hd ft’f‘R({I;,é,g,é ):Q)

o ftrr({}) =R

Portanto, € facil ver que

on_ (JEI=1Al (1] — A
101 = (i) ) ~ T wim e+

Definicio 4.15. Suponha dois conjuntos A e B, extp(A) é a extragcdo de B por A definido
por {z € B|A ¢ z}. A extracdo de um conjunto B por A é o subconjunto de B cujos
elementos nao contém os elementos de A. Uma extracdo é o complemento de um filtro no
sentido em que ftrp(A) Uextg(A) = B.
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o cate({}) = {3, 3 2140 0 a1 {3, 0, 2 1 {3 6. 21 {3 50 2 )
SRR R EAE NS R CAE S TR S - At s}
EIYS B E R S IR A N PR AR AR

{86 a1 {80 a1 8. 5.4

A A A
L4 extR({§’@}>:{{é’87i}7{é7g7i}’{é7o7i 7{8’@’1}7{37@71}’
KAJ}{JQQ}{JKQ}{JAQ}{QKQ
VENVEN S ERUVERVEN SERUVERVEN SERUVERVEN SERSVERVEN PE
Q A Q K A Q J Q K J K K Q K K
{Q?@7*}7{®7@7*}7{@7@7*}7{@7@7*}7{@7@7*}7

J A J K A J A A K A A A
{@787.‘}7{@7Qa&}a{@aQy*};{ga@7*}){87@7*})
K A A

{0 0, att

A A A
o extR({I;’@7g ):{{é’871}7{&;7g?i}’{é’@71}7{8’[5’1}’{87@71}’
K A J J Q Q J K Q J A Q Q K Q
@7@?*}7{@’@7*}’{@7@7&}7{@7@’&}7{@’QQ?& )
Q A Q K A Q J Q K J K K J A K
{@7@7*}7{@7@7*}7{@7@7*}7{@7(97;,}7{@7@7* )

QR K K Q A K J Q A J K A J A A
{QQ?(QJ*}7{@7@7*}7{@7@7*}7{@7Q7*}7{@7Q7*}7
K A A A K A A
{87@7*}7{87@7*}7{©a07*}}
o cat({§}) =R

. extR({I;,é,g,é )=R

o catp({}) =10

Definicao 4.16. Define-se a frequéncia com que um conjunto de elementos A ocorre em

B como Fg(A) = %

Entao:

FR({I;}) =
FR({I;7 é ) = %

A
FR({ivwvg ):2_14

Fr({a}) =0

FR({i7éugué ):0

Fr({}) =1
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Observacao 4.2. Seja um universo U eumelementoe € U. Se Fy X Fy X ... X B, = R
e e € E) entiio a frequéncia Fi, ({e}) é igual a Fr({e}). Em outras palavras, a frequéncia
que um elemento ocorre no estagio que o contém, deve ser idéntica a frequéncia que o

elemento ocorre no conjunto resposta 3.

Exemplo 4.2. Para ilustrar este resultado considere o conjunto R descrito logo acima e os

estagios:

hd El?cupeecopds_ {{é7 } {07 Q7} {Q’)?QQ} {07 QQ} {QQ?QQ} {Q??QQ}}

® Epipeepus = g {ah {81 {31

Note que Frz, ({6} = Fa({5}) = 3 ¢ Fy, , ({3}) = Frl{3}) =

nalpe é copas nalpe é paus

Assim, se os estdgios forem definidos corretamente, a frequéncia de ocorréncia de um
elemento em seu estdgio é exatamente igual a frequéncia que o mesmo ocorre no conjunto
resposta. Ainda mais, supondo um estdgio F, tal que 1 < p(E) < |E|, é possivel calcular

a frequéncia do elemento e € E.

Teorema 4.1. A frequéncia com que um elemento e € E ocorre no conjunto resposta R é
igual a Fr({e}) = |E|

Demonstracdo. Como foi visto na observacado 4.2, a frequéncia que um elemento ocorre
no estagio que o contém, deve ser idéntica a frequéncia que o elemento ocorre no conjunto
resposta R, portanto Fr({e}) = Fg({e}). Utilizando a definicdo 4.16 e a identidade 4.1,

segue que
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_ tredenl ()
Fatte) = e - Loeell oo
p(E)
(E|-1)!
_ (B—ptETF D) (p(E) - 1)!
B
2 )p(E)!
UE=TT
_ =0
p(E)(p(Ey=T)!
|E]
4.2)
]

Teorema 4.2. A frequéncia com que dois elementos pertencentes a0 mesmo estigioe € E

e f € E ocorram simultaneamente & dado por Fip({e, f}) = 22@E-D

[E(|E]-1)
Demonstragdo.

|E|—2

ftT’ €, f ( E —2)
Fr{e, f}) = Fe({e, f}) = |ftre({e. f})I _ \w(B)
|E| ( |E| )
p(E)
(|E|—2)!
= (Bl= +2)!(p(E)—2)!
(1£]!

_E)@E) - 1)
[EI(E[- 1)

4.3)
[l

Teorema 4.3. A frequéncia com que dois elementos pertencentes a estigios distintos e; €

E, e ey € E, ocorrem simultaneamente é dado por Fi({ey, e2}) = % X %
Demonstragdo. Fr({er,e2}) = Fi,({e1}) x Fp,({ea}) = B2 x B2 O

O mesmo raciocinio pode ser facilmente estendido para o célculo da frequéncia com
mais de dois elementos. Entretanto, para os propdsitos do desenvolvimento a seguir esse

exercicio nao sera necessario.
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Exemplo 4.3. Em um baralho de 32 cartas, quantas mdos de 5 cartas podemos formar

com exatamente 3 Ases e 3 cartas de Paus?
Uma solug@o para o problema € o conjunto de estdgios { A, B, C'} definidos abaixo:

A=

valoreasenzupeepaus = {{ }}

B = Evaloreasenalpenaoepaus {{Q7Q} {070} {Q>Q9}}

C valornaoeasenalpeepaus = {{&7&} { } {7 10} { } {* g} { }7
{a .,.} {a & } {3} {i 52.} {aah{sa s
{a 8 {a ?.} {3. f} {oah s 2115 & %
{oahlaaria e

Como foi visto anteriormente, a resposta para o problema é

x |B] x |C] =
3 x 21 = 63. A tabela 4.1 apresenta todos os 63 elementos do conjunto resposta para
o problema enquanto a tabela 4.2 mostra de forma concisa a frequéncia com que cada

elemento e cada dupla de elementos aparece no conjunto resposta.

A tabela de frequéncia contém apenas os elementos do universo que aparecem em
alguma configuracio da resposta, isto é que possuem frequéncias maior do que zero. A
primeira linha contém as frequéncias individuais de cada elemento enquanto que a regiao
central apresenta as frequéncias com que dois elementos ocorrem simultaneamente Por
exemplo, consultando a tabela de frequéncia é facil observar que os elementos o * estao
ambos presentes em o7 das configuracdes validas para o exercicio. Enfim, estas duas cartas

presentes em exatamente 12 configuracdes das 63 apresentadas na tabela 4.1.

4.3 Estrutura da Solucao

Na perspectiva de um corretor automatico ndo basta conhecer uma solu¢do de um pro-
blema. Na realidade serd necessdrio conhecer todas as solugdes possiveis. SO desta ma-
neira serd possivel munir o sistema de um bom algoritmo de correcao automaética. Natu-
ralmente, se um problema possui mais do que uma solug@o e o sistema s6 conhece uma,

como poderia verificar que uma solucao alternativa esta errada?

Observando o exemplo 4.2 da pagina 48, ndo hd nada que indique que o conjunto

1 4 - ~ =
de estagios {E> naipe & copass Lnaipe é paus } € @ Unica solugdo para o problema. De fato, varios

dos problemas do iComb e do Combien? possuem mais do que uma solugdo. Desta
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8L9LNLJLQLKL9LN ~ o O o

Seb S of Oobf i of S of Oobl < of Oofj < B
1~ off 1~ o 1~ off 1~ ofj 1~ ofi 1= ofj 00 ofj 0 eff O o O efl O o D of B S of off S o Sof S of S o B O
<O <O/ To[ Tl o T TO T WO T <O o[ W o T O[T W T <O T
SRR ERCER R ERERCERERCER R R ERER R R R R R R R
AMAMAMAMAUAHAHA o T of Tef of o T of T ef Tof T of T of T of Tof
e A DA U =00 AU M V1 AW N[OV P JO o
1~ off 1~ off 1~ of| 1~ of 1~ of 1= o] cO el o0 ofj 0 of 0 B O eff > ofl O o o > of S ofl S o 2 B B S o Ooby
SR ENE SRR R R RS R RS REN R R R R RS R R A RS RS A Rt o ot
ST T Y T T T T Y WA T wAY YWY W WY WY T WA <
0 i i T s i T I s i I s e s e i i i
e D U A D U W P U1 P I o
D~ o 1~ off 1~ of) 1~ off 1~ of) 1~ ofj O of) o0 o] 0 ef) 0 o OB Do D ef B S oB S oB S oh S S of S O
0 1 O 1 0
TUTY T AT TG Y WA T T T WA T T T W T T T

Tabela 4.1: Conjunto Resposta para o problema do exemplo 4.3.
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2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 2
7 7 7 7 7 7 7 1 3 3 3
7 8 9 10 J Q K A A A A
Y SR SR SR SR SR SR S o ©

1 1 1 1 1 1 2 4 4 4|7

21 21 21 21 21 21 7 21 21 21 )

1 1 1 1 1 2 4 4 4|38

21 21 21 21 21 7 21 21 21 &

1 1 1 1 2 4 4 409

21 21 21 21 7 21 21 21 &

11 1 2 4 4|10

21 21 21 7 21 21 21 &

1 1 2 4 4 4 |J

21 21 7 21 21 21 &

1 2 4 4 4Q

21 7 21 21 21 &

2 4 4 4 |K

7 21 21 21 &

2 2 2|4

3 3 3 &

11| A

3 3 &

1] A

3 L)

A

Q

Tabela 4.2: Tabela de Frequéncias para o conjunto Resposta do problema do exemplo 4.3.
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forma, serd necessario compreender se hd uma estrutura geral que descreve a solugdo para
um problema do iComb de modo a poder usd-la na forma de um algoritmo de deteccdo

automatica de erro.

Por exemplo, considere o problema: "Num baralho de 16 cartas, contendo somente as

figuras, quantas maos de 5 cartas € possivel formar com 4 ases e duas cartas de espadas?"

O conjunto resposta para este problema é

A A A A A A A A A A A A
R={{; o aabicaosabioaoealt

Existe mais de uma decomposi¢ao em estagios para este problema, duas destas decom-

posicdes sao:

o {E? E

3 }
valor € 4s’ “~naipe € espadas e valor ndo € s

b {E 3alor ¢ 4s e naipe é preto? E 3alor ¢ 4s e naipe é vermelho? E r}ajpe é espadas e valor ndo € as } .

O conceito de frequéncia serd util para discutir em que condi¢des um problema terd
mais do que uma solu¢do. Dado um conjunto resposta, quanto maior for o nimero de so-
lucdes, maior serd o custo computacional do mecanismo de deteccdo automadtica de erros.
Por outro lado, se este nimero € reduzido, a criagdo do mecanismo serd na mesma medida

mais simples.

Teorema 4.4. Seja S = {51, S5,,...,5.,}e Z ={Zy,Zs,...,Zy} duas solugdes para um
problema P de conjunto resposta 2 num universo U. Suponha um estdgio S;,0 < i < n

tal que 0 < p(S;) < |S;|. Se dois elementos a,b € S; entdo a,b € Z;,0 < j < m.

Em outras palavras, deseja-se provar que se dois elementos a, b pertencem a um estagio
ndo trivial da solugdo .S, os dois elementos deverdo pertencer a um mesmo estdgio na
solu¢do Z. Lembrando que estdgio trivial é um estdgio que seleciona todos ou nenhum

elemento de seu dominio.

Demonstracdo. Sabe-se que a, b pertencem ao mesmo estagio S; portanto:

S|

Fr({a}) = Fr({b}) = (4.4)
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_ p(Si)‘(p(SD -1 4.5)

Observe que 0 < p(S;) < |S;] implica |:S;| > 2, portanto a expressdo 4.5 ¢ valida pois
ndo hé possibilidade de divisdo por zero.
Suponha, por contradi¢do, que a,b € S; pertencem a estdgios distintos em 2, por

exemplo a € Zy e b € Z,. Quando dois elementos pertencem a estdgios distintos, sua

frequéncia em conjunto €é dada pela expressao:

Fila0) = Py, () Py, (8)) = Futfa)) x Fal o)) =52 46)
Igualando as equagdes (4.5) e (4.6) tem-se:
PSIP(S) 1) _ pl(Si)? wn

SIS =1) 182

Se p(S;) = 0, aigualdade acima serd verdadeira. Se p(.S;) # 0, temos:

P(igz‘) -1 p(t%)
1Si| — 1 |Si]

|‘§z|<p(sz) —1)= p(sz)(|§z| - 1)

"gi’p(si) - |‘§z| = p(Sz)ygz’ —p(Si) = |gz‘ = p(S) (4.8)
O que é absurdo ja que por hipétese 0 < p(S;) < |S;].
O
Teorema 4.5. Seja S = {51, S5,...,S.}e Z ={Zy, Zs, ..., Z,,} duas solugdes para um
problema P de conjunto resposta iR num universo U. Suponha dois estdgios S;,0 < < n

eS;,0 <j<mntaque0 < p(S;) < |Si|e0 < p(S;) < |S;|. Se dois elementos a, b

pertencem a estagios distintos em S, também pertencerao a estagios distintos em 7.

Demonstracdo. Novamente serd utilizada uma prova por contradi¢do. Sejaa € S; e b €

S;. Como a e b pertencem a estdgios distintos entao
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Fr({a,b}) = Fs,({a}) x Fs;({0}) = Fr({a}) x Fr({0}) (4.9)

Suponha, por contradi¢do, que a e b pertencam ao mesmo estigio Z; de Z. Assim

sabe-se que:

Fu{a)) = Fa(io}) = 220 @10
f

p(Zy)(p(Zy) = 1)

Frlte b)) =2 2 12 =D

(4.11)

Resultado anédlogo ao teorema anterior. Finalmente, substituindo 4.10 em 4.9 e igua-

lando 4.11 e 4.9, tem-se

p(Z)(p(Zs) = 1) _ p(Zs)? (4.12)

Zi\(1Zs] = 1) |22

Como anteriormente, analisa-se os dois casos: p(Z;) = 0 ou quando p(Z;) = | Z;].

Sep(Zs) =0
Como o elemento a pertence tanto a \S; quanto a Zy, sua frequéncia pode ser expressa
de duas maneiras diferentes resultando na igualdade % = pl(Z—Zf’"). Se p(Zy) = 0 entdo

p(S;) = 0, o que contraria a hipétese.

Se p(Zy) = | Zy|

, entao p|(ZLff|) = 1ep(S;) = |5 o que contraria a

hipStese novamente, ja que 0 < p(S;) < |S;|. Enfim, nos dois casos a hipétese foi negada,

Da mesma maneira, se p(Z;) = |Z;

resultando num absurdo.

Os dois resultados acima mostram que se dois elementos estao presentes em um estagio
ndo trivial de uma solugdo, entdo devem pertencer a um mesmo estdgio numa solugdo alter-
nativa. Analogamente, se dois elementos estdo presentes em estdgios ndo triviais distintos

de uma solug¢do, deverdo estar presentes em estdgios distintos de uma solugdo alternativa.
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Em qualquer um dos casos, uma alteragao neste padrdo ocasionaria alteracao das frequén-
cias dos elementos, seja a frequéncia individual do elemento, seja a frequéncia conjunta

considerando os elementos dois a dois.

Teorema 4.6. Sejam S e Z duas solucdes para um problema P de conjunto resposta R num
universo U. Se um elemento a pertence a um estdgio ndo trivial de S, entdo a pertence a

um estdgio nao trivial de Z.

Demonstracdo. Considere a pertencente ao dominio de um estagio S; ndo trivial em S.

Como S; € nao trivial sabe-se que 0 < p(5;) < |§Z\ A frequéncia de a em R € dado por

p(Si)
|S:]

. Dividindo a expressdo 0 < p(S;) < |S;| por |S;| temos 0 < Fg({a}) < 1.

Suponha, por contradi¢do que a pertenca a um estagio trivial de Z. Ora se o estdgio é

trivial entdo a frequéncia de a em R deverd ser igual a zero ou igual a 1. Absurdo!

]

Teorema 4.7. Seja S = {51, S5,...,S.}e Z ={Zy, Zs, ..., Z,,} duas solugdes para um
problema P de conjunto resposta R num universo UU. Suponha um estdgio 5;,0 < i < n

tal que 0 = p(S;) < |Si|. Se um elemento a € S;e a € Z;,0 < j < mentido p(Z;) = 0

Demonstragdo. Se a pertence tanto a S; quanto a Z; entdo Fr({a}) = Fs,({a}) =
Fy,({a}) = B8 = B2 — 0, pois p(S;) = 0. Entao p(Z;) = 0.

]

Teorema 4.8. Seja S = {51, S5,,...,S.,}e Z ={Zy,Zs,...,Z,} duas solugdes para um
problema P de conjunto resposta R num universo U. Suponha um estdgio S;,0 <i < n
tal que 0 < p(S;) = |Si|. Se um elemento a € S; e a € Z;,0 < j < m entio p(Z;) = | Z,|

Demonstragdo. Se a pertence tanto a S; quanto a Z; entdo Fr({a}) = Fs,({a}) =
Fy,({a}) = 530 = 5220 = 1, pois p(S;) = |S,|. Entdo p(Z;) = |Z].

O

Os trés teoremas acima mostram que se um elemento pertence a um estagio trivial de
uma solugdo, deverd pertencer a um estagio trivial de uma solucao alternativa. Além disso
mostram que se um elemento pertence a um estdgio nio trivial, ele devera pertencer a um

estdgio ndo trivial de uma solucdo alternativa.
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Teorema 4.9. Seja S = {S1,S5,...,5.} e Z ={Zy, Zs, ..., Zy} duas solugdes para um
problema P de conjunto resposta R num universo U. Se \S; e Z; sdo estdgios ndo triviais e

existe um elemento a tal que @ € S; e a € Z; entdo S; = Z;.

Demonstragdo. Primeiramente mostra-se que S; = Z;.

Suponha, por contradicdo, que existe um elemento e # a em S; tal que e ¢ Zj. Ora,
mas isso € absurdo pois pelo teorema 4.4 dois elementos que pertengcam a um mesmo
estdgio ndo trivial de uma solucdo, devem pertencer a um mesmo estdgio na solucdo alter-
nativa. Observe que tanto a quanto e pertencem a S’l mas somente a pertence a Z j» entao

conclui-se que 51 - Zj

Pelo mesmo raciocinio conclui-se que Zj C Si. Ora, se 5'1- C Zje Zj C S'i entao
Zj - Sz

Observe que Fr({a}) = Fs,({a}) = Fz,({a}) = p‘(%) = p|(Z~ZJjj|)

Como |Z;| = |S;| entdo p(S;) = p(Z;)
Enfim, como Z; = S; e p(S;) = p(Z;) entdo S; = Z;
0
Teorema 4.10. Seja S = {S1,5:,..., 5.} e Z = {Z1,Zs,...,Z,} duas solugdes para

um problema P de conjunto resposta R num universo U. Se S; € um estdgio ndo trivial de

S entdo existe Z; € Z ndo trivial tal que S; = Z;

Demonstragdo. Seja e € S;. Pelo teorema 4.6 existe um Z; nao trivial tal que e € Z;.

Entdo, pelo teorema 4.9, S; = Z; ]

Teorema 4.11. Seja S e Z duas solugdes para um problema P de conjunto resposta R num
universo U. Seja Syr = {S1, 52, ..., S,} o conjunto dos estdgios ndo triviais de S e seja

Znt ={Z1,%Zs,...,Zn} o conjunto dos estdgios ndo triviais de Z. Entdo Sy = Zyr.

Demonstragdo. Pelo teorema 4.10 sabe-se que para cada elemento em Sy existe um es-
tdgio ndo trivial em Z. Portanto Sy C Zyp. Por raciocinio andlogo conclui-se que

ZNT - SNT. Portanto SNT = ZNT- O]

Reescrevendo o resultado acima de maneira mais geral, se S e Z s@o conjuntos de

estdgios solug@o para o mesmo problema P, entdo.
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{reS:0<plx)<|z|}={reZ:0<px)<|z|} (4.13)

Para completar a andlise necessita-se discutir os casos restantes, isto é, quando p(E) =

E| e quando 0 < |E| < 2 pois no desenvolvimento acima supde-

0, quando p(E) =
se que E tem no minimo 2 elementos. Comecando do final, é simples observar que se
0 < |E| < 2, entdo p(E) = 0 ou p(E) = |E| de maneira que ndo vai ser necessario

comentar este ultimo caso em separado.

Observe que se p(F) = 0, a frequéncia dos elementos de F serd necessariamente
igual a 0, isto é, nunca serdo selecionados para o conjunto resposta. Por outro lado, se
p(F) = | E| afrequéncia dos elementos de E serd sempre igual a 1, ou seja, estes elementos

estardo presente em todos as respostas.

Nosso objetivo é preservar as frequéncias dos elementos. Note que se p(F) = 0 todo
elemento de E podera pertencer a qualquer outro estagio GG sem alterar sua frequéncia se
p(G) for igualmente igual a 0. Da mesma forma, se p(E) = |E|, todo elemento de £

poderd pertencer a qualquer outro estigio G sem alterar sua frequéncia se p(G) = |G’ |.

Em outras palavras se S; e S5 s@o dois conjuntos de estdgios solu¢do para o mesmo

problema P, entdo:

U E;, = U G, (4.14)

E;e51 G;€S2
p(E;)=0 p(Gi)=0
U E= Gi (4.15)
E;€51_ Gi€S2_
p(E:)=|E4 p(Gy)=|Gi|

Finalmente, considerando os resultados (4.13), (4.14) e (4.15) pode-se enunciar uma

forma geral para verificar se um conjunto de estdgios € uma solucdo para um problema P.

Teorema 4.12. Seja .S um conjunto de estagios solucio para um problema P. Um conjunto
de estdgios Z serd solucdo para o problema P se, e somente se, as trés igualdades abaixo

forem verdadeiras:

{reS:0<plx)<|z|}={reZ:0<px)<|z|} (4.16)
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U i = U 7 4.17)
zeS TEZ

p(x)=0 p(x)=0

U F= U 7 (4.18)
zeS TEZ
p@=lz|  pl@)=la]

O exemplo abaixo ilustra a aplica¢do do teorema a um problema especifico. A partir de
uma solugdo dada serd discutido se outras duas solu¢des candidatas sdo de fato solucdes,

ou ndo, para o problema. Como serd visto, a primeira solu¢do candidata € uma solugao

alternativa ao problema enquanto a outra nao é.

Exemplo 4.4. Com um baralho de 32 cartas, quantas mdos de 20 cartas é possivel formar

com 3 Ases, 4 cartas de Espadas e 16 cartas vermelhas?

Como o universo € Us, € que uma solugdo para o problema é:

S — (B

aipe é vermelho?

E} E?

naipe € espadas e valor € s “~naipe é espadas e valor ndo é és}

Assim, o conjunto resposta [? para o problema € igual a:

R=ES x El

3
naipe ¢ vermelho naipe é espadas e valor é ds x E, naipe € espadas e valor ndo € 4s

Para simplificar a notacdo, sera considerado £, = E1¢

naipe é vermelho?

Ep=EFE!

naipe € espadas e valor € ds
— 3 4 .
€ EC - Enaipe é espadas e valor ndo € ds* Observe também que:

p(E4) =16 e |E4| = 16.
p(EB) =1le |EB‘ =1.
p(Ec) =3e |EA| =17.

Suponha duas solugdes candidatas C; e (5 tal que:

— 8 8 1 3

Cl - {E naipe € copas’ E naipe € ouros’ E naipe € espadas e valor é ds’ E naipe é espadas e valor ndo é és}
— 16 4

02 - {E naipe é vermelho’ E naipe é espadas}

A pergunta que deve ser respondida é: Cy e (5 sdo solugdes para o problema P dado?

Para responder a pergunta, pode-se utilizar o resultado obtido no teorema 4.12. Sabe-se
que o conjunto S = {E 4, Ep, Ec} é uma solugdo para o problema. Agora serd verificado

se os conjuntos C e (5 sdo também solugdes, para tanto serd necessdrio verificar cada
uma das equagdes 4.16, 4.17 € 4.18.
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Observe que:

e {ZL’ S S:0< p(l’) < |1~:|} = {EC} = {Er?aipeéespadasevalornﬁoéés}

= _ 7 8 910 J QK AT 8 910 J QK AA
L4 U CCES~'I_EAUEB_{Qpa@’QQ)@7@7@7@7@7070’07<>7<>7<>7O’<>7‘}
Realizando as mesmas operagdes para ('} temos:

L {.1' € Cl 0< p(x) < |£’} = {Er?aipeéespadasevalornﬁoéés}

.Ux€C1 j:@
p(x)=0
~ 7 8 9 10 J K A 7 8 9 10 J K A A
.U($€)CI1~‘$:{Q)7@’@7QQ)QQ??Q?QQ)QQ)Q?Q’Q)0707270’07‘}
p(x)=|%

Como as trés igualdades 4.16, 4.17 e 4.18 sdo verificadas, conclui-se que ' € solugdo

para o problema. Analisando agora C5:

b {ZL’ €Cy:0< p([E) < |‘%’} = {Eéaipeéespadas}

.UxECZj:Q)
p(z)=0
~_ (7 8 9 10 J Q K A 7 8 9 10 J Q K A
L U:EECQ 37—{@7@;@7@7@7@7@7@7070707<>7<>7<>7Qa<>}

p(z)=Z|

Observe que a igualdade falha para a primeira e terceira equacdes de maneira que pode-

se concluir que C5 nao € solucdo para o problema.

Portanto, como foi visto, C'; € uma solucdo igualmente valida para o problema. Note
que os dois primeiros estdgios de C; selecionam todas as cartas vermelhas, do mesmo
modo que o estagio £/4 da solugdo S. Estes dois estdgios de C; tem a propriedade p(F) =

|E|. Como E,4 também possui a mesma propriedade, a equagdo 4.17 € vélida. Os outros

estagios sdo idénticos, deste modo pode-se encerrar a andlise neste ponto.

Ja C'5 ndo € solugdo para o problema P uma vez que a equacio 4.16 ndo € verificada.

A equagio 4.16 exige que todos os estdgios onde 0 < p(E) < |E| de uma solugdo sejam
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idénticos aos estagios que possuem a mesma popriedade na outra solug¢do, o que ndo € ver-
3 4 5
dade uma vez que Enaipe é espadas e valor ndo € 4s 7é Enaipe é espadas* De fato, observe que a SOhlgaO

candidata C, permite que conjuntos que nio contém As de Espadas pertencam  resposta

do problema.

Outra maneira de verificar a validade de uma solu¢@o € montar uma tabela de frequéncia
para a solucdo candidata. A tabela 4.3 apresenta a tabela de frequéncia do exercicio para
S e portanto, para C';. Entretanto, se o leitor montar a correspondente tabela relativa a C',

verd que resulta uma tabela completamente diferente.

4.4 Algoritmo

O teorema 4.12 define as condi¢cdes em que uma solucdo candidata serd considerada uma
solucdo de fato para um problema do iComb. Pode-se expressar o teorema da seguinte
maneira. Seja S uma solucdo para um problema, a solucdo candidata Z também serd

solugdo se, e somente se:

e Todos os estagios ndo triviais de Z forem idénticos aos estdgios ndo triviais de S

e Os conjunto dos elementos que pertencem aos dominios de estdgios vazios sao idén-

ticosem Seem Z

e Os conjunto dos elementos que pertencem aos dominios de estdgios completos sao

idénticosem S e em 2

Esta equivaléncia possibilita que a partir de uma solu¢@o sabidamente correta, € possi-
vel avaliar a corretude de quaisquer outras solucdes candidatas de maneira relativamente
simples. O algoritmo de detec¢do automatica de erros do iComb € precisamente a imple-

mentacdo do teorema 4.12 e pode ser visto no anexo da pagina 78.

Cada decisdo do aluno realizada € avaliada imediatamente e caso qualquer uma das trés

condigdes seja falsa, o aluno serd notificado no mesmo momento.
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Tabela 4.3: Tabela de Frequéncias do exemplo 4.4.
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4.5 Limites doiComb

A partir dos resultados anteriores fica claro o grande potencial do iComb para aplicacdes
de exercicios. Entretanto, nota-se que ele foi definido apenas para a classe de problemas
simples e portanto deve-se investigar o quao grande ¢é esta classe. Infelizmente, chega-se
a conclusdo que existem problemas combinatdrios, semelhante aos considerados, que nao

sdo do tipo simples. Como no exemplo seguinte.

Exemplo 4.5. Em um baralho de 32 cartas, quantas maos de 6 cartas podemos formar com

exatamente 3 Ases e 3 cartas de Paus?

Antes de ser mostrado que de fato este problema nao é do tipo simples, e portanto nao
solivel pela atual versdo do iComb, vale notar que o exemplo a seguir € simples e € muito

parecido com o exemplo 4.5.

Exemplo 4.6. Em um baralho de 32 cartas, quantas mdos de 5 cartas podemos formar com

exatamente 3 Ases e 3 cartas de Paus?

Este exemplo é o mesmo do exemplo 4.3 que foi apresentado e resolvido na pagina 50.
Porém, quando se altera a quantidade solicitada de 5 para 6 cartas, o exercicio deixa de
ser do tipo simples, ndo podendo mais ser resolvido com ajuda do iComb. Mesmo que a
quantidade solicitada fosse 7, o problema também nao seria do tipo simples. Entretanto, é
possivel alterar sutilmente o problema de maneira a torna-lo um problema do tipo simples.

Isso € feito no exemplo seguinte, acrescentando-se a restri¢ao “nada a mais”.

Exemplo 4.7. Em um baralho de 32 cartas, quantas maos de 6 cartas podemos formar com

exatamente 3 Ases e 3 cartas de Paus e nada mais?

A razdo para que exercicios como o exemplo 4.5 ndo podem ser resolvidos com o

auxilio do iComb ¢é decorrente da seguinte propriedade.

Teorema 4.13. (Teste de simplicidade) Dado um problema P, do tipo simples, sobre um

universo U e um conjunto resposta R de P. Sejam dois elementos a,b € U tal que

Fr({a}) # 0, Fr({b}) # 0 e extr({b}) # 0, entéo:

Fr({a}) # Fewrpop({a}) = Fr({a}) = Fr({b}) (4.19)
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Demonstracdo. Como P é do tipo simples e R é o conjunto resposta, existe um conjunto
de estagios { £y, Fo, ..., By} talque By X By x ... X E, = R

Quando dois elementos a, b pertencem a estdgios distintos entdo Fr({a}) = Fepyop) ({a})
e Fr({b}) = Featp({ay)({b}), isto &, se forem eliminadas todas as configuragdes onde um
dos elementos existe, a frequéncia com que o outro elemento ocorre nao € alterada. Este
resultado é baseado no fato de que a frequéncia de um elemento no conjunto resposta é
idéntica a frequéncia deste elemento no estdgio em que pertence, ndo importando quais

s30 0s outros estagios.

Se Fr({a}) # Featppy({a}) entdo a e b pertencem ao mesmo estigio, digamos
E. Ora, dois elementos que pertencem ao mesmo estigio possuem exatamente a mesma
frequéncia, isto é, Fr({a}) = Fr({b}). O

Supondo o exemplo 4.5 com 7 cartas ao invés de 6, Em um baralho de 32 cartas,
quantas mdos de 7 cartas podemos formar com exatamente 3 Ases e 3 cartas de Paus?,
vamos usar o resultado acima para provar que nao se pode resolvé-lo pelo iComb em seu

estagio atual.

Para facilitar a andlise, o conjunto Resposta [? serd escrito como a unido de dois con-
juntos que formam uma particdo de R: o conjunto dos elementos que possuem o i eo

conjunto dos elementos que ndo o possuem. Sendo R seja o conjunto resposta do exerci-

R= ftTR({i}) UextR({i})

onde ftrR({ﬁ}) representa o conjunto onde todas as configura¢des contém i enquanto

cio, entao:

extr({ é }) representa o conjunto das configura¢des que ndo contém i.

Neste ponto é importante observar que pode-se resolver cada uma das partes do pro-
blema pensando novamente em estdgios. Assim, ftrg({ i}) eextr({ i }) podem ser rees-
critos como:

o ftrr({y}) = E; x E; X

valor € 4s e naipe € paus valor € 4s e naipe nio € paus
2 2
E valor ndo € 4s e naipe € paus X E valor ndo ¢ 4s e naipe € vermelho
Ay _ 3 3
b 61’15}{({ & }) - Evalor € 4s e naipe ndo € paus X Evalor ndo € 4s e naipe é paus X
El

valor ndo € 4s e naipe é vermelho
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Como

| =1

valor € 4s e naipe € paus

B

valor € 4s e naipe no € paus

|=C5=3

EQ

valor ndo € ds e naipe € paus

|=Cf =21

E2

valor ndo € ds e naipe € vermelho }

—cit=01

E3

valor € 4s e naipe ndo € paus

=1

|2

valor ndo € 4s e naipe é paus

| =Ci=35

=14

|5

valor ndo € 4s e naipe € vermelho }

Temos

o firp({a}) =1x3x 21 x 91 =5733

o extp({y}) =1x 35 x 14 = 490

Como ftrR({i}) N extR({i}) = () entéo

IR| = 'ftrR({i})‘ + extR({i})‘ — 5733 + 490 = 6223

A partir do resultado acima é facil verificar que Fr({ i}) = o33 _ 17

6233 — 127"
que o exercicio ndo pode ser resolvido pelo iComb ¢ importante calcular a frequéncia

Para provar

de outro elemento com frequéncia maior do que zero. Escolhido o elemento ng, pode-se
calcular sua frequéncia em duas etapas, primeiro no conjunto Ry = ftrg({ i}) e depois

no conjunto Ry = ea:tR({ﬁ}).

Seja E; = E? e By = FE! Entio:

valor ndo € ds e naipe € vermelho valor ndo € ds e naipe € vermelho*

E
hd FR1({1Q§]}) = P|(E11|) = % =

=

E>
L4 FRz({IQg}) = p|(]jz|) = 11_4
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Com os resultados acima pode-se calcular através da formula

({10}) |R1|FR1({10})+\R2|FR2({10}) . 5733><%+490><1—14 __ 819435 __ 854 __ 122
|R| - 6223 T 6223 T 6223~ 889

Do teorema 4.19 temos que se o exercicio P puder ser resolvido pelo iComb entdo
Fr({o}) # Fanqap{ o)) = Fal{y}) = Fr{}). Como Ry = extp({y}) temos

Frll gD # Fusggy U V) = Fr{gh = Fal{ o 1)

Fal{ g} # Ful{ D) = Ful{ ) = Ful{ ) 1)
122 r 122

@#— 27~ 89

O que € claramente um resultado falso. Portanto, o exercicio proposto ndo pode ser

resolvido pelo iComb.

No caso do exemplo 4.6 da pagina 63, qualquer dupla de elementos que respeitem as
hipéteses do teorema 4.13 resultam em verdadeiro quando submetidos a implicagdo 4. 19
Considere, por exemplo, os elementos £ s € - Como FR({ D = Flung 4 ({ 1 =

entdo 4.19 resulta em verdadeiro.

A
%

expressao verdadeira. Naturalmente para provar que o exemplo 4.6 é do tipo szmples serd

~ A A A A 4
A expressdo Ip({,}) # FextR({ﬁ})({o}) = Fr({5}) = FR({ }) também resulta
em verdadeiro quando sdo considerados os elementos . € o aJdque 3 ;é :> 3 % € uma
necessdrio avaliar a expressao para todas as duplas de elementos, operacdo desnecessdria

pois os estdgios ja foram apresentados anteriormente.

4.6 Nova classe de exercicios

A limitacdao do iComb apresentada na secdo 4.5 mostra que hd uma classe de exercicios
que ndo sdo do tipo simples, portanto ndo soluciondveis pelo iComb em seu estagio atual.
Porém, como foi visto, é possivel resolver “pedacos” do exercicio pelo mesmo modelo
utilizado no iComb. Na realidade, no exemplo dado, o exercicio pode ser agrupado em
dois casos simples e ao final soma-se os resultados parciais dos dois grupos para obter a

resposta desejada.

Esta técnica sugere que € possivel desenvolver para o sistema iComb uma interface

mais geral, para tratar de exercicios como o proposto no exemplo 4.5. De fato, uma in-
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terface similar foi criada para o sistema Combien? e chamada de CaseSetBuilding para
ilustrar o fato de que cada sub problema do exercicio é um caso do chamado, na nomen-

cladura do Combien?, de SetBuilding.

A fim de melhorar a compreensdo desta restricdo do iComb, serd definida uma nova

classe de problemas, os problemas compostos.

Definicao 4.17. Um problema serd chamado de composto ou do tipo composto quando
possui uma solucdo que pode ser expressa como uma soma de 2 ou mais parcelas diferentes
de zero, cada qual uma multiplicacdo de estdgios. Assim, um exercicio do tipo composto

terd uma solucdo, por exemplo, da forma E; X Ey 4+ F3 X Ey X Ej.

Observe que nao se sabe se, dado um universo, o conjunto de todos os problemas
simples € disjunto do conjunto de todos os problemas compostos. Foi mostrado através do
teste de simplicidade apresentado no teorema 4.13 da pagina 63 que existem problemas
que ndo sdo do tipo simples e sdo do tipo composto mas ndo € possivel ter certeza de que
nao existem problemas que sejam ao mesmo tempo simples e composto. Se for possivel
mostrar que estes conjuntos nao possuem interseccao, bastard verficar se um problema tem
uma solugdo do tipo simples ou do tipo composto para reconhecer em qual grupo pertence

sem a necessidade da aplicagdo de teste de simplicidade.

A figura 4.1 representa a relac@o entre os conjuntos de problemas num diagrama de
Venn. Note que ndo se sabe ainda se existem problemas que sejam simples € compostos ao
mesmo tempo, apesar da certeza de que existem problemas compostos que nao sao do tipo

simples.

De qualquer maneira, independente da discussdo acima, é possivel estender o iComb.
Na realidade, ao menos duas escolhas sdao possiveis no esfor¢o de dotar o iComb da pos-
sibilidade de resolucdo de exercicios como o do exemplo 4.5. A primeira op¢do € o ca-
minho escolhido pelo Combien?: criacdo de uma nova interface, ou maquina (novamente
na nomenclatura do Combien?) especializada neste tipo de exercicio. A segunda opg¢do
¢ sutilmente diferente: alteracdo e generalizagdo da interface existente de maneira a in-
corporar a possibilidade da separacdo de um exercicio em outros sub problemas num todo
coerente. Nesta alternativa, o aluno ndo deve escolher a priori com qual maquina iré tra-
balhar, porém, de alguma maneira, deverd ser capaz de dividir o problema em instancias

menores.
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Figura 4.1: Classes de Problemas

4.7 Conclusao

No presente capitulo apresentou-se um estudo sobre condi¢des necessdrias e suficientes
para o desenvolvimento de um algoritmo de detec¢ido automética de erros para a classe de
problemas combinatdrios considerados. Foi definida uma classe de problemas, denomi-
nado simples, para a qual provou-se que é sempre possivel validar uma proposta de solu-
¢do, ou seja, se esta proposta apresenta erro € possivel aponta-lo e se a solugdo proposta
estd correta, pode-se verificar a auséncia de erro. Estes resultados possibilitaram a gera-
¢do de um algoritmo de detec¢do automdtica de erros para os problemas do tipo simples -

apresentado no anexo 1, a partir da pagina 78.

Além disso, foi mostrada a existéncia de problemas que nao sio do tipo simples e que
portanto ndo podem ser utilizados no iComb por nio ser soluciondveis pelo seu algoritmo
verificador. Foi apresentado um caso particular de problema que ndo € do tipo simples
(denominado composto) e demonstrado ndo ser possivel resolvé-lo através dos mecanismos
disponiveis no iComb. Também foi apresentado um teste para verificar se um problema nado
pode ser do tipo simples a partir de seu conjunto resposta. Entretanto, foi mostrado que é
possivel decompor este problema em outros menores, cada um deles sendo do tipo simples,
e portanto utilizdveis no iComb. Ao final foram discutidas possibilidades de mudanca na

interface atual do iComb para permitir a utilizacdo de problemas compostos.



Capitulo 5
Resultados

“Tell me and I forget, teach me and I remember, involve me and I learn.”

Benjamin Franklin

“O aluno ouve e esquece, vé e se lembra, mas so compreende quando

faZ.”

Conficio

5.1 Experimento

O iComb foi avaliado por um grupo de seis professores de matematica do ensino médio, de
maneira que nio houve explicacdo de conceitos de combinatéria. O experimento consistiu
na resolu¢do de um exercicio de forma assistida pelo instrutor utilizando o iComb. Na
sequéncia foi solicitado que os professores resolvessem o restante dos exercicios utilizando

0 sistema.

Os exercicios apresentados foram:

1) Com um baralho de 32 cartas, quantas maos de 2 cartas € possivel formar com exa-

tamente uma Dama e um As?

2) Com um baralho de 32 cartas, quantas maos de 5 cartas € possivel formar com exa-

tamente 2 copas e 2 espadas?
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3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

CAPITULO 5. RESULTADOS

Com um baralho de 52 cartas, quantas maos de 8 cartas € possivel formar com exa-

tamente 1 as, 2 reis e 2 valetes?

Com um baralho de 32 cartas, quantas maos de 8 cartas € possivel formar com exa-

tamente 4 ases e 4 reis?

Com um baralho de 32 cartas, quantas maos de 20 cartas € possivel formar com 3

Ases, 4 cartas de espadas e 16 cartas vermelhas?

Com um baralho de 32 cartas, quantas maos de 12 cartas € possivel formar com o

minimo de sete cartas de copas, exatamente 4 ases, 2 cartas de espadas e nada mais?

Com um baralho de 32 cartas, quantas maos de 18 cartas € possivel formar com 6

cartas de ouros, no maximo 4 pretas, exatamente 4 valetes e exatamente 4 ases?

Com um baralho de 32 cartas, quantas maos de 13 cartas € possivel formar com no

minimo 1 carta de copas, exatamente 5 cartas pretas e exatamente 4 ases?

Com um baralho de 32 cartas, quantas maos de 13 cartas € possivel formar com 12

cartas vermelhas, exatamente 3 ases e no maximo 4 cartas de ouros?

Quantos times de 13 jogadores podemos formar com exatamente 5 jogadores do time

azul e exatamente 5 jogadores do time verde? !

Ao final, o seguinte questiondrio foi entregue ao grupo de 6 professores:

1y
2)
3)
4)
5)
6)

7)

Vocé conseguiu resolver os exercicios propostos?

Quando o iComb apresentou mensagens de erro, facilitou na resolug@o no exercicio?
Vocé acha que o iComb pode ajudar no ensino de combinatéria?

Vocé tem alguma sugestao para melhorar o iComb?

Sobre a utilizacdo do iComb, vocé acha que: a) facil b) razodvel c) dificil

De que modo vocé utilizaria o iComb em sala de aula?

Comentarios Gerais

1

exercicio do universo futebol
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Vamos analisar questdo a questao os resultados obtidos.

1)

2)

3)

4)

Vocé conseguiu resolver os exercicios propostos?

Trés professores responderam que sim (com facilidade comentou um dos professo-
res) enquanto os outros 3 responderam que resolveram alguns dos exercicios propos-
tos. E importante observar que o exercicio 3 do experimento estava configurado de

forma incorreta, de maneira que qualquer tentativa de resolucao resulta em um erro.

Quando o iComb apresentou mensagens de erro, facilitou na resolucdo no exerci-
cio?
Cinco dos seis professores respoderam que sim. Alguns professores sugeriram me-

lhoria na qualidade das mensagens, de maneira a tornd-las mais claras aos alunos.

Vocé acha que o iComb pode ajudar no ensino de combinatoria?

Novamente, cinco entre os seis professores disseram que o sistema pode ajudar no
ensino de combinatdria. Neste ponto vdrias observacdes foram feitas: ... quem esti-
ver apresentando em sala de aula (laboratério) precisa ter dominio do assunto...”, “...
recurso facil de ser aplicado; poderia ser desenvolvido atividades com niveis avanca-
dos.”; “certeza que sim, se as mensagens forem mais didaticas.”; “Sim, sem divida”;
“Sim, € uma boa ferramenta de auxilio ao ensino-aprendizagem.”. O professor que
respondeu que o iComb ndo pode ajudar no ensino de combinatdrio disse: “Nao,

porque o programa nao estd muito claro do que se pede no exercicio”.

Vocé tem alguma sugestao para melhorar o iComb?
Neste ponto uma série de sugestdes foram propostas: “Dicas para resolugdo de exer-

cicios”; “Aceitar respostas similares” 2; “Elaboracdo de questdes para grupos dife-

rentes” 3; “A tela inicial, até o momento, apresentdvel. A quantidade de exercicios
€ pequena, provavelmente, haverd a necessidade de se acrescentar recursos para fa-
cilitar a inser¢do de questdo e visualizacdo. Trabalhar com Ergonomia do Software
e Design de Interacdo; “Sim, que as mensagens sejam mais didéticas, e que se co-

loquem links explicativos.”; “Acredito [que] se houve[r] uma mensagem de erro por

2Na realidade, como vimos no decorrer deste trabalho, o iComb aceita todas as respostas possiveis e
rejeita todas as respostas incorretas.

30 iComb permite a inclusio de exercicio de maneira que é possivel trabalhar com um repositério de
exercicios. E possivel a elaboragio de exercicios para grupos diferentes quando utilizamos o iComb junto a
algum sistema LMS como o SAW.
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5)

6)

7)
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escrito ja ajuda ou um manual para facilitar” 4; “Melhorar as mensagens de erros por
que ndo conseguimos ver exatamente qual era o erro”; “Sim, um nimero maior de

exercicios.”

Sobre a utilizagdo do iComb, vocé acha que: a) fdcil b) razodvel c) dificil

Obtivemos 5 alterativas (b) e uma alternativa (a)

De que modo vocé utilizaria o iComb em sala de aula?

As respostas a esta questao foram bastante variadas: “Montaria questdes para resolu-
¢do em grupos”; “Utilizaria nas aulas de pés-graduagdo em Informatica na Educacao
que leciono como forma de apoio aos profissionais da drea de informética e mate-
matica”; “Ap0s vdrias aulas de combinatdria, permuta e arranjo, Como apoio nas
resolucdes de exercicios e maturacdo de conceitos”; “Laboratério de matemética ou
sala de informética no estudo de probabilidade.”; “Se ele fosse mais claro, utilizaria
com certeza, mas como estd os alunos teriam dificuldade em resolver as questoes

onde desmotivaria os alunos.”

Comentdrios Gerais

Os comentdrios gerais foram: “O projeto é muito bom, porém ainda falta um pou-
quinho de aplicabilidade em sala de aula”; “Faca um ambiente de ensino que facilite
o modo de utilizacdo para o usudrio e ndo a facilidade do raciocinio. Em Design
de Iteragdo de um produto de software deve-se pensar na experi€ncia para o usuario
nas metas de usabilidade do produto e na qualidade do ensino e aprendizagem para
apoio ao aluno e profissional da drea.”; “o iComb trava muito (pode ser o sistema?)
e deve abranger exercicios bem iniciais de combinatdria geral (com menos baralhos)
e, claro, bem mais exercicios.”; “A idéia é 6tima, valeu. Espero que em breve esteja

com mais opg¢des e facilidades visando também o aluno em sala de aula.”.

5.2 Analise dos Resultados

No geral, a avaliacdo do iComb foi positiva com a percep¢ao geral de que o sistema era uma

boa id€ia e qtil para o ensino de combinatéria. Houve um grande nimero de comentarios

com relagdo a quantidade reduzida de exercicios do iComb ilustrando o nao entendimento

“Este professor havia comentado sobre mensagens de erro em branco anteriormente. Provavelmente se
refere a algum erro ocorrido durante a utilizacdo do iComb.
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do conceito de repositério de exercicios. De fato, o sistema iComb pode trabalhar com
qualquer nimero de exercicios, nao havendo qualquer referéncia aos exercicios no cédigo
fonte do programa. Este comentario dos professores reforca a importancia da idéia de

repositorio de exercicios.

Criticas a qualidade das mensagens de erro foram feitas por boa parte dos professores.
Além da deficiéncia do sistema, este conjunto de comentdrios mostra que a utilizacao do
sistema iComb ndo ¢ trivial e imediata, pois se fosse, os professores dariam menos im-
portancia as mensagens de erro obtidas. O fato de que 5 entre 6 professores avaliaram a

utilizacdo do iComb como de razodvel dificuldade corrobora esta dltima observacao.
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Capitulo 6

Conclusoes

O grupo Combien? definiu as bases matemdticas do chamado método construtivo (Le Cal-
vez et al., 2003, Giroire et al., 2006, Tisseau et al., 2000) para ajudar os alunos a resol-
verem exercicios de combinatdria estabelecendo quatro interfaces pedagdgicas especiais.
O sistema Combien?, que implementou estes conceitos, ¢ um aplicativo concebido para
ser localmente instalado na mdquina de professores e alunos. O sistema foi testado com

sucesso no sistema educacional francés.

Adequar o Combien? ao paradigma Web e a educacdo a distancia motivou o desen-
volvimento deste trabalho. Em especial, pode ser bastante produtivo integra-lo a sistemas
gerenciadores de curso, como ocorre no sistema SAW com os médulos de aprendizagem

iGeom - Geometria Interativa na Internet e iGraf - Grdficos Interativos na Internet.

A primeira abordagem tentada foi uma integrag¢do direta do sistema Combien?, esta
abordagem levou a defini¢do e implementagao do CombienDelivery. Entretando, esta nao
se mostrou uma boa alternativa, por exigir alteracdes no sistema Combien? que deveriam
ser feitas pelo grupo francés, mas isso mostrou-se muito lento. Além disso, tal alternativa
reduziria o espaco para futuras alteracdes e adequagdes a realidade do aluno brasileiro,

restringindo o potencial de adequagdo e evolugdo do sistema.

A definicdo do iComb - Combinatdria Interativa na Internet baseado na experiéncia
do Combien? e respeitando a arquitetura do iGeom e iGraf foi a alternativa encontrada
para o desenvolvimento de um sistema voltado ao aprendizado de combinatéria aderente
ao paradigma Web. O iComb foi definido para ser facilmente integrado a sistemas como

0 SAW e procurando estender a idéia do Combien?, incorporando algumas caracteristicas

75
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inéditas como uma arquitetura de plugins. Além disso foi possivel demonstrar que hd uma
classe de exercicios que nao podem ser resolvidos pelo iComb em seu atual estidgio de

desenvolvimento.

A proposta da arquitetura de plugins foi flexibilizar o sistema de maneira a permitir que
NOVOS UNiversos e seus respectivos exercicios sejam criados. A motivagcao por tras desta
idéia € a suspeita de que exercicios de determinados universos podem ser mais efetivos
para a aprendizagem do que outros, dependendo do ambiente sécio cultural dos alunos em
questdo. De fato, alguns professores presentes no experimento realizado propuseram a cri-
acdo de exercicios que nao utilizassem baralhos ou cartas. A atual versdo do iComb possui
dois plugins, o universo “Baralho” e o universo “Futebol”, este tltimo possivelmente mais

ao gosto dos alunos brasileiros.

A fundamentag¢do matemadtica apresentada no capitulo 4 é nova, ndo tendo sido encon-
trada nos trabalhos relativos ao Combien?. Ela foi resultado do esfor¢o para dotar o iComb
de um bom algoritmo para a deteccdo automdtica de erros. E importante destacar que uma
das contribuicdes deste trabalho foi encontrar condicdes necessdrias e suficientes que ca-
racterizam uma solucdo correta. Esta caracterizagdo viabilizou um algoritmo rdpido para
avaliacdo automdtica de respostas dos alunos. Entretanto, esta fundamentacdo também
mostrou a existéncia de uma classe de exercicios que ndo € do tipo simples e que portanto

nao pode ser resolvido pelo iComb em seu atual estdgio de desenvolvimento.

A disponibilizacdo do iComb como widget , de maneira a permitir sua incorporagio
em blogs ou piginas pessoais tem o potencial de aumentar e estimular conteudos relativos
a matematica pelo mundo virtual. A atual implementacdo permite a inclusdo da widget
do iComb através da simples operacdo de copiar e colar, bastando a cépia do trecho espe-
cifico na pégina oficial do sistema. Uma vez incorporado na péagina hospedeira o iComb
ird sortear um dos exercicios presentes na sua base de dados a cada vez que a pagina é

recarregada.

O sistema iComb - www.matematica.br/icomb - serd distribuido gratuitamente e a dis-

ponibilizacao de seu codigo-fonte se encontra em estudo.
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6.1 Trabalhos Futuros

Um trabalho que ainda devera ser feito com o iComb sdo estudos mais acurados sobre sua
utilizagdo em ambientes educacionais reais. Também seria interessante criar uma comuni-
dade de professores que desenvolvessem novos problemas e depois os testassem com seus

alunos.

A atual versdo do sistema iComb registra todas as decisdes realizadas pelo aluno du-
rante o processo de resolu¢do de um exercicio. Além disso, 0 momento em que a decisao
ocorre também é armazenado no sistema e estd disponivel para andlise. Assim, um traba-
lho interessante a ser realizado, seria o desenvolvimento de uma interface que apresentasse
a resposta do aluno ao professor de forma dindmica, como se fosse um filme, possibili-
tando ao professor “assistir’” a resolu¢do do aluno. Este formato mostrard claramente ao
professor todas as decisdes tomadas, as mensagens de erro apresentadas e o tempo gasto

em cada etapa da resolucao.

No capitulo 4 apresentamos o desenvolvimento matemdtico que resultou no algoritmo
de detec¢do automatica de erros. Além disso mostramos que existe uma classe de exer-
cicios que ndo pode ser resolvido pelo iComb. Por outro lado, vimos também que esta
classe de exercicio possui sub problemas, cada qual resolvivel pelo iComb de forma iso-
lada. Esta constatacdo nos dd confianca de que é possivel estender o iComb de maneira a
tornd-lo adequado a trabalhar com este novo grupo de exercicios, além de preservar boa
parte do desenvolvimento uma vez que o formato atual resolve os sub-problemas. Este

futuro trabalho ird tornar o iComb uma ferramenta pedagdgica mais abrangente.



Anexo 01

Algoritmo de Detecdo Automatica de Erros

Segue o codigo fonte do algoritmo de detecgdo automatica de erros fruto dos resultados

descritos neste trabalho.

package icomb.erro;

import icomb.formula.Binomio;
import icomb.objects.Condicao;
import icomb.objects.Element;
import icomb.objects.Estagio;
import icomb.objects.Universo;

import java.util.HashSet;
import java.util.Hashtable;
import java.util.Iterator;
import java.util.Map;
import java.util.Set;
import java.util.Vector;

/**

* Esta classe verifica a solugdo de um problema do IComb.

* No construtor informamos a lista de elementos do universo
* e um conjunto solugdo de condigdes.

*

* @author eisenmann

*

*/

public class Avaliador

{

private Element[] elementos;
private Condicao[] condicoes;
private Map elemParticao;
private Map elemResposta;
private Map particoes;

/**
* O array de condicoes representa um conjunto solugdo para o problema
*
* @param universo
* @param condicoes que sdo uma solugdo para o problema
*/
public Avaliador (Universo universo, Condicao[] condicoes)

{

Vector vecElementos = universo.getElementos();
elementos = new Element [vecElementos.size()];
for(int i=0 ; i<vecElementos.size(); i++)

{

elementos[i] = (Element) vecElementos.get (i)

}

this.condicoes = condicoes;
this.elemParticao = new Hashtable();
this.elemResposta = new Hashtable();
this.particoes = new Hashtable();
for (int i=0; i<elementos.length ; i++)
{
for (int j=0 ; Jj<condicoes.length ; Jj++)
{
if (condicoes[]j].evaluate(elementos[i]))
{
if (elemParticao.get (elementos[i]) !=null
throw new RuntimeException("Elemento ndo pode pertencer a mais do que uma condigao!");
else

{
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elemParticao.put (elementos[i], condicoes[]]);

Set set = (Set) particoes.get (condicoes[]]);
if (set == null)
set = new HashSet();

set.add(elementos[i]);
particoes.put (condicoes[]], set);

/**

* Este método permite adicionarmos uma condigdo candidata para o problema.
* A Condigdo ndo precisa ser idéntica a alguma das condig¢des informadas no
* contrutor, porém precisa ser compativel.

*

* A todo o momento o conjunto de solugdes candidatas serd confrontado com
* o conjunto solugdo informado no construtor e uma mensagem de erro sera

* langada quanto os conjuntos ndo forem compativeis

*

* @param condicao candidata

*

/
public void adicionaCondicao (Condicao condicao)

{

Set setCondicoes = new HashSet ();
Set setElementos = new HashSet();
for (int i=0; i<elementos.length ; i++)
{
if (condicao.evaluate (elementos[i]))
{
setElementos.add (elementos[i]);
setCondicoes.add (elemParticao.get (elementos[i]));

}
if (setElementos.size()==0)
throw new RuntimeException ("Nenhum elemento do conjunto universo atende as restrigdes informadas. Cada estdgio criado devera selecionar ao me

if (setCondicoes.size()==0 || setCondicoes.size()==1 && (setCondicoes.iterator().next() == null)
throw new RuntimeException("As restrig¢des informadas selecionam elementos do conjunto univero que ndo deveriam ser escolhidos para este exerc

// Frequencia dos elementos ndo é igual a 1 isto é
// nem todos os elementos estdo sendo selecionados
if (condicao.getQuantidade() != setElementos.size())
{

if (setCondicoes.size()>1)

{

Iterator it = setCondicoes.iterator();

Condicao cl = (Condicao) it.next();

Condicao c2 = (Condicao) it.next();

HashSet conjElementosl = (HashSet) particoes.get(cl);
HashSet conjElementos2 = (HashSet) particoes.get (c2);

Iterator it2 = setElementos.iterator();
Element el=null;

while (it2.hasNext())

{

Element elemento = (Element) it2.next();
if (conjElementosl.contains(elemento))
{

el = elemento;

break;

}

}

Iterator it3 = setElementos.iterator();
Element e2=null;

while (it3.hasNext ())

{

Element elemento = (Element) it3.next();
if (conjElementos2.contains(elemento))
{

e2 = elemento;

break;

}

}

throw new RuntimeException("Este estdgio certamente ird alterar a distribuig¢do desejada dos elementos. " +
"Ela envolve elementos que deveriam ser selecionados em estdgios distintos." +
" Por exemplo, os elementos " + el + " e " + e2 +
" devem estar presentes em estdagios distintos.");
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Condicao baseCondicao = (Condicao) setCondicoes.iterator().next();
Set baseElementos = (Set) particoes.get (baseCondicao);

if (setElementos.equals (baseElementos))

{

if (condicao.getQuantidade() != baseCondicao.getQuantidade())
throw new RuntimeException("A condigdo selecionada esté& provavelmente correta, porém o numero de elementos estd errado. ");
}
else
throw new RuntimeException("Esta selegdo ird alterar a distribuigdo esperada de alguns elementos.");
}
else

{
ITterator it = setCondicoes.iterator();
while (it.hasNext())
{
Condicao baseCondicao = (Condicao) it.next();
Set baseElementos = (Set) particoes.get (baseCondicao);

if (baseCondicao.getQuantidade() != baseElementos.size())
throw new RuntimeException("Alguns elementos terdo sua frequéncia alterada para 1, isto é, sempre irdo aparecer.");

}
// Se chegou aqui, condicao individual é ok
consolida (condicao, setElementos) ;

ass

* Depois das verificacoes, consolida condigdo ao conjunto de elementos.

*

* @param cond

* @param setElementos

*/
private void consolida(Condicao cond, Set setElementos)
{

Iterator it = setElementos.iterator();

while (it.hasNext())

{

Element e = (Element) it.next();
Condicao ¢ = (Condicao) elemResposta.get (e);
if (¢ !'= null)

throw new RuntimeException("Mais do que 1 estdgio seleciona um elemento ");

it = setElementos.iterator();
while (it.hasNext())
{
Element e = (Element) it.next();
elemResposta.put (e, cond) ;

Valida solugdo completa. Mesmo que todas as condigdes
candidatas sejam individualmente compativeis é possivel
que ao final do processo alguns elementos ndo tenham sido
selecionados.

T S

/
public void valida()
{

Iterator it = elemParticao.keySet () .iterator();
while (it.hasNext())
{

Element e = (Element) it.next();
Condicao cSolucao = (Condicao) elemParticao.get (e);
Condicao cResposta = (Condicao) elemResposta.get (e);

if (cSolucao null && cResposta !=null)
throw new RuntimeException ("Elementos indevidos estdo sendo selecionados.");

if (cResposta == null && cSolucao !=null
throw new RuntimeException("H& elementos que ndo estdo sendo selecionados. Ex:" + e);

/**
* Reinicia a verificacgéo
*/
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public void reset ()
{

this.elemResposta = new Hashtable();

}

/**

* Solugdo informada estd correta? 1 - Sim, 0 - Néo
*

* @return 1 - Sim, 0 - N&o

*/

public int getResposta()
{
try
{
valida();
}
catch (Exception e)
{
return 0;
}

return 1;
}

/**

* Verifica se a férmula do estdgio estd correta

* @param universo

* @param stage

*/
public static void deteccaoDeErroFormula (Universo universo,Estagio stage)
{

Condicao condicao = stage.criaCondicao();
Vector elementos = universo.getElementos();

int n=0;

for(int i=0 ; i<elementos.size() ; i++)

{

Element element = (Element) elementos.get (i);
if (condicao.evaluate (element))

n++;

}

int p = condicao.getQuantidade () ;

Binomio binomio = new Binomio();

long resultadol = binomio.calcula(n,p);

long resultado2 = 0;

resultado2 = stage.getFormula().calcula(stage.getN(), stage.getP());

if (resultadol!=resultado2)
throw new RuntimeException("Calculo Invalido");

}
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