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PARTICOES CONEXAS BALANCEADAS EM (GRAFOS

1 Introducao

Grafos sao estruturas muito usadas para representar a existéncia ou nao de relacoes en-
tre elementos de um dado conjunto. Assim, redes de comunicacao, fluxos em redes de
transporte, mapas geograficos e relagoes bindrias em geral sdao muito bem representados
por grafos, e neste caso, varias questoes de interesse pratico podem ser investigadas. Por
exemplo, qual o seu grau de vulnerabilidade (se a queda de poucas ligagoes ou vértices
causam a perda de conexidade), sua estabilidade (qual o nimero méximo de vértices in-
dependentes que contém), qual o seu diametro (maior distancia entre quaisquer dois de

seus vértices), se podem ser particionados em um certo nimero de subgrafos conexos, etc.

Essa tultima questao pode ser de interesse tanto pela sua aplicabilidade direta em diver-
sas situacOes praticas, mas também no seguinte contexto. Algoritmos para problemas
em grafos podem utilizar o seguinte procedimento recursivo: dado um grafo conexo G,
particiona G em dois subgrafos conexos de tamanhos aproximadamente iguais, resolve os
correspondentes subproblemas para esses subgrafos e de suas solugdes obtém uma solugao
para o grafo original G. A exigéncia de que a particao seja tao balanceada quanto possivel
objetiva minimizar a profundidade da recursao e a discrepancia dos tamanhos dos grafos

usados em qualquer nivel do processo de recursao.

Estamos interessados em problemas dessa natureza, onde G = (V, E) é um grafo conexo
com pesos associados aos seus vértices. Um dos problemas a ser investigado, chamado
Mazx q-Particao Conexa Balanceada (Max-PCBy), é o seguinte: dado um grafo conexo
G = (V,E) com uma fungao peso w : V — Z definida sobre seus vértices, encontrar
uma g-particao {V1,Va,...,V,} de V tal que G[V;] (grafo induzido por V;) é conexo para
1 <14 < g e o peso do mais ‘leve’ deles seja o maior possivel. Mais formalmente, queremos
encontrar uma tal particdo que maximiza a funcao min{w(V;) : i =1,...,q}, onde w(S)

denota o peso de um conjunto S, definido como a soma dos pesos de seus elementos.



2 Algoritmos

Nao sao muitos os algoritmos que foram desenvolvidos para o Max-PCB,. Quando ¢ =2 e
G é um grafo completo o problema é equivalente a uma variante do problema Max Mochila,
denominada Max Soma de Subconjuntos, onde os lucros e os pesos sao iguais. Como Max
Mochila tem um esquema de aproximagao completamente polinomial [13], segue que o

Max-PCB3 também tem um tal esquema para esta classe de grafos.

Ainda no caso ¢ = 2, para grafos conexos (e 2-conexos), o melhor resultado conhecido é um
algoritmo de aproximagao obtido por Chlebikova [8] que resolve o problema dentro de uma
razao de %. No caso ¢ = 3. Salgado e Wakabayashi [19] obtiveram uma 2-aproximagao

para grafos 3-conexos.

No caso em que o grafo de entrada é uma arvore varios algoritmos polinomiais foram
desenvolvidos. Destacamos, em particular, o algoritmo devido a Perl e Schach [18] cuja
complexidade de tempo é O(¢?r(T) + gn), onde r(T) é o raio da arvore de entrada T,

para qualquer ¢ fixo.

No caso do Max-PCB, sem pesos, um resultado devido a Lovész [14] (veja também
Gyori [9]) garante que é possivel obter uma g-partigao conexa balanceada em tempo poli-

nomial, quando o grafo é g-conexo.

Em suma, para grafos arbitrarios e ¢ > 3, o problema Max-PCB, ainda foi pouco investi-

gado.

3 Aplicacoes

A grande motivacao no estudo de algoritmos para a solucao desse problema é a sua aplica-

bilidade em diversas situagoes praticas, dentre as quais destacamos as seguintes.

A primeira aplicacdo vem da area de recuperacao de informacao. Considere o grafo
que modela a classificagao automaética de termos em classes representando termos mais
gerais [20]. Cada termo é representado por um vértice do grafo e dois vértices estdo conec-
tados se os termos correspondentes sao relacionados. O problema consiste em dividir o
conjunto de vértices em conjuntos disjuntos de modo que cada conjunto de vértices ird
representar um conjunto de termos para formar um termo mais geral. Tal conjunto de
termos deve refletir a interrelagdo entre os diferentes termos no conjunto. Para a classi-
ficacdo em termos mais gerais ter sentido nenhum subconjunto deve ser muito pequeno.
Para particionar o grafo em ¢ termos mais gerais precisamos resolver o Problema Max

g-Particdo Conexa Balanceada.



Uma outra aplicacdo interessante é em sistemas operacionais [10, 11, 5]. Considere uma
arvore enraizada onde os vértices representam procedimentos; sendo que existe uma aresta
de um vértice A para um vértice B se o procedimento A chama o procedimento B. O
peso de um vértice representa a quantidade de meméria exigida para alocar o procedimento
correspondente. Se a soma de memoria exigida para todos os procedimentos é maior do que
o espago disponivel na memoria principal é necessério um sistema de paginacao [22]. Um
sistema de paginagao é uma particdo dos procedimentos em conjuntos disjuntos chamados
paginas. Somente algumas pédginas podem estar na memoéria simultaneamente, devido
as limitacoes de espaco, as demais sao armazenadas em memoria secunddaria. Paginas
sao trocadas entre as memorias principal e secundaria de acordo com a utilizacao de seus
procedimentos na hora da execucdo. As operacoes de troca sao lentas, devido as operacoes
de entrada e saida que precisam ser feitas na memoria secunddaria. Assim, para reduzir a
quantidade destas operacoes, objetiva-se armazenar procedimentos que sao chamados um
pelo outro na mesma pagina. Ou seja, o objetivo é particionar a arvore em ¢ subdrvores,

e definir para cada pagina uma tal subarvore.

O tamanho da memdria de uma pédgina deve ser suficientemente grande para armazenar
todos os seus procedimentos. Visto que péginas diferentes sdo trocadas com outras (na
memoria principal), devemos alocar para cada pagina a quantidade de meméria da pagina
de maior tamanho, para permitir trocas entre quaisquer paginas. Neste caso, desejamos
minimizar a quantidade de memoéria da pagina com o maximo tamanho. Ou seja, buscamos

uma g-particao onde a componente com o menor tamanho seja o maior possivel.

Existem muitas outras aplicagoes em diferentes dreas como: processamento de imagens [2,
15, 16], andlise de clusters [17], simulagbes cientificas [21], projeto de redes de telefonia

movel, projeto de circuitos VLSI [1], biologia computacional, etc.

4 Atividades a serem desenvolvidas

Investigaremos inicialmente vérios algoritmos que foram desenvolvidos para o caso especial

do Max-PCB, em o grafo de entrada é uma drvore.

Encontramos diversas referéncias bibliograficas a respeito de algoritmos polinomiais para
esse problema [18, 12, 6, 4, 7, 3], e em particular & uma técnica (de shifting) desenvolvida
por Becker e Perl [5] que permite resolver algumas variantes (outras fungoes objetivo)
desse mesmo problema. Nossa pesquisa consistird em estudar esses algoritmos, entender
suas complexidades, e implementar um deles, possivelmente o algoritmos desenvolvido por
Perl e Schach [18].
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