MAT 0222 Algebra Linear II
Lista 7

. Seja V' um espago vetorial sobre K, com produto interno <, > .

(a)Se K = R, mostre que para u,v € V, < u,v >=0 < |lu+v|* = |Jul|* + |Jv|.

(b)Mostre que (a) ¢ falso se K = C.

(¢)Se K = C, mostre que para u,v € V, < u,v >= 0 < [Jau+ fv]|* = |loau|® + ||6v|* para
todo a, 3 € C.

. Seja V um espago vetorial sobre K, com produto interno <, > . Mostre que vale a lei do
paralelogramo:
lu+ol* + [lu = of|* = 2][u|* + 2[jv]|* para todo u,v € V.,

. Seja V um espaco vetorial sobre K, com produto interno <, > . Se K = R, mostre que para
u,v €V, ||lul]| = ||v|| se, e somente se u+ v e u — v sdo ortogonais. Discuta a afirmacdo para
K =C.

. Seja V um espaco vetorial sobre C, com produto interno <, > . Mostre que para todo u,v € V/,

vale a identidade de polarizacao:
4 <uv>=|lu+ol]” = lu—o|* +ifu+ il —i|u— il

Mostre que se V' é um espaco vetorial sobre R entao vale, para todo u,v € V a identidade de
polarizacao:
4 <u,v>=[lu+o]* = |lu— ol

. Ache uma base ortonormal de cada um dos seguintes subespagos Se determine também, em
cada caso, o subespaco S*.

(a)S é o subespago de C? gerado pelos vetores v; = (1,0,4) e vo = (2,1,1+1i),com o produto
interno usual.

(b) S ={(z,y,2) € R*| x +y + 2 = 0}, com o produto interno usual.

(c)S = {p(z) € Ps(R) | wp/(x) = p(x) e < p,q >= [, p(x)q(x)dz.

(d)S={A e M;[R)|tr(A) =0} e < A, B >=trAB".

. Seja V = Mj3(C) com o produto interno < A, B >= trAB*. Ache W+, onde W ¢ o subespago
de V constituido pelas matrizes diagonais.

. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre K, com produto interno <, > e seja W
um subespaco de V. Mostre que (W+)Lt =W.

. Seja V= C([-1,1]) com o produto interno < f,g >= f_ll f(x)g(x)dx. Seja W o subespago
de V formado pelas fungoes pares, isto é, W = {f € V| f(z) = f(—z)Vx € [-1,1]}. Ache
W,

. Seja V' um espacgo vetorial de dimensao finita sobre K, com produto interno <, > . Seja
B = {vy,vq,...,u,} uma base de V' e sejam ¢y, g, ..., ¢, n escalares quaisquer. Mostre que
existe um tnico vetor v € V' tal que < v,v; >= ¢; para todo j = 1,2, ..., n.
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Seja V' um espaco vetorial sobre K, com produto interno <, > . Prove que se
| <u,v>|=|ul|lv], entdo u e v sdo linearmente dependentes.

Seja V' um espago vetorial sobre K, com produto interno <, > e seja W um subespaco de V.
Seja v € V. Um vetor w € W ¢é uma melhor aproximagao parav por vetores em W se
llv —wl|| < v — ul| para todo w € W. Prove que:

(a) O vetor w € W é uma melhor aproximagao para v € V por vetores em W se, e somente
sev—we€ W,

(b)Se uma melhor aproximagao para v € Vpor vetores em W existe, entao ela é tnica.

(c)Se dimW < oo entdo existe uma melhor aproximacgao para v € Vpor vetores em W e ela
é dada por

k
w = E <, e > e,
i=1

onde {ey,€s, ..., €} é uma base ortonormal qualquer de .

Quando tal vetor w existe,( ele é inico) é chamado projegao ortogonal de de v em W.

Seja V' um espaco vetorial sobre K, com produto interno <, > e seja W um subespago de
V. Sejav € V. Seja E : V — V a funcao tal que Fv = w = projecao ortogonal de v em
W.(Assuma que para todo v € V existe tal w.) Prove que:

(a)E é um operador linear em V.

(b)E é idempotente.

(c)ImE = W e KerE = W+.

(V=W oW

Conside R? com o produto interno usual e seja W o subespago gerado pelos vetores (1, —1,1)
e (1,1,1). Encontre o operador linear E (do exercicio anterior), ache a matriz de F na base
canonica de R3.

Seja V = C([0,1]) com o produto interno < f, g >= fol f(z)g(x)d.
(a) Ache uma base ortonormal do subespago de V' gerado pelos polinémios 1,z e 2.

(b)Ache o polinomio de grau menor ou igual a 2 que melhor aproxima f(x) = cosz no intervalo
[0, 1].

Seja V = C([0, 27]) com o produto interno < f,g >= fozﬁ f(x)g(x)dx. Seja
S = {1, cos(nz), sen(mx), m,n € Z}.
(a)Prove que S ¢ um conjunto ortogonal de V.

(b)Seja

_fmse0< o<
f(x>_{x,se7r<x§27r'

Ache a fungao da forma g(z) = ag + aycosz + bysenz + ascos(2x) + bysen(2x) que melhor
aproxima f no intervalo [0, 27].



