MAT 0222 Algebra Linear II
Lista 5

. Seja V um espago vetorial sobre K e S e T operadores lineares em V' com ST = T'S. Prove

que ImT e KerT sao invariantes sob S.

. Seja V um espaco vetorial de dimesao n sobre K e seja 7" um operador linear em V' tal que
todo subespago de V' ¢ invariante sob T'. Prove que existe ¢ € K tal que T'=c¢I, onde [ é a

identidade.

. Seja V um espaco vetorial de dimesao n sobre K e seja T um operador linear em V. Suponha
que V =W, & Wy & ... & W, onde para cada i = 1,..., k, W, é invariante sob T. Seja T; a
restricao de T" a W.

(a) Prove que detT = detT...detTy.

(b) Prove que pr(X) = pr, (X)...p, (X).

(c) Prove que o polinémio minimal de T', mp(X), é o minimo maltiplo comum dos polindomios

minimais de T;, mg, (X).

. Seja V um espaco vetorial de dimesao n sobre K e seja T um operador linear em V. Prove

que V = KerT & ImT se, e somente se KerT e ImT sao independentes.

. Seja A € M,(R) a matriz

1 1 1

2 2 2
A= .

n n n

Qual é o polinomio minimal de A? Conclua que A é diagonalizavel.

. Seja A € M3(R) tal que A% = A.
(a) Quais s@o os possiveis polinomios minimais de A?
(b) Prove que A é sempre diagonalizavel e determine, a menos de semelhanca, todas as tais

matrizes A.
. Determine, a menos de semelhanga, todas as matrizes A € My (R) tais que A% = I.
. Determine, a menos de semelhanca, todas as matrizes A € My(C) tais que A? = —I.

. Prove que uma matriz complexa é diagonalizavel se, e somente se ela é raiz de um polinémio

que se decompoe como um produto de fatores lineares distintos.



10.

11.

12.

13.

14.
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Verdadeiro ou Falso? Se T é um operador linear diagonalizavel cujos tinicos autovalores sao

0 e 1 entdo T ¢ idempotente, isto é, T? = T.

Seja V um espaco vetorial de dimesao n sobre R e seja T'um operador linear em V' idempotente,

isto é, T? = T. Prove que o operador I + T é invertivel e determine seu inverso.

Seja V um espago vetorial e seja T" um operador linear idempotente em V. Prove que (I — 7))

também é idempotente.

Seja V' um espaco vetorial de dimesao n sobre K e seja 7" um operador linear em V. Dizemos
que T' é um operador semisimples se para todo subespaco W de V' invariante sob T, existir
um subespago U de V', também invariante sob T" tal que V = W & U. Prove que se K = C,

entao T' é semisimples se, e somente se T é diagonalizavel.
Seja T o operador linear em R? tal que

T = 5 3 |

Seja W o subespaco de R? gerado por e¢; = (1,0).
(a) Prove que W é invariante sob 7.

(b) Prove que nao existe nenhum subespaco U de R? invariante sob T tal que R> = W & U.

Seja T o operador linear em R3 tal que

3 1 -1
Tlean =12 2 -1
22 0

Escreva o polinémio minimal de 7' como mp(X) = f1(X)f2(X) com f; e fy primos entre si.
Para i = 1,2, seja W; = Kerf;(T) e B; uma base de W,.

(a) Ache [T, onde B = By U Bs.

(b) Escreva o operador T como T = D + N, onde D é um operador diagonalizavel, N é

nilpotente e DN = ND.



