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CORPOS FINITOS

. Seja K um corpo finito. Sabemos que o corpo primo de K é isomorfo a Z;, para algum
numero primo p. Usando que K pode ser visto como um espaco vetorial sobre Z,,

mostre que |K| = p” para algum inteiro n > 1.

. Vamos agora provar que para todo inteiro n = 1,2, ... e para todo ntiimero primo p
existe um corpo com p" elementos. Para isso, mostre que se K é um corpo de raizes
do polinémio f(x) = x¥" — x € Zp[x] entdo |[K| = p". Observe que K é exatamente o

conjunto das raizes do polindmio f(x).

. Seja agora K um corpo finito com |K| = p" onde p é um ntiimero primo e n > 0. Como
K um corpo finito, sabemos que o grupo multiplicativo (K*,.) é um grupo ciclico
de ordem p" — 1. Sendo assim, todo elemento ndo nulo de K é raiz do polindmio
xP"~1 — 1. Prove todas essas afirmagdes. Conclua entdo que K tem que ser corpo de
raizes do polindmio f(x) do exercicio anterior. Conclua dai que dois corpos finitos

com 0 mesmo niimero de elementos sdo isomorfos.

. Seja K um corpo finito com |K| = p" e L/K uma extenséo finita com [L : K] = r. Seja
G = Gal(L/K).Seja ¢ : L — L o automorfismo definido por o(a) = a?" para todo
a € L. Mostre que G =< ¢ > . Use o Teorema Fundamental da Teoria de Galois para

concluir que InvG = K.

. Para L e K como no exercicio anterior, mostre que L/K é uma extensdo simples, isto
é, mostre que existe z € L tal que L = K(z). (Sugestdo: Use o fato de que o grupo
multiplicativo de L é ciclico.)

GRUPOS SOLUVEIS
. Mostre que o grupo diedral D,, é soltavel, para todo n.

. Mostre que um grupo é simples e soltvel se e somente se ele for ciclico de ordem

prima.

. Sejam A e B dois subgrupos normais de G. Mostre que se A e B forem solaveis entdo

AB também é soluvel.
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Mostre que se G e H sdo grupos entdo G x H é soltivel se e somente se G e H forem

soltveis.

Mostre que todo grupo de ordem pgq, onde p e g sdo primos, é soltvel.
Mostre que todo grupo de ordem p?g, onde p e g sdo primos, é soltvel.
Mostre que, se p < g sdo primos, entdo todo grupo de ordem pq" é soltvel.

Mostre que todo grupo de ordem menor que 60 é solavel.

TEORIA DE GALOIS

Suponha que f = x% + ax? + bx + ¢ € Q[x] é irredutivel e tem apenas uma raiz real e

seja L um corpo de raizes de f sobre Q. Mostre que Gal(L/Q) é isomorfo a S3.

Seja f = x* + ax? + b um polindmio irredutivel sobre Q e seja L um corpo de raizes
de f.
(a) Mostre que Gal(L/Q) é isomorfo a um dos seguintes grupos:
(i) Zs4, ({i)ZyxZ; ou (i) Dy

(b) Mostre que (i) ocorre se e somente se & — b ¢ Q, onde +«a, £ sdo as raizes de
q B o

em L e que (ii) ocorre se e somente se aff € Q.

Seja L/K uma extensao galoisiana tal que [L : K] = p"m, onde p é um primo que néo
divide m. Mostre que existe um corpo F, K C F C L, com [F : K] = m.

Sejam p, q primos distintos e seja L = Q(,/p, \/9)-

(a) Mostre que Gal(L/Q) é isomorfo ao grupo de Klein.
(b) Mostre que todo subcorpo de L de grau 2 sobre Q é da forma Q(+/m), onde
m & {p,q,pq}-

Mostre que o polindmio x° — 4x + 2 néo é soltvel por radicais sobre Q.

Seja p um namero primo e f € Q[x] um polindmio irredutivel de grau p. Se f tem
exatamente duas raizes ndo reais em um corpo de raizes L mostre que Gal(L/Q) é

isomorfoa S p-



