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Resumo
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Série de Fourier para funcoes
periddicas
« A Série de Fourier € uma representacao

de uma funcao periddica como uma soma
de funcoes perioddicas:

f(t) —Za sen(w;t) + b; cos(w,t)
=0

' Y S 10 ST a1 ) 1., — a
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Série complexa de Fourier

« Segundo a Formula de Euler, as séries
podem ser expressadas equivalemente

]
f ,»”ffﬂ (o) (S
.. — — . _ S sen ) ey ©
e ] = Y cos?(w) +sen?(w) =1 N
cos(w) |1
) —_ 52 |’L«,'~:l _ , " 1 I
© = tan™" (.;-T;:L,-*}) = tan! tan(w) = w /

ft)= 3 FEe )

n=—oc w = T e W, = nw



Equacoes de Sintese e Analise

« Equacao de Sintese: f(t) = % F pient

1= — 0 I

- Equagao de Analise: T
F, =% f f(t)e=int dt
(

 Uma propriedade fundamental dos valores de F,,
€ a seguinte:

F,=F"



Exemplo ...

Considere a funcao
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Exemplo ...(2)
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Exemplo ...(3)

« O n-ésimo harmonico de f é dado por:
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Transformada de Fourier

« Quando uma funcéo f(t) : R — R n&o é
periddica é impossivel escrevé-la como
combinacao linear de uma familia de senos e
cossenos harmonicamente relacionados.

* No entanto, muitas vezes é possivel escrevé-la
como combinacao linear de todos os senos e
cossenos que existem, utilizando todas as
frequencias w < IR disponiveis:

1 e ) |
) = Z_f Flw)e® dw (equacao de sintese)
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Transformada de Fourier (2)

« Para funcoes que satisfazem o critério
f T (F(0)? dt < oo

entre outras, pode-se provar que os valores de
F(w) que satisfazem a equacao acima sao
dados por

Flw) = f T f(t)e ' dt  (equagao de anilise)
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Transformada Inversa de
Fourier

 Se F(w) e f(t) estao relacionadas pelas
equacoes de analise e sintese

F(w) = f_ " f(t)e M de

f(t) = FY(F(w)) = —/ et du.

denotamos esta relacao por
f(t) «—— Flw).

indicando que F é a Transformada de Fourier de
f eféa Transformada Inversa de Fourier de F.
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Transformada de Fourier:

Exemplo
e Considere a funcao
ft)
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Transformada de Fourier:

Exemplo

 Paraw = 0, temos que:
Flw) = / " f(t)etdt = f ? et gt

2

o—iwt 3 9 [piws
T 1w T N w!
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2sen(w?) sen(ws )
— _ o
W >

e € para w = 0, temos que:

F(0) = / T f(t)e= Ot dt = 1.
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Transformada de Fourier:
Exemplo

« Assim, pela equacao de sintese,

< sen(ws)

. 1
flt) = — ) 2 o™t dw,
T [y i e

* FreqUuentemente, representamos a
transforma de Fourier através dos espectro
de amplitude e fase.

o sen{wt)
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7. caso contrario.
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Transformada de Fourier:
Exemplo

» A escolha entre =7 na expressao de ¥(w).

embora arbitraria, deve preservar a
propriedade de que ¢(w) € uma funcao
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Transformada de Fourier
Discreta (DFT)

« Dado N € IN, considere a familia de
nimeros complexos {¢*% |n=01,.... N -1},
gue divide o circulo unitario em N partes
iguais:
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DFT: Relacoes de
Ortogonalidade

« A familia de nUmero complexos anterior
possui uma propriedade de ortogonalidade
em relagdo ao produto interno em €
definido por (a,b) = Z arbt.

k=0

« Vamos utilizar o simbolo 17 — .-i2r4 de tal
forma que

1. ok
Wk = e 27w

Lema (Relacbes de Ortogonalidade)
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- { 'l? S E q = T.
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DFT: Exemplo

e Considere N =35, ¢=2er =3.Entao, para os

vetores ,-
— "'I:I ] B _."[:| 7 ,«"'-..”--- ) PII* - .H ! - II o
II [RE W3 = HF_Z, / f \
-2 =3 /K A
1 = I-‘I-"T_;L e b= I-I"'T_Ei ! \ ¢1
=0 4 | W2 =w-5% \\ %
Rl W B G i

temos

{:a.._ E}} — WO + W2 + 41779 4 W5 4 Wt =1 LIV + 72 + e + Wt =0

(a,a) = WOW L W02 WA e Wl L W W =14+ 14+14+1+1=5
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Transformada Rapida de Fourier
(FFT)

« O método de calculo da transformada
discreta de Fourier a partir da expressao

N-1 N-1
ok . i
F, = Z I Z W n=0,....N -1
k=0

k=0

utiliza N2 produtos entre niUmeros complexos
e N(N —-1) somas, possuindo assim
complexidade computacional O(N?).

« O método FFT permite obter o mesmo
resultado em tempo O(N log N).
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FFT: Implementacao

e Existem muitas implementacoes:

- Mapeamento em Indices Multidimensionais,
transforma uma DFT de uma dimensao em
uma DFT de duas ou mais dimensoes.

- Algoritmo COOLEY-TURKEY: usa o
mapeamento de indices os indices de tempo
e de frequéncia.

- FFT por Dizimicao no Tempo, descompoe a
sequéncia de tamanho N em sequUéncias
sucessivas menores.
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FFT: Implementacao

» FFT por dizimigao em Fregiéncia

- A mais comun e a mais eficiente forma de
FFT.

- Usa todas as dimensoes do mesmo tamanho.

- Calcula uma DFT de tamanho N, em termos
de duas DFTs de tamanho N/2.
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FFT: ilustracao de trés etapas
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FFT: Exemplo

« Consider o vetor f= " =1(1,0,1,0,1,0,1,0) € R”
Sua transformada de Fourier discreta poder ser
calculada com auxilio do diagrama do FFT do
slide anterior.

f _ fl:m f[lj f['lju f[:sju F
1 2 4 4 4
0 0 0 4 0
1 2 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 4
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0] | 0 0] 0]
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FFT: Algoritmo

RECURSIVE-FFT (a)

|

2
3

L T

WO 00 1 O

[l

12

13
14

n < length|a] > 1 1s a power of 2.
ifn =1
then return «
W, {,E.?r."_,-’ai'
w < |
al’l — (ag, dry ..., dy_)
alll — (ay, dy, ..., dy_1)

vl «— RECURSIVE-FFT (a!")
yl « RECURSIVE-FFT (a!!)
for k < Oton/2—1
do Vi .T.{-D] + w ‘1;1.1]
PR TN 1}
Vi+(nf2)y <= YV — @y,
 <— o w,

return y > y 1s assumed to be a column vector.
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Janelas

« Também chamadas Funcoes de
Ponderacao.

* Modificam as caracteristicas de resposta
em frequéncia dos algoritmos de DFT.

« Usadas em conjunto com analise
espectral via DFT para reduzir o
espalhamento em frequéncia.
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Aplicacoes da FT

« A Transfomada de Fourier (FT) é uma
ferramenta largamente empregada em
processamento de sinais (sons, imagens).

« A teoria de Fourier demonstrou que um
som peridédico (como 0s sons
instrumentais utilizados na musica) podia
decompor-se numa soma de sons puros
(sinusoidais) de frequéncia 1f, 2f, 3f,...
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Aplicacoes da FT

« Usado amplamente no analise, sintese, e
processamento de voz e sons musicais.

 Pode ser usada para obter o Espectro a
partir da Forma de Onda.
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