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Resumo

Abordaremos o método de selecdo de variaveis LASSO (Least Absolute Shrin-
kage and Selection Operator). Além da abordagem classica do LASSO também abor-
daremos uma abordagem bayesiana desta metodologia de selecéo de variaveis. Fo-
caremos na justificativa da utilizacdo deste método e destacaremos suas vantagens
e desvantagens em relacao aos outros métodos de selecao de variaveis.
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1 Introducao

Existem casos em que o niumero de covariaveis é muito grande, ou mesmo, maior
que o tamanho da amostra (p > n). Neste caso é necessario selecionar quais covariaveis
serdo utilizadas no modelo e quais ndo serao selecionadas. Os principais métodos para
a selecao de variaveis sdo: selecao do melhor subconjunto de covariaveis, backward,
forward, stepwise e LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator).

O método da selecdo do melhor subconjunto de covariaveis se baseia em ajustar
todos os modelos com & covaridveis (o nimero total de modelos é (?), em que p é o
namero total de covariaveis disponiveis ) e posteriormente escolher o melhor dentre eles
com base em algum critério. Para aplicar este método de selecao de covariaveis é ne-
cessario definir o nimero de covariaveis do modelo, k, e também definir o critério de
comparagao a ser utilizado a priori. Essa metodologia assegura que o melhor modelo
serd selecionado, contudo, quando o numero de variaveis é realmente muito grande este
método é inviavel pois 0 numero total de modelos, cresce absurdamente e consequen-
temente ajustar todos os modelos requer muito esfor¢o computacional.

Note que 2% = 1024, 2%° = 1048576 e 23 = 1073741824, ou seja, com apenas trinta
covariaveis nés teremos que ajustar mais de um bilhdo de modelos. Portanto essa abor-
dagem é inviavel computacionalmente em um contexto onde o nimero de covariaveis
é realmente grande, como no caso em que existem cem covariaveis. Além disso € um
método sensivel porque é um processo discreto, isto €, as covariaveis sdo mantidas ou
descartadas, o coeficiente de regressao associado a covariavel (;) € zero ou um, sendo
assim, pequenas mudancas nos dados podem gerar modelos muito diferentes além de
reduzir a acuracia da predicao (Tibshirani, 1996).

Os métodos backward, forward e stepwise nao garantem que o melhor modelo, con-
siderando algum critério, sera encontrado.
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O LASSO € um método de selecao e redugao de variaveis apresentado por Tibshi-
rani (1996) que possui a propriedade da regressao de cristas (ridge regression) de
reduzir o valor das estimativas dos parametros mas é capaz de produzir estimativas
iguais a zero para os parametros do modelo como no método da selecao do melhor
subconjunto de covariaveis gerando assim modelos interpretaveis. Este método de se-
lecdo e reducdo de covariaveis foi adaptado para varios modelos como séries tem-
porais (Audrino e Camponovo, 2013), processos autoregressivos com caudas pesadas
(Sang e Sun, 2013) e também para regressao L, (Wang et al., 2007).

O artigo de Wang et al. (2007) € uma contribuicdo singular para os modelos de re-
gressao pois combina a robustez da regressao L; com a selecao e reducéo de variaveis
do LASSO.

Inicialmente abordaremos o LASSO no contexto do modelo linear geral e posteri-
ormente estenderemos o LASSO para contextos mais gerais como modelos lineares
generalizados.

2 Modelo Linear

O modelo de regresséo linear é dado pela Equacéo (1),
Yi=0o+ X+ + B8 Xpt+e, 1=1,2...n (1)

em que Y; é a i-ésima variavel resposta, 3, € o intercepto do modelo, 3;, j =1,...,p,é0
parametro associado a j-ésima covariavel, X;;, j =1,...,p, i =1,...,n é a j-ésima co-
variavel da i-ésima observagao e ¢; € o erro associado a i-ésima observagao. Podemos
expressar o modelo de forma mais compacta, como:

Y = X3 +¢,

emaque, Y, = (Y1, Ya, .., Vo) T Xosprn) = (X1, X0, X)) T, X = (1, Xagy -, Xk,
Bipriyxi = (Bo, Bry- -, Bp) " € €nxa = (€1, €2, .., 6,) . Uma suposi¢&o comumente utilizada
é que € ~ N(0, I,,02).

O ajuste do modelo linear via minimos quadrados é dado pela solugéo do problema

B = arg min Z(Y; - X;8)%
B

Se p < n entdo a matriz X tera posto culuna completo (na maioria das situacdes prati-
cas), consequentemente X ' X tem posto completo e sua inversa existe. Entéo, obtemos
a conhecida solugéo de minimos quadrados

B=(X"X)"'XTY,

mas perceba que a solucdo so6 é unica se p < n, caso contrario a solucao de minimos
quadrados ndo sera unica. Isto €, quando temos dados em que p > n ndo temos como
ajustar todos os modelos (no sentido de obter ajuste Unico para cada modelo) pois nem
sempre existird a inversade X ' X .



3 Conceitos Basicos Sobre o LASSO

O estimador via LASSO no contexto da regressao linear € dado pela resolucao do
problema

n p
B, = arg min <Z<n —Xﬁ)QHZ\ﬂjr) A0, (2)
i=1 Jj=1

em que A é um valor que deve ser escolhido previamente. Comentaremos como escolher
A na proxima secdo. Note que, se A = 0, entdo o estimador via LASSO sera igual ao
estimador via minimos quadrados, isto é, o estimador de minimos quadrados de 3 pode
ser visto como um caso particular do estimador via LASSO.

O estimador via LASSO é basicamente o problema de minimizacao usual dos erros
ao quadrado acrescido de um penalizagao L, em relacao aos parametros de posicao do
modelo de regressdo. Um detalhe importante acerca da penalidade é que o parametro 3,
ndo é restringido pela penalizagdo. Note que quanto maior for o valor de A maior sera a
penalizacado, ou seja, quanto maior for A mais o vetor BL se aproximara do vetor (50, 0h)T,
pois, se A — oo, a penalizagéo tenderd ao infinito, isto é,

p
gggoAz;|ﬂj|=oo
]:

e, consequentemente, todas as estimativas dos parametros associados as covariaveis
serdo excluidas do modelo; assim teremos um modelo somente com intercepto.

De forma geral, este problema n&do possui solucdo analitica como o problema de
minimos quadrados. Portanto, € necessario utilizar algoritmos para obter a estimativa via
LASSO em problemas reais. Um caso bem conhecido em que o estimador assume forma
fechada é o caso em que a matriz de especificacdo do modelo, X, é ortonormal. Como
este caso é bem raro na préatica (exceto em casos onde o experimento € previamente
delineado para que a matriz X seja ortonormal) vamos ignora-lo.

Outra forma de escrever o problema de minimizagdo dado em (2) é

n p
B, = arg min (Z(Yi — X,-ﬁ)Q) restritoa » 8] < 5,5 > 0. (3)
B i=1 j=1
Note que X\ ndo esta presente em (3) e surgiu um s. A relagdo entre \ e s é de grandezas
inversamente proporcionais, ou seja, quando o valor de A aumenta o valor de s diminui e
vice-versa. De forma mais clara, considere duas aplicagées do LASSO, uma com \ = A4,
cujo problema pode ser escrito na forma de (3) com s = s;, e outracom A = Ay € s = s5.
Entao, vale
AL > Ay & 81 < So.

Uma observagéo importante é que, em (3), se s > 3% |3, emque 5}, j =1,...,p,
sao as estimativas de minimos quadrados dos parametros de posicao do modelo, entdo
o estimador via LASSO de 3 coincidira com o estimador de minimos quadrados de 3,
porque, neste caso, ndo ha restricdo para as estimativas dos parametros. Por outro lado,
se s = 0, entdo somente a estimativa do intercepto sera ndo nula.

Antes de discutirmos uma das mais importantes caracteristicas do estimador LASSO
apresentaremos o estimador via ridge regression que é dado por

BR:arg;nin (Z(Y X,;3)? —i—nZﬁz),T}ZO. (4)

=1



De modo anélogo ao estimador via LASSO, podemos reescrever (4) na forma

n p
B = arg min (Z(Yi — Xzﬂ)2> restrito a Zﬁf <rr>0. (5)

B i=1 j=1

Consideragdes similares as apresentadas para o parametro A do LASSO podem ser
feitas sobre o parametro ) da ridge regression.

O estimador via ridge regression foi proposto antes do LASSO surgir. Perceba que
a unica diferenca entre as equacgdes (2) e (4) é a forma da penalizagdo; enquanto a
penalizacdo L, é utilizada no LASSO, a penalizacao L, é usada na ridge regression. Essa
pequena mudanca interfere na capacidade das estimativas dos parametros do modelo
efetivamente poderem ser nulas.

A Figura 1 apresenta a representagao grafica das equacgdes (2) (no lado esquerdo da
figura) e (4) (no lado direito da figura) no caso em que temos um total de duas covariaveis.

LASSO Ridge

Figura 1: Esquema grafico do LASSO e Ridge regression no caso em que existem apenas duas
variaveis explicativas.

Fonte: Hastie, Tibshirani e Friedman (2008) (com adaptagées).

Na Figura 1 as elipses de ambos os lados representam regides de confianga para
o vetor de parametros (3, 5)"; quanto maior o nivel de confianga maior a regido. Note
que a penalizacdo L, do LASSO gera uma restricdo com vértices em forma de losango
enquanto a penalizagéo L, da ridge regression gera uma regiao sem vértices em formato
de circulo. E natural que o estimador via LASSO do vetor (51, 3,)" seja o primeiro ponto
da elipse que tocar a regiao de restricao, podendo ser inclusive em um dos vértices do
losango. No caso da Figura 1 o estimador LASSO do vetor (3;,3,)" é dado por (0,s)"
(devido ao fato de 3 pertencer ao primeiro quadrante e a elipse tocar o losango no vértice
onde 5, = 0 e |fs| = s). Verificando o lado direito da Figura 1 vemos que raramente a
elipse tocara o circulo em um ponto em que 5; = 0 ou S, = 0.

Situacdes similares ocorrem em casos em que 0 numero de covariaveis € superior a
dois. Em vez de termos elipses como regides de confianca para os parametros, poligono
como regido de restricdo do LASSO e circulo como regido de restricdo do estimador via
ridge regression teremos, respectivamente, elipsoide (elipse multidimensional), politopo



(poligono multidimensional) e hiperesfera (esfera multidimensional). Neste caso a ideia
€ a mesma, o politopo tera vértices enquanto a hiperesfera nao.

Outro fato importante sobre o0 LASSO é que o estimador oriundo deste procedimento
¢ viciado para o parametro, porém o estimador proveniente do LASSO possui erro qua-
dratico médio inferior ao erro quadratico médio do melhor estimador linear ndo viciado de
B (Tibshirani, 1996) . No contexto da equacgao (1), o melhor estimador linear ndo viciado
de B € simplesmente o estimador de minimos quadrados, como assegurado pelo teo-
rema de Gauss-Markov. Isto €, embora o estimador via LASSO seja viesado o seu viés é
compensado pela diminuicdo da sua variancia (em relagao a variancia do estimador via
minimos quadrados).

Um ultimo detalhe importante é que o estimador via LASSO n&o é invariante por
escala. Entao, € necessério que as variaveis explicativas sejam padronizadas antes do
processo de estimacao.

4 Como Escolher )\

Escolher um valor de \ é fundamental para que o método funcione adequadamente.
Lembre que, se A = 0, entdo o método de estimacao € simplesmente o método de mini-
mos quadrados (0 que ndo nos ajuda em nada pois 0 método de minimos quadrados nao
seleciona as covariaveis que entrardo no modelo) e se escolhemos um valor extrema-
mente grande para A entao provavelmente acabaremos com um modelo sem covariaveis,
isto é, s possui intercepto.

Um modo de escolher o valor de A é a validacao cruzada, que € um método bastante
facil de entender e de implementar. Basicamente dividiremos, aleatoriamente, a amostra
em k partes iguais ou pelo menos aproximadamente iguais. Escolheremos a primeira
parte para ser os dados de “validagdo” e as demais para ser dados de “treinamento”,
ajustaremos o LASSO com A = )\, aos dados de “treinamento” e usaremos esse mo-
delo para tentar prever os dados de “validagcédo”, entdo calcularemos o erro de predicao.
Repetiremos esse mesmo procedimento mais k£ — 1 vezes para as outras partes restan-
tes. Apos terminar as k iteracoes teremos k erros de predicao e calcularemos a média
dos k erros de predicdo. Esse procedimento sera feito para varios valores )\, distintos.
Finalmente, escolheremos o valor Ay que minimize o erro de predicdo médio.

Tibshirani (1996) recomenda k£ = 5 ou k£ = 10, mas naturalmente quaisquer valores
inteiros entre cinco e dez podem ser usados. Nao ha uma regra para escolha de k. Claro
gue o numero de observacoes deve ser “suficientemente grande” para ser dividido entre
as k partes.

E importante salientar que este método de escolha do valor de A ndo depende do co-
nhecimento do numero de parametros (“graus de liberdade”) do modelo e também néo
depende de uma estimativa do parametro de escala do modelo. Embora na situacao tra-
dicional em que se usa o estimador de minimos quadrados, o nimero de parametros do
modelo ajustado esteja bem definido e seja facil achar uma estimativa para o parametro
de escala, no caso do LASSO isso néo é trivial, pois A também é uma quantidade que
tem impacto no ajuste do modelo (embora A n&o aparega de forma explicita no modelo
ajustado). Logo, esse método € proposto por Tibshirani por contornar esses problemas.

O erro de predicao relacionado a A\ é dado por

k
1
EPy = - mBQM;,
i=1
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em que n; € 0 numero de observacdes da i-ésima parte dos dados e

1 & Ao
EQM; = ;(YJ Y))?,
ou seja, EQM; é o erro quadratico médio quando usamos a i-ésima parte dos dados
como “validacao” e o erro de predicao é simplesmente uma média ponderada dos EQM’s.
Essa é a quantidade que nos guiara na escolha do valor de A; quanto menor o erro de
predicdo, mais adequado € o valor de A.

Em geral, ndo se utiliza o valor de A que minimiza o erro de predicdo. Em vez disso
se utiliza o maior valor de A cujo erro de predicao esteja a um desvio padrao do erro
de predicao associado ao valor de A que minimiza o erro de predicédo. Tibshirani (1996)
argumenta que como ndo conhecemos a real forma da curva do erro de predicao em
termos do valor de A (afinal temos apenas uma curva aleatéria, pois a validagao cruzada
seleciona aleatoriamente quais observacoes pertencerao a dada parte dos dados) deve-
mos escolher o valor de A como definido anteriormente, favorecendo um valor de A maior
e consequentemente um modelo mais simples (menos parametros).

5 Inferéncia no LASSO

A inferéncia no LASSO ainda é um tépico de pesquisa aberto. O tdpico de pesquisa
que engloba esse tipo de problema se chama “inferéncia apds selecao de variaveis”. A
razao para o surgimento desta area € que ao selecionarmos as covariaveis do modelo
estamos influenciando a signifidncia dos testes de hipdteses e o valor-P.

Por exemplo, suponha que temos uma variavel resposta e cinco mil variaveis explica-
tivas. Vamos ajustar todos os modelos lineares simples possiveis. Entdo, encontramos
uma variavel explicativa cuja estimativa do parametro associado a ela tenha valor-P igual
a 0,01. Sera que, de fato, essa variavel explicativa é realmente “importante” para o mo-
delo? Ou ha apenas uma associacao espuria entre a variavel explicativa e a variavel
resposta, ja que é natural esperar que pelo menos uma das cinco mil variaveis tera forte
correlagdo com a variavel explicativa?

Existem propostas para a inferéncia ap6s a aplicacdo do LASSO. Para mais detalhes
veja Taylor e Tibshirani (2015) e Lee et al. (2016). Um pacote também foi desenvolvido
para este fim, selectivelnference, veja Tibshirani et al. (2017).

6 LASSOnoR

Para usar o LASSO no R (R Core Team, 2018) usaremos o pacote gimnet
(Friedman et al., 2010), que permite o ajuste de modelos lineares, modelos lineares ge-
neralizados, modelos de Cox (modelo semi-paramétrico) via LASSO, ridge regression e
outras penalizagdes. Nesta sec¢ao aplicaremos o LASSO no contexto de modelo linear.

Utilizaremos o conjunto de dados chamado Hitters do pacote ISLR do R. Esse con-
junto de dados contém 263 observacdes sobre jogadores de baseball e 20 variaveis.
Ajustaremos um modelo de regressao linear via LASSO aos dados, mas antes excluire-
mos observacdes com dados faltantes. O nosso objetivo € modelar a variavel resposta,
salario anual dos jogadores, por meio do LASSO. Neste caso, temos um total de 19
variaveis explicativas.
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Figura 2: Grafico da validacdo cruzada com k = 10 para o conjunto de dado Hitters na escala
logaritmica. Com retas verticais no ponto A = 2, 674375 que minimiza o erro de predicdo e o ponto
a um desvio padrao a mais de distancia A = 69, 40069.



A Figura 2 mostra o grafico de validagéo cruzada com k£ = 10 para o conjunto de
dado Hitters na escala logaritmica. Observe que no ponto A = 2,674375 (log A = 0, 983),
que minimiza o erro de predicéo, ainda existem 14 variaveis explicativas no modelo e no
ponto A = 69, 40069 (log A = 4, 23) existem 6 covariaveis no modelo. Portanto, avaliaremos
o modelo ajustado com \ = 69, 40069, seguindo o critério proposto por Tibshirani.
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Figura 3: Grafico da estimativa dos pardmetros via LASSO a medida que )\ varia na escala
logaritmica para o conjunto de dados Hitters, com retas verticais no ponto A\ = 2,674375, que
minimiza o erro de predi¢cdo, e o ponto a um desvio padrdo a mais de distancia A = 69, 40069.

A Figura 3 mostra o gréafico da estimativa dos parametros via LASSO a medida que
A varia na escala logaritmica para o conjunto de dados Hitters. Observe que no ponto
A = 69, 40069 ainda existem 6 covariaveis no modelo.

A Tabela 1 contém as estimativas dos parametros do modelo ajustado via LASSO
com A = 69,40069. Perceba que das 19 variaveis explicativas o LASSO selecionaou
apenas 6 para o modelo final.



Tabela 1: Estimativas dos pardmetros do modelo ajustado via LASSO com A\ = 69, 40069.

Parametros Estimativas

Intercepto 127,96
AtBat 0,00

Hits 1,42
HmRun 0,00
Runs 0,00

RBI 0,00
Walks 1,58
Years 0,00
CAtBat 0,00
CHits 0,00
CHmRun 0,00
CRuns 0,16
CRBI 0,34
CWalks 0,00
LeagueA 0,00
LeagueN 0,00
DivisionW -8,06
PutOuts 0,08
Assists 0,00
Errors 0,00
NewLeagueN 0,00

7 LASSO Bayesiano

O LASSO bayesiano, também denominado BLASSO, foi proposto ainda no artigo se-
minal de Tibshirani (1996) mas s foi estudado com mais profundidade em Park e Casella
(2008). Cometeremos uma breve digressdao na notagdo apresentada até agora para
acompanhar a notagao de Park e Casella (2008).

Tibshirani (1996) notou que a estimativa do LASSO pode ser vista como a moda a
posteriori quando ;|0 tém distribuigdo Laplace(0, v/o2/)) independentes, isto &,

S ex AR N ex —Lp ;

J=1

Observe-se que condicionar a 0% € importante, pois garante que a posteriori 7 (3, o2|y)
sera unimodal. Afinal, se a posteriori ndo fosse unimodal qual seria a moda a posteriori?

Antes de partirmos para a estrutura hierarquica do modelo destacaremos um resul-
tado fundamental para o BLASSO. A distribuicdo Laplace pode ser expressa como uma
mistura na escala da normal (com densidade exponencial), ou seja,
+00 1

@ —alz| _

2 2 a2 2 2
e =228 _om0%5/20s g > 0. (6)

0 \/27r5e 2
Perceba que Z|S = s ~ N(0,s) e S ~ Exp(a?/2).

A estrutura hierarquica do modelo linear bayesiano é dada por



ylu, X, B,0° ~ N, (u1, + XB,0°l,),
Blo?, 2, ... , 72~ N, (0,,0°D,), D, =diag (1,...,77),

’p
2
0~ (%) L2 E Exp (A )

Note que para obter a distribuicdo de 3|c* basta integrar o produto de N, (0,,0?D.,)

por H L Exp ( ) emrelagdoa 2, ..., 5 Temos

52 p )2 )2
,8]0 /H S ( 5 7_ ) H?exp (_TJQ?)dT
j=

1

T (ain) 3 ()
= —exp | —77— |d7:.
31:[1/0 27ra7' (202 2 ' 2 !

Perceba que em cada integral podemos usar (6) com j;|0%, 77 = 77 ~ N(0,0%77) e
77 ~ Exp(A\?/2).

* (810?) H o (— 25101

Note que

0% (r (Bl0°.9)) = 1og (f (#18.0%)) + Iog (= (8)0*)) + C

:_ZEZ:(—wna J—E:WN+C

Queremos maximizar a posteriori para encontrar a moda. Logo,

=1

p
2
Bprasso = argmlnz —x[8)" + 2V ) |5,
j=1

Note que nesta Ultima equacéo a quantidade 2v/02)\ esta fazendo o mesmo papel que X
do caso classico.

Para a construcao do amostrador de Gibbs precisamos saber as distribuicées a pos-
teriori dos parametros do modelo. Se atribuirmos a distribuicdo 7 (¢?) = 1/0* a priori para
o2. Estas distribuicbes sdo dadas por

Blg~N(A'X§.0°A"), A=X"X + D",

-1 1 1
oy~ Gl (a0), a= "L b= 3" (5~ /)’ + 58" D8,

e )N =)\,

g NT (N, ) =

em que a densidade de NI (i, \') é dada por
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_ N —-3/2 _X(w - M/)Z

100 = e |-
O BLASSO pode ser facilmente aplicado ao conjunto de dados Hitters usando os
codigos do Apéndice B, por isso ndo apresentaremos a analise do ponto de vista baye-

siano.

},w>0.

7.1 Como Escolher \
Existem duas abordagens propostas para “escolher \”:
e Usar Bayes empirico via maxima verossimilhan¢a marginal (algoritmo MCEM);

e Atribuir uma priori gama “nao informativa” para \? (néo \ !)
E interessante atribuir priori gama para A2 devido a conjugagao resultante.

Observe-se que ndo se deve usar priori imprépria como 7 (\?) = 1/)\%, pois isto
acarreta posteriori impropria.

Casella (2001) propds um algoritmo MCEM que complementa o amostrador de Gibbs
e da estimativas de maxima verossimilhanca dos hiperparametros.O algoritmo iterativo é
dado por

NC= 2p
Z§:1 Eyoe-) [Tf@]

em que o valor inicial (sugerido) é

N = ol 323

j=

e a esperanga condicional é substituida pela média do amostrador de Gibbs.

p
1

7.2 LASSO versus BLASSO
1. Em geral, os resultados provenientes do LASSO e do BLASSO sao muito similares.

2. Embora o BLASSO seja computacionalmente intensivo ele € mais facil de imple-
mentar e também tem a vantagem de gerar estimativas intervalares (e erro padréao)
automaticamente durante o processo (afinal teremos as distribuicbes a posteriori
dos parametros).

3. Nao ha como calcular os erros padrao analiticamente via LASSO (exceto aproxi-
macoes analiticas). Por isso para obter os erros padrdo e assim poder construir
estimativas intervalares € necessario utilizar Bootstrap.

4. Além das formas de escolher A no caso do LASSO (validagao cruzada, dentre
outros) o BLASSO oferece mais duas formas de escolher A.

11



8 Extensoes do LASSO

Existem varias extensdées do LASSO, dentre elas a Bridge Regression e o LASSO
“Huberizado”, que é uma verséao robusta do estimador via LASSO. A seguir sdo aponta-
dos o processo de estimacao dos dois métodos.

e Bridge Regression.

Bbridge = argmin [@ ~XB)" (G —-XB)+A)_ W] , A > 0 (fixo),

j=1

priori adequada

P q
™ (Blo?) Hexp [—)\ (\5j|/\/02> },
j=1
isto &, exponenciais poténcia estdo fazendo o papel da Laplace neste caso.

e LASSO “Huberizado” (LASSO Robusto).

BH = argmﬁin [L (y — XPB) —i—)\jZle]] , A >0 (fixo),

em que L(-) € uma fungédo de perda do tipo Huber que € quadratica na vizinhancga
de zero e linear crescente fora da vizinhanga de zero.

9 Observacoes Finais

De forma geral, o LASSO pode ser aplicado em qualquer modelo estatistico cujo mé-
todo de estimagao envolva um processo de otimizagao (maximizagdo ou minimizagao).
Para isso basta acrescentar a penalidade vista na equacéo (2). No caso de problemas de
maximizacao (como no contexto dos modelos lineares generalizados onde geralmente
se usam os estimadores de maxima verossimilhanca) a penalizagcado deve ser subtraida
da funcao de verossimilhancga.

Para o ajuste do LASSO bayesiano no R (R Core Team, 2018) um 6timo pacote €
o monomvn. Este pacote além de ajustar o BLASSO ainda tem funcdes para ajustar o
LASSO classico e a ridge regression.

Muitos artigos sobre o LASSO foram publicados nas ultimas duas décadas. Ainda
assim o LASSO se mostra um terreno fértil para pesquisa tanto estatistica quanto em
computacdo. Para quem quiser entender a teoria do LASSO rigorosamente € recomen-
dada a leitura de Hastie et al. (2008). Outros dois livros para iniciar o estudo do LASSO
sao James et al. (2014) e Hastie et al. (2015).
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A Coddigos no R para LASSO

library (ISLR)
summary (Hitters)

Hitters = na.omit(Hitters)
with(Hitters,sum(is.na(Salary)))

library(glmnet) #carregando pacote
x = model.matrix(Salary~.-1,data=Hitters) #definindo matriz X
y = Hitters$Salary #definindo variavel resposta

modelo = glmnet(x,y) #ajustando o modelo via LASSO
valCruz = cv.glmnet(x,y, nfolds=10) #validagdo cruzada para escolher lambda

plot(valCruz) #grafico da validagdo cruzada
coef (valCruz) #extraindo coeficientes

plot(modelo)
#grafico para checar o que acontece com as estimativas quando lambda aumenta

B Cadigos no R para BLASSO

# Carregando os pacotes
library(monomvn) ; library(lars); library(glmnet); library(miscTools)
data(diabetes); attach(diabetes)

# definindo o nimero de iterag¢des discartadas (burn-in),

#nimero de amostras do mcmc e valores iniciais

burnin <- 500

iter <- 1000

initial.beta <- rep(-500, dim(x2)[2])

# atribuindo um valor inicial extremo para todos os betas

initial.lambda2 <- 10

# atribuindo um valor inicial extremo para lambda (paradmetro de penalizag&o)
initial.variance <- 500

# atribuindo um valor inicial extremo para o pardmetro de varidncia

# Iniciando o amostrador de Gibbs
lasso <- blasso(X = x2, # matriz de covaridveis 442 x 64
y =y, # varidveis resposta of 442
T = iter, # nimero de iteragdes
beta = initial.beta,
lambda2 = initial.lambdaZ2,
82 = initial.variance)
#rd = c(1, 1.78))
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# hiperparadmetros sugeridos por Park e Casella (2008)

# extraindo valores de alguns pardmetros para visializagdo
coef.lasso <- as.data.frame(cbind(iter = seq(iter),
betal = lasso$betal, "b.1"],
beta2 = lasso$betal, "b.2"],
variance = lasso$s2,
lambda.square = lasso$lambda2))

colMedians(coef.lasso[-seq(burnin), -1])

#betal beta2 variance lambda.square
#0.0000000 -172.3840906 2841.4410472 0.3031814

FHHHHH R lasso classico
#Vamos comparar o LASSO (glmnet) com o BLASSO (monomvn)
fit.glmnet <- glmnet(as.matrix(x2), vy,

lambda=cv.glmnet (as.matrix(x2), y)$lambda.lse)
coef.glmnet <- coef(fit.glmnet)

sum(coef.glmnet == 0)

#63

sum(colMedians (lasso$beta[-seq(burnin), 1) == 0)
#56

O LASSO atribuiu o valor zero para 53 parametros. E o0 BLASSO atribuiu o valor zero
para 56 parametros.
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