Lista 2 - Algebra linear- T2

Curso de verao 2018 - IME-USP

Professor: Diego Alfonso Sandoval Salazar

Tema: Espacos vetoriais, subespacos, base e dimensao, Transformagoes lineares

1. Estude se os seguintes sao espacos vectoriais
(a) O conjunto de todos os vetores ( g ) €R?tal que 2, y >0
(b) O conjunto de todos os vetores < Z; > € R? tal que zy > 0.

(¢) O conjunto de todos os vetores ( ; ) eR?talquez >y .

(d) O conjunto de todos los ntimeros racionais com a soma e produto usuais.

(f) O conjunto de todas las matrizes de 2 x 2 da forma { @ b }, tal que ad = 0.

)
)

(e) O conjunto de todas as matrizes triangulares superiores.
) d
)

(g) O conjunto de todas as matrizes antisimétricas de n x n.

2. Seja K = Rou C.Considere K> = {(ay,as,---): a; € K} com a soma (aj,as, ) + (b,b2,--) =
(a1+b+1,a2+ba, - )e a multiplicagdo a(ay, as, -+ ) = (cag, aas, -+ ). Responda as seguintes questdes
(a) Prove que K*° é um K —espago vetorial.

(b) Cousidere o subconjunto de K> dado por
W ={(zn)neny € K= : (x,) — 0}.

Mostre que W é um subespago vetorial de K*°.
(¢) Considere loo = {(zn)neny € K : () seja limitada}. W é um subespaco vetorial? Prove ou de
um contra-exemplo.

3. Em C", definimos as operacoes v w = v —w e o-v = —awv. Neste caso, C" com estas operagdes é um
espaco vetorial?

~

. Seja S = {(:c, y,2) ER3: o +y+z= 0} um plano do R3. Mostre que S é um espaco vetorial sobre R.

5. Seja V um espago vetorial.

(a) Mostre que 0-v = 0y para todo vetor v € V e «- 0y = 0, para toda a € K.

(b) Mostre que se o - v = 0y entdo a = 0g ou v = Oy.

(=]

. Seja V = {(a,b) € R?: ab > 0} e definimos as operagdes (a,b) ® (c,d) = (ac,bd) e o+ (a,b) = (a®,b*).
Prove que Vmunido com estas operagoes é um espaco vetorial.

7. Determine se W é um subespaco de V .

a a
(a) V=R3 W= 0 ca€eR, b) V=R W= —a ca€eR
a 2a



a
(¢) V=R3 W= b ca,beR () V=
a+b
(f) V=
a
(d) V=R W= b |:abeR (g) V=
la (h) V =

8. Seja B uma matriz fixa de n X n e considere o conjunto W =
subespaco de M, x,(R)?.

9. Determine se W é subespago de V.

MQXQ(R),W:{H Qba] abeR}
szg(R),Wz{{i H;ad>bc}

My «n, W = matrizes diagonais de n X n
My, W= {A: A2 :A}

{A€ M,yn(R): AB=BA}. EW um

(a) V =Rg[z], W = {bz + cz?: b,c € R}, (f) V= Kpyrlz], W = Kilx]
(b) V=EKsz], W={a+bz+ca®: a+b+c=0}(g) ,V=CR),W={fecV: f(—z)=f(z)},
(c) V=EKsz], W= {a+bx+cx?: abc=0} (h) V=CR), W={feV: f(-z)=—f(x)}
(d) V = Ksla], W = Kafa] () V=CR), W ={feV: f(0)=1}
(e) V =K[z], W = K3|z], (G) V=CR),W={feV: f(0)=0}
10. Seja V' um espago vectorial com subespagos U e W
(a) Demonstrar que U N W é um subespago.
(b) Encontrar um contraexemplo em V = R? para ilustrar que nio necessariamente U U W é um
subespago.
(c) Quais sdo as condigbes sobre U e W para que U U W seja um subespago?
11. Seja V um espago vectorial com subespagos U e W, defina a soma de U e W como o conjunto U +W =
fu+tw: uel, weW}
(a) Suponha que V=R3 U éoeixozeW éoeixoy. O queé U+ W?
(b) Se U e W sao subespacos de V, demonstrar que U + W é um subespago de V' .
12. Seja f(z) = sin®*(z) e g(x) = cos*(z)
(a) Demonstrar que as fungdes constantes pertencem a Span{f, g},
(b) Demonstrar que a fungio cos(2z) pertence a Span{f,g}.
13. Em cada caso, determine se o vetor b esta no conjunto gerado pelas colunas da matriz A
1 3 5
wa-]a 3] = (3)
1 2 3 10
(b A= 4 5 6 b= 11
7 8 9 12
14. Mostre que o espago vetorial Max2(R) é gerado pelas matrizes
1 1 11 10 0 1
S I P IR R SR A
15. Seja V. = Msy«2(R). Considere o conjunto W = {{ Z 3; } -y — 2z —0}. Mostre que W é

subespago e determine um conjunto gerador de W.
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Considere U = {(z,y,2,w) ER* : s —y+2z+w=0, —z+2y+2+w=0}. Mostre que U ¢ um
subespaco de R* e determine um conjunto gerador de U.

Seja W o subespago vetorial Msy3(R) gerado pelas matrizes
010 0 1 1 0 0 1
Al_[1 0 0}’142_{1 -1 0}"43_[1 0 o}'
Encontre os elementos de W de uma forma geral.

Seja V um espago vetorial real e S um subconjunto de V' que gera V. Seja T' um subconjunto de V' que
contém S, ou seja, S é um subconjunto de T. Mostre que T" gera V.

Sejam k e [ inteiros positivos com k < I‘. Sejam uq,ug, ... ,u;‘ vetores em R™ y S = {uy,ug, ... ,ur},
T = {uy,ug, ... ,u}. Mostre que Span(S) C Span(T).

Mostre que u, v € w estdo no S = Span{u,u + v,u+ v + w}.

Sejam uj,ug, ... ,u;, v1,vV2, ...,V vetores em R™. Suponha que cada u; seja uma combinacgao linear
dos vetores vy, va, ... ,vg. Mostre que Span{uy,us, ... ,u;} C Span{vy,va, ..., vx).
Sejam w;, we e ws vetores linearmente independentes. Provar que vy = ws — w3, vo = w; — w3 €

v3 = w1 — wa sao linearmente dependentes.

Os vectores v +w e v —w sdo combinagdes lineares dos vetores v e w. Escreva v e w como combinagoes
lineares de v+ w e v — w.

Sejam vy, v2,v3,v4 € R3, completar os seguintes enunciados.

(a) Os quatro vetores sdo linearmente dependentes pois ...
(b) Os vetores v1 e v9 sdo linearmente independentes se ...

(¢) Os vetores v1 e (0,0,0) sdo linearmente dependentes pois ...

Verifique quais dos seguintes subconjuntos sio linearmente independente em R3:
(a) {(1,01),(1,10),(0,1,1),(1,2,3)p) {(1,1,1),(1,2,1),(3,2,-1)}  (c) {(1,2,3),(1,4,9),(1,8,27)}
Verifique quais dos seguintes subconjuntos sdo linearmente independente em Ry[z] :

(a) {1, z—1, 2>+ 2z +1, 2°} (b) {z(z—1), z, 22° — 2%}

Mostre que as seguintes matrizes sdo linearmente independentes em Msyo(R) e defina o subespago

gerado:
11 10 11
S IR FR Y

Considere S = {f, g}, onde f(z) = 2% e g(z) = z|z|sdo fungoes.

(a) Mostre que S é linearmente independente em C([—1, 1]).
(b) Mostre que S néo é linearmente em C([0,1]), nem C([—1,0])

Mostre que os seguintes subconjuntos sdo linearmente independente em C(R) :

S ={1, ¥, xe”} e T= {1, e*, l’er}.

Suponha que o conjunto S = {vy, ... ,v,} seja linearmente independente no espaco vetorial V e seja
v € V. Prove que o conjunto {vi, ... ,v,,v} € linearmente independente em V se, e somente se,
v & Span S.
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Sejam V um espago vetorial real e S = {v1, ... , v, }jum subconjunto de V. Um vetor v € S é combinagao
linear dos outros vetores se e somente se S ¢ linearmente dependente.

Mostre que o conjunto S = {(1,0,0,—1),(0,1,1,1),(1,0,0,1),(0,0,1,1)} é uma base de R*.
Encontre uma base para os seguintes espacos.

(a) V é o espago das matrizes diagonais de M3y 3(R).
(b) W é o espaco das matrizes triangulais superiores de May2(R)
() W ={p(x) € Ks[z]: p(0)+p'(0) —p"(0) = 0}
(d) V={A € M;5«3(R): tr(A) =0}.
)

(e V:{AGnggi a11*2a22+a33:0}

Para cada uma das matrizes

Lo 1 11 0 1 123 -1
A:[111]’ A=|l0 1 -1 1|, A=|110 1
-1 -1 -1 01 3 -2
(a) Encontre bases para Lin(A), col(A) e nul(A).
(b) Encontre bases para Lin(AT) e col(AT).
Calcule a dimensao dos seguintes espacos vetoriais:
(a) W ={A€ M,(R) : AT = A}, (b) X ={A € Myn(R) : AT =—A},

Sejam V = Ks[z]| o conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a 2 e ¢t € R fixo. Definimos
filz) =1, fa(z) =z +1, fa(x) = (z +1)*.

Demonstrar que B = {fi, f2, f3} ¢ uma base de V. Seja g(z) = co+c12+c22?%, quais sdo as coordenadas
de g em relacao a esta base ordenada B?

Sejam T uma transformagao linear sobre C?definida por T'(z,y) = (z+y, z+2y), S* = {(—1,—4), (i, 1)}
eSe={(1+14-1),(—,2)}:

(a) Verifique que Sy e S%sdo bases de C2.

(b) Qual é a matriz de T relativa a Sy e S17

(c) Qual é a matriz de T relativa a S7 e Sa?

Determine se T é uma transformacao linear
_la+bdb O
o 0 c+d |

| rtw 1
o 0 y—z |
Mpysn — Myxn, T(A) = AB, onde B € M, «, € uma matriz fixa.

)T
) T (4)

(d) T : Mywn = Myxn, T(A) = AB — BA, onde B € M,,«,, € uma matriz fixa.
) T

: Mpxn(R) > R, T(A) =tr(A). Aqui Tr(A) denota a traga da matriz quadrada e se define por
t’f’(A) =a11 +agss + ... +ann-

() T: Mpxn — R, T(A) = a11a22...anp.

(g) T: Kslz] = Kaz], T(a+bx+cx?)=a+1+ b+ Da+ (c+1)z? .
)
)

(a) T : ngg — ngg, T |:

t Moyo — Moy, T [

(h) T : Ks[z] = Kalx], T(a + bz + cx?) = a+ b(z + 1) + b(x + 1)2.
(i) T:C(R) = C(R), T(f)(z) = f(?).
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() T:C(R) = C(R), T(f)(x) = (f(x))?
(k) T: C(R) = C(R), T(f)(x) = f(
z) = f(

(1) T:C(R) = C(R), T(f)(x)
Seja T : R? — R? uma transformacdo linear para a qual satisfaz

9
(-(2) 0-(3)
3 0
Encontre T ° JeT( ¢
ncontre 2 e b .

Seja T : Ks[x] — Ki[z] uma transformacéo linear que satisfaz

¢), onde ¢ € R é um namero real fixo.
c)z?, onde ¢ € R é um nimero rela fixo.

T(l)=1+z, T(x)=3-2x e T(x?) =4+ 3z
Encontre T(4 — x + 322) e T(a + bx + cx?).

Seja T : Ks[xr] — Ks[r] uma transformacio linear que satisfaz T(1 + z) = 1 + 22, T(z + 2?) = 2 — 22

e T(1+2?) =1+ + 22 Encontre T(4 — x + 322%) e T(a + bx + cx?).

Seja T : Mayo(R) — R uma transformagio linear que satisfaz
1 0 1 1 11 11
T[OO}, T[lO}Q, T[lo]?), T{ll]zl.
1 2 a b
EncontreT[3 4}8T{c d]'

Sejam T : V — V uma transformacao linear e vy, vo, ..., v, uma base de V. Demonstrar que se Tv; = v;
para todo 1 < i <n entdo T & a transformacao identidade em V .

Defina as transformacoes lineares S : R? — Myys e T : R2 — R2 por S =

b 0 a—2b
c\ [ 2c+d 2 x
T(d)_< _d ).CalculeSoT<1>eSoT<y>

Defina as transformagoes lineares S : Ky[z] — Kafz] e T : Kslx] — Kj[x] por S(a +bzx) = a+ (a +
b)x + 2bx? e T(a + bz + cx?) = b+ 2cx. Calcule (SoT)(3+ 2z —22) e (SoT)(a+ bx + cz?). ;Se pode
calcular T o S? Fazer-lo.

a a+b 0 }
e

Verifique que S e T sdo transformacoes inversas
(a) S: R? - R%S(z,y) = (4z +y,3z +y) T:R? = R2 T(x,y) = (v —y,—3x + 4y).
(b) S: Ki[z] = Ki[z], S(a+bx) = (—4a+b)+2ax T: Kylx] = Ki[z], T(a+bx) = b*>+ (a+2b)x

Lembremos que K, [z] denota o espaco vectorial dos polinomios de grado menor ou igual a n. Definamos
R: Kylx] = Ks[z] por R(p(x)) = 2%p'(z).

(a) Demonstrar que R é uma transformagao linear.
(b) Calcular Ker(R) e Im(R).

(c) Determinar se R é um isomorfismo de espagos vectoriais.

Seja T : Msoys — Msyo definida por T[ a b ] = [ g 2 } Considere as seguintes matrizes

53] [nd B



(a) Quais das matrizes acima estdo no ker(T)?
(b) Quais das matrizes estdo na imagem de 77

(c) Descreva a imagem de T e ker(T).

49. Seja T : Moy2(R) — R definida por T'(A) = tr(A). Considere as seguintes matrizes
[0 1] [3 —2} {—2 2} {2 0]
1 0 2 1 1 -1 1 2
(a) Quais das matrizes acima estao no ker(T)?
(b) Quais dos seguintes escalares estdo na imagem de 7?7
0 5 -2

(c) Descreva a imagem de T e ker(T).
50. Seja T : Ka[z] — R? a transformacio linear definida por T'(a + bz + cz?) = (a — b,b + ¢)

(a) Quais dos seguintes vetores estdo no rango de 77

(0,0) (0,1) (0,1).
(b) Quais dos seguintes polinomios estdo no ker(T")?
14z, x—xQ, 14z — 2.
(c) Descreva a Imagem de T e o ker(T)?

51. Determine se as seguintes transformacoes lineares sao injetiva ou se é sobrejetora.

(a) T: R? — R?, definida por T(z,y) = (22 — y,z + 2y).

2a+c b—-c
(¢) T: Kz[z] — R? definida por T'(a + bz = cx2) = (2a — b,a + b — 3¢, c — a)
(d) T : Ks[z] — R? definida por T'(p(z)) = (p(0), p(1)).

a—b b—c }

(b) T: Kylz] — May2(R) definida por T'(a + bx + ca?) = [ a+b a+2 ]

. R3 ; —
(e) AT : R® — Msy2(R) definida por T'(a, b, c) = [ atb bac

a+b+c b—2c

(f) dT : R® — W definida por T'(a, b, c) = [ b—9% a—c } , onde W é o subespacgo das matrizes

simétricas de tamanho 2 x 2.

52. Seja S : K3[x] — Mays a transformagao linear dada por S(a + bz + cx? + dz?) = [ e+b c+2d } .

a+c d

53. Sejam S: V — W eT : U — V transformacoes lineares

(a) Demonstrar que se S e T sao injetivas, também o é S o T.

(b) Demonstrar que se S e T sao sobrejetivas, também o é SoT.



