Listal - Algebra linear- T2

Curso de verao 2018 - IME-USP
Professor: Diego Alfonso Sandoval Salazar

Tema: Vetores em R"™ e matrizes

1. Desenhe os seguintes vetores R? que representam os pontos
(@a=(2,0)  Bb=(23) (e=(=13) (dd=(1,-2)

2. Desenhe os vetores do exercicio anterior se as origens estiverem no ponto (1,—1) e defina-los como
vetores localizados.

3. Desenhe os seguintes vetores na posicio padrao em R?

(@a=(0,0,2) (B)b=(-1,2,3) (Je=(1,-3,1) (d)d=(-1,-3,-2)

4. Se os vetores do exercicio anterior forem movidos para que seus pontos finais estejam no ponto (1,1, 1),
encontre os pontos que correspondem as suas origens os quais definem estes como vetores localizados

5. Considere a figura[ll onde A, B, C, D, E e F séo os vértices de um hexagono regular com centro na

origem.
— —
(a) Expresse cada um dos seguintes vetores em termos de a = OA e b= OB

— — —

(i)AB (ii)BC (iii)AD (iv)CF (v)AC (vi)BC +DE +F

Figure 1: Hexéagono regular.

_—_ — — — — —
(b) Mostre que DC'+ DB+ DA+ DF + DE =3DA.
6. Encontre o conjunto de todas as combinagoes lineares dos vetores u = (1,2,0,—1) e v = (2,0, —1, 3).
7. Em cada caso, calcule o produto escalar u - v :
oaue (1Y 4o (? 1 2
B 2 | c)u=1|2 |,v=1] 3
3 1
(b) u = (27 _3)7 v = (976)5 (d) U = (15 \/57 \/gv 0) , U= (47 _\/5507 _5)
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11.

12.

13.
14.

15.

16.
17.

18.

. Para cada item no exercicio anterior, encontre o comprimento ou norma de u, um vetor unitario na

direcao de v e a projegao ortogonal de u sobre v.
Se u,v e w sao vetores R™ com n > 2, explique por que as seguintes expressoes nao fazem sentido.

(a)u- (v-w) (b)u-v+w.

Em cada caso, determine o angulo entre os vetores u e v e classifique em agudo, obtuso ou reto.

(a)U—(f),v—(_lg,) (c) u= —21 , V= —12
1

-1
(b) u = (47 55 _2) y U= (17 _17 1) (d) U = (15 27 35 4)7 v = (35 17 _27 2)
Lembre se que os vetores canonicos de R? sao i = (1,0,0), j = (0,1,0) e k = (0,0,1). Considere os
vetores
a)i—j+k b)i+k c)j—k
Qual desses vetores é ortogonal ao vetor v =i+ j — k7

(a) Somente a) (c) Somente c) (e) Todos
(b) Somente b) (d) Somente b) e ¢)

Considere os pontos em R?: A = (1,1,—1), B = (-3,2,-2) e C = (2,2, —4). Use vetores para provar
que o tridangulo AABC é um tridngulo retangulo.
Um cubo tem quatro diagonais internas, mostre que nenhum par delas é perpendicular.

Sejam u, v € R™ e ¢ € R arbitrarios. Demonstrar as seguintes propriedades

(a) Simetria: [|u —v| = |lv — ul.

(b) Desigualdade triangular: ||u + v|| < |Jul| + ||v||. Dica: Use a desigualdade de Cauchy-Schwarz

(c) Linearidade em relagado ao produto escalar: c¢(u - v) = (cu) - v = u - (cv).

(d) Desigualdade triangular inversa ||ju — v|| > ||lu|| — ||v]|.

(e) Lei do paralelogramo [u + v[|? + [Ju — v||> = 2 (||u||* + ||v]|?). Interprete o nome da propriedade

fazendo um desenho.
Lei dos cosenos: ||u —v||? = [Ju||? + |[v]|? — 2|Ju||||v|| cos#. Fazer desenho e interpretar.
Identidade de polarizacio: 4u - v = ||u + v||? — |Ju — v]|?.

)
)

(h) |ju—v| = |lu+ v|| se e somente se u e v sdo ortogonais.
) u+ v e u— v sdo ortogonais se e somente se |lu|| = ||v]|.
)

llu x || = [Jul| ||v]| | siné|, onde 6 & o angulo entre u e v.
Decida se cada uma das seguintes afirmacoes é verdadeira ou falsa

(a) em R3, se um vetor u for perpendicular a v e a w, entdo v e w sdo paralelos.
(b) em R™, se u é perpendicular a v e a w, entdo também é perpendicular a v + 2w.

(c) em R™, se u e v sdo perpendiculares entdo ||u — v|| = v/2.
Encontre dois vetores v, w perpendiculares tais que cada um é perpendicular a (1,2, —1).

Suponha que |lu|| = 5 e ||v|| = 3, quais sdo os valores minimos e maximos de ||u — v||? Quais sdo os
valores minimo e maximo de u - v?

) ] 3 0 2 -2 5 1 2 0 -2
Con51dereasmautrlzesA—[_1 5],3—[0 9 3];0—[3 4}71)_[_3 1}’E_
2

e Calcule as matrizes indicadas, se for possivel

[1 3]eF:[



(a) A+3D (c) B-C (e) AB (g) DA— AD
(b) 2D —3A (d) B-CT (f) B2 (h) (I — A)%

19. De um exemplo de uma matriz A € M3, 3(R) diferente de zero tal que A% = 0.

20. Seja P a matriz

21.

22.

23.

24.
25.
26.

27.

2 2 1
p - | A2 i
D T

3 3 3

Verifique que P = P2.

Seja A = { 1 (1) } . Encontrar uma férmula para A™, com n > 1.
Poténcia de matriz diagonal.

(a) Mostre que para as matrizes diagonais

7d10 7610
o-[48] o e[ 2]

mmDE_ED_{dW1 0 }

0 d262
(b) Use isto para provar o resultado acima para matrizes quadradas em geral.

(c) Mostre, por indugao, que

»-[4 5]

0
para cada inteiro n > 1. Estenda o resultado para matrizes m x m, m > 1.
Sejam A, B, C matrizes n X n.

(a) Mostre que se A tem inversa entdo AB = AC implica B = C.

(b) Mostre com um exemplo que o item anterior pode ser falso se A ndo tem inversa. Dica: tome

10
n—2,eA—[0 O]'

(c) Se B tem inversa e A comuta com B (isto e, AB = BA) entdo A também comuta com a inversa
de B.

Encontre todas as matrizes 2 X 2 que comutam com qualquer matriz 2 x 2.
Demostrar que AB = BA se, e somente se (A — B)(A + B) = A — B2

Uma matriz A quadrada é dita invertivel se existe uma matriz quadrada A’ do mesmo tamanho tal que
A’A=1= AA’, onde I denota a matriz identidade. Encontre a inversa da matriz dada (se existe)

1 -1 0
A_{le ;] e B=]2 0 1
3 1 =2

Uma matriz quadrada A é chamada Nilpotente se existe um inteiro r > 1 tal que A" = 0. Sejam A e B
matrizes nilpotentes do mesmo tamanho e assuma AB = BA. Mostre que AB e A + B sao nilpotentes.



