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Resumo O e-valor ou valor epistêmico, ev(H), mede a significância es-
tat́ıstica de H, uma hipótese sobre o parâmetro θ de um modelo Baye-
siano. O e-valor é obtido através de uma transformação probabilidade-
possibilidade da medida a posteriori do modelo, p(θ), e pode, por sua
vez, ser utilizado para definir o FBST ou Teste Bayesiano Completo
de Significância. Este artigo investiga a relação desta nova abordagem
com transformações padrão de probabilidade-possibilidade. Em parti-
cular, mostramos como e por que o e-valor foca na ou conforma-se com
s(θ) = p(θ)/r(θ), a função surpresa em relação à densidade de referência,
r(θ), enquanto mantém-se consistente com a medida de probabilidade a
posteriori do modelo. Ademais, investigamos objeções tradicionalmente
levantadas na teoria estat́ıstica contra medidas de significância engen-
dradas por transformações de probabilidade-possibilidade.
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teses precisas e complexas; Modelos Bayesianos; Racioćınio possibiĺıstico
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Shackle [51] interpreted the possibility of an event as the absence of
surprise felt when it occurs... The possibilistic interpretation of histograms

may be carried out in several ways, at first glance, at least... It is supposed
that the events [are] sufficient in order to equalize frequencies and probabilities.

Didier Dubois e Henri Prade [19, p.177].

1 Introdução

Este artigo compara o conceito de significância estat́ıstica de hipóteses precisas
em três escolas de pensamento da estat́ıstica, a saber: (1) Estat́ıstica clássica
ou freqüentista; (2) Estat́ıstica Bayesiana baseada na teoria da decisão; (3)
Estat́ıstica Bayesiana baseada no arcabouço epistemológico do Construtivismo
Cognitivo (Cog-Con). Outros tópicos correlatos são abordados em [61].

O primeiro objetivo deste artigo é clarificar alguns aspectos formais e enfati-
zar o papel que cabe à teoria da possibilidade e às transformações de probabilidade-
possibilidade. A referência básica para teoria de possibilidade utilizada neste
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artigo é Dubois e Prade [19]. Este artigo pioneiro é direto, intuitivo e conciso,
cobrindo no entanto todos os conceitos pertinentes.

O segundo objetivo deste artigo é explicar algumas objeções tradicionalmente
levantadas na estat́ıstica Bayesiana baseada na teoria da decisão contra medidas
de significância estat́ıstica engendradas por transformações de probabilidade-
possibilidade. Especificamente, identificamos a analisamos quatro itens percebi-
dos como grandes obstáculos, a saber: (1) Dificuldades técnicas em obter procedi-
mentos invariantes. (2) Fidelidade a procedimentos de eliminação de parâmetros
molestos (nuisance ou perturbadores). (3) Rejeição por parte da teoria da decisão
de um ponto ótimo (máximo-a-posteriori ou máxima-verossimilhança restrita à
hipótese) como um representante leǵıtimo para uma hipótese composta. (4) En-
tendimentos tradicionais de testes de significância como cobertura (ou não) de
uma hipótese pontual por um intervalo de credibilidade de tamanho determi-
nado.

Para cumprir com os objetivos anteriormente mencionados, este artigo é or-
ganizado como se segue: A Seção 2 apresenta uma curta revisão e estabelece a
linguagem concernente a modelos estat́ısticos. A Seção 3 revê conceitos básicos
de teoria da possibilidade e, estritamente dentro deste arcabouço, define o valor
epistêmico da hipótese H, ev(H), que, por seu turno, é utilizado para definir o
FBST - o Teste Bayesiano Completo de Significância. O FBST é uma nova teo-
ria estat́ıstica de significância desenvolvida dentro do arcabouço epistemológico
do construtivismo cognitivo. Para uma revisão geral do FBST, enfatizando suas
conexões com lógica e outros aspectos relevantes ao escopo deste artigo, vide
Borges e Stern [8]. A Seção 4 explica o papel desempenhado no FBST pela
densidade de referência e pela função surpresa, e como elas são usadas para se
alcançar a propriedade fundamental de invariância da resultante medida de sig-
nificância. Em contraste, esta seção revê os argumentos apresentados por Box
e Tiao [9] em prol de sacrificar a propriedade de invariancia em testes de sig-
nificância. A Seção 5 apresenta os p-valores freqüentistas e discute suas carac-
teŕısticas pseudo-possibiĺısticas. Esta seção também discute a lógica tradicional
de procedimentos eliminação de parâmetros molestos. A Seção 6 apresenta os
fatores de Bayes, a solução ‘probabilidade para toda obra’ da teoria de decisão
para teste de hipótese. Esta seção também revê alguns argumentos de teoria da
decisão contra o uso de regras lógicas de composição possibiĺıstica em proce-
dimentos estat́ısticos. A Seção 7 discute o método de Lindley, uma abordagem
para teste de hipóteses baseada na sua cobertura (ou não) por intervalos de cre-
dibilidade de um tamanho prescrito. O método de Lindley é uma abordagem de
compromisso probabilistico-possibiĺıstica que pode ser vista como um precursor
do FBST. Esta Seção também discute tradicionais requisitos sobre as regiões de
credibilidade usadas no método de Lindley, como conectividade topológica, ou
sobre a densidade de probabilidade subjacente, como unimodalidade e monoto-
nicidade. A Seção 8 apresenta nossos comentários finais e direções para pesquisa
futura.
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2 Modelos Estat́ısticos Bayesianos e Freqüentistas

O modelo padrão da estat́ıstica Bayesiana paramétrica concerne a uma variável
aleatória (vetorial), x, que tem uma distribuição amostral com uma forma funci-
onal especificada, p(x | θ), indexada pelo parâmetro (vetorial) θ. A mesma forma
funcional, considerada como função da variável livre θ com um argumento fixo
x, é a função de verosimilhança do modelo.

Em estat́ıstica freqüentista, θ deve ser tomado como uma ‘quantidade des-
conhecida mas fixa’. Assim, no arcabouço freqüentista, permite-se o uso do
cálculo de probabilidade no espaço amostral, mas próıbe-se terminantemente o
seu uso no espaço paramétrico, isto é, x deve ser considerado como uma variável
aleatória, enquanto θ não deve ser considerado aleatório de forma alguma. Outras
conseqüências da proibição freqüentista a enunciados probabiĺısticos no espaço
paramétrico são examinadas na Seção 6.

No contexto Bayesiano, o parâmetro θ é considerado como uma variável
aleatória latente (não observável). Desta forma, o mesmo formalismo utilizado
para expressar credibilidade ou (in)certeza, a saber, probabilidade como um
cálculo de crença abstrato, é utilizado em ambos os espaços, amostral e pa-
ramétrico. Conseqüentemente, a distribuição conjunta, p(x, θ), deveria sumari-
zar toda a informação dispońıvel em um modelo estat́ıstico, vide Wechsler et al.
[63].

Seguido as regras do cálculo de probabilidades, a distribuição conjunta de
x e θ pode ser fatorizada tanto como a função de verosimilhança do parâmetro
dada a observação vezes a distribuição a priori de θ, ou como a distribuição a
posteriori do parâmetro vezes a densidade marginal da observação,

p(x, θ) = p(x | θ)p(θ) = p(θ |x)p(x) .

A distribuição de probabilidade a priori, p0(θ), representa a informação ini-
cial dispońıvel sobre o parâmetro. Neste contexto, a distribuição preditiva para
a variável aleatória observada, x, é representada por uma mistura (ou super-
posição) de processos estocásticos, todos eles com a forma funcional da distri-
buição amostral, de acordo com a mistura (ou ponderação) especificada pela
distribuição a priori.

p(x) =

∫
Θ

p(x | θ)p0(θ)dθ .

Se em seguida observarmos um único evento, x, segue da fatoração da dis-
tribuição conjunta acima que a distribuição a posteriori para θ, representando a
informação dispońıvel sobre o parâmetro após a observação, é dada por

p1(θ) ∝ p(x | θ)p0(θ) .

O subscrito n em pn(θ) conta o número de eventos observados. Se quisermos
substituir o śımbolo de ‘proporcional a’, ∝, pelo de igualdade, =, será necessário
dividir o lado direito pela constante de normalização, c1 =

∫
Θ
p(x | θ)p0(θ)dθ.
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Esta é a Regra de Bayes - o mecanismo básico de aprendizado da estat́ıstica
Bayesiana, que fornece a probabilidade (inversa) do parâmetro dadas a ob-
servações. Computar constantes de normalização pode ser dif́ıcil ou enfadonho.
Assim, especialmente em modelos grandes, é costume trabalhar com densidades
não normalizadas ou potenciais tanto quanto posśıvel, computando constantes de
normalização apenas ao final se necessário. É interessante observar que a função
de distribuição conjunta, tomada com uma parâmetro fixo, x, e um parâmetro
livre, θ, é um potencial para a distribuição a posteriori.

O aprendizado Bayesiano é um processo recursivo, onde a distribuição a
posteriori após um passo no aprendizado torna-se a distribuição a priori para
o passo seguinte. Assumindo que as observação são c.i.i.d., condicionalmente
(aos parâmetros) independentes e identicamente distribúıdas, a distribuição a
posteriori após n observações, x(1), . . . , x(n), será,

pn(θ) ∝ p(x(n) | θ)pn−1(θ) ∝
∏n

i=1
p(x(i) | θ)p0(θ) .

Sempre que possivel, é muito conveniente utilizar uma priori conjugada, isto
é, uma distribuição de mistura cuja forma funcional é invariante pela operação
Bayesiana no modelo estat́ıstico em tela, vide Castillo et al. [11, Sec.13.8], [12].

Os ‘prinćıpios e os fins’ do processo de aprendizado Bayesiano merecem uma
discussão mais profunda, isto é, deveŕıamos apresentar argumentos racionais
para escolher a priori utilizada para dar partida no processo de aprendizado, e
algums teoremas de convergência para a posteriori para um número crescente
de observações. Para alcançar este propósito, temos que medir o conteúdo in-
formacional de uma distribuição a priori. Stern [60] fornece uma curta revisão
explicando como e por que o conceito de entropia é a chave que destranca estes
mistérios.

2.1 Hipóteses Estat́ısticas

Uma hipótese estat́ıstica, H, (por vezes chamada de hipótese nula) afirma que o
parâmetro θ do modelo estat́ıstico encontra-se dentro do conjunto da hipótese,
ΘH . A bem da simplicidade, poderemos, de agora em diante, usar uma notação
relaxada, escrevendo H no lugar de ΘH . O conjunto da hipótese é geralmente
definido por restrições de desidualdade e igualdade definidas por funções ve-
toriais, g = [g1(θ), g2(θ), . . . , gl(θ)]

′ e h = [h1(θ), h2(θ), . . . , hk(θ)]′ no espaço
paramétrico,

H : θ ∈ ΘH , ΘH = {θ ∈ Θ | g(θ) ≤ 0, h(θ) = 0} .

Ao longo deste artigo assumiremos que o vetor de restrições é regular e não
degenerado, isto é, que em parte alguma as restrições implicam em uma singula-
ridade no conjunto da hipótese, H ⊆ Θ, ou na variedade algébrica que o repre-
senta. Portanto, a dimensão da hipótese é especificada pelo número de restrições
de igualdade. Utilizaremos a seguinte notação: t = dim(Θ), é a dimensão do
espaço paramétrico, k, a codimensão de H, conta o número de equações escalares
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restringindo H; dim(H) = h = t−k, a dimensão de H, conta o número de graus
de liberdade para uma part́ıcula movendo-se em H. Estamos particularmente
interessados em hipóteses precisas, i.e., aquelas nas quais dim(H) < dim(Θ), ou
seja, k > 0. Uma hipótese pontual tem dimensão zero, isto é, a hipótese é um
singleto, H = {θ0}. Ao longo deste artigo, assumiremos, sempre que necessário,
condições apropriadas de regularidade topológica e anaĺıtica, como continuidade,
diferenciabilidade, e a existência de argumentos maximais, restritos e irrestritos.

3 ev(H) - Uma Transformação Probabilidade-
Possibilidade

O primeiro objetivo desta seção é definir ev(H), o e-valor ou valor epistêmico
de uma hipótese H ⊆ Θ, em um modelo estat́ıstico Bayesiano como definido na
última seção, com densidade a posteriori pn(θ) e densidade de referência r(θ).
Para algumas aplicações interessantes ilustrando o uso de e-valores e do FBST
em aplicações práticas, vide Diniz et al. [16], Lauretto et al. [32], Irony et al.
[25], Johnson et al. [26], Pereira e Stern [43], Pereira et al. [44], Rifo e Torres
[47] e Rodrigues [48].

A função surpresa, s(θ), indica a mudança na densidade a posteriori, pn(θ),
relativamente à densidade de referência, r(θ), representando uma situação inicial
de informação mı́nima, vide seção 4. Os superscritos ‘chapéu’ e ‘estrela’ indicam
argumentos maximais e valores ótimos, respectivamente irrestritos e restritos à
hipótese, como segue:

s(θ) =
pn(θ)

r(θ)
,

ŝ = supθ∈Θ s(θ) , θ̂ = arg maxθ∈Θ s(θ) ,
s∗ = supθ∈H s(θ) , θ

∗ = arg maxθ∈H s(θ) .

O v-corte (superior e fechado) de uma função s(θ), T (v); seu complemento,
o conjunto de máxima função surpresa (HSFS) acima do ńıvel v, T (v), (também
chamado v-corte inferior e aberto); e sua borda (também chamado curva de ńıvel
v), são definidos como

T (v) = {θ ∈ Θ | s(θ) ≤ v} , M(v) = {θ ∈ Θ | s(θ) = v} , T (v) = Θ − T (v) .

A função verdade do modelo estat́ıstico, W (v), é a distribuição de probabili-
dade a posteriori acumulada até o ńıvel de surpresa v. O complemento e a deri-
vada de W (v) também são definidos como segue. Se W (v) é descontinua, m(v)
deve ser interpretada como uma função generalizada no sentido de Schwartz [50].

W (v) =

∫
T (v)

pn (θ) dθ , W (v) = 1−W (v) , m(v) =
d

dv
W (v) .

Muitas propriedades importantes de W (v) seguem diretamente da propri-
edade de aninhamento exibida pelos v-cortes que, por ser turno, fornecem o
escopo das integrais que definem a função verdade, vide Klir e Folger [31, Ch.4],
e Zadeh [67],

u ≤ v ⇒ T (u) ⊆ T (v)⇒W (u) ≤W (v) .
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Finalmente, o e-valor e seu complemento para uma hipótese H ⊆ Θ, são
definidos como segue.

ev(H) = W (v∗) , ev(H) = 1− ev(H) .

Assim como foi definido, o e-valor é uma função de conjunto. Todavia, a bem da
simplicidade, poderemos utilizar uma notação relaxada, escrevendo ev({θ0}) =
ev(θ0) como uma função pontual, no caso da hipótese pontual H = {θ0}.

O e-valor de uma hipótese H é baseado no caso mais favorável, ev(H) =
ev(θ∗), uma propriedade que caracteriza ev(H) como um cálculo absrato de
crença de tipo possibiĺıstico, vide Darwiche [14], Darwiche e Ginsberg [15], e
Borges e Stern [8]. Utilizando a propriedade de aninhamento dos v-cortes, é
fácil estabelecer que ev(H) também tem as mui desejadas propriedades de con-
sistência com a medida subjacente de probabilidade e conformidade (similari-
dade em forma) com a função surpresa subjacente, isto é,

Consistência: ev(H) ≥ pn(H) , ∀ H ⊆ Θ ;

Conformidade: ev(θ) ≥ ev(τ) ⇔ s(θ) ≥ s(τ) , ∀ θ, τ ∈ Θ .

Uma medida de plausibilidade, Pl(H), é definida por sua atribuição básica de
probabilidade, m : 2Θ 7→ [0, 1], tal que

∫
S⊆Θm(S) = 1. Os elementos focais de

m são os sub-conjuntos do universo com atribuição básica de probabilidade não
nula, F = {E ⊆ Θ |m(E) > 0}. Finalmente, a plausibilidade de H ⊆ Θ, Pl(H),
é definida como

Pl(H) =

∫
E∈F |E∩H 6=∅

m(E) .

Portanto, ev(H) pode ser caracterizado como uma função de plausibilidade
tendo, como elementos focais, v-cortes da função surpresa, enquanto que a den-
sidade básica de probabilidade atribúıda a T (v) é obtida integrando a densidade
de probabilidade a posteriory sobre sua borda, m(v) =

∫
M(v)

pn(θ)dθ.

Uma função de plausibilidade define, como sua dual, uma função de crença
através das relações

Bel(H) =

∫
E∈F |E⊆H

m(E) = 1− Pl(H) .

3.1 Onus Probandi Epistêmico

Esta sub-seção tece comentários adicionais sobre a interpretação das funções de
plausibilidade e (des)crença nos contextos juŕıdico e de epistemologia. Dubois
e Prade [19, p.12] (adaptando a notação segundo as convenções adotadas neste
artigo) fornecem as seguintes intuições sobre o significado das funções de crença
e plausibilidade:

A massa m(Ei) pode ser interpretada como a alocação global de probabili-
dade para todo o conjunto de eventos elementares que constituem Ei, sem
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no entanto especificar como esta massa é distribúıda entre cada um dos
próprios eventos elementares...
Os eventos Ei são chamados elementos focais, Shafer [52], e podem ser
utilizados para modelar observações imprecisas. Nesta situação, a probabi-
lidade de um evento A será imprecisa, isto é, estará contida no intervalo
[Bel(A),Pl(A)].
Bel(A) é calculada considerando todos os elementos focais que tornam a
ocorrência de A necessária, (i.e. que implicam A). Pl(A) obtida conside-
rando todos os elementos focais que tornam a ocorrência de A posśıvel.

Isto é, apenas os elementos focais completamente contidos em H contribuem
para a sua credibilidade, enquanto todos os elementos que interceptam H con-
tribuem para a sua plausibidade.

No contexto legal, as observações no parágrafo precedente validam a inter-
pretação de ev(H) = Bel(H) como a crença de que H seja uma afirmação falsa,
isto é, de que alguém afirmando H seja culpado de perjúrio (mentir com im-
plicações legais). No contexto legal, acusações válidas precisam estar conformes
com dois prinćıpios juŕıdicos básicos conhecidos como onus probandi e in dubito
pro reo, para uma análise detalhada, vide Stern [54, 55].

O fundamento epistemológico natural da estat́ıstica freqüentista é o Falsifica-
cionismo Popperiano, onde medidas de significância são utilizadas para falsificar
uma teoria em um ‘tribunal cient́ıfico’. Para uma análise detalhada da metáfora
do tribunal cient́ıfico e seu papel na análise estat́ıstica, vide Stern [61].

3.2 A Transformação Padrão de Probabilidade-Possibilidade

Dubois e Prade [19, p.178] definem (para variáveis discretas) uma medida de
possibilidade padrão, π(H). Generalizando a mesma definição para variáveis
cont́ınuas, esta coincide com ev(H) no caso especial de termos uma medida
de referência trivial, isto é, a densidade de referência (impópria) r(θ) = 1. Neste
caso, s(θ) = pn(θ) e os HSFSs são os mais conhecidos conjuntos de máxima
densidade de probabilidade (HPDSs). Considerando que a transformação padrão
de probabilidade-possibilidade já foi extensivamente estudada ao longo de muito
tempo nas áreas de inteligência artificial e ciência da computação, seria natu-
ral considerar a sugestão intuitiva de utilizar π(H) como uma medida de signi-
ficância estat́ıstica para a hipótese H. Ocorre porém, que π(H) não é apropriada
para esta tarefa.

O e-valor, ev(H), é mais flex́ıvel que a medida de possibilidade padrão, π(H),
pois permite o uso de uma densidade de referência não trivial, r(θ), e uma
função surpresa, s(θ), que tem uma ‘forma distinta’ da densidade a posteriori,
pn(θ). Portanto, ev(H) pode ser mantida consistente com pn(H), enquanto ev(θ)
mantém-se conforme com s(θ). Melhor dito, a medida de possibilidade ev(H)
tem elementos focais que são definidos pelas curvas de ńıvel da função surpresa,
enquanto sua atribuição básica de probabilidade é obtida integrando a densidade
de probabilidade a posteriori. A próxima seção irá examinar como e por que
esta flexibilidade adicional pode gerar uma medida de possibilidade que pode
ser utilizada como uma medida invariante de significância estat́ıstica.
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4 Invariância e Geometria de Referência

Invariância é uma propriedade chave de medidas de significância bem defini-
das. Uma medida invariante é independente da parametrização (regular) sendo
utilizada para descrever o modelo estat́ıstico. Por exemplo, uma medida de sig-
nificância invariante não pode depender do particular sistema de coordenadas
que está sendo utilizado como sistema de referência no espaço paramétrico, ou
da particular forma algébrica das equações utilizadas para descrever o conjunto
da hipótese.

No FBST, o papel da densidade de referência, r(θ), é tornar ev(H) explici-
tamente invariante sob transformações regulares do sistema de coordenadas. A
escolha natural para uma densidade de referência é uma priori não-informativa,
interpretada como uma representação de pouca ou mı́nima informação no estaço
paramétrico, ou a priori limite para zero observações, ou um estado fundamen-
tal neutro para a operação Bayesiana. Prioris não informativas padrão (possi-
velmente impróprias) incluem a uniforme, a priori de Jeffrey, e densidades de
máxima entropia, vide Stern [60] para uma discussão detalhada.

Invariância, como utilizada em estat́ıstica, é um conceito métrico. A densi-
dade de referência pode ser interpretada como induzida pela métrica informacio-
nal no espaço paramétrico, dl2 = dθ′G(θ)dθ. A priori invariante de Jeffrey é dada
por p(θ) =

√
detG(θ), vide Amari [1], Amari et al. [2] e Stern [60] para mais

interpretações. Para uma demonstração formal das propriedades de invariância
do e-valor, vide Borges e Stern [8, p.405-406].

O operador utilizado para expandir a medida de possibilidade pontual para
uma medida de conjunto é a maximização (ou, mais tecnicamente, o supremo).
O operador maxH é essencialmente independente da descrição algébrica usada
para descrever o conjunto da hipótese. Portanto, ev(H) é invariante por para-
metrizações alternativas do conjunto da hipótese.

O operador de maximização é utilizado em vários procedimentos da es-
tat́ıstica clássica ou freqüentista. A estat́ıstica Bayesiana baseada na teoria da
decisão, todavia, favorece operações de integração ou de ‘tomar a média’. Estas
preferências não são fortuitas, mas profundamente embasadas no fundamento
epistemológico destes bem estabelecidos arcabouços, para uma extensa inves-
tigação sobre o tema, vide Stern [61].

4.1 Renunciando à Invariância?

Esta seção analisa a não invariância de HPDSs, e algumas implicações desta não-
invariância em procedimentos Bayesianos que utilizam tais conjuntos, como o
método de Lindley a ser discutido na seção 7. HPDSs são objetos não invariantes,
como reconhecido em Box e Tiao [9, p.1469]:

Efeito de transformações: Seja ϕ = φ(θ) uma transformação bijetora dos
parâmetros θ em ϕ. Mas é obvio que, por sua própria definição, os regiões de
mais alta densidade em θ não serão, em geral, regiões de mais alta densidade
em ϕ.
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Procedimentos para eliminação de parâmetros molestos (nuisance) são uma
técnica importante utilizada tanto na estat́ıstica freqüentista como na estat́ıstica
Bayesiana baseada na teoria da decisão, como discutido nas seções 5, 6, e 7.
Estes procedimentos são baseados em manobras de reparametrização, que são
feitas sob-medida para um dado modelo e hipótese estat́ıstica. Portanto, qualquer
não invariância em relação à escolha de coordenadas para o espaço paramétrico
fatalmente contaminará procedimentos de eliminação de parâmetros molestos.
Esta situação lastimável é amplamente reconhecida em Box e Tiao [9, p.1475-
1477]:

Suponha que em geral tenhamos k parâmetros, θ = [θ1, . . . , θk]. Devemos
definir (k− 1) comparações não-redundantes como (k− 1) funções indepen-
dentes, φi = fi(θ), k = 1 . . . (k−1), que são todas iguais a zero se e somente
se θ1 = . . . = θk. Claramente, há uma vasta gama de escolha para funções
deste tipo. Como regiões de mais alta densidade, como regiões de confiança,
não são invariantes por transformações não lineares, temos que pensar com
cuidado sobre como parametrizar estas comparações.

Em particular, estamos interessados em descobrir se ϕ0 = 0 está ou não
incluido [em uma regiões de mais alta densidade de ńıvel (1− α)]. O ponto
ϕ0 = 0 corresponde à situação onde θ1 = . . . = θk, e é de especial interesse
na comparação da localização de distribuições.

Box e Tiao [9, p.1470] advogam o uso de métodos estat́ısticos baseados em
HPDs, vide seção 7. Todavia, eles subestimam a importância da invariância,
abrandando e atenuando a importância do assunto. De qualquer modo, uma
propriedade que não se pode obter acaba sendo considerada como uma carac-
teŕıstica não essencial:

Parece que não podemos ter esperança de obter uma medida de significância
ou credibilidade genuinamente invariante. Devemos nos lembrar que in-
variância por transformações e virtude não são sinônimos. Para proble-
mas que não deveriam ser invariantes por transformação, uma busca por
invariância serve apenas para garantir soluções inapropriadas.

Tanto quanto saibamos, a opção de Box e Tiao [9] de renunciar à invariância
quando do uso de regiões de credibilidade, permaneceu consensual na corrente
principal da estat́ıstica Bayesiana. Todavia, pedimos licença para discordar forte-
mente da conclusão final de Box e Tiao sobre a importância das propriedades de
invariância em procedimentos estat́ısticos. Uma análise em profundidade deste
assunto é dada em Stern [60].

5 p-valores Freqüentistas e sua Desconstrução

A idéia geral de um p-valor é computar a probabilidade de, ao repetir um ex-
perimento aleatório sob um dado modelo estat́ıstico e uma dada hipótese H,
obter uma observação mais extrema, isto é, menos provável, que aquela que foi
efetivamente observada.
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Na seção 2 afirmamos que, no arcabouço freqüentista, o parâmetro (vetorial)
θ do modelo estat́ıstico é considerado uma quantidade ‘fixa mas desconhecida’.
Ademais, no paradigma freqüentista, θ não deve ser considerado de forma al-
guma como uma variável aleatória. Assim, a linguagem de probabilidades fica
terminantemente proibida em qualquer descrição ou manipulação envolvendo a
incerteza existente sobre θ.

Neste contexto, é fácil argumentar que o estimador de máxima verossimi-
lhança (ML), θ̂, é a melhor escolha para fixar parâmetros livres. Da mesma
forma, arumenta-se que o ML restrito, θ∗, é a melhor escolha para fixar os
parâmetros sujeitos às restrições impostas por uma dada hipótese H.

Nestas condições, a distribuição preditiva, pn(x | θ∗), pode ser utilizada para
induzir uma ordem no espaço amostral, de modo a tornar a até agora vaga idéia
de p-valor em um conceito bem definido, vide Pereira e Wechsler [45]. pv (H), o
complemento do p-valor da hipótese H, é definido como segue:

pv (H) =

∫
C(y1,...,yn)

∏n

i=1
p(xi | θ∗) dxn , θ∗ = arg max

θ∈H

∏n

i=1
p(yi | θ) ,

C(y1, . . . , yn) =
{
x1, . . . , xn |

∏n

i=1
p(xi | θ∗) ≤

∏n

i=1
p(yi | θ∗)

}
.

5.1 A Natureza Pseudo-possibiĺıstica dos p-valores

pv (H) = 1 − pv (H) mede a probabilidade de eventos ‘extremos’, extremos
de acordo com a ordem estabelecida no espaço amostral, que por sua vez é
engendrada pelo parâmetro ótimo (mais verossimilhante), θ∗. Portanto, pv (H)
considera a probabilidade dos piores resultados sob os melhores parâmetros.
Neste sentido, p-valores têm uma aparência possibiĺıstica. Todavia, embora a
hipótese H seja enunciada no espaço paramétrico, H ⊆ Θ, pv (H) ‘empurra o
problema’ computando uma probabilidade no espaço amostral. Portanto, pv (H)
tem apenas uma semelhança superficial com as transformações de probabilidade-
possibilidade estudadas na Seção 3.

5.2 Construção de p-valores Práticos.

Assim como acima definido, pv (H) pode ser muito dif́ıcil de calcular. Note-se
que, na equação que define o p-valor, yi e xi, i = 1 . . . n, representam, respec-
tivamente, o banco de dados observado e outro posśıvel. Cada banco de dados
é codificado em forma matricial, xi,j , i = 1 . . . n, j = 1 . . .m, consistindo de
n observação singulares, xi,•, cada uma destas codificada como um vetor de
dimensão m. Assim, a dimensão do espaço de integração, m ∗ n, aumenta line-
armente com o número de observações, acarretando um aumento exponencial
do trabalho computacional decorrente. Ademais, a geometria da região de corte,
C(y1, . . . , yn), é especificada por restrições não lineares que podem ser dif́ıceis de
manejar tanto anaĺıtica quanto numericamente. Portanto, é compreenśıvel que
a equação dando a definição geral de um p-valor seja raramente empregada na
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prática. Alternativas práticas de implementação fazem uso de várias técnicas
de aproximação, manobras de reparametrização, estratégias de redução de di-
mensionalidade, e tabelas e algoritmos pré-compilados que muito simplificam as
subseqüentes rotinas computacionais.

A seguir, poremos em perspectiva alguns destes métodos e como eles se (in-
ter)relacionam com implementações práticas de um p-valor. Esperamos que esta
análise desconstrutiva ajude a entender porque p valores são uma ferramenta
tão bem sucedida e, mais adiante no artigo, também entender porque e-valores
podem alcançá-los ou superá-los na prática. Uma importante fonte de inspiração
para o desenvolvimento do e-valor foi um desafio feito por Oscar Kempthorne ao
segundo autor, pedindo uma medida de significância Bayesiana que competisse
com os p-valores freqüentistas, inclusive no caso de hipóteses precisas. A Seção
7 irá revisitar este assunto, explicando como, na opinião dos autores, o e-valor é
uma resposta à altura do desafio lançado por Kempthorne.

(a) Aproximações assintóticas: Sob restrições de regularidade comunmente
assumidas na prática da estat́ıstica, e para bancos de dados grandes, n→∞,
é razoável aproximar o comportamento de certas variáveis aleatórias de in-
teresse por distribuições estat́ısticas que são bem conhecidas e de mani-
pulação conveniente. O teorema central do limite, afirmando a convergência
de médias (vetoriais) para variáveis aleatórias Normais (multivariadas), for-
nece a mais conhecida destas aproximações.

(b) Estat́ısticas suficientes: Seria muito útil poder reduzir toda a amostra,
[x1, . . . , xn], para uma estat́ıstica S(x1, . . . , xn) que fosse compacta e con-
densada. Tipicamente, embora a pré-imagem do mapa S( ) seja um espaço
de dimensão m ∗ n, crescendo linearmente com o tamanho da amostra, sua
imagem é um espaço de dimensão fixa. Talvez o exemplo mais conhecido seja
a redução de uma amostra de n valores escalares a sua média e variância,
S(x1, . . . , xn) = [m, s2], onde m = (1/n)

∑
xi e s2 = (1/n)

∑
(xi − µ)2.

Em geral, muita informação relevante seria perdida em tal redução. No en-
tanto, em condicções especialmente apropriadas, para um dado mapa, S,
em um modelo estat́ıstico espećıfico, nenhuma informação relevante é per-
dida. Nestas circunstâncias, S é denominada uma estat́ıstica suficiente, vide
Kempthorne e Folks [30]. Em aplicações práticas, estat́ısticas (aproximada-
mente) suficientes são obtidas em conjunção com aproximações assintóticas.

(c) Algoritmos numéricos para distribuições Gaussianas: Ao lidar com
a Normal multivariada e outras distribuições relacionadas, como a Chi-2, F e
T central e não central, etc., muitas computações úteis podem ser feitas com o
aux́ılio de algoritmos pré-compilados, tabelas, ou até dispositivos analógicos,
vide Pickett [46]. Acreditamos que estas técnicas simples mas poderosas
ofereçam uma explicação, ao menos parcial, para o extraordinário sucesso
da estat́ıstica freqüentista nos tempos que antecedem a disponibilidade de
computadores pessoais. Na seção 7, discutimos como estas técnicas podem
ser aplicadas com sucesso no contexto de estat́ıstica Bayesiana.

(d) Eliminação de parâmetros molestos: Na corrente principal da matemática
estat́ıstica é usual, sempre que posśıvel, reparametrizar um model utili-
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zando novas coordenadas, [δ, λ], dim(δ) = k, dim(λ) = h, de modo que
parâmetros de interesse, δ, sejam completamente especificados pela hipótese,
enquanto os parâmetros molestos, λ, fiquem totalmente livres. Tal decom-
posição Θ = ∆× Λ pode ser seguida de um procedimento de eliminação de
parâmetros molestos, isto é, um mapeamento ou ‘projeção’ D(Θ) = ∆, que
reduz a hipótese composta original a uma hipótese pontual, D(H) = {δ0}.
Basu e Ghosh [5] fornecem uma lista com mais de 10 categorias de proce-
dimentos para alcançar este objetivo, incluindo o uso dos operadores maxλ
ou

∫
dλ, maximização ou integração, para obter uma verossimilhança proje-

tada de ‘perfil’ ou uma densidade posteriori marginal, p(δ |x), vide também
Pereira e Lindley [42]. Operadores de maximização e verossimilhanças de
perfil são especialmente importantes no arcabouço freqüentista, enquanto
operações de integração e posterioris marginais são especialmente importan-
tes em estat́ıstica Bayesiana baseada na teoria da decisão, como discutido
na próxima seção.

Podemos agora começar a contrastar as caracteŕısticas de p-valores e e-
valores, uma análise de contraste que irá, nas seções seguintes, ser estendida
à estat́ıstica Bayesiana baseada na teoria de decisão. O FBST faz cálculos pro-
babiĺısticos no espaço paramétrico e, assim fazendo, cai dentro do arcabouço
Bayesiano. No entanto, o FBST não segue o paradigma de eliminação de variáveis
molestas, trabalhando no espaço paramétrico original, em sua plena dimensão.
A este respeito, o FBST rompe tanto com a tradição freqüentista quanto com
a tradição Bayesiana. Ademais, o FBST é definido por um primeiro passo de
otimização, uma operação possibiĺıstica sobre a função surpresa, seguido de um
segundo passo de integração na medida de probabilidade a posteriori. A com-
binação destes dois passos é estranha a ambos os arcabouços tradicionais da
teoria estat́ıstica. Finalmente, com os algoritmos numéricos de otimização e in-
tegração correntemente dispońıveis, o FBST tem pouca necessidade de recor-
rer a procedimentos baseados em técnicas de aproximação assintótica. As con-
seqüências de todos estes desvios em relação aos meios e métodos desenvolvidos
pelas duas escolas na corrente principal da estat́ıstica será explorada em mais
detalhe nas seções seguintes.

6 Teoria da Decisão e Probabilidade para Toda Obra

Esta seção apresenta os fatores de Bayes, a solução para teste de hipótese for-
necida pela escola Bayesiana baseada em teoria da decisão, onde probabilidade
é a ferramenta para toda e qualquer obra. Dadas duas hipóteses (ou modelos)
alternativos H1 e H2, e a (matriz) de dados observados, X = [x1, x2, . . . , xn], o
fator de Bayes B1,2 transforma a razão de chances a priori na razão de chances
a posteriori, isto é,

Pr(H1 |X)

Pr(H2 |X)
=

Pr(X |H1)

Pr(X |H2)

Pr(H1)

Pr(H2)
= B1,2

Pr(H1)

Pr(H2)
.
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Esta transformação decorre diretamente da regra de Bayes,

Pr(Hk |X) =
Pr(X |Hk)Pr(Hk)

Pr(X |H1)Pr(H1) + Pr(X |H2)Pr(H2)
.

O cálculo de fatores de Bayes para hipóteses parametrizadas é explicado em
Kass [29, p.776] como segue (onde gk é a probabilidade a priori do parâmetro θk
sob a hypotese Hk):

No caso mais simples, de duas hipóteses são distribuições simples sem parâ-
metros livres (caso hipótese simples versus hipótese simples), B1,2 é a razão
de verossimilhança. Nos outros casos, quando há parâmetros desconhecidos
em algumas das ou em ambas as hipóteses, o fator de Bayes ainda é dado
por [a formula acima], e, em certo sentido, continua tendo a forma de uma
razão de verossimilhança. Neste caso, todavia, as densidades p(X |Hk) são
obtidas integrando (não maximizando) sobre o espaço paramétrico,

B1,2 =

∫
H1
p(X |H1, θ1)g1(θ1 |H1)dθ1∫

H2
p(X |H2, θ2)g2(θ2 |H2)dθ2

.

Construir esta média ponderada de razões de verosimilhança é o curso de
ação tradicional dentro do paradigma Bayesiano baseado na teoria da decisão
e guiado pelas metáforas da aposta-utilidade ou do cassino, como discutido em
detalhe em Stern [61]. Um ponto forte desta abordagem é que um único cálculo
credal, a saber, probabilidade, é utilizado para manejar todos os cômputos en-
volvendo quantidades incertas. Esta abordagem é muito eficaz em vários casos
envolvendo hipóteses não precisas, mas entra em sérias dificuldades no caso de
hipóteses precisas representando sub-modelos de dimemsão mais baixa em um
dado modelo.

O paradoxo de Lindley e outros sintomas correlatos indicam que a atitude
ingênua de atribuir de forma ad-hoc probabilidades não nulas a conjuntos de
medida (no sentido de Lebesgue) nula, é problemático. Existe uma vasta e sem-
pre crescente literatura propondo, com este propósito, métodos cada vez mais
sofisticados para construir distribuições a priori para casos espećıficos. No en-
tanto, a própria necessidade de soluções tão intrincadas parece indicar que pode
valer a pena desenvolver abordagens diferentes para testas hipóteses precisas.

Existe também uma forte linha de pensamento dentro da escola Bayesi-
ana baseada em teoria da decisão argumentando que hipóteses precisas fazem
pouco sentido dentro deste arcabouço, e que as dificuldades aludidas no último
parágrafo apenas fornecem justificativas e confirmações adicionais para consi-
derar hipóteses precisas como enunciados mal-postos. Embora tentadora sob a
perspectiva interna da teoria da decisão, esta posição não consegue suportar
a forte demada feita pela comunidade cient́ıfica por procedimentos adequados
para testar hipóteses precisas. Hipóteses precisas são formuladas naturalmente
em muitas áreas de pesquisa, especialmente em ciências exatas, como discutido
em Stern [56-61].
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6.1 A Teoria da Decisão Rejeita a Lógica Possibiĺıstica

O passo de otimização do FBST, θ∗ = arg maxH pn(θ), pode ser interpretado
como ‘representando’ H por seu melhor caso. Argumentamos na seção 5 que
esta escolha para o valor de um parâmetro fixo mas desconhecido era muito
razoável dentro do arcabouço freqüentista. Esta escolha segue prinćıpios bem
estabelecidos da lógica possibiĺıstica, como explicado em Darwiche [14], Darwi-
che e Ginsberg [15], e Borges e Stern [8]. Das considerações conceituais feitas
nesta seção, todavia, fica claro que o mesmo passo de otimização cai completa-
mente fora do tradicional arcaboço da estat́ıstica Bayesiana baseada na teoria
da decisão. Denis Lindley [36] pessoalmente nos alertou que tomar este caminho,
na sua opinião, é uma opção pouco sábia:

Várias propostas foram feitas sobre de que maneira se poderia calcular
ev(H). Duas delas são os p-valores e as probabilidades a posteriori, às
quais vocês adicionaram uma terceira. Suponham que olhemos para ev(H)
como um conceito abstrato e perguntemos a nós mesmos que proprieda-
des ele deveria ter. Por exemplo, se A e B são duas hipóteses... Eu sou
compelido a acreditar que ev(H) deveria satisfazer os axiomas SP1 a SP5

no caṕıtulo 6 do livro de DeGroot... Aceitando estes cinco axiomas, De-
Groot prova que ev(H) deve ovedecer a todas as regras da probabilidade,
em particular que ev(A ou B) = ev(A) + ev(B) − ev(A e B). Como vocês
mesmos apontaram... sua forma de ev(H) não satifaz esta regra, mas sim
ev(A ou B) = max[ev(A), ev(B)].

Aparte desta abordagem axiomática, muitas pessoas, incluindo eu mesmo,
objetaram contra o uso do conceito de possibilidade baseados no fato de que,
assim fazendo, podemos calcular ev(A ou B) a partir de ev(A) e ev(B), sem
levar em consideração a inter-relação entre A e B... Probabilidade requer
três números, adequados para descrever a inter-relação entre duas hipóteses;
possibilidade requer apenas dois e, for esta razão, é geralmente considerada
inadequada.

John Skilling [53], alertou-nos ainda mais enfaticamente contra seguir a re-
negada lógica possibiĺıstica, pois esta nos leva à heresia da otimização:

Tome a máxima verossimilhança. A dificuldade reside no fato de que este
único ponto ótimo pode ser altamente at́ıpico na medida sendo acessada...
Ao usar um ponto singular, θ∗, para representar H, o FBST falha em es-
capar da inadequação de representar um conjunto por um ponto... Eu não
posso aceitar tal coisa!

7 O Método de Lindley

O tratamento dado a hipóteses precisas pelos p-valores é muito menos pro-
blemático que o oferecido por fatores de Bayes, ao menos nos aspectos previ-
amente discutidos concernentes às propriedades de conjuntos de medida nula.
Otimização em sub-variedades algébricas definidas por restrições de igualdade e
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desigualdade é o problema padrão de programação matemática, requerendo ape-
nas o uso de bons algoritmos numéricos, vide Andreani et al. [3]. Em contraste, o
cômputo de integrais não nulas sobre sub-variedades algébricas próprias, requer
que se façam várias escolhas ad-hoc bem como a definição de objetos especi-
almente desenhados (como prioris artificiais e outros ox́ımoros) para o modelo
estat́ıstico em estudo. Ademais, todo este esforço pode não ser eficaz, resultando
em procedimentos estat́ısticos que são problemáticos no tratamento de hipótess
precisas.

Esta situação estimulou a pesquisa em métodos de compromisso, que per-
mitem o uso conjunto de operadores integrais ‘probabilisticos’ e operadores op-
timais ‘possibiĺısticos’ dentro de um arcabouço que é fundamentamente Baye-
siano, conquanto faz uso de medidas de probabilidade no espaço paramétrico.
Vários destes métodos de compromisso foram desenvolvidos. Em nossa opinião,
muitos destes procedimentos h́ıbridos probabiĺıstico-possibilit́ıcos (não o FBST)
carecem de uma fundação sólida, tanto teórica quanto epistemológica. De qual-
quer forma, ao apresentar qualquer dos métodos prá-existentes para lidar com
hipóteses precisas, vários autores Bayesianos manifestam explicitamente um ca-
veat emptor aos usuários, alertando-os que tais procedimentos são ferramentas
pragmáticas que devem ser utilizadas com muita cautela, vide por exemplo Wil-
liams [65, p.234].

p-valores Bayesianos olham para a freqüência de amostras extremas sob parâ-
metros médios localizados sobre a hipótese, isto é, eles medem a probabilidade
freqüentista de observarmos um banco de dados mais extremo que o em verdade
observado, considerando um parâmetro θ distribuido sobre H de acordo com
uma probabilidade a posteriory conveniente, gn(θ) em H. Embora interessantes,
p-valores Bayesianos e outras soluções de compromisso, não estão diretamente
ligadas às idéias levando ao FBST, e serão analisadas em artigos futuros.

Esta seção discute o método de Lindley, uma abordagem para testar uma
hipótese pontual, H : θ = θ0, baseado na cobertura (ou não) de θ0 por um in-
tervalo de credibilidade de tamanho prescrito, vide Lee [33, Sec4.3, p.123]. Hald
[24] fornece um relato detalhado do uso de intervalos de confiança e credibili-
dade em estat́ıstica, desde os tempos de Laplace e Gauss; vide também Barnett
[4, Sec.5.5]. No método de Lindley, HPDSs são o centro de atenção de todos
os procedimentos computacionais e, neste sentido, poderia ser considerado um
precursor direto do FBST. Denis Lindley em pessoa, considera tais métodos ape-
nas como procedimentos práticos para testar hipóteses pontuais, tendo porém
sérias reservas sobre os fundamentos teóricos subjacentes. Iremos introduzir este
método pelas palavras de alguns autores que o utilizaram em aplicações impor-
tantes:

A distribuição normal tem a notável propriedade de permitir que enunciados
equivalentes sejam feitos quer tendo X quer tendo Θ como o espaço relevante
suportando as distribuições de probabilidade... Uma interpretação Bayesi-
ana dos habituais testes F está assim dispońıvel refraseando a noção de
teoria amostral de que um valor nulo é significante se um intervalo de con-
fiança não o inclui, trocando confiança por credibilidade... Essencialmente,
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ao rejeitar o valor nulo, estamos dizendo que ele não tem alta probabilidade
(densidade) a posteriori em comparação com outros valores.

Embora esta idéias permitam que práticas ortodoxas sejam interpretadas
em termos probabilisticos, disto não se conclúi que tais práticas devam ser
adotadas... Agora voltaremos nossa atenção de conceitos de teoria amostral
para uma análise Bayesiana honesta de um problema de decisão (e portanto,
de um problema de inferência associado). D.V.Lindley [35, p.18,19].

Em modelos lineares Normais, regiões de mais alta densidade são sempre
regiões conexas, ou intervalos, e estas provêm inferências intervalares e
testes de hipótese através do uso de uma posteriori Normal, ou de uma
distribuição T ou F . West e Harrison [64, Sec.17.3.5, p.643].

Um gráfico temporal de [valores] estimados com uma indicação da incerteza
associada, assim como medida pela variância da posteriori, fornece uma
clara e útil indicação visual da contribuição dos [parâmetros escalares de
interesse]. West e Harrison [64, Sec.8.6.7, p.256,257].

Teste de uma Hipótese Nula Precisa Através de Intervalos de Confiança:
Alguns Bayesianos são favoráveis a testar, digamos, H0 : θ = θ0 versus
H1 : θ 6= θ0, aceitando H0 se θ0 pertence a um dado conjunto de credibili-
dade. Isto é similar à relação entre intervalos de confiança e testes clássicos,
exceto que ali os testes são invertidos para obter intervalos de confiança.
Isto tudo precisa ser encarado como uma maneira muito informal de fa-
zer um teste. Se realmente acreditarmos que uma hipótese nula precisa é
uma teoria bem-formulada e merece ser testada, certamente haveriamos de
querer atribuir-lhe uma probabilidade a posteriori. Isto não é posśıvel nesta
abordagem.

Devido ao fato de uma inferência baseadas em intervalos de credibilidade
muitas vezes ter boas propriedades freqüntistas, um teste neles baseado também
é similar a um teste clássico. Isto contrasta bastante com a inferência ba-
seada em fatores de Bayes e probabilidades a posteriori. Ghosh et al. [23,
Sec.2.7.3-4, p.48-50].

Outros autores influentes no campo da estat́ıstica Bayesiana não estão dispos-
tos a ser tão complacentes com transgressões heterodoxas em relação à doutrina
da teoria da decisão, vide por exemplo Berger e Delampady [7, Sec1.2, p.319;
Sec.4.3, p.328]:

Opinião 3: Testar é algo Irrelevante; Deveŕıamos concentrar-nos em conjun-
tos de confiança, testando os mesmo se necessário. Esta opinião é errada,
porque ignora a suposta natureza especial de θ0. Um ponto pode estar fora
de um conjunto de confiança de 95% e, ainda assim, não entrar em forte
contradição com os dados. Apenas calculando um fator de Bayes (ou medi-
das condicionais relacionadas) podemos julgar quão bem os dados suportam
um ponto distinguido, θ0... O fator de Bayes comunica a evidência nos
dados contra θ0, e [uma região de confiança] C a magnitude da posśıvel
discrepância.
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Como já haviamos afirmado, no método de Lindley, HPDSs são o centro de
atenção de todos os procedimentos computacionais e, neste sentido, o mesmo
pode ser considerado como um precursor do FBST. No entanto, o método de
Lindley e o FBST são em essência duas abordagens muito diferentes com respeito
ao conceito de significância de hipótese. A lista seguinte de pontos contrastantes
deve tornar clara estas diferenças. Esta lista tem também o objetivo de expor
alguns obstáculos que, em nossa opinião, obstrúıram as pesquisas nesta área,
ao menos no caminho historicamente percorrido no desenvolvimento da corrente
principal da estat́ıstica Bayesiana.

(a) Interpretações como Intervalo de Cobertura: A interpretação origi-
nal de intervalo de cobertura do método de Lindley freqüentemente acarreta
fortes requisitos topológicos como a de ter HPDSs simplesmente conexos.
Estes requisitos topológicos, por seu turno, engendram condições anaĺıticas
como unimodalidade e monotonicidade sobre as densidades a posteriori sub-
jacentes no modelo estat́ıstico em estudo.

(b) Eliminação de Parâmetros Molestos: O método de Lindley pode ser
coherentemente estendido de forma a lidar com uma hipótese composta, H,
por redução a uma hipótese pontual, D(H) = {δ0}, através de um proce-
dimento aceitável de eliminação de parâmetros molestos. Como discutido
nas seções 4 e 5, no arcabouço da estat́ıstica Bayesiana baseada em teoria
da decisão, procedimentos aceitáveis para este propósito são baseados em
marginalização e outros operadores de integração, mas nunca em operações
possibiĺısticas de otimização.

(c) Não-invariância: Como discutido na seção 4, o método de Lindley é es-
sencialmente não invariante, um motivo consagrado para questionar os fun-
damentos teóricos de qualquer método baseado em HPDSs.

(d) Função de Perda: Antes da formulação de uma função de perda apropri-
ada por Madruga et al. [37], procedimentos de teste para hipóteses precisas
baseados em HPDSs não tinham sido devidamente derivados dentro do ar-
cabouço de teoria da decisão, mesmo considerando que funções de perda
bastante parecidas foram discutidas em O’Hagan [40, Sec.2.5, p.54-59]. A
falta desta fundamentação foi uma constante fonte de queixas em relação ao
caráter heterodoxo destes procedimentos.

(e) Status Ontológico de Hipóteses Precisas: Mesmo depois do trabalho
de Madruga et al. [36, 36], sob a perspectiva de teoria da decisão, hipóteses
precisas são percebidas como sendo problemas mal-postos. Em contraste, o
arcaborço epistemológico do construtivismo cognitivo suporta plenamente
hipóteses precisas, vide Stern [56-61].

Pode-se argumentar que, dentro do arcabouço de teoria da decisão, os pontos
(c), (d) e (e) tornaram o método de Lindley mal-e-mal aceitável como proce-
dimento pragmático que deve ser pensado como uma maneira muito informal
de fazer um teste. Ademais, os pontos (a), (b) e (c) parecem ter restringido o
escopo de interesse das aplicações práticas do método de Lindley quase que ex-
clusivamente a modelos lineares Gaussianos, como em Box e Tiao [10] ou West e
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Harrison [64]. No entanto, fomos recentemente informados do trabalho de San-
jib Basu [6], onde o autor se afasta de interpretações estritamente baseadas em
intervalos de cobertura, e rompe com os tradicionais requisitos de ter HPDSs
simplesmente conexos. Assim fazendo, mesmo que não invariante e limitado a
hipóteses pontuais, este trabalho pode ser visto como um precursor ainda mais
próximo do FBST.

Paradoxalmente (da perspectiva do FBST e do construtivismo cognitivo),
mas também muito interessante (da perspectiva histórica), o paradigma de in-
ferêrncia por intervalos de cobertura parece ter percolado (regressivamente),
vindo de (por vezes muito) antigas fontes na literatura da estat́ıstica matemática
para a literatura de possibilidade ou conjuntos fuzzy. Para desenvolvimentos re-
centes neste tipo de inferência possibilista baseada em intervalos de cobertura,
vide Castineira et al [13] e Salicone [49]. A próxima citação, de Dubois et al. [17,
Sec,3,p.282], explica a motivação dos autores neste curso de investigação mesmo
se, como reconhecido pelos mesmos na Observação 3.2, p.282,283, as definições
decorrentes só fazem sentido para distribuições unimodais e monotônicas.

Uma expressão fechada da distribuição de possibilidade induzida por inter-
valos de confiança entorno da moda, xm, é obtida para densidades de proba-
bilidade cont́ınuas e unimodais estritamente crescentes à esquerda e decres-
centes à direita de xm... Neste artigo, utilizamos a terminologia ‘intervalo de
confiança’ para substitutos intervalares confiáveis para distribuições de pro-
babilidade. Isto não corresponde à terminologia tradicional... Nossa noção
de intervalo de confiança está muito mais próxima do intervalo fiducial de
Fisher.

8 Comenários Finais e Pesquisa Futura

8.1 Testes de Significância Preditivos vs. Epistêmicos

Na citação de Ghosh et al. [23] feita na última seção, os autores elogiam as boas
qualidades freqüentistas da inferência Bayesiana baseada em intervalos de credi-
bilidade. Leonard e Hsu [34, p.142-143] fazem comenários similares. Estas boas
propriedades freqüentistas podem explicar a excelente performance do FBST
em ensaios de bancada comparativos baseados na freqüencia de erros do tipo-I
e tipo-II, utilizados para avaliar o desempenho do FBST em várias aplicações
já publicadas. No entanto, Skilling [53] vê estas medidas de desempenho com
grande suspeição. Opiniões contraditórias sobre este assunto são comuns na lite-
ratura de estat́ıstica Bayesiana: As boas propriedades freqüentistas de intervalos
de cobertura são hora exaltadas como uma qualidade maravilhosa, hora despre-
zadas como um aspecto irrelevante.

Acreditamos que apreciações contraditórias destas propriedades freqüentistas
e opiniões conflitantes sobre medidas de desempenho estão profundamente en-
trelaçadas com dois conceitos muito distintos de significância estat́ıstica, a saber,
a noção de poder preditivo de uma teoria versus a idéia de verificação epistêmica
da mesma teoria. O último parágrafo da citação de Berger e Delampady [7] feita
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na última seção já nos indicou a inportância de fazer esta mesma distinção. Cre-
mos também que estes dois conceitos, embora interligados, requerem testes de
significância essencialmente distintos, que devem ser acompanhados de medidas
de desempenho compat́ıveis e, portanto, também distintas. Este assunto merece
o benef́ıcio de pesquisa futura.

8.2 Transformações de Probabilidade-Possibilidade Alternativas

Dubois e Prade [19, p.177,180] definem duas transformações de probabilidade-
possibilidade alternativas, especialmente adequadas para densidades cont́ınuas,

κ(ϕ) =

∫
Θ

min [p (θ) p (ϕ)] p(θ)dθ ; ξ(ϕ) =
p(ϕ)

p̂
, p̂ = sup

Θ
p(θ) .

Sob condições razoáveis de regularidade, ambas as transformações são facilmente
estendidas para medidas de possibilidade quando computadas no argumento
θ∗ = arg maxH p(θ).

Estas transformações alternativas têm várias interpretações interessantes.
Para a primeira transformação alternativa, a identidade π(θ̂) = κ(θ̂) = 1 pode
ser interpretada como duas maneiras alternativas de calcular o volume total sob
o gráfico de p(θ), integrando sobre ‘fatias’ verticais ou horizontais. A equivalência
destas duas maneiras de calcular a probabilidade total é uma conseqüência do
teorema de Fubini que, por seu turno, pode ser interpretado pelo prinćıpio de
Cavalieri, expressando uma noção que precede as formalizações do cálculo tanto
de Newton quanto de Leibniz, vide Fubini [22] e Palmieri [41].

Analiticamente, a transformação alternativa κ(ϕ) pode ser mais fácil de li-
dar que a transformação de possibilidade padrão, π(ϕ), porque o integrando,
1 [p(θ) ≤ p(ϕ)] p(θ), que é (necessariamente) descont́ınuo, é substitúıdo pela fun-
ção, (possivelmente) cont́ınua, min [p(θ), p(ϕ)]. Ademais, qualquer resultado enun-
ciado para uma destas medidas pode ser imediatamente traduzido para a outra,
pois, tomando v = p(θ), δ(θ) = κ(θ)− π(θ) = v ∗µ(T (v)), onde µ é a medida de
Lebesgue adequada.

A segunda medida alternativa, ξ(H), é ainda mais fácil de lidar analitica-
mente, embora também se afaste ainda mais da medida padrão. Várias outras
transformações de probabilidade-possibilidade alternativas tem sido propostas
na literatura, vide por exemplo Dubois e Prade [19], Dubois et al. [18, 21], Cas-
tineira et al. [13], Dhar [17], Jumarie [27, 28], Mauris et al. [39], Salicone [49],
Yamada [62] e Wonneberger [66]. Em pesquisas futuras, temos a intenção de
estudar generalizações do e-valor baseadas em algumas destas transformações
de probabilidade-possibilidade alternativas.
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tado de São Paulo, e CNPq - Conselho Nacional de Desenvolvimento Cient́ıfico e



Valores Epistêmicos Bayesianos: Foca na Surpresa, Mede Probabilidade! 1081

Tecnológico (bolsas PQ-306318-2008-3 e PQ-302046-2009-7). Parte do material
deste artigo foi inicialmente apresentado no EBL-2011 - XVI Conferência Brasi-
leira de Lógica, de 9 a 13 de maio de 2011 no LNCC - Laboratório Nacional de
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