METODOS COMPUTACIONAIS E APLICACOES

A presente colegao de apostilas corresponde as primeiras
22 aulas do curso de mesmo nome ministrado durante o XIII e o XIV
Programa de Verao 4o Instituto de Matemidtica e Estatistica da Uni-
versidade de Sdo Paulo., ‘ | '

Ao escolher os temas quiseﬁos apresentar topicos que in
troduzem conceitos importantes da Analise Numérica e gue exigissem
comoc pré-requisitos do estudante apenasrcursos de Cilculo Diferen-
cial e Integralbe de Elgebra Linecar. Eo mesmo tempo pfocurambs’liw
mitar a presenga de assuntos normalmente abordados num primeirc
curso de Calcule Numérico, como MAP-121, ao minimo indispensivel 2
continuidade 1ldgica do curso. Assim, o material tratado é BTG
sivel ¢, com excegao das aulas I e V, novo para todo- os estudan-
te que tenha concluido o curso basico de ciéncias exatas na Uni-
versidade de Sdo Paulo.

Né'sequéncia normal as aulas com um asteristico poderiam

ser omitidas sem gquebra de continuidade .

I - Interpola§50 de Lagrange;

*1T - Interpolagao de Hermite,
*III = - Splines,

v - Foérmulas de Newton,

v - Erro para a formula do Trapézio,

VI - Erro para a formula de Simpson,

VII - Extrapolagdo de Richardson,

VIII - Integracac pelo método de Romberg,

*IX - Numeros de Bernoulli e outras aplicacoes da férmula de

MacLaurin,

X - Derivagao,

XI - Método ‘de Euler,

XIT - Equacgoes de Diferéngas Finitas, i
XIII - Erro para a fdrmula de Euler, ;)j:} éﬁﬁlé
XIV - M&étodos de Runge~-Kutta,

XV - Método de Adams-Bashforth,

XVI - Erro para o método de Adams-Bashforth,

XVII - Método de Adams~Moulton,

XVIII - Sistemas de Equacoes diferenciais ordinarias,

XIX - Métodos para solugao de problemas de valor de contorno,
XX - Integrais Multiplas,

XXT - Equacgoeg Elipticas,

XXII - Equagdes Parabdlicas e Hiperbdlicas.
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I - INTERPOLACAC DE LAGRANGE I-1

Dada uma fungado, f(x), conhecida em alguns pontos, Xy ie {o,1,..,;n},

queremos determinar um polindmio, P(x), tal que:

a) P(xi) = f(xi) = fi

n

v

Q
H
5
A

Escrevendo P(x) como - o

P(x) = a, +a;x + azx2 # wsan F anxn, a condigdo a) & expressa por
B 2 n ) T
1 Xq X ceeee X ag fO
2 n >
1 Xy Xy ceeen Xy a fl
!E 2 ..:Qa.. -'rtl
i1 X X ceees X a £
- n n n n. n
Exemplc 1: =
Determine o pollnomlo que cLd i 0 i1
interpola a fungao nos : x5 §: 0. 1 4
porntos tabeladcs. £ -1 1 i
: i
r%solvendo\q;f}ffé?a B encontramcs
4 L. ‘ ‘_. = = =
100 g | 11 a,= -1, a;=2,
i ' T oo = | e
1 1 1 E %all B l! 2, 0, donde .
1 4 16 | |a,| } 7‘ P(x)= 2x -1

LN

Prevemos agcra a unicidade do polinémio"interpolador:

Sejam P(x) e Q(x) polin¢mios que satisfazem as condigCes a) e b)
Seja D(x)= P(x) - Q'x) '

Da condig3o b) seqgue que gr(D) < n

Da condigdo a) segue que D(x;) = 0, v

Tem-se assim que D & um polindmio de grau < n COR n+l raizes, logo
D(x)=0 e P(x) = Q(x) Q.E.D. '

(O]

Obter o polindmio interpolador pela solugao dé um sistema linear bas-
tante inconveniente.

Se tivermos uma famflia 'de polinOmios Li(x), i ¢ {0,1,...,n} onde

c) L.(x.) = 6,. onde

5 i 10 se i #3

d) gr(Li) < n £ : SRR 3 = *%1 se i = 3



podemos escrever

P(x)= fiLi (x)

[t

Nctemcs que os polindmios

(x-xO)(anl),a.(wai_l)(x-xi+l)...(x—xn)

Li(X)=

1z, ~x

(xi_xo?(Xi_xl?°°°(xifxifl i i+l)"f(xi“¥n?

satisfazen. as condigCes c¢) e d), logo

no o (xexl)

n n ‘
P(x)= ]  £L.(x)= ] £, -7 =l
i=0 : i=0 Y 9=0 1'(ximxj)
J#L .

Esta forma do pelindmio interpclador, € a forma de Lagrange

Exemplo 2:

Determine o polindmic interpoladcr S ©
na forma de Lagrange para a fungac ‘0 iﬁ 02 51
x 1 ! :
€” nos pontos tabelados.» 1 i 051 1,648721
B D
res: RO 2 20 2,718282
= '~ -1 : ‘ . - -1y . ._ g
p(x)= 122090 (x=1) g gy A O)(X L) + 2,7, 2x0,3)
(0-9,5) (x-1) = - (0,5-0) (0,5-1) 0 1(1-0,5)

Consideremos agora © errc que cometemos ac aproximar a funcdo f(x)

pcr P(x) em um pcnto qualqucr z,

- Seja a fungdo erro E(z) f(z)—p(z) e 1 um intervalo
| 1= 1z xo'xl”‘°'xn} P EET RE I
Suporemos que f & de classe Cn+l em I In cup -
Sejam F(x) e g(x) fungdes definidas em T ‘pori’ b | ‘
F(X)J _:__- T (X-Xl) AT Y (,K:r [ i
brrslss oot o8l H36Rd
2 ,ile: tomamos o tal que g(x} caletladerno: pontc

Z se anule
e z= x,, para algum i, E(z)= 0

Assim a fungac g(x). tem n%2 raizes em I, a saber, {z,xa,xl;,g;xh}u
i - - : ] &



I-3

Fntre cada duas raizes de g existe, pele tecrema de Rolle, ac menos

umz raiz de g'. Conclui-se portantc que g’ tem ac menor n+l raizes
(n+1)

em I, que g" tem ac menor n raizes em I,..., € gque g tem ac me
nos uma raiz, g, em I.
zssim £ eI

g.(n+l) g (n+l) (n+l)(£) —ar Pt (52 g

(g)= (g) =P

Nctando que P e F sao pclindmics de grau n e ntl, respectivamente,
(n+1)

tem~se que P(n+l)(x)= 0 erF = (n+l})!
Substituindd
s g = M) gy _ g - g(n+1)! = 0, donde o= ™) gy sntDy 1,

E(z)= £(z)-P(z)= £ P () F(2)/(n+D) !

Comoc é em geral impossivel determinar £, que é funcao de z, utiliza-

mcs com maicr proveito a desigualdade

B(z) < 2% 100 (g ‘ 1r(z) |
Re (n+1) !

que nos fornece um limite superior para © erro cometido.

Exemplo 3:

. . . 0,25 .
4 partir do exemplo 2 encontre um valor aproximade de e e um li-
mite para o erro cometico

res:

0,25

Tomemos & = P(2,25)=

(-0,5) (-1) (C,5) (-0,5) (1) (5,5)

1,271756, Para © cidlcule da incerteza notemos que fIV(x)= exp logo

, max | & | (0,25-0) (0,25=-0,5) (0,25-1) |_
E(0,25)% . (5.13 e oy
_ e 0,25 x0,25 x0,75 I 0,0212
6

mealmente E(z)= e’’25- p(0,25)= 1,28406254 - 1,271756= 0,0123 < 0,0212




II - INTERPOLACAO DE HERMITE

Dada uma fungao, £(E), da gual conhecemos os valores e os valcres da
“erivada, f'(x), _num conjuntc de pontos, X ie {0,1,...,n}. O poli
nfmio de Hermite®o polinfmic H(x) tal que

) gr{H) < 2n+l |

b) Hix;)= f(x;)= £, i é{O,l,...,n}

c) B'(xy)= f“(xi)= fi

84

(8]

Se tivermos as familias de polinémios_Ui e V,, tais que

d) gr(Ui) < 2n+l e) gIKVi) £ 2n+l
_ . G R s N s i
h) Vi(xj)— 0 k) Vi (xj)~ Gj

Podemos escrever H(x) como
n 2 B

- = ] ’

H(x) ; [£,U;(x) + £,'V, (x)]

Provemos gue

2
(x-x;)  L,7(x), e

Vi(x)
2

"

Ui(x) [l~2Li'(xi)(x—xi)] L

obedecem as relagoes d) e) £) g) h) e k)
As condigbes d) e e) saoc satisfeitos por sabermos que gr(L;) < n
rara as demais notemos que S S
= F 2 -
v, = (x-x;) L,"(x) =>
;i g 2 - '
Vi = Li (x)‘+ 2Li(x)(x xi) Liﬂ(x)‘e

, = (x - 20 Y= (x -%.) 8. =
‘i(xe)- (xe Xi) Li (xe)— (xe xi) §; = 0

O S SN |
vitix )= 8" + 28 :(xe x,) Lyt (x)= 8,

=0

vemos também que

o vt on 20y =
Og ()= Lirdly Dol 00 W =

o, 0= =20t (k) L 200 + D127 (x) (x-x)] 2L, (x)x

xLi‘(x)
L34 { — - ' — i = i
Jilxe) [1 2Li (xi)(xe xi)} Ge Ge



U N(x )= ~2L H(x,) aei- +20, " (x) L (x,) + '

T yoanvx) 81 +
e e

+ 4Li‘(xi) (x—xi) Li(xe)'Li'(xé)='-2Li'(xi) Ge

i

]
(e}

[ (s s T
+ 4Li (xi) Li'(xé)x‘(xe xi) Ge
= 0
Q.E.D.

A semelhanca de como procedemos no caso da interpolagdo’ de Lagrange

analisemos o erro cometidc na aproximacgao
“£(x) = H(x), E(2)=z £(z) - H(z)

Seja g(x) definida em I < {z,xo,xl,...}xn}
g(x)= £(x)-H(x)~ [£(2)- n(z)J"rr (;;;i)
para algum z # X0 ¥i {0,1,...,n}
vVé-se que
'

. xk‘X
gix )= £(x) = H(x )~ [(£(z)-H(2)] 12; zZ=Xg =)

=0
e
i read g 2
g(z)= (£(z)-H(z)) (-1~ T[] 1) =0
i=
=0

Tenho g raizes em z, X_, Xy, .,.;‘kn, o tecorema ‘de’ R.1lle garante a
existéncia de n+l raizes de g'(x) em I, distintas de ;,.xo,_xlﬂ,ﬁ,xr

vé~se ainda que .
n Lol

o ¥ - ‘\ '. . : r‘l v‘ . % _ . v . n. - ’ ) ':.
gl ()= £'(x)-H'(x)- [£(z)-H(z)]x 2 T ) » 7 T[  (x-x_)
i=0 (z-x,)2 4=0 e=0 ‘°

1 e#J

assim

E
=
P
i
=
™

g'(x, )= £'(x,)-H"(x, )~ f(z)'-H(z).. 2 "|‘| At IT (%, -x Y= 0
k k i k fosrennY e CA ,i=0.~ :j(:.;z;‘;xj;_) ‘2-‘[ K g e?‘] - k e.r ’



11-3

Tem-se assim 2n+2 raizes de g' em I. Por aplicagao sucessiva do Teore

ma de Rolle podemos afirmar que

Jge I | g(2n+2)(€)= 0 , mas

g(2n+2)(£)= f(2n+2)(g)-ﬂ(2n+2)(g)— C£(2)=112) ] g%?+2)!
(z-xi)2
donde =
(2n+2) . 2
g(z)= f£(z2)-H(z)= £ (E) JIO (x—xi) / (2n+2) !
1=

novamente nos sera mais util a desigualdade

2
(2n+2) I(z-Xji)
F(z) ¢ max £ (g) Tonso) ¥

Exemplo 1:

N 1
Encontre o polindmio de Hermite x| £x)|E (x)
que interpola a fungao f (x)=sen(x) 010 0 1
nos pontos tabelados. 1{n 0 -1

- L~ i
Se uma aproximagao para f(f)

= X= _ =X ' = =k

Lo(x)~ 0T T + l,LO (x) 7

2
2,02 X5 2%
I (x)= n—2~ + 1

= x-0 _ x 1 = l

le(x)= 2/n2
V = (x-0) (x2 -2 4 1)Y= X 253 + X
c T2 it L2 T

X2 X3 X2
Vy= (x-1) v A

1 x2 2x x3 —3x2
\‘G— (1—2(—-]:!-) (x=0)) (ﬁ - + 1)= ﬁ + T2 + 1

2
1 { = - = ‘.z-(—- = i = ---.2—X-
H{x)= OU_(x) + 1V_+OU, (x)+( 1)V, (x) =+ R = T (x) T+ 1
E{(0)=0 H(mM)=0 H'(0)=1 H'(I)= -1
I n . v
H(%)= = = 0,7854 sen(%)= 1
_ 2y 2 4

)= 0,215 < 1 FPET = gy = 0425

(2 1 + 2) ¢ 16.24



III - SPLINES

0 cbjetive desta tecnica é interpclar uma fungac, f(x), tabelada am
um numerc arbitrariamente grande de pontos, {xo,xl,...,xn}CwI, por
uma fungdo, P(x), que & localmente, em cada intervalo [x,,X;, ] um po
linCmio Pi(X)“de grau k " ' ”

ie: se x ¢ [xi, xi+1[

k

P = a
P{x)= Pi(x) a, + a, x + ... + aiykx

i,c i1

s condigdes mais frequentemente impostas sobre P(x) sao a de P(x)

ser de classe C2 em I
ie:

a) f(xi)= P(xi) = Pi(xi)= P,
b) Py (xy)=P; " ()
C) Piu(xi)= Pi_lﬂ (Xi)

Nestas condig¢bes & suficiente tcmar k=3, o que implica gque P"(x) seja

uma fungac linear em cada intervalo [xi'xi+l[ ; ou

xi+1—x X = X3
Pi”(x)= P¥(x.) % i+l) Ef—~:§—
i+l i : i+l i

+ P"(x
1 &9

definindo .. Ai= xi+l~xi Q

(Xi+17¥) 2

integrandc vem:

‘ IR
(X-xij

+ P‘ﬂ (x

- 3 - o LN
O L T i+1) TEE, TR
i
cpcr nova integragao resulta
. (k7% ° (x-x,) >
Pyx)= PUR) S bR e Y AR D
i i
usando a condigac a) em X; @ X, .4 vem que
P" (%4 1) 3 . N
- _ i+l _ 3,17i+1 _ Ad " i -
i ., T -t
i 3 L Al u ! o
i 7 v R R R b vl S T B T W
i ! B
pertanto
o_t(x)= ELUAED) oy )2 +3ﬁfi+l Al P"(:»{."r)w;E (1) +
bt | 28, i | Ay 6 i+l’]
D" (Xi) T - TN ,
. 2Ai (xi+l x) 7+ iK;— < P (xi)Ii (Ll), .ass;@
1



i i Ai 6/Ai 2

analogamente. . ..
X P (%) o 2. VEL ai=1 ., . PU(Xi-l) 2

_ i(X)" (Y" IR - PU(x, )+ =m——— (x,-X) +
i=1 28, 4 i-1 | B, 3 3 1§. 28, 4 i :

i £ AL i

i- - i-1 o
T g Prxi)

T %
donde

O L T R kT T i O R 0
Pyy (%)= ) = *%h

i-1 i-1

usando a condicac b) temos que :
.A.._]:i P”(x ) + (Al_l-’-Al) rsﬁ( ) + Al+l PH(X ‘ )

6 i-1 3 £Ey 3 i+l
_Eafy + £i7%51

by Biea

se em particular,Ai_l=Ai £ A
EaR il E1] L H o >;: _5__ __ 4
PRy ) HAPT (% )+P T (%, 1) * ) (£, 172f,+5, )

escrevendoestas eguagbes para i efl;z.,n-1} temos n-2 eguagdes lineca

res. Para os pontos extr mos .devemos impor ﬁondlgﬂe¢ de Cﬂntorno apro

priadas, sendo as mais frequente3°

1) PU(x_)= AR"(x)); PU(x )= AP"(x _;) re [0,1]

2) PU(x )= B (x__;) i P“(xl)=fp"(xn>

n-1

. As condigdes 1 e 2 representam, em teoria das vigasj,iuma viga engasta

(@7

a & um anel,.

X

Exemplo: | 4 K% - g . : - .’ e - oA -
Determine-se os coeficientes de P (x) para. 4 puntos com as ccnd1g5
de contornc 1 {me o .5 '; RN R ¢ S & w¢w;¢~
res:
temos que
Ty 3t - —n 14 = ™ 5

X )= A X P (x )= AP" (X
P C) P"( l) o ( 3)'>‘:_ S,Z{

11] n P - 6 -
(44+2) P (xl)+P (xz)n Zi (f072f1+f2)
(1] L] . — 6 ; - gd
(44+2)P (x2)+P (xl)~ — (fl 2f2+f3)

>
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donde
(440)6 ¢ _ e
(fC 2f1+f2) IV (fl hf2+f3)

A2
PY(x,)=
1 (441 ) 2-1
{an)6 - -5 -
Az (fl 2f2+f3) A2 (fo 2f1+f2)
PW(XZ)___
140) 2 -1
fazendo-se P"(xl)= a e P”(x2)= g
tem-se também P"(x )= ia e P"(x%3)= AZ
dcnde
- '
CF (%) i
B UV T Bl S N R
fo(x)— ex (x-x )7+ S z aj (x x0)+
i £(x ) §
2 3 A
+EK(X1X)+$ A -E-XC!\ (xlx)
il B e 03 EtX2) b e
fl(X)‘ 0 (x xl) + & % z Bg(x Xl) +
- g
2 3. [£(x1) _ A i -
G o = (x2 X) "+ | =2 = 3 d% (x2 x)

_AB (w33, 1E(x3) A -
P,(x)= eh (x x2) + \ 1 : AB! (x xz)
+ g%r(x3~x)° + if(§2) - é B | (x5-%)

de usarmos como exemplo a tabela

!

i;§ xigisen Xﬁ Obtemos
e o ¢ 0 | Py 8= .- (x—H/3)3+
|
1 n/3 {0,886 - 6I/3 -
% i i
2| 21/3 | 0,866 o - £2 s} (x- 3 ) +
3 , Ii ¢ o s
2 n {866 i g
¥ (2 - 07+ 2 -8 e 2
61/3 3 L >

temos, em fungao

para x= 1I/2 PN | o | f i(xi

Jc A esccelhido




IV-1
IV - Integragaoc, Formulas de Newton

£ um problema frequente o cdlculo aproximado de uma integral
definida
b
I= ] f£(¥) ax

a

Um procedimento padrao & estimar I integrando uma fungac apro

ximadora, facilmente integravel, i.e:
b

I = I P(X) aX, P(¥) = £(X)
a

Estudemcs, em detalhe, o casCc cem gue P(¥X) & o polindmio inter
pclador de Lagrange para f(¥) nos pontos {Xo’xl""'xn}' Da aula I
sabemos que

_ n n n (X-%.)
£() SP(X) = ) £(¥) L, (0 = ] £ I° J
i=o i=o j=0 (xi-x.)
I#1 1
entao
i b, g b
I = J 1 £ L, (W) &K= 1 £ J L, (¥) ax =
i=o i=c
a a
b
n i
= § £, K, onde K,6 = L, (X) ax
i=0 1
a

exemplo 1

1
Obter uma aproximagao de J ex DX, utilizando os valores de
o

e® em XO =0 e Xl = 1 tabelados no exemplo I-2
res:
1 X-% ®-¥
s — 1 [
P(X) = )} £(H) L, O =f g *tEig=  °©
i=o =~ g L 1 "¢

b 1
I = J P(®) d¥ = Z £, Ky onde
a



il

L, (%) ax

.
)
o

0

b
K, = J L, (X) 4x
a

I

1

it

I = fo'Ko + fl Ki-

a equagao
X

||

g AO
tem uma interpretagdo
geonétrica simples e &
conhecida como ‘

“"Regra 4o tfapééis"'_

(X ) (£ 4E1) /2 :ug;-O)(2,7lazg2-})/2 -

J F(X) ax 2 (X=X ) (£(K) + £(¥))/2

IV-2

0,859141

-

Na pratica & util termos o estudo do caso de pontos igualmen

1t

]

te espa?adps se ¥ié— ?;—l f:Ai.-
vés da transformagdo de varidveis
(X-XO)/A, que leva Xi > Y, = i,

(b—XO)/A

[ P(%) d% = ) E(AY+xo)

(a-xo)/A

n
Y £(o\4¥%) L, (Y) &Y

NS
120 A7,

f(AY+x0),¢{>/

n i
b E(AYHH )
i=o - °

cntao
-3 n
_ (=nhTt
C{ T 1T R
3-—0
© 9

=3

.
@)

C, = [ L, (Y) ayi= ;|- . 1T
A

.
S
-

(y-3j) ay

e{1l,...,n} neste caso, atra
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donde
) [ nch e,
I =A £(¥%,) C, = A n ¢ f(x,) =
i=o od 1=c Lo &
A A
= AnN C. £(%.) = (% _-¥) c. f£(x.)
120 1 i n o Lo 1 i

Estas sao as formulas de Newton

exemplo 2
1

Obtenha Ci e calcule J eX usando todos os pontos tabela-
o

dos no ex~I-2

Yres:
2 C2 = (—1)2—1 2 ; (Y-4) dy assim
-S4 T IT(-D Y s=o 4
(o] § g
A )
2 1 (-n¥ % 2 1.2 .
2 = 2 gTea=orT { (Y-1) (Y-2) ay = 7 [(¥7=3Y+2) &Y =
(o] 0
IS GNP R ST G - I 8 = 1/6
2 3 p) o 3 '3° 2
2 1 (_1)2"1 2 . 1 .¥° 2,2
Cl =3 m I (y-0) (¥=2) dY-': “-2- [—3——- - Y°1° = 4/6
2 . N
7.
) o) 3 2
2 1 (=1 . - 1oyt _Y'.2
2 =2 2Tl J (¥-0) (v-1) @y =g b3~ - 371 = /6
O
donde
T 2 1 4 :
12an § Cf E(¥) =202 (F £(k + g £(X)) +
1=0
3 ‘4--,z : . s =g : -_’.
+ 2 E(Ry)) = M(EE) + 4 £(%)) + £(%,))/3 =

G,5 (1+4%1,648721+2,7118282) = 1,718861



A fOrmula

A
3 (fo+4f

]
nt

l+f2)

& conhecida comc

"Regra de Simpson" ou

|
!
1
!

Hﬁda Parébo1aﬁ

11

i o . ed %)

n
Integrande a fungdo f(¥) = 1. Concluimecs que | C? =1
i=c

&
Invertendo ¢ intervalo de integracgdo.
n

4 i ey = n
Concluimos que Cy Crmi

nga
n o i=0 i=1 ,1;2 i=3 ——— na tabela ac lado temos
1 2 1l 1 | " . todos os coeficientes
2|6 1 “ 1 de Newtcon, atd n=e€.
3 8 1 3 3 1
4 50 2 32 12 32 |remm Note que basta ter
5 |288 19 75 50 50 - "
s |eao|| a1 J2i6 | 27 272 of o= | Curi} € 00:Lss..In/20)
exemplo 3 _ : 2
Calcule, usando as f&rmulas de Néwton}'para nzﬁy?l = [ ,;x3 dx
0/5
n
I ~ A5 z o C? f(x,) =
o i=0 1 hE

0,5%3

= 2373 (1x(0,5)°

+ 32 + 3,53 + 123 = 3,984375



V - Integragdo, Errc para a formula do Trapézio

Vamos agora determinar o erro cometide numa integragdo numé-

rica pelo uso da regra do trapézio.

. 2 .
Seja ggcv em I = [Xo,ﬁl], A = Xl—xo’,

*)

€ E(a) = [ £(x) d¥

A . Sy R
3 (f(xc) f i(Xlr) TR

¥O . -

ou equivalente
Brl
E(a) = f.dx -

J

.
o

(f(xo) + f(xO+A))

ol

derivando sucessivamente a filtima equagdc temos:

E'(8) = £(X_+) - % (£(x) + (K +0)) +
- A ey _1 _ _ A gy
5 £' (X _+0) = 3 (f(xQ+A)» “f(xg{) 2‘€:§§G+A)
e
o ¥ = ; LI - l ' - é s F _ - é n
E (A) =5 £ (KO+A) 5 £ (XO+A) 5 £ (XO+A)<— 5 f (XO+A)

Integrandc a Gltima identidade obtemoss:

5 Ml

A ’ *
E'(2) =E'(0>‘+‘J E"(h) dh = [ =5 £M(# +h) dh =2

O

* "Tporema do ¥alor médio do cilculo integral® (TVMI).
Seja £ cl em [a,b] e g integrdvel e de sinal constante em [a,b].

Afirma-se que £ ¢ [a,bl |
b b

J £(¥) g(X) d¥ = £(£) [ g(x) dx

a
Prova: Seja m = min fla) e M= nax f(a)
acla,bl aelfa,b]
se g 2 0 temos que pelo teorema do valor
b b b intermedidrio
m ax
m ! g(X) ax < J (%) g(X) ax < M J g(X) ax £ e [a,b]lf(g) =8,
a a a VRl M<pg <M
b b
==> { £(X) g(¥) d¥ = 8 i g(X) 4%, m<BsM O que termina a prova
a



@ &

A ‘2'-i - be T

- - _]_-_ " = e _L.\._ ",
. C554 LC R s

para algum ¢ ¢ [XO,Xll

Apds nova integragdo temos

P A A hz
E(s) = E(0) + [ E'(h)xdh = J»ef‘z—-f“cﬁ(h)ldh
=Q '
o o
novamente pelo argumentc do TVMI
A , ;
1 2 p3
A e I l E(A) = - 7 £U(e(A)) [ h™ &h = - 13 £"(y), para algum

U € [xolxl]

Sendo, em geral, dificil determinar u serd mais util a formula

3
E(b) < %7 max | £"(w) |
uel

exenplo 1

Mostre que o resultado obtido no ex IV-1 est3 dentro da preci

sho esperada

resg s i . A . 4 R b

-
(V8]
il
o
-~
N
w

_neste caso E(1) s “max |e"| = e/12 =

ue[O,l]

I>!-‘|
[N

Realmente-f‘i~ex 4% - 1,856141 S - 0,14 = 0,23
O
Como f"(¥) = exr> 6 o
K e I; temos |
() < 0, como ilustra a

figura



Uma maneira pratica de
reduzir o erro do calculo de
uma integral com a regra do
trapézio & sub~dividir o  in-.

tervalo em n-sub-intervalos
Aplicando a cada sub-
interval %, , X, a regra do
tervalo [ i 1+l] q

trapézio temos,
x

n
—_ = ;i = l - 3 e
I = £(X) dx = 3 (xl go)(f(xo) + f(xl)) +

%

ol

-- 3 (R -E ) (E(R )+ £(%)) = 21 b, 5 (£(x) £(%;_;))

Se tivermos Ai =45, ¥ie{l,..n}

e
iR

Qe w2 1 RE(L + LK) )

exemplo 2

1
Cilculo I = J eX d¥ usando todos os pontos tébelados noiw
o)
ex~-I-2
res:
= _A__ : £ =

il
O W

4

L2 (l+2¥l,64§721+2;718282) = 1,753931

Estudemos em detalhe ¢ erro cometide com a aproximacac da in




o ¥

¥i41 S
Seja E, = [ FOO0 K - 30 (£l + K
X, ’
i
X § n-Z1- v i
e E_ = J £(%) ax - 3 (f(ﬁo) + 2 iZl f(xi) + f(%n))
o)
ey e ey
temos que E, = E, = E. | <
M i=o 1 i *
3 .« e oEl : 3 .
<) L nax [£" ()| < § =i maxl f"(w) | =
i 2 elx, ,% ] i 12 el
s R S ]

3
(X _-% )

=Tz max| £ | = —29 pay] £ry |
: I 12 n” uel

exemplo 3

Compare ¢ erro ccmetido no ex.2 com O maximo esperado

1 X
E, = J e a® - 1,753931 = - 0,036,

o

que esta dentro do limite

3
< {1-0) max e

12x2 welG,1]

“,-.._e__

1
il
o

hd
(o]
W
~3

|E, |

exemplo 4
Calcule em quantos sub-intervalos deveremcs dividir [0,1]

) S
para calcular I ¥ ax com uma precis3c de 10”2,

o




VI - INTEGRACAC, ERRC NZ REGRA DE SIMPSON.,

Determinaremcs agora o erro cometidc ac aproximar uma integral
pela regra de Simpson.
Analcgamente ac que foi feitc para a regra do trapézio, seja
[a,bl= 1, £, C4 em I, X, a, X,= b, x,= (at+b)/2.
O errc cometido &.
X
(2 A _
E(A)f J f(x)dt - 3 (f(xo) % Qf(xl) + f(x2))—;;
X
o
X.+ A
rl
A
= - = (f - +A
) f(x)dx 3 (_(xl A) + 4f(x1) + f(xl A))

xl“ A

Derivando sucessivamente E(A) temos

1 - - 1 - }-_ . -AY R : Y e
E'(a)= [f(xl A) + f(Xl+A)] = [f(xl A) '+ 4f(xl) + f(xl+A)]

- 4 - - AY) 7=
3 [ f’(x1 A) + £'(x +A)]
2 CE£(x,=-2) + f(x.+4)] + 4 [£7(x,-4) - f'(x %;51 ; iA;fx )
3 1 1 3 1 177 3 771
] —_ _2_ - (] - o } _3_-_ 3 ] = v
E"(A)= 2 [~ F (xl Ay + f (xl+A)] + 5 Cf (xl A) £ (xl+A)3+
A

+ 3 [- f"(xl~A) - f”(xl+A)] =

_l - - __é_ I - n 3
=3 L f'(xl,é) + f'(g1+A)] 3 Lf (xl A) f fL(Xl+A)J

LS | = _}_ n - o _'_:!-_ n — ki .
E"'(8) 3 [£ (xl A) + £ (xl+A)] % 3 [f (gl 9} + £ (xl+A)]
A -2 R - "y S é "y - £ -
e & [-f (xl A) + f (xl+A)J 3 [f (xl+4)_ f (xl A) ]
Pelo TVM sabemcs que 4 EeI- |
Br)= - = £V D) - (xy-0)] = S Lt
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v o

Integrando a Gltima equagdo vem gque . ..

A A
[ { - “
BT()= E"(0) .+ E"'M)dh=, . S £ (eth)n‘am
0 0

" Pelo TVMI, H X e I:|"

v
()

i)

A P
Ba)= S5 £ 0y [afa = G| mty= 247
¢

!Q‘lh‘
(=4
th

ApGs nova integragic temcs

A A
E'(0)=E'(0) + | E'Ma==2 [ V0 mnan
8] 9 e}
Pelo TVMI doer |
A 4
B' =2 V() | nlm= % TV
o 18
Integrando agora E'(A) temcs
A A
E(A)= E(0) + [ E'(h)ds= = f fIV(Q)h4d}1
: e N T L e gh

novamente pelo TVMI, 5 0 ¢ I |

5
E(n)= =L £IV(g)

9

Como nac exis te maneira s imples de determinar 0, scra util a

inequagao
5
E(a) |s I max | £V (o) %
%0 €I * :

Exemplo 1:
Mostre que ¢ resultado obtidc no ex-IV-2 tem a precisio esperada

res :

X - - S L . !
B= [ efax - 222 (144e% %+ &b = -0,00058
O

O erro maximo esperado era

5
Lo,5) 7 max

30 0e[0,1]

o |
e i=

"

5880 0,000?4,

Continuandc a analogia com o tratamentc que damcs a regra do Trapézio
procuraremcs escrever a regra de Simpson para ¢ intervalc [a,}] con-

venientemente sub-dividido.



Seja I= [a,b]

14

VI=3

. ; b~:
xi= a+ti‘A, i €{0,...,2n} , ocnde A= ~§§
Para cada intervalo (%9, x”i+23>’ a regra de Simpson nos da
*2i+2 A ,
i = — f(x + 4F : )
J f{x)dx ‘(XZi) He f(x2i+l) + E(x,, o) * B, onde
X0
i
A5
Bi= =55 fTlog) s 050 [y X5p4a!
Somando schre i temos
B X542 £ B N
by J  fx)ax= [ fxdx= ] 3 [f(x,) + 4f(x,; )+
i=0  x,, a i=0 “ “ '
2i
+ £(x,..,0] + 1} E,
2i+2 1=0 1
Vemcs porém que o erro total,
! n n
Bl =1 E |s 1 [E]| =
€ xi=o SRR = .
_ 2 s> max | 1V l
= 1 O 9.e [x,.,X ] | £005) | =
i=0 - i 2i7721i+2
n 5 - 5 ! .
A max | IV _ nA max | IV
= .E, K el | 5 (e)i T 9 QeI ! £ (9), *
i=0
Como A= (b=a)/2n, temos tembém o
|E.} = n(b—a)5 max ffIV(S)} = 12:3li max ‘fIV(e)l
£ " 2880 n5 g, | 2880 n? oer
ex 2 Xy
‘‘‘‘‘‘‘ i Xs e
Dada a takela ao aldo calcule o 1
L X . ,
f e"dx pela regra de Simpscn, 1 5,25 1,2840254
sukdividindo © intervalc en 5 5.5 1.6487213
< Moy 2 s
duas partes. 3 P > 117
Calcule o erro maximc cometido Zr Ve !
4 1 2,718282




# &

res s
X2n

1= [ f(x)dx =
o

[f(xo) + §f(xl) +.2f(x2) + 4f(xé)~+

wie

+ ... + 2f(x2n72?+,4?(x2n~1) +~f{¥2n)]

no caso presente

_ 25
I 3

[1+4x1,284025 + 2x1,648721 + 4x2,117 + 2,7182862] 1,7183187

O erro maximo esperade &

. 5 ) s & 3 : '- g ‘ f"”; ‘
ii:915 e 2 6x107°, e £ Z3,6x107
2880 °
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VII - EXTRAPOLACAO DE RICHARDSON

Frequentemente deparamo-nos com ¢ problema de obter uma aproxi

magao de um limite da forma

lim F(A)= «
A0

A extrapolagdc de Richardson é um procedimento genérico para o
cidlculo aproXimado de e quando F(A) puder ser colocado na forma

_ 2 n n+Q
F(A)= u+alA+a2A +...+unA + 0O(aA ):

]

Isto &, existe uma constante K tal que, sendo O erro

= E(A)= F(8) - (ata
temecs

n
1A+...+anA ) s

lim | E(A)
A0 An+Q

Para tanto basta que, poxr exemplo, F(A), seja Gn+l em I, pois exis -

o

tira entdo a série de Taylor

(0 (n) , .. o
F(a)= F(0)+ Emt@y 4 ... 4+ B (0) 40, st
1! n!
onde (ﬁ+l) i

R(An+l

y & (g) ,n+l

A ., para algunm £ e I
(n+¢)'~_

Se for possivel, para um.dade A, calcular F(A) e F(A/X), X "~ tere-

mcs L RN
Ay _ “1 A =2,2 -n. ,n  N+0
F(x)— a+i aI~+A A a2+ ces +A an +.0(A )

e podemos eliminar o termo linear em pela subtragac

XF(é) “F(A)= at+(h "1-1) a2A2+ ..o+ an/\n + 0(a"H
definamos pois
F,(8)= AF(AA) - F(a)= a+62A2+B3A3+...+BnAn+ o (A"

viserido eliminar o termo quadratico em A, notamos que

- _ -2 o o
Fl(oA)= afk “B,02, . .o ¢ ,anAn + O(Anm) X

de modo que, definindo

F.(A)= [xzpl(a/x) - F (M1 / o 2-1)

L




temos que

Fz(A)— (X+Y3A +Y4A + . e +YnA + O(A )

Analogamente, definiremos

: = 2k - k_
Fe@)= AT _ ) - F_ () /O

Verifica-se que

e e K+l k42 on, o onag
F (0)= atgy b I Foeda RLATHO(ATTT)

natualmente esperamos que,; se k > 3, F (A) converja mais rapidamente

para a que F (2)

exemplo 1

Usemos a ideia da extrapolagao de Richardson para calcular €, sabendo

' ‘ inica i -2
« THE ., PO definigao e= lim  (1+r) &
A+0O .
&#iscolhendo A= 2 e tomando inicialmente A= 1, construimos a tabela

i f . ‘
A Fold) 1 B | E@ [ ry | o0 3
1| 2,0 | 2,50 | 2,6771 | 2,7137 | 2,71827]
1/2 | 2,35 2,6328.1,..2,7091 | 2,719 | 5 | 8
1/4 | 2,4414 | 2,6900 | 2,7188 | |
1/8 _ 2,5657 2,7101 ()= 2?(%); ey
1/16]  2,8379 | L
) AY = ;'_ 4 é - T A
onde : I A
b " F.(2)="2 (87 5 (5)= F. (8))
N lr - r ey === BTT (8RR B
B (A= k-1'277 Fr_; » oy e
"k k et as
X -1
exemglo 2 bey mowss meLm P CTRR L TC Pt A A s R R s & Fo K11 S

Calculamos um valor. apvox1mado de . °H pelo algorltwc de Ar”u1mc‘
des, melhcrandc os resultados cbtldos pela extrapolagao de Richardson.
O algoritmc de Arquimédes consiste de obter 20 pelo limite

I= i
2= lim  per(n)

onde Per(n) é o perimetro do poligono regular de n lados insérito
no circule unitirio
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o numero de lados doc poligono ins-

' : Iniciemos com n= 4, o quadrado e a
T, . > sequir duplicaremos sucessivamente

critce

S Se definirmos A= 1/n
' e F(A)= Per(n)

Eat

teremos F(4)= 2n sen(ll/n)= %,sen(AH)
Lembrando a f5rmula do arco-metade
temos que

i .

F(%)= % //% - /i—senz(AH)‘ / 2
cos(0+¢) = cosO cos¢ - seno sen¢ ;=
cos(20)= cosze - senze = 1—Zsen29 =3
sen’e = (l-cos20) / 2 = (1~ /l-sen®20) /2 =>
sen g = ‘/41— /{:seﬁze)‘/ 2 \ =

o t————
= '% - /i—56n265>2

A tabela II ilustra o processo, gque foi interrcmpido quando o numerc

de algarismos significativos montados assim o exigiu

exemglo 3
Mostre que se F(4) phder ser escrito como uma série de potencias pa-
raes de ,;:»,1 ’
i £ & 21’1
o |
definindo
. 2k A
ATF, 4 () = F,_,(2)
Fk(A)= X %k 2 = , temos
A1
2n+Q
B (A= , 2 (k+1) 2 (k+2) : 2n
rk(A)~ a+;2(k+1)‘A +T (k+2)A + e fcznA + 0O(A )



_ L+2 ! o ; Ay _ 4 Ay 1
) A=1/2 sen (AT) Fo(8)= Per(n) | F(2)=2Fq(5)~E,(8) |F, (8)= 3 Fy(3)= 5 Fr(a)
1 1/4 / 2/2 5,6558542 5,5890156 6,2874555
2 1/8 3,8268343 EE~1 6,1229349 6,3628455 6,2834566
3 1/16 9,8017140 EE-2 6,2730970 6,2882276 6,2831887
4 1/64 4,9067674 EE-2 6,2806623 6,2804469
5 1/128 2,4541229 EE-2 6,2625546
2 1/1024 3,0679472 EE-~3 6,2831559
10 1/4095 7,6700717 EE~4 5,2833227
| 21= 6,2831853
8 16 1 32 1 .
F =< |t F,(0)= == g )= 22 -
3(8)= 5 Fy(5)= 2 Fy(8) |Fy(a) 3 - Py [rg= 2oL D)= 57 Fg(a)
6,2638853 6,2631845 6,2831857
6,2831659 6,2731857
6,2631844
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VIII - INTEGRAQKO PELO METODO DE
- TRORGST " ROMBERG -

Na aula VII estudamos a extrapolagao de Richardson, processo am

lim .

feg TR
Som Tl o, o LB ELT

T(A)- I+ 3 w8+ 0™

plieavel ao calculo de um nuamero I=

cuardo

Seja agora b
I= J f(x)dx , e
a
n-1
m(A) = L
T(4)= [j f(x ) + fi f(xi) + 5 f(xn{}A '
o calculo de I pela regra do trapézio .
Mostraremos que se f & sz em [a,b] , 8=(b-a)/n , x =a ,

x.= x + iA , entao

i o ‘

J +@A2m+2)

Assim poderemos usar o resultado obtido no ex VII-3 para usar
a extrapolagdo de Richardson com maior eficiéncia.
A este procedimento denominamos "Integragdo pelo método de

Romberg:"

Teorema: (Férmula de Euler-maclaurin)
Sendo I e T(A) comc anteriormente definidos para‘f(x),,cﬁwﬁl

em [a,b]l, temecs b F.
p R y g

2in—-2 :
T(AY= T + 2 c2 223 ['(23 l)(x{} + O(A Y
a

™
o~

onde os coeficientes C2j tem por funcao geratriz

A - 23
A +1 _
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Provemos inicialmente que JF(4) admite uma expansao na forma

(tomard> k= 2m)
k-2
T(A) = I+ ZO Cippd A3t | \ (x{} + 0s%
j= T _

Para tanto usaremos um conjunto de fungoes aux111ares, ¢, Ck
em [0,1] e {g } 1 e N, uma familia deflnlda pelas rel agoes

a) go,m)=1
b) g'i+l(u)= g; ()
1
c) J g =0, 1i>0

o

de a) temos que
1 ol {me e g . s
J p(u)du = [ $lg (W) =
o o’

integrando por partes

1 1
= r;(u)gl(uﬂ - ®1 (1) gy (u)du=

J

[;<u>glxu) = ¢ (u)éé L)] f ¢"(u)92(u)du gvr 5

1
k-1 . ; (k)
I_X _1)1. ¢(l) (u)gi+l (U )J + ( l) j‘ ¢ . (U)gk(U)du
3=0 . o |

das relagdes a) b) e c) temos que

”;g" (1)= qn (0) p/ :L 2 2.
Fazendo C2= ~1Y£¢9 (0) temos . e
e k-1 B e
T = Lo+ ) 4 P [w¢‘3’(1> (-13* e, -
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(3) (o) (-1)3%1
¢ 0 -1 ey,

- l L e e
J + (—1)k J ¢(k)(u)gk(u)dH.F;

+ o
Y k-1 - s
= & ¥ - S a3 gy et
=3 (#(0)+¢(1)):‘j£1 Cip (077 (1) ~6720 ()

1
s 0F [ e g
O g

Facamos agora

6(u)= £(x), onde x= x,_+ bu dondé ¢ ) (W=A£ () e ax=san |
e teremos , oy P U3
2 L A kL 5 Ty, ¢
J £ (x) dx= AJ bl = = (6(Q)+6(1))+ = | Cy41 A_;{f J (X)J» v
X 0 = Hi-l
i-1 B
ST A (k) x . K7L | R o S
+ (-1) AJ“ é f (3) e 2‘(f(xi_l)“+‘f€§%l)
k-2 . - T *i
c. a3t tfu)(x) I + R,
.21 i+l i
J -4 x
i-1
onde X, X -
[ - A |
R, = CkAk f(k“ll(x) : + A 1£'7 (x)dx =
Xi-1 X ”
i=3
pelos TVM e TVMI
= k1 (ékfk(5)+ fk(c{}‘ para algum par
L e R paling amy?
pcrtanto ‘
Xy k-2 . . L%y
- 4 5y - §° J+1 [ (3)
[ f(x)dx= 37 (£(x;_4) + f(&ig)~¢¢§'”cj+lA _ lfk (%) +
s el A SR
X1 K . i-
+ O(Ak+l)

Somando a ﬁlt;ma,iggpldéde para. ...

i= 1...n temos finalmente
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b %
. n 1
I f(x)dx= ]} J f(x)dax =
& i=1 xi—l:
: X
n n k=2 . i
= ] % (f(x,_4) + £(x,)) =~} Yy ¢ I+l [f(J)(x) ¥
Lo ad o b J+1
i=1 i=1  §=1 %
i-1
B k=2 1 s -~ b n
+ I R =T() -] c,,87 £7 (x) + 1 R
i=1 j=1 a i=1
mas ) R, = B O(Ak+l)= (b;a) oKty O(Ak):~
decnde
b
k-2 " >
T(A)T J f(x)dx + ) c. +1 3+1.Lf3(x;} + O(Ak)
j=1 3 &

Provemos agora gque as constantes Cj, sao nulos para j 1mpar, e
que tem a funcgac geratriz do enunciado do teorema. o

Para tantc basta tomar f(x)= ex, a=0 e b=1l. Na ultima igualda-
de

Aj+l

-2
T(2)= (e-1) + ] i1

( e-1) + oa¥)

por outro lado T(A) &, por definigdo

n-1 T A niy "(Aﬂg ﬁ_giﬁ o
T(A):A[lewz Mtz al-4e Z@ T4 5e |-
3 i=d 2" ] 7 T R
- A(ené“a--l + &~ l) _ A (e;l) (eA+l)
et -1 2 2 (eA— 1)

tgualandc as duas expre;snes de T(A), temos
k- 2

/A
— Lgxill_ (=)= (e-1) + ] c. 87" (e-1) 4 00a¥)
2 (ef- 1 j=1 I
A o k-2
LA A . :
> eA+l =1+ Ciy 1A3+l + o (s®
e -1 i=1 A/Z Y

A el+1 A e + e é
notando que — x = = A

2 etd 2 A Ao

uma fungao par, concluimos que cs cceficientes C. 'p/‘j impar,. que nao
cceficientes de fungoes impares, nao nulos.

No limite de k » » temos entao
e +1

A
2



Exemplo 1:

VIII-4

Encontre a espressao analftica da integracao de Ramberg de uma

fungdo f(x) integrada em X 1¥y o dada em
f(xo)= fo' f(x1)= fl’ f£x2)= £, X,= »
res:
Fazendo & = [x,-x ] conhecemos
_ 1 1 = A e
BB (Lgyesliyl b
T(E)— > ( > fo+ fl+ 5 fz)— 4,Xfo+2fl+ fz)
do ex VII—3?sabemOs‘que definindo
v — ” 2q ‘ "'N’ .A. — ‘ zq..
Tq(A) »{% t.Tq_l () Tq_l(A{] / (A77=1)
S o2qe2,
temos Tq(A)— I +0(077)
Fazendo A= 2 temos
_ [aa By | qa_
T, () [4 e fl‘q_l(.A)" AGSY
e podemos calcular
T, (A) = 1 {ﬁ 2 (f + 2f.+f.)) - £ (f +f ;j =>
1 3 4 o 1 72 2 c 2

_8/2 4
’Tl(A)- 3 [%O+4fl+f%} + O0(a7)

Reconhecemos Tl(A) cpmo a regra de Simpson..
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mxmgmwo_m“ Calcule % e ax meOYEmﬂOﬂo de Remberg, usando inicial
. 3 o) ;

1

nos calculos 7 mpmmHHmEOm significativos

res: a tabela abaixo ilustra o método

o

2 e usando

s ] T [T )= F AT@-TeyT, ()= 15 (16T (B)-T) ()| T30 = g5 (647, B -T,(0) ] |
1 (1,8591409 1,7188612 1,7182836 1,7182819 |
1/2 |1,7539311 1,7183188 1,7182819
1/4 [1,7272219 | - 1,7182842
1/8 |1,7205186

i

=
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IX Os niimeros de Bernoulli e outras aplicagoes da formula de mac-
lsurin. » y B
Definimos os nﬁmeros”dedBerndulli, Bn n e lN} pela fun-
cao geratriz

— =] (B xt/i1)
e -1 i=o

X

Lembrando que

e =1+ z (xi/i!), temoé
i=1
1+ ! i - - i -
T iLo (x7/1i!) 1 .5 L (i-1)
X X 1= %

multiplicando a Ultima ¢ a penfiltima igualdade temos que

.

oo B.X @
B X
1l = z ——r 2 -Z-—-—T-r. =B_ +
i=o 1 i=o i+l). °©
B B B B B.
1 o 1 1 2,701 11 21
+x Grortrromo tX g Ity aT I Y
B B B B
n 0 1 1.1 -1 i n 1
eset X (6'.7 T—m‘" Y +1-!-;1-—!- +..6F ——_T(n-l). -i-!--+ —-"'——n. -l—.r) L

devemos ter Bo=l e todos os coeficientes das poté@ncias nao nulos

de x iguais a zero.

Assim
n By g
By=l e ,igo IT Tamiemy - 0

multiplicando a Gltima igualdade por (n+l)! temos

n ' n ' B
0= 1 (ni?figiii By = { 1 "1t Bi},f.}

i=o i=1

donde podemos determinar os nimeros B,.
Por exemplo

Ba=l
1+ (2) B 1.+ 2 B, = => B, = = i/2
R * Y 1 1 |
1+ k3‘ B, + i35 B, =1+ 3 L i35, =0 =D, = 1/6
1 "1 2 2 2 2 2
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e assim, sucessivamente obtemos

-0, B, = 1/42 ...

B.=0, B, = - 1/30, B, ¢

5

(e}
i

-1/30, By, = 5/66, By, = = 691/2730,... .

Provemos que de modo geral B21+1’ ie N* & igual a zero.

Por expressdo da fungao geratriz

© i - l
X E X 1 X
e¥-1 joo 1+ 1 2 jop 1. 1
% x _ x ¥+l RS e SR &
% + -'2f = -z ——)z-—— =1 + z -3—_-1- xT =1 + z Cl X
e’ =1 / e’ -1 i=2 —° i=2

se anulam

na pagina VIII-6 provamos que as constantes C, i”BE'i!

para i > 1 e Impar
Podemos tamb@m expressar agora a formulade maclaurin em

termos dos numeros de Be:noulli.
B b ;~ G = - 3, - b
b k-2 B, . . ]
- i=1 & - . : S

a a

Este resultado pode ser usado para melhorar um cdlculo de
uma integral se conhecermcs o valor das derivadas do integrando

nos extremos de integragao.

exemplo 1 =

Se um valor aproximado para I =" J f(x) dx para f(x) conforme
. - o
a tabela do ex.II-1

+ 1

T(A) = “(20 * 3 ¢ o

2 (1-(-1)): 21,65

b N

I ~ T(A) +

exemplo 2
Deduza a formula de Stirling s

, B 1B21 -2i+1

21 (21i-1) L

SLn 27 +- (M—i———) zn Ns- M +

Mh‘

en (M) -~

hﬂH<
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Deduziremos a fOrmula de Stirling aplicando a formula de
maclaurin ac cdlculo de

n ,
I inxdkx, mmne N¥, n>m

o] e tomando A = 1
# n
I tn x . d¥x = |xinx~x = nfn-n + n + -~mMmLNm + m- (a3
m
m
‘n-1
T(l) =1 (— gnm + )  gn i+ &n n) =
i=m+1
.n 1 ‘
— = ~An i + En(knm—lnn); mas
i=m+1
v n nd _ . e
-} sanidi-=2n . i=in_% =20 (nl) -0 (ml)
i=m+l » i=m+1l °

e T(1) =in (n!) - 4n (m!I) +3 (enm=-enn) (b)

A fOrmula de maclaurin nos diz que

k . . s
T(A) = I - Zl T%%TT e [f(‘l"l)(x)] (c)
= m

mas

en3 ) = -1 x3, §:21

ou
Qn(Zi—l)(x) = (2i-2)! x (- 21+1) de
n
\ k
_ 21 (2i-1) —21+1
f : wn (x) ) — (d)
i, 207 { }m gos 21(21 21(21-1)

Substituindo (a), (b) e (d) em (c) vem

¢n (m!) ={an(n!) - (n+ %) ¢n (n) + n + O(n-l)} +

k B .
+ (%" + m) 2n (m) - m + z W} m 2i+l + O(m-z}\-l) s
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Para chegar a forma final da fdrmula de Stirling basta to
mar o limite n + » e usar que e :

lim {an(n!) - (n+%) fnn+n} = % n 27
n-w ’ ’ :

Assim

fn (m!) - % en 27 +‘(m+%)'£n:m-— m o+ (1/12) m T+

5 7

3 - (1/1680) m ' +...

- (1/360) m ° + (1/1260) m

exemplo 3

A tabela ao lado das . ’ k [ m! ~
aproximagoes de 5! = 156Aa 0 118,01917
partir da formula de Ster- 1 120,00264
ling. i 2 - 119, 99997

ik 3 120,06000
L
43 i
C TRY

.

L e B ey g { =



X DERIVAGAO

Estudaremos nesta aula como obter numericamente a deriva-

da de uma fungdo, f(x), tabelada por pontos x, (i e {0,e00,n})

Uma abordagem possivel para o problema e aproximarmos e}
valor da derivada de f(x), f'(x), pela derivada de P(x), P'(x),
onde P(K) & o polindmio interpoclador de Lagrange para oOsS pontos

{Xk""xe}‘

2

Da aula I sabemos que, sendo f Cn+ em [x ,xn]

(@)

f(x) = P(x) + E(x), onde

P(x)

!

1
Hh
3
X
®

_ (B _ c(n+l)
E(x) : -»(“-j,"_fo (x xj—)) £ ! (E(x))/(ntl) !
£s [xo,xn] > txo,xn]

Podemos pois escrever

£7(x) = P(x) + e (x) onde
iy : 2 n .
e (x) = E'(x) = { P8 exp £ e00) 4
=0 j=o
L:j¢2
F B (xexn) £0%2) (2050 a'(x)} /(n+l) ! .
j=o 2 .

E ecspecial interesse © cdlculo da derivada de f em um dos

pontos x; neste casc, na Gltima igualdade, os termos da somatd-

ria se anulam se £#j e o termo fora da somatdria também se anu-

la (desde que existe §'(x)).

Nestas condigCes

J=0

£'(x;) = P'(x;) + [ T (Xi—xj)] £ ) /e
#E

Restringindo-nos ac caso de pontos igdalmenté’espagados,

isto &€, tais que



xj = X, + jh, temos“

£1(x) = prix) + 0" 1P e i)/ (T
B0 = £ 0G0, onde’
ST s T M = VLl _
By 07 jiovxg-xj T fi(n- )l jzo (x Xj) - -
350

j#e
exemplo 1
Determine as aproximagces f'(xi) onde X, € ponto se
[xQ,an para n=l1 e n=2.
Considere cs pontos igualmentc espagados-e a funcac f(x)
suficientemente diferenciavel.

Para n=1 temos

P(x) = % £ i i:ili:fT T "(x¥x;)éé'
o= 2 h 2Y(1l-2).: j=0 i
=0 ?
i#8
= & (-f (x-x,) + £, (x-x,.)),  portanto
] o
1 o — —— = - f
P'(x) = oy ( fo+fl) (fl fo)/h e
P'(x)) = P'(x]) =‘(fl—fo)/h :

Para n=2 temos .

001

2

1 (-1) n
P(x) } = — 75—yt L, T (x=x.,). =
g=0 i h® Le(2=2) . 72 =k oy M
=LA E (xex) (xexy) + - £y (xmx ) (xox)) + E (x=x ) (x-x,))
h2 2 C 1 2 1 o 2 5 . .
donde Ced {1 3 BT

P'(x) = —li (fo((x—xz) + (x—xl)) - ffl (x-x2)+(x-x0))+f2(x-xl) +

e naitieei (xex ).
G ER RS i) - ()

Fazendo x = X 1%y 1%y temos respectivamente
1
' = - - = - - =3
P (xo) E—§ (fo( 2h~-h)-2 fl( 2h+o0) + fz( h+0))



1
= 1 (=3f +4f -£.)
02 otif ~t,
P'(x.) = -t (£ (~h+0) - 2£,(h-h) + £,(o+h)) = Lo (f-f )
1 2h2 Fo g 4 ; 2 : 2h 72 "o

]

1
—3 (fo—4fl+3f2)

P'(x,)
2" op

exemplo 2

Determine limites de erro para.o uso das fOrmulas obtidas
no exemplo 1 como aproximagles das derivadas de £ (x)

no caso n#xl temos,

fazendc K = max

f(2)((?)l
ye[xoxzj

1 2
éhK/—rTr-—hK/2

e (x)

no caso n=2 temos,

fazendo HM = max £97 (v) E(x) ﬂfv’K
ye[xoxz] ]
para i=0 ou 2 ooy ]
. -\ A
' >y
e(x) |s n?w/ 53y = hu/3
e para i=l
¥
e (x) | b2/ T3y = hPM/6

Uma outra abordagem possivel para obter fdrmulas de deri-
vagdo & o de combinar expansdc em série de Taylor em torno de

um ponto X .
i

Assim
a) f£(x.4+h) = £(x,) + £'(x.) h + 3 £"(x,) b +
i i i) Bt 3 1
L ogn 3,1 v 4
+ z £ (xi) h” + 57 £ (xi) N +...
b) £(x.-h) = F(x.) - £'(x,) h + = £"(x,) h® +
i 1 i 5 i

L 3 1 Iv 4
"A'é' f“'(Xi) h” + 53 £ (Xi) h™ de——




a &

de (a+-b)/2h temocs SRR
f(x,+h)-f(x.~-h) £" ' (x,)
ou
£1 - (£, =f. ~£. )/2h e ¢ ~ L n3 gmr(y)
i i+1 Ti+l Ti-1 6 Y

© que jé;haviamos\obtidos pcr inte:pqlagéo dertomarmés agora

_ i 12 o 3 o 43
¢) £, =f; +2f h+ 2€f h¥ + 3 £]' b7 4
+ 2 £V h4 +o%e
371 7
= t a cu 2 2 enip3
d) fi+3 fi + 3fi h + > fi h” + 5 fi h> +
+ 27 fIV 4 ..
8 i
obtemos:

de 1l8a -9 c+2d-626 fi

i
L - - +
fi = & (-11 fi+18 fi 1 9 fil2 2 Fi 3) +

h3 f?v/4 S
1
de 6 a+-2b-c-36 fi

~ T3 v L
~fi,p) *h £ 6/12 4.

-



A tabela abaixo lista este tipo
ée n=1 ate n=4

de formula

i 1 e 1 o
E n £1(x;) = £ ~ E(x;) ~
;
1 (£, ,,-£,)/h
- 2 £ (y)
L
(£, -£5.,)/B
2 (-3f,+4f,, -f; 5)/2h ,
h
= £"'(v)
- 3
( 3f,-4F,_,+E,_,)/2h ,
= £ )
( £3437F;-1/ 20
3 (-11f,+18f, . -9f,  ,+2f,,,)/6h
(+11£,-18f, | +9F, ,-2f, 5)/6h 3
3
(-2£; | -3£,+6f . -f, .)/6h BRIV,
( 2£,, +3F,-6f,  +E, ,)/6h
11 - 4 — = B
§ (=25, +48F, -36F, o ¥16F, 0=3F, ) /12|
h* v
-4 . -7 — £ ()
( 25£ -4BE,  +36f, _,-16£, ,+3f,_,)/12h|3
4
(-3€; 1 =LOF 188, 468, p+Ey 50 /120 BV,
(=3£, | +10f, ~18f, #6£, ,~f, .)/12h
14 v
= - 57 £ (v)
( £,_,=8f;, +8f, -F, ,)/12h 30
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XI - O METODO DE EULER

Uma equagdo que nos fornega o valor da k~&sima derivada
. - k -
de uma funcao y(x), y( )(x), em fungao do seu argumento, X, € do va
lor da fung3o ¢ de sua 12 até (k-1)-&sima derlvadas no ponte x sera

dita uma equacdo diferencial ordenaria (EDO) de ordem k

Y(X) f(x,y(x) "Z (X);eqna (x) )
definida num certo intervalo [a,b]. Uma funcao y(x) der-se-a solu-

Eo da E.D.O. se esta for obedecida para ¥ x ela,bl.
3

A E.D.O0. der-se-a linear sse a fungdo f for linear em
y;)”po..yk_lo -
Uma E.D.O. da forma

y(k) y(k—l)'

: < » v -
+ Y A oy v' + o y = g(x)

-

Z obviamente linear e & denominada equagac o coeficientes constan-
tes. Se, em particular g(x) = 0 e EDO sera dita homogénea e, caso

contrario, inhomogenea.

Em geral a sclugac de uma E.D.O. nao & Gnica de modo
que para especificar a sclugac de interesse devemos impor algumas

condicCes adicionais sobre y(x).

Se estas condicdes forem dadas como ©O valor de y de

suas derivadas no extremo a,; i.é.
y(a) =8_, y'(a) = Byro-- y¥(a) =8,
fo) 1 L
a solugdac da E.D.O. & um "Problema de condig¢des iniciais: caso con-
tririo teremos um "Problema de Condigles de Contrario"™. =
Estudenocs primeiramente o problema de condigées iniciais

para uma EDO de 12 ordem, i.é.

y'(x) = £(x,y(x)), xela,b], y(a) =&

Supondo que -a solugdo* & suficientemente derivavel pode-

mCS escrevers

* Teoremas ’ : A
Se f(x,y) este deflnlda no domlnlo D = [a,bl x Re &
continua e Lipschitziana em ¥y, i.e.

Z Ke R| |E(x,y) - f(x,2)]| < KI(Y°211
Vxe[a,bJ,VYYER

ent3oc a E.D.O. y' = £(x,y) e a condigdc inicial y(a) = t definem
uma ¢ uma Unica solugao.
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2

y(x+h) = y(k) + h y'(x) + %T vi(x) + ..
: k ,
co+ 2y vy B )+ okt
mas y'(x) = £(x,v(x)) e, admitindo ser f(x,y) suficientemente deriva
vel
v ; J=1
d . J d £
y'x) = 50— £(x,¥),.. y° (X) = —= (x,y)
dx ' ax’ -
donde
y(x+h) = y(x) + hf(x,y(x)) + % n? gi (x,y(x)) +
k-1 ‘ '
1 k d f k+1
ves b T (x,y(x)) + o(h"™) =
K j-1 v _
=y +h | ) = 0TS y) |+ oSt
j=1 3= axJ”
tomando _ .
. - . j=1 :
e k “g=1 al7is S
h —— .
Tk (x,y) = z 5%_ dx]_l (XIY)
j=1 -°

temos ‘
AR L Saioe o zsols
y(x+h) = y(x) + h Ty (x,y(x)) +:0(h>" 1) -~~~
Definimos pois os métodos de Taylor de ordem k come sen

do, fazendo

X, = x, +ik, O<isn x,=a e ‘xnu= b
a aproximag3o
“ onde

Yo = ¥(x)o=rgi

Se em particular tomamos ¢ mdtodo de ordem i

: e S S
Yig = r Yo R ¥

a que damos © nome de metodo"de'Euler{

exemplo 1:

Ache ‘a 'solugac analitica e-o0s algurltmoa de Taylor de
ordem 1 e 2 para a solugio da EDO ) o

v' = v y, definida em [0,1]

-

- B 6 6 A & & B o



com a condigao inicial y40) = M,

Estude numericamente os resultados dos métodos para
M=l ey =1/2, 1le 2e h =1, 1/2 ¢ 1/4 resolugao
vé-se que y = eY¥HinMg o solugcdo procurada.
Tem-se f(x,y) =y y e
f _ 3f , of dy _ 3E , 3£ . _ _ 2
dx x dy dx  3x * dy E=0+ywy=v vy
Os algoritmos sao pois
Yy, = v(0) e RN
para h=1
i+l
Yiel = ¥4 + h v y. = (1+hy) y; = (l+hy) Yo
para k=2
_ 1.2 2 _ 1,2 2 i+l
Yiqp = ¥y Y hy vy + 307 7y, —(Idwt 5 07y o

a tabela ilustra os resultados numéricos para

¥ h Y1 Yo Y3 Yy
1
(1,625 2
e?l= 1,6487
% 1,25 1,5625 - -
(1,2813) | (1,6400)
% 1,125 1,2656 | 1,4238 1,6018
(1,1328) (1,6468)
1|1 2,0 ~ _
(2,5) etl= 2,7183
% 1,5 2,25
(1,625) | (2,6406) - -
1 1,25 1,5625 | 1,5531 2,4414
7} (1,2813) (2,6949)
2 |1 3 - - |3 -
(5) le = 7,3890
% 2 4
(2;5) (6725) - -
| 1 . -
| = 1,5 2,25 3,375 5,0625
| © (1,625 (6,9729




XV - EQUACOES DE DIFERENCAS FINITAS
EDF

A teoria de EDF & um largo campo dentro da matematica. Assim
como fizemos com as E D O, faremos aqui uma rapida reuniao de nomen-
clatura e de alguns fatos essénciais.

Definimos os sequintes operadores

(1) O operador de translagao E, por . e
Ef (x)= f(x+h) '

(2) O operador de diferénga
Af(x)= f(x+h)-f(x)= [E-11f(x) .

a agir sobre uma fung¢zo f(x) dados um "passo”h. _
O operador de diferénga“ esta 1nt1mamente ligado ac,; cperador
de derivagao, D, pela relagao

Df(x)= lim Af(x)
h0  h

Definimos recursivamente
EXf(x) = E(EX"YE(x))= £(x+kh)
e a%f(0= (e-17%(x)
assim,‘por exemplo | '
8% (x)= [E®-2E+11£ (x) = £(x+2h)-2£ (x#h) +£(x)

Para a fungac identidade, f(x)= x, temos
Ex= x+h , | Ekx$ x+kh
Ax= h . Akx= 0 p/ k=22
Podemos ver ‘qué valem as relagoes

DXf(x)= lim [a f(x)]/h
. X e TR

Deflnlmos ainda o operador dlferengial
df(x) th(x), de modn que A ’ |

df _ hDf(x) _
dx h = R

analogamente

k

df_- D £ (x)
(dx)




Valem as seguintes propriedades,

a) a')
-D(af+B8g)= aDf+B8Dg - H(af+Bg) = aAf+BAg

b) e N
D(f.g)= £fDg+gDf  A(f.g)= fAag+gAaf+afag

a, Be R, fgC” em R
Seija y(xi) definida em X;= x0+ih, i+ N

Denominamcs EDF de ordem k a uma equagac da forma

Ak e e
”—7X—E = G(xffy(xivwzﬁ, A Yy
L (ax) k-1

equagéo que geralmente € mais conveniente escrever como

~

Yipk~ FOXgr¥o¥i090 00 -Ti4) OV |
k k-1
E yi= F(XilyirEyi!°=°lE Yi)

Diz-se solugdc da EDF a uma sequéncia y,,i ¢ N, tal que a
EDF seja verdadeira V¥ieN 0 4

Uma EDF disesg>1iﬂear,de,0rdem-k se; puder ser'postafha for-
ma

LookoTT s k=1 5 Gt * T
Ak(l)E yi+Ak"l(l)E yi+...+AO(1)yi= R(1i) (1)

onde Ak(i) # 0

Esta EDF dir-se-a homogénea se R(i)= 0, ¥.1i <N, e @aso con-
trario inhomogénea. . o

Esta EDF dir-se-a "a coeficientes constantes® se Aj(i)= Aj
vieN, 0<j<k . Feloa I S St SR o T ‘

Tratemos de procurar uma forma geral da'solugégyda EDF  de

ordem k linear a coeficientes constantes

By tPy 1¥yqg-1te- - tRY = R (2) =
Inicialmente, para o casc homogéneo ~insmsn sl oo
By g nPY -1t AGY T O (3) R e

Podemcs reescrever (3) como
k

Cay —TT'(E~22)]yi= 0
=1
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cnde z, s3c as raizes do polindmio

k . k
P(z)= )} A.zI=a 11 (z-z,)
=0 J k 2=1 .

Denominamos P(z) o polindmio caracteristicq da EDF . (3)

Nao & diffcil ver que, se z, & uma raiz real

R =
Y= 2y € uma solugao
Se z, tem multiplicidade m sac também solugoes
@ K e . | .o i
y;= iz, P e T
Se z, é uma raiz complexa
z,= (atb 1) , z, = (a-b i) & tb raiz de p(2)

Escrevendo E; e z, na forma polar

¥

a bi= p(cess £ i send)

e lembrando da formula de
(2 ¥ b i)™ = p(cos m 6 ¥ i sen me)
vemos que

¥i= (cos ie)pl e yi= (sen ie)pl

s3c solugdes da E.D.F.

Um conjunto de sclugoes yil,...,yik se diz linearmente in-
dependente, L I, se

J

e~ R

. j: i = < 9 <
" a]yi 0, ¥i e N +-aj 0, 0 < j<k
caso contririoc as sclugdes se dizem linearmente dependentes

L.D.
Teorema 1 Se yij, 1<j<k sao sclugdces L I cde uma EDF linear homcgé-

nea de grau k, entac qualquer solugac y; da EDF se escreve na forma

Y. =

J_ G
i a.yi = yi (al,...,ak), o.€eR

, 3 j

[ty

J
meorema 2 Para uma EDF linear, gque tenha por EDF homogénea associa-=

2z uma EDF nas condigOes do teorema 1, uma resclugao qualquer se es-—

creve CCno

s P in+yi onde yiP & uma solucaoc ggq da EDF inhomogénea.




1)

Exemplo 1: Resolva os EDF

2) 3¥44571275,9+ 9y,= 0

b) 3yi+2~12yi+1+1-5yi= 0

©) ¥y, p7dyy yty;= 0
Os polindmios caracteriséicés respeqfivos.séo

a) P(z)= 3z°-12z+ 9= 3(273)(zf15>‘ o

b) P(z)= 3z°-12z+15= 3(z—2-i)(z—2+i)» R R

c) P(z)= 422-4z+1= 4(z- —%)(z- %)

E as solugoes gerais , .

9
:

2) ¥;= a;374a,1"= a,3"+a S o5 g oo

i 1l 2 2

__’,'f‘i ;
b) y;= (¥3) [al cos 16 +a, sen i6] , onde
8 = orcsen(l/ /5 )= orccos (2/ V5 )

e} Yi=‘(aili&2) - asat

i

N



XIT - ANALIZE DO ERRO PARA A FORUMULA
DE EULER

Na tltima aula vimos gque a E.D.O.

y'= f(x,y(e)), x e [a,bl, y(a)= ¢
podia ser aproximada, fazendo |

X.= x_+ih, x = a X = r
i o 7 o 7 n b, po

¥isp = |¥itR EGxpeyy) | T v(xg)
Yo = ¢t
Queremos agora encontrar um limite para o i-ésimo passo. da re-
solugao,

Ei= y(xi) - Yy

Lembrando que
= | = & 2 W : '
y(x5,9)= Y(xi+h)~ yix;) + hf(xi,y(xi)) + h7y" (&) /2%
para algum E, € [xi,xi+l] , temos
B, .= y(x, . )=y,= y(x,) -y, + hCE(x,,¥(x,))+E(x,,¥,) 1+ 3 hoy" ()
i+l i+l’ 7Yy i’ Yy Hehe | ir¥i’ T3 i

“usando que g‘xie [yi,y(xi)]t f(xi,y(xi))—f(xi,yi)i=

2f .

<X :\ » - -
3y (Xirli, (y(x;)=y;), podemos escrever
- 2f 1,2 .
Eip1= EBytB gy (xyady) Byv S hyt(5y)

Assumindo a existéncia de limites

ly"(x) 1<K e l%é(x,y){SL, para x e€la,b]l e y ele,dl.

o= minly,,y(x,)} d= max{yi,y(xi)};.f

escrevemos

1.2 12"
lEi+liSlEil + hLlEi]+ E-h K= (1+hL) lEil + 5h"K

como E_=0, M= (l+hL)21 e N= %hzxzo;

& ; -
fazendo €41 Mei + N, ‘ (a)

teremos . 2 ; ara = 0
el lcii P EO

Uma seguéncia (si} , i e N, diz-se solugao de (a) se a equa-

cac (a) for satisfeita Vi € N
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Seja Ei uma particular solugao de

€ =M€ - 111 '"
i+l M i H (a)

Di wuma solugdo de

D; 4 7MBy= 0 (D)

Provemos que qualquer solucao de (a) pode ser escrito como

€.,= a D,+€, o €R
i i i ! _
Para tanto consideremosr_E.i uma segunda solugao de "(a) ™ e

D.= ¢, -€
1 1 1l

De "(a)" temos que

-~ —

= = T I, . Duly T -
= € - - € =€ == L s
M'i+N MFi N M(.i “i) MDi~ M D, gque & s0O

= € -
Dit1 14175441

lugdo de "(b)" com a condigao inicial D_= D,

Podemos pois escrever uma solugao qualquer de "(a)" na forma
E':E i \ '
g% Fg# DoM ; para algum DO R
. 'Vé-se sem dificuldade que

§i= (1+hL) * - % hK/L & uma solugado particular de "(a)", pois

we, o +N= (L+h)E,+ 2 hPk= (1+hp) [(1+hp) - L nr/py + L n2ke
T+l g¥ 3 8.5 ALl hL) "~ 5 3 B
i+l 1 =
= (1+hL) - EhK/L = €i+1 |
Segue portanto que a solugdo geral de “(a)” & da forma

1

— i i . :
i ei+DOM a (1+hL) 5 hK/L, para o (1+Do)e R

- Para a condigdo inicial e _= 0 .
temos a= %'hKL , donde

hK/L 2 ]Eil

Y I

_ 1 i_
€= ( EhK/L) (1+hL)

usando a desigualdade,

1+hL < ™= 14nr + 7 (D) /50,

J=2
podemos finalmente escrever
(xi~xO)L

ML= h( 3 /D) (e -1

A

1
]Eij <e, < (5 hK/L) (e



XII-3

Exemplo 1:

/ o~
Verifique que os erros do exemplo XI-1 em x= 1 estdo dentro do do pre
visto pel: formula de erro paw:a O método de Euler

Examinando a tabela e a solugdo analitica
YX
y(x)= Me venis que temos es limites

2 v I= v

cnde tomamos

) 2
yi(x)= y e * e

g
Hh

A tabela abaixo lista os erros previstos e cometidos em cada

caso

3 hi 1/2 1/4

L | 0,1487 | 0,0862 | 0,0469

2 1 0,268 0,134 0,0669

L | 0,7183 | 0,4583 | 0,2769
2,34 1,17 0,584
14,3890 | 3,3890 | 2,3265

2 147,3 23,6 11,8

(&)

hN&N“‘“““éh(%~K/L) (etl-1)= h % y e¥(e’-1)
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XIII O método de Runge-Kutta para EDO de primeira ordem

Vimos pelo ex. XII~l gue do método de Euler,nao podemos
esperar grande precisao, a nao ,ser que, tenhamos um passo "h" extre-

mamente pequenc.

Por outro ladc o uso de método de Taylor, de ordem maior
o 5 [} :
gue um, implicaria no conhecimento das derivadas de ordem pois altas

da fungao incognita y(x), o:.que geralmente nao temcs.

O método de Runge-Kutta de ordem X ,RKO (k) , sexé um mé

todo pelo qual aproximaremos a solugao, y(x), da EDO

i vy (x)

‘ y (a)

]

f(x,y(x)), x ¢ [a,bl
[

por uma segliéncia recursiva

yi+l;= Yy +h ¢(Xiiyilh)'= Yi + h qi

Yo = ¢

que concorda com o método de Taylor de ordem K,

2
h
Yipp = ¥3 h y'(xi) = y“(xi) +eos
oo+ (B v g
Yo = &
a menos de termos da ordem O(h )
Para tanto. devemos ter
k ; .
O(inYilh) = X (1/3%) h*ul yxj)(xi) ‘ 1 + O(hk)=
j=1 | |
k PR T _j-l ‘ .
o3 = ['21 (17537t {i_E:T}f (Xi'yi)} + o(n¥)
j= X"~

Tomemos §; na forma
Gi = [a f(xlyy ) + u £ (=, +Blh v. +hy1) His 5«

l

coa + o f(xi+h8n’yi+hYn)]

com 0 < 8. <h, 1 <3j<n .

Para o problema assim colocado, mesmo tomando n minimo

1aver: geralmente mais de uma solugao para as constantes

‘J



Ilustremos o processo para k=2

- . _1}_ e 2

= f(xifyi) + > (f(xi,yi) + fy(xi’yi) f(xi,yi)] + 0(h")
tomando n=1 temos por outro lado,

za¢i = »ia.f(xi,yi) +.al f(xi+hsl,yi+hyl)] =

a f(xi'yi) +JaI(f(Xi,yi) + hBl fx(xi’yi) +

/'r_,’i ‘ : « 2 ......
+ hyl fy(xi,yi)) + O{h )
igualando as duas expressoes de ¢i'vem,
E(x,,7,) + 2 £ (x,,y,) +2 £(x,,y.) £ (x,,y,) =
ity 2 “x ' Xir¥y 2 ir¥i) Pyt Eie¥y
= q f(xi,yi) +‘al f(xi,yi) + halpl fx(xi,yi) +“
+h oy, £ (x.,,y.) + 0(52)
1'1 “y'7ifdi ¢

& igualdade que serd satisfeitc se satisfeito o sistema

o+ ai =1

oy Bl = 1/2
Qs Yy o
11 f(xi,yi)/Z
Dar solugoes possiveis s3ao mais comunmente usadas:

1 i , . o
a) a = C{'l‘;— —z'l Bl = ll Yl= f(XiiYi) N4

b) a =0, a, =1,

18

NI

- 21
gue nos dao, respectivamente,

‘ l ~ P ; C
a) ¢i 5 r(xi,yi) + f(xi+h,yi+hf(xi,yi)

1l

b) §, = (£(x; +3 h, y, + 2 hE(x;,y;))

e as respectivas relagOes de recorréncia

XIII-2
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_, 4B
a)  Yi41 T Y3t 3 [f(xifyi)+ f(xi+h, vt hf(xiiyi))]
Y= ¢ (método de Heun)
_ h
py Yip1 = Y3t hE(xg+ 5o, yi+ (W/2) £0x;,75))
Y= ¢t {método de Euler-Cauchy modificado)

Listamos a seguir alguns RK O(h) para EDO de 12 ordem, es-

crita de uma maneira computacionalmente mais conveniente

T

Kl= hf(xi,yi)

IK"‘.
{ v

hf(x; +h/3, yi+Kl/3)

i

Yi41™ Y5t %(K1+K2) ¥yl = ¥gtky

K, = hf(xi,yi) K, = hf(xiyyi)

.K2* = hf(x,+h, y, +K,) K, = hf(x;+ %h, v+ %Kl
(Heun) ?;;;;1 (Euler Cauchy mod.)

0(3)| ¥y, 1= v.+ T(K,+3K,) 0(44 Ve 1= Y.+ B(K +2K,+2K 4K ,)

i+l i 41 3 i+l i 671 2 3 74

K= hf(xi,yi) K= hf(xipyi)

K,= hf(xi+ h/3, Yi+Kl/3) K,= hf(xi+h/2, yi+Kl/2)

K ;= hf(xi+2h/3, Yi+2K2/3 Ky= hf(xi+h/2, yi+K2/2)
' K,= hf(xi+h, Y+ K3)

Eiij

Y= Yyt I%E (23K +125K ;-81K . +125K)

§K3= hf(xi+2h/5, yi+(6K2+4Kl)/25)

| = 5 — 4

:K4 RE(x,+h, v+ (L5Kg+ ~12K,+K;)/4)

;K5= hf(xi+2h/3, yi+ (8K4~50K3+90K2° 6Kl)/81
.K6= hf(xi+dh/5, yi+(8K4“lOK3+36K2—6Kl)/15

Embora mencs frequéntemente usados, estao tabelados na
literatura métodos de RK de ordem 6,7,8 e 9.
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XIV - O METODO DE ADAMS-BASHFORTH

] "

Estamos interessado em resolver akiED (0]

y'= £(x,y(x) x e [x_,b]
y(xo) = yO L T .".':"rf:}.'_'}f!_i_')‘ s }
Podemos sempfé.éscrever,
x+h
y(x+h)= y(x)+ J y'(p)dp, ou
X
tomando x.= x + ith | x =0b
1 (@] 5 n
®i-1
= t
y(xi+1) y(xi) + J y'(p)dp
Xy

Supondo conhecida, a fungao y(xj) nos\gqnto$ g5, 0<j<k, usa-
remos a aproximagao

pre .
_ (i+1 ; Lk s
Yi41™ y(xi) + j P(x)dx , onde P(x) & o polindmio interpolador de

X,
1

Lagrange de y'(x) nos pontos Xy oo Xpr ié gr(P)=k e
P(x.,)= y'(x.)= £(x. D))= .
(xj) y (xJ) (x],y(xj)) f(xj)

Das aulas I e IV sabemos que
k

k 'k X=X
P(x)= )} £(x)L.(x)=71 £(x;) [ =
§=0 33 j=0 3 g4=0 3 e
L#3
tomando z= (x-xo)/h teremos pois
§+l k+1 k k
Vg™ Y(x)+ | P(2)hdz = y(x,)+h J ] f(x.) TF ?:: dz =
R k j=0 J =0 | .
L#3]
Xk B " _ k+1 ke :
= y(xk)+h Y £(x.) %// T (3-2) f [T (z=-2)dz=
j=0 J 8=0 1k =0
L#3 L#3
¥ % . t;l;igaﬁ k+l X
- y(xk)+ h .ZO (xj) jp(<fj): J f] (Zfi)dz—
J : k 2=0 o
k 2#3 _1y k-3 k
= y(x,)+h ] aX £(x.), onde a ke LD~ TT (z-naz
fdaetto s §=0 J J J 31 (k=-3) ! e
genericamente escrevemos 2#]
K ‘
k
L= + h A, £ )
VYl+l y(xi) . jzo J f?%TQtJ{Yl



0 météao de Adams Bashforth de ordem k consiste em tomar re

cursivamente k

X oar o g A
V41" y fh JEO A] £ kes ? onde f£ = f(xmaym)

Obv1amente para iniciar o processo neceSSLtamos de valores
para f fl""fk e para tanto teremos de, por melo de algum outro me

SF
v

todo, obter estimativas para yl,yz,...yk

Exemplo 1:
Obtenha as constantes Ajk p/ h=1¢e 2

1 (2 ) ' 2
A01= (=1) J (z=1)dz= -1 f % = z] = - 1
011! 1 L2 1 2
- -
o] 2 2
A11= (1) J (z-0)dz= 1| % J = 3
L2 N 2
2 (3 3
A 2= (=1) (z 1) (z=2)dz= = (22-3z+2)dz= =2
C 191 el . » 12. v ‘
0.2- X ;._L,.;
2
l 3 L. f3 g
A12= (=T} j (220) (z-2)dz= - | (z°-2z)= -~ %
141! 2/
-1y0 (3 (3 5
A22= (=1) | (20 (z-1)az= % (z2=2) dg= 3%
20l . P

temos assim as formulas de recorréncia

_ _1 : —
Yi4= Yith( 3 ¥ = 3 -1
23 4, & g
Yiq= Y33 5055 T 3 D)
- 2% w37 _ 3

Yi41® ¥y +h(24 i
Exemplo 2: ) 1y
Resolva peio métcdo de Adams-Bashforth a E.D.O
. . _" . :, _7"_;"_ { .7—. . l X _» | " .
y'=s 2y x e [0,1] usando h= = B
y(0)= 1 21, 5
As formuias de recorréncia para as ordens l e 2 sao, respectlvam;nte

v{g= ¥y %(B(Zy )=(2y, )= Gy;-v;_p) e e

_ 1 _ ST WE Ty
yi+l- yi+h12 (23(2yi) 16(2yi_l)+5(2yi_2)) 48(23yi l6yi~l+5yi“2)



A tabela abaixo lista os passos intermediirios dos proces-
sos de 12 e 22 ordem. Os valores sublinhados foram tomados como da-

dos

i % %

0 1 1
1 1,28403 1,28403
2 1,6405 4 1 ,64872
3 2,895 24 2,114809
2,, 67589 2,71245
5 3,41744 3,47895
6 4,36495 4 ,46210
7 5,57446 5,72308
8 7,11926 7,57284

Resolva analitica e 22x ;, que daria y(xj)=y(l)= 7,38906



XVI - ERRO PARA O METODO DE ADAMS BASHFORTH

a) Erro local:

Na aula I sabemos que se P(x) & o polindmio interpolador na

forma de Lagrange de f(x) em X sXqreoerXy

E(x) = £(x) - P(x) = [f(k+l)(£) k (x-xj)]/(k+l)!
j=o

para algum £ ¢ I > {xo,xk,x}

na aula XIV tomamcs a aproximagac %

k+1

Jk-‘-l Y'(X) ax ~ §k+l = Y(xk) + j P(x) ax;

y(xk+h) = y(xk) +
‘ X
X k

onde P(x) interpola f(xj,y(xj)) em 0s<j=<k

Podemos assim escrever

Feyp K
y(xk+l) = §k+l + Rk’ onde R = j (l/k+l)!)(k+l)(£(x)) jgo(x~xj)dx =
pelc TVMI kb
= X£Eizli£l JXk+l i (o=%.) @x = = o
(k+1) & X, j=a tomando z = (x-x_)/h

(k+1) (k+1 ¢ _ 5 A
S i (9] S h(z-§) haz = 2 &4 ¢

(k+1)!  §  §=o g

k
onde C ., = j I (z=3j) dz ]/(k+l)§

b) Erro global
O método de AB consistia em tomar interativamente

. kK ko
Yipp = ¥y T B jzo"Aj“fi-k+j

Consideremos o erro de (i+l) ésimo passo

. =y, - =,
E1+l Yisl Y ( 1+l)
Suporemos que os valores usados para iniciar a aplicagac do

nEtodo,

vix) =y

y(xg o’ y(xl) ~ yl,...y(xk) ~ Y+ tem a precisao tal que
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1Ej|<é~ 0<j<k , 6 ¢ R

+
da expressdo  do erro local
k
' 2 _(k+2)
y(xi+l) y (xg ) +h ]Zo a5 y (x —k+3) + Cri1 h y (Ci)
Seﬂam
M = max| Y(K+2)(E)l I =[x ,b] e
o
gel
L = max 15 (g,2) | J > {y(x )}ufy }© 0<isn
‘ ay. f N iz o R A
Eel - Eo A ;
zed .
- =
Temos que lfm v (xm)} If(xm,ym) +
- f(xm,y(xm)l < L lymjy(xm)i = L lEm|
?ortantoﬁbl-
‘ k+2
Eg4rl < [Byl +B L 32 lA Ei el 101 P77 My
nao & dificil ver que
|E;| < 5, onde ey é solngaq de
= k k+2
ej47 = €4 tRE ) |Ajj_gi_k+j +T|Ckfl}h 7 Mk+2 5

: 3=o
desde que &, 2 8 p/ 0Osisk

Objetivando encontrar um limite para O erro solucionemos

a EDF.
. Uma solugao particular nos & dada por ¢y =-Q onde
C h ' M C } ,
Q =+ l k+1l k+2 = hk+l ‘ k;l 4k+2 -a EDF homogenea associada,
- k G 70 : - B
L L‘A"
: 3
J=0
k
€i41 = €1 h L jzo IA l i-k+i’ tem por polinom}o cargct§r1st1ca

g D 2 1A§| 2573,

u,

P(2)
j=0

Reparando. Gue . . . ¢ oo 4 i o - omig oo (o

A

P(1) 06, e
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k X .
p(1+hLB ) = (l+hiB, )**1 - (1+h1B i Y |ak|(1+hLB k=3 o
k k k ; j=c i B k’

k
1-hL }

J=0

]
i

k k =3
(1+hLBy )" { (1+hLB}) Aji (1+h;Bk) }

v

1+hLB, ) ¥ T jak
(1+hLB. )" {h L B - h L jzoiAjl} =0,

ou seja

P(1) <0

v

P(l+hLBk)

Concluimos que P(z) tem ao menos uma raiz
z ¢ [1,1+hLB, 1 e, da aula XV, ¢, = a &

genea associada, e

e, =aZ -Q & uma solugdao da EDF inomogenea, ¥ o € R
Escolhendo a = 6 + Q.
€y = (6+Q) 2° - Q €& uma sp}ugap da EDF inomogenea que satisfaz a

(3+0) 21 - @

A

condigao ey 2 &, 0<j<k, de modo que lEiI

ehLBk _ e{Xi-%0) LBy,

como 2t ¢ (l+hLBk)i'; (1 + jzl(hLBk)j/jz)i _
Podemos escrever
E; | = (6+Q) g(xi_XO)LBk - 0=
_ e(xi-XO)LBk+‘hk+l yékzl‘Mgzé (Q(Xi-XOiLBk g
exenmplo 1 | - i

verifique que os erros do ex. XIII-2 estao dentro do previsto.

Calculemos inicialmente as constantes Ck+l e Bk

k+1
C. =.___£_T  § (z=-j) dz, assim
s+l (k+l) ° ¥ jgo
c S - _ 1l |z” _z - 4
141 T 20 J z(z-1) dz = 3 [3 E‘J =%
1 i

(3 1 0z* 3. 2 ’ 31
~ — — — = e -?— - i = e ee——
Cosa ;T_ z(z=1) (z=-2) dz z |7 z7 + =z =3

. & uma solucdo da EDF homo
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L3+l =T J z(z=1) (g=2) (2=3) dz =
3
Dzl ‘ 4 , e

1 5 3 .4 1.3 2] . _ 251 # k
= -3 + 5= - SR B, = AL

74 {z /5 -zt e 3 ] 730 © Bk =L 1Al

3 J

da aula XIV obtemos

- _ 44 _ 11 _ 160 _ 20
By =2 By =13 © B - =

3737 2 3

no caso do ex. XIV—2 sabemos que a solugao analltlca da uDO g

: } 5
g(x) = e, portanto M, = max |2 7+ <, e modo. que '
M STy B RELE . B
1+2 ~ 59,2 e M2+2 ~ﬂ}}?:u (0 BB L f
Ja %f = %— 2y = 2 de modo que L = max ' | 2, =
Yy 8y L0 gelo, 1w L nE Y

o , cell,e ]u[l 7,61
Tomando os dados iniciais por @xatos, isto & 3 = 0, temoa ©

ey o 3

procedlmento dge 0o(1),

B, = n'™ 8 59,2 (15022 L)) 2 de0?
n S 2 _
e para o procedimento de ordem 2
31 119 11 ‘
f — Cstonih 7
|E_| < an - B S Lt L N P h?x 3,2x 104
2 x 1l/3 ' E 3

Substituindo h pelo valor utlllzado no exemplo XIII—Z (1/8)
verificamos o pedido.



XVII =0 METODO DE ADAMS MOULTON

AN

Dada a EDOTE
y'= £(x,y(x)) . X € [xo,b]
y(xo)= Yo X, = xo+ih h]xn= b

viramos na aula XIV que podemos escrever
+1
g *x
j.
supondo conhecidas y(x;) 0<j<k+1l e f(x.)= f(x.,y(x.))

Y(xk+1)= Y(Xk)+ y'(x)dx

Tomemos P(x),‘o polindmio 1nterpolador de Lagrnage de f(x)
em xj, 053<k+1 e a aproximacgao

Xr+1
yk+l y(xk)+ J P(x)dx
m@%k h
as. k+1 k+1 K+l
Vy P(x)= ) £(x5) Ly (x) = ) £(xy) T ==
3=0 j =t g=g 1 ©
tomando z= (x-x_) /h ’ ’ 2#3
) K+l w41 k+tl o, _
Viep1™ Y(x)+ J 'zo f(xj) TT =3 hdz=
k J 2=0 }
L#3
k+1 k+1 k+1 1
= y(x )+ h § f(x ) [1L/ 1] (3=2) 1 J ,11 (z-2)dz
j=0 2=0 4=
L#3 k _ 9,.
S L#3
o K+l ~
Yie41™ ¥ (%) +h jzo Ay Elxgh
onde i . 3+1 Kflk+l
S x_ (1) J_m77+ e
I 3u(k=§+1) ! k2=
L#]
genericamente temos
k+l -
§o=ylxp+n 1 AK £x, )
j i=k+3j

i+l j=0 J
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O método de AM consiste em tomar recursivamente, sobre
0<2<m e sobre k+l<i<n

- - [2‘1]
21l _ _[m] k [m]: k
i+1 T ¥y *h JEO By fl k+3 +h Beer fia1 v
S [2] [2]
f. =f x. .
3 ( v _YJ ) |
Para 1nlclar o processo recur31vo nece551tumos ‘de aproxima-
¢oes para yO ,y °..,,yk‘ e Yk+l , © de uma aproximacao vy, +lo

e e T

para cada novq’lnd;ce i+¥.
“Uma-maneiraeficiente de cobter estas aproximacBes seria,

por exemplo, a de cobter yom"°"ykm por'Rungé Kubta a yoi¥i -

Adorns Bashforth de ordem k. ' Lt :

Definimos y° come o ponto fixo
i+l
kK - . : .
yi,q= Y, +h 3 a2k g + Rl T s e n AN ko yt )
1417 j=o- Y Ti-kej T M 1417 Pi 0 B TR0 0¥5 0

Sabe-se que se . uma funcao F(y) tem um ponth leO y e éﬂu
Lipchitgranoc com constante L <1, ie

I L o<1 IF(y)-F(z) | .. L |y-z|

entdac o processo y2+l= F(y ) converge p/ ym= y

L~

no método de AM temos

L+1 “k B
y = h A £(x, ,y ) “tf
i+1 k+1.- i+1 +l .
Tornando L= max |3f/3y| , basta tornar h]
h Ak L <1 para assegurar a convergéncia
k+1
~k
Ex.: 1 Calcule Aj p/ k= 1,2
. 1-0+1 2 3.
Aol= ot j (z- 1)(2-7)d = l 5— = §- + Zz' .
0!(1-0+1) ! (Berdy 3002 "i2

. G 1e141 (2 ;. o
All= (-1) j (z-0) (z-2) dz= 2 wagind mdis
11(1-1+1) 1 3 i
- 1-241 (2 L= |
at= L1 j (z-0) (z-1)dz= —2
S 21(1-2+41) ¢ 12

1



XVII-3

2=0-E3

- 23 3 1
5 2= B J (z-1) (z-2) (z-3)dz= —
ol 32 24
2
- 2 3
A= j (2-0) (z-2) (2-3)dz= —
18 22 2 24
wilt- -
Az = 18/24 , AB = 3/8
temos assim as relacdes de recorréncia do método de AM
m h =1 m m
Yiq1® ¥y 7 19 (5f5 7+ BET - fiy)
_ m _h -1 m _ m m
Yy~ ¥y t o, Ofa t P 5¢,1 * fi-27)

Ex.: 2 Resolva numéricamente a EDO
y'= 2y, X 0,1 , y(0)= 1 pelo método de AM de ordem 2 e passo
h= 1/8

Para iniciar o proccessc use & condigao inicial e
y(1/8)= 1,284025417. Tome yoi+l o valor obtido pelo método de AB de
ordem 1. Tome m= 2

res.:

BBy, =YY % (3g,7)=v] + 5 (3y; -y ")
M y .., =y , _h ok m m_ . m
141 T Y 4 o2 (g, o+ 85T £, M=y

* Zi (5Yi+11 + 8y, " - vy ")

i yio yil yiz

0 1

1 1,2840025417

2 | 1,640534948 | 1,648085377 | 1,648871880

3 | 2,106695658 | 2,116380795 | 2,117389663

4 | 2,785301802 | 2,717738714 | 2,719034225

5 | 3,473998352 | 3,489969140 | 3,491632763

6 | 4,461115771 | 4,481624571 | 4,483760904

7 | 5,728717148 | 5,755053406 | 5,757796767

8 | 7,356500443 | 7,390320006 | 7,393842877

0 erro cometidc em x= 1(i=8) e <0,06%



XVIII - SISTEMAS DE E.D.O., E O "METODO DA CHUTE"
para problemas de volume de contorno

Ocupamo-nos até o mcmento apenas de E.D.O de 12 ordem. Ocor-
re que uma E.D.O de ordem arbitraria, k,
k-1
T

k t _ 4

y X ()= £k, ), YR ,eaay

pode ser escrito como o sistema de k EDO de 12 crdem Tomando,y(t}sly
y'= i, , 1sFkk-1

% -
ky'= f(t,ly, y,...,k ly)

Os métodos ja estudados, “(EU,RK,AB,AM) podem ser facilmente
edpatados & sclugdc de sistemas de EDC de 12 ordem 3

3y'= fj(t,ly,...,ky) 1<isk
cu eqguivalentemente, em nctégéa vetorial,

Y'$ F(t,Y)

Ex.: 1

Escreva as formas de aplicac@o dos métodos de RK e AB de
ordem 2 para o sistema

o= Lete, by, %p

2
y'= f2 (trlyzl»ZY)

0 mdtodc de RK se escreve

1

i vyt % (°xy + zxi)

lKl - hlf(ti'linZYi)

e, = nleeegnoty, vtk 2 KD
’k, = hlece, .y, + 1K1,2y1 + ?Kl):
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0 método de AB se eScréVéf”

1 1 2

11 31 1
2 _ 2 3 2 1 2 ., _1.2 3 1. 2 owtn afE
Yiv1© ¥4 ¥ h(’é’ f(tia yi,’ Yi) 2 f(ti-“]_’ yi-—l' yi“‘l_,)__.)‘

No casc de uma E bD.O de l— ordem hav1a ~apenas uma condlcao

auxiliar® e, portanto estavamos sempre num problema de valor inicial,

Para um sistema de E.D.O. temos tanto problema'de valores
iniciais comc prchblemas de valores de contorno.

,_.j P
Fasos tlplCOS serlam, respectlvarente, . .
- Dl . ,'..‘..4 “"(; i g ( g s o : : iR . {.‘,
lyﬁz 2y st 0 b b t e [6,T1 B e A R T
| ' .
1,2 g ' T
y'2 glt,"y'y I ly(O)é oy y(0)= 8
2
ly“= y | t e [0,7]
2 12 ! 1 .
y'= £(t,; 7y, "y | J'y(0)= o, y(t)= 3J

No primeiro casc, tomando a fixo, a cadd escolha de B Gor-

respondera um valor de ly em T, ly(T,B) ‘o ' 5% . Mg
Procuremos uma sequéncia BorByreseiBp tal que

lim Bm= B e B tal que ly(T,B)= Y

VRN

>
A partir de duas tentativas inic/_ia_is,,_ﬁO e 6lﬁltornaremos
os termos seguintes por interpolagao linear ' te
l ;
- B .
7 y(T, 1“1)

Bie1™ Pyq* -1

8,8 |
il i —1
N, ) y(T,By)- "y (T,8; 1)

{ b d
ok

E dificil consequlv a prlorl garantla
para a converqcnc;a dos processo,"nup

¥ —
pode nuito bem nao ocorrer.
x ! !
) 2 ,3 : . .
/'A+1 /A { '"' : ' ' .;v:—lvg’.

!
|
|
B
| ¢
h
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Para sistemas maiores a mesma idéia pode ser aplicada. Consi
dere o problema

1 1 2 4
ly'= f(t, v, y,3y, v) t e [0,T]

2

2 2 1 2 2
v'= 25t %, 3, 4 Looy=ta, 2y(0)=a

2
y'= 3f(t,ly, yu3y:4y) 3y(T)= B, 4y(T)= 8
4 ,_ 4 1 2 3 4
Yy = £(t, Yr ¥Yr Y Y)

Para o mesmo sistema tomemos as condigOes iniciais

Iy0y= Jo, 15354

A
Considerando la e 2a fixos e 3y(t,3a, o) 5 4y(t,3a,4a), os va

3

lores de "y e 4y em T para dados 3a e 4a

Aproximando Jy(t,3a,4a) pela série de Taylor de

do ponto (t,3q,4a) temos

]y em torno

joep 3.4 3 3> 47
JY(tl a, a)= JY(tr a, a)+
2%y, 324 | 3 3% ey, 3m a4 an
+ 3'(tl Q. )I ( g~ o)+ 4 (t, [« ¥ a) ( o= a)
3 3
Tomaremos iterativamente
J“i+l= jai + 35, ; 8endo a Ja a solugao do sistema linear

jB— y(t, a 7 a ) {—EX 36 + 331}
33

2d *1
i
p/ 3<js4
em que aproximaremos

. j 3 3 4 j 3 4
ajx - Jy{t, ai + hl' ai)"' JY(tl a'il ai)
3 3
3~a i hi

: Jo. 3, 4. 4 3., 3 4 .
BJX . y(t, aif ai+ hl) y (t, ail ai)
4 4
3%a g hi

Novamente € dificil assegurar a convergéncia do processo. NO

tamos também que o trabalhc computacional cresce rapidamente com
ordem do sistema.



XEX - Alguns M&todos para Solugoes Numéricas de
Problemas de Valor de Contorno em EDO Linea;es

Uma EDO de ordem k

Yk = f(t'Y;y',...yk-l), T ¢ :O,b]

tem condigdo de cantorno

Pyl Dy (xy) s ¥(X) remme¥(x) s ¥' (Xp)asay'{X ),
Kk, . w¥(x )1 =0, lrysk x_e [a,b]
X} y l ,-.oy e » ¥ "Y- r r

A EDQ dir=se=-a linear se for dé.forma

Lly] g(x), onde

k :
b £ y %730 ()
J=0

]

Lyl

para fungio £y em [a,bl

As condigdes de coptorno der~se=aa lineares de dois pontes

se forem da forma

rylyl = jY ‘e y= 1l...k, onde
3 k-1 . ,
ITylyl = .Z a; yl(a) + 8; y? (b)

Iniciemcs o estudo pelas edﬁééééé de 22 drdem; k=2,'que sera
facilmente generalizado S - :

y"(x) + P(x) y'(x) + Q(x) y(x) = g(x)
ay(a) + a; y'(a) =4 R [é'ij |
’ i : -‘xi = X, + ih
Boy(b) B y'(b) = B X, =2 X, = b

1) método das diferengas finitas (D F)

Vimos na aula X como aproximar o vaior da derivada de uma fun
¢ao y(x) tabelada em pontos, igualmente éSpagados, X o= ko + ih.
Por exemplo '

Panhry 2
o ¥TO) - (5497590 /2D =y () + O(hT)

g < e = Con i ioge Do " 2‘ & ; 2 s
y" (Xi) -~ (yi+l—2yi+yi-l)/h - y".(xi) £ O(h)

N St
ri L
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b

Podemos pois aproximar o EDO pelo sistemas@&! o™

1 1 ek
0z (Yi417275%y5 ) + TR PO g7y ) *

+ Ofxi) Yy = g(xi), em 1l<ish-l, sistema tridlof
gonal - '
que nos fornece n-1 equagSesJ& n+l incognitas Yyir i=1.,,n5‘

Podemos usar as duas condigOes de contornc na forma

1 n
% Yot H (yl-yo).f A

neste caso usamos a aproximagao .
Y{ = ¥;-¥;_ /b = y(x;) + 0O(h)

Poderiamos também ter usado a aproximacio de 22 ordem
ag Y, * 8, mp— (=3y_+4y.-y,) = A m
0 ‘o 1 ;,yo )1,Y2

l s
Bo ¥n * By 57— 3Yp—4yn—l Ypoz) =B

Uma terceira opgao, talvez a melhor, € usar apenas as apro-
ximagdes por diferencas centrais’ Para tanto introduzamos os pontos

= - h =x_+h,
s | X5 r & n

n+l
escrevamos a EDO como

1 o 1 |
X,)7 =y, . - 2v. ~ e Y T b )
R L hz(ylfl Yi ¥ ¥y rop P g ymyg) 4

+Q(x;) vy em 0<isn

e as condigOes de contornc como
¢
autt so i e “YLz% al 2h (yl

e bt 2 ] -\,»

-l) = A :.

54 1 EEN-1E ;
\ Bo ¥p Bl —2h (jn+l yn-l) =B
£ frequente © uso da estropclacido de Richardson para melho-
rar uma série de resultados obtidcs pela aplicagao do. metodo para
diferentes passos’ H h/x p



21X=3

Algoritmos especialmente desenvolvidos para a reducao de sis-
tema tri- (penta,hepta....) diagonais aumentam sobremaneira a eficién
cia do método.

2) método dos minimos quadrados

Procuraremos aproximar a solugao da EDO, y (x), por
S
- U
y (x) " (x) + 'Zl Cj uj (x), onde
J_
Cj € R sdo coeficientes a determinar e u, e U, sao fungoes que

obedecem, respectivamente, as condigaes de contorno inhomogeneos e

homogeneos, isto &,

T u = r =
Yy [ O] JY e Ty [uj] 0

ou no caso especifico estudado

( ay U, (@) + ay u' (a) =a Por linearidade das condigoes
Bo uo (b) + BI u o(b) = B de coEtorno segue que a apro-
ximagdo (x) =u_ + y Cy uy
u = ~
% 3 taj * %1 " j(a) 0 cbedece a condigao de contorno
Bo uj (b) + By U j(b) = 0 do problema dado, qualguer que
L ' i

Se U for efetivamente a solugdo da EDO, temos que
L{ul - g(x) =0
Seja R(x,Cl,...,CS) = Lyl - g

O método dos minimos quadrados (MQ) consiste em tomar por

aproximacdo de y a fungdo que minimiza a integral

o 2
J = f R (x,Cl,...,Cj) dx
a

A condig@o de minimo se expressa no sistema

b
27 _ 2R =
—zc"':’ - 2 I R 2c , dx - 0
j : j
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mas

R =L[u ] + C. Lf{u.]l -

= L[uj]

assim
2 [ g fategr e 1 e, qu.r?.-g] ax =
a

FD X, r=l S

.-

b S b
= 2 { I L[uj] L[u,l dax + Y C. f: L[ujj L[qr]_dx +
b

a r=1 a

S
- 7 Lm.] g@xl=2 4r° + c_ Rt - -] * e
j L J]?gif3] 2 {RJ r£1 r By eyl onde
b S b
R: = : “Llu.] « , = Lfu. dx
JL[ g1 Llugd dxoe ey I i

a solugao do sistema linear

R°+'§'C RE = o, =0
J r=1 r 3] J

nos fornecerd as _constantes Cj a serem utilizados.

TERIL Vb B ANCEY hs AT g cndpr s Loank one
%
»

e}



XX INTEGRAIS MULTIPLAS

Analisaremos agora procedimentos para o cilculo de integrais multi=-
plas. Embora as idéias apresentadas sejam generalizaveis,ao calculo
em qualguer dimensado, restringir-nos-emos as integrais duplas, i,&,

J = I f f(x,y) dx dy
- LA

Uma primeira idéia & usarmos a ja conhecida formula de Newton do ca
so unidimensional. Tomemos a regido ¢ delimitada por

as<x=s<Db ‘ ; b
2 F L | Ak {

A(x) sy < B(x) Ll o

teremos entgo
b B (x) | e
J = J dx f(x,y) dy g l

) e - — ‘é_"" %_

Para uma fungao 4(z), z € [a B8] tinhaﬁés as formulas de Newton de
ordem n na forma

B ETA ;|
¢(z) dz w nh ), C ¢,
2=0
o
ende zz = o + th, zn = B e ¢z = ¢(zz)
." - N ekl RISy B (Xi)"‘A (Xl)
tomando  x; = a+ih, h = (b—a)/n/yij = A(xy) + jhy /b, = -
B(x,)
: o R . )
F(x;) = m h, _zo Cj f(xi,yij) - I f(xi,y)‘dy
. J A(x,)
i
teremos
b n :
. n n. m
J ~ J F(x) dx ~ nh .2 c; F, =nb iy ci nhi i c f(xi,ylj)
o i i1=0 =0 3 .
a 1.. v i 0%
ex. 1 -

Ilustre o processo descrito no caso n = m=2, 1;5}'av§énerélizagﬁo
da fdrmula de Simpson, na regiZo a%xsb, Asys<B
B
h . v
i ¢(z) dz « 34(60 + 4 ¢; + ¢2) onde z, =&+ £ h, h é_(s-a)/z



neste caso. teremos
J ~ 2h 2h, C C. f..  Ofide C. = C
1% i 3_0 i 73713 : o)

| S e 3
il
|...l
~

‘.a‘.
i
N
~
w

L )=Al L
L _bma o, ROGIAKG)
' ; 3 5

2 i
donde 2 i
h h : - PRI RERE P B
5 207 fo2t ) * 4 M, 4 f21+f12) F. 16 £yq]
B ¢ 4 A A Podemos sempre cobrir uma reglao
_‘&__.j VP 1 L2 / ‘
i o gualquer, com celulas como o]
f“h 1é) /&) ao lado indicada, extendido quén -
T S 2 o .
do necessario o domInio de
A {FX {f} Ql) £(x,y) por £(x,y) =0, ¥ (x,y) £ ¢
cL X b /}(\

Uma segunda idéia &, dada uma regiao o determinadoa, espalhar em o

N pontos P, = (x,,y;), 1sisN e tomar
J~ Y K, £, =) K, f(x,,y,) onde os coeficientes K, serao deter
L it e i i74i i =

minados exigindo-se que a aproximagdo resulta exata se £ & da forma

f(x,y) = E a X" yn . Seja Jm W Jf»xm yn dx dy a condi-
g . o

mtnsk 0 T RS
m,neN : o -
L= * ¥ m n
cac pode ser expressa pelo sistema Jm,n = iZlKi(xi) (yi) -

sendo m,n € N | m+n < k,. hd (k#l) + k + (k-1)+...+1 = (k+l)(k+2)/2

escolhaspossiveistde duplas‘(m,n). Logo basta tomar N = (k+1) (k+2)/2
pontos e © sistema resulta, em geral, determinado.
Este método & bastante Gtil quando podemos escolher o n® por ndc‘a

logalizacaoexata dos pontos Pyr

wiF e



ex, 2

De uma sugestaoc de como espalhar os N pontos Pi em uma dada regiao
s de modo que a foérmula de aproximagdo optada seja a "melhor possi
vel® .

Como terceiro método exporemos O uso que se pode fazer de um gera-
dor de nimeros aleatdrios, i.€, uma fungdo RAND: N + [0,1{ que nos

- . s - .
fornece uma sequéencia de "2 aleatdrios"

£

it onde

Se o= Q = [0,1] x [0,1] tomaremos J ~

Sl e

B

i=1

£, = f(xi,xi) &, para cada i, a fungac num argumento aleatdrio em Q.

i

Se o & limitada, i.€,

c ¢© [al,bl] x [az,b2] basta tomar a transformagdo de varidveis

xz = ag + (br—az) zg, 2=1,2 e teremos
1 2. | at,x%) 1.2
J = F(z7,27) *——TL—E— dy~ dz
, 3(z",2%)
, a
onde

( )
F(zl,zz) = etz x%t2%)) se

xt(zh) ,x2(2%) € o
0 se

| (xl(zl),xz(zz)) £ o

1.2, | 2 .
?(x “2) = bl--al 0 = 1 (bj-aj) = D
a(z™,2z ) 0 b2_a2 j=



XXI - _E_QUACQES ELIPTICAS

A forma geral de uma equagao a derivadas parciais linear
em duas dimensdes & ' B

A 2% + B —E—- + C + p22 4y g ey "F 8 = f'
“a'”i -3 3y =

gue conforme o sinal de seu determinante

p=B2-4ac

-

€ dita eliptica (A<0), parabolica (A=0), hiperbolica (0>0) ou mixta

se A(x,y) mudar de sinal na regiao de definigEoﬁda equagzo.

Estudemos a equagao éliptiéa de Laplace(equagdo do calor)
2 Y1

v 686 =20 em O

/fﬁw~\\‘\§5
f <~ i 2
e (P) = ¢(P) para PeS [ G )

2 4
o 5

condigdo de Dirichlet. , : _ 7 ' J

a condigdo de contorno & conhecida como’

Uma fungdo harmonica (para a qualrvz & = 0) satisfazendo
o problema de Dirichlet numa regido compacta existe e € Gnica depen
dendo continuamente da condigdo de contorno.

Verifica-se além disto que -

min 6(P) s @(x,y) < max @(P)
PeS . »_{(X_,‘y)eo 'LHPeS

Recordados estes poucos fatos. estudemos alggm método nume
rico de solugdo.

Instruamgsrprimegiamente uma malha

| g
Myg = xgvyy)e : j
xi,, = x, + ih | r r 1 1 4/74;
' . Fronls : A T - /
, = + . 3T
By =T F } \\: LA 6D
onde M.. eo0 0 F0 s \' b A A A
13 €
9 o VA / /
ou min d(M ,P) <h .. A\ C; NP W
Z A i T A gﬁ

Um ponto Mij da malha dar-se-3a
- Interior (0) sse ele e seus quatro vizinhos pertencerem a malha

- Se ‘fronteiracde 12 espécie (A) sse¢ a0 menor um de seus v121nhos
for interior ?

- De fronteira de 22 espécie ([ ) sse nao for interior ‘nem de l—
espécie.
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As equagdes acima tem por pontos fixo a aproximagao do

primeiro método e para ele convergem.

Uma sofistlflcagao deste método e o algorltmo de':“
Liebmann no qual a relagao de recorréncia para os pontos de 12 es-
pécie & substituida por

okt — 4 (p) + (e’;m - $(P)) &/ (k+8)

1]
onde § & a distancia d(Mij,P) tomada com sinal positivo se @ij € o
e com sinal negativo se Mij £o. e »Mzh & um (0) ponto interior vi-

zinho de M, .
1]

"/ " A

/,5 /(/ / /{/—{?/ﬂr

Apresentemos agora um mé&todo estocastlco. . "
Denomina-se caminho com ‘fronteira aderente a uma sequen-

cia Mi i ,1Q5psnw tal que
P,"P '
1) M, : - ' .
lp,jp e ponto interior para p < n
v
2) My g & ponto de fronteira de 12 espécie
o < ‘ Ly B s el e
3) M, . € vizinho de M, .
lp+l'Jp+l lp'Jp
Ac ponto M, . denomina-se inicic do caminho e a M, .
10130 lnljn

seu término.

O caminho dir-se-a aleatdria se dado de a p-ésima posi-

cao do caminho e M, a (p+l) -&sima posigao por escolhida alea

*p'7p

tOriamente, com probabilidade 1/4 para cada vizinho.

Seja P(i,j,m,n) a probabilidade de qgue um caminhoc com

infcio em M, . termine em M_ _. Ncta-se que:
1. 3 m,n

a) |} P(i,j,mmn) =1
(m,n)
m' .n'

b) P{(m',n*,m,n) = $ 5n
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Dada uma fungéo ¢ in' definida por pontos de fxonteira,

definimos VE, i s valor esperado de ¢ no ponto. termlnal de um ca-
minho aleatdrio com, 1n1c1o em M, 13 a fungao )
VE,. = E P(i,;j,m,n) ¢ £ e Tt
13 (m.n) m,n
vé-se que \ e
[ VE,. = l (VE ¥ VE. LT 4 VE; . , +VE, i/4), se’
Mij e ponto interiorb 71 J
VEJ.:] = ¢ij# se
Mij & ponto de fronteira.
L

Tomando 8. . como definido no primeiro método exposto

vemos a perfelta analogla da d01s prbblema5°"'

/‘.I"(

e

Determlnar O

.7 O valor da fungao harmonlca solucdo do

problema de Dlrlchlet, e VEij o valor esperado de ¢ nc ponto termi

nal.
Assim concluimos que a média dos valores de ¢ nos pontos
terminais de uma sériede caminhos aleatdrios com inicio em.Mij

converge para 9,

ij°®
P
3
i
h i T 7
" 0y ™ [ e
B . NI A0
T H
-~ - -
g | N & 3 g
1 = 4 L
Isi)
1
oy Ha
o~
i
P e e e
£ SRR T )
R e Fp . i
iAo, TR IR O 0 i
¥ g5 e 3 0 o
el
Fae T N
L8854 S5 L3 1
P
¥
- i i
7t L



XXII - EQUACOES PARABOLICAS E HIPERBOLICAS

A semelhanca do que fizemos com as equacgoes elipticas
procuremos métodos numéricos de solugao de equagdo parabdlicas e

hiperbdlicas.

Como exemplo de equagao parabdlica tomemos a eguagao
de difusodes : 3

2
=2 =.-—-z: S+ (xt) € [0,L] x [0,=l o

sujeita a condigdo de contorno
8(x,0) = £(x), 8(0,t) = ¢(t), 8(L,t) = y(x)

Com o intuito de encontrar uma equagao de‘diférengas,
que aproxime a equagao diferencial, tomamos uma malha =
Mij = (xi’tj)f Xy = ih , h = L/N
U L |
ti jh

e as aproximagoes

28
—_— 0. . - 8,.)/h!
3t iju ( i,j+1 13)/
L2 '
278 _ - 2
a2 | P T P T R

i3

= = £,

onde eij : G(Mij) 8 (x; J)
teremos a equagao

LS T R T 7 H B ML U ST o

ht h? “

ou, tomando @ = h/h'2 o RO
8 541 T 9854y 4 * (1-20) 8, + a8,

equagao esta que nos permite calcular Qijdpara todos os pontos in-

teriores da malha
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Analisemos agora gquao bem a equagao de diferencas apro

xXima afequagao diferencial sejam os operadores

2 s e
_ 3“8 28 :
L ['9] - —"—‘2" - ‘g’t" ’ e
X
L. [0] = X-(# - a3, + 8 + L (o - 9..)}
h 2 Ti-1,3 ij iv1,5 T @ Pi,541 7 Tij
R [0] = Ly [0] - L [8]

Usando a série de Taylor de 6(x,y) em torno do ponto

Mij’ até 52 ordem, temos

2 | 4
L, [6] = (&3 - B+ n? &5 2e +
ax“|ij L ax ij
2 6 2 .3 s
w5808 y ¢ hY (= ) .38 )y +-0(h®) 1,
2 360 6 6 Y BT "
at s s 3X s Bt : B Cpuast = s
143 1 ']
2 ival e 2. 2y
i re1 =22 - 28 - o, bem como L 61 = 782 2o
X 3 th S 3t
Se escolhermos a= 1/6 teremos hl |
R, [01,, = o(* ‘
LU lj T =0 20DON 2

e a equagao de diferengaé toma a forma

=31
8 41 7% Biq,9* 405 * 8y

Como exemplo de equagdo hiperbdlica estudemos a equagao

de onda

225 _ 2%
—-—-2— =--—-2— 7 (X,t) € [O,L] X [Opw['}

at X

(e ¥



sujeita a condigao de contorno

x(x,0) x40 E)

F{x) ¢ (t)

Y (t)

]

At (X,o) f(X) )\(Lpt)

il
e ® 2o pes

Considerando a malha Mij de espacamento h =

L/n e

XXII-23

a

aproximacao das derivadas parciais j& utilizadas no exemplo ante-
P P

rior resulfa: a equagao de diferengas

T IS L & R WS L5 T o U, A & M £ 5 0
h? n?

ou

T U5 B TS U B A N R T !

74
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Equac@c que pode ser utilizada, juntamente com as condi

¢oes de contorno que nos fornecem i A

. ., e A,
37 "n,3 i,0

» para calcu-

lar A nos pontos interiores da malha com escergao dos pontos M, 4
2 \ r

gue devem scr previamente calculadcs

Para tanto tomaremos a aproximagao

Aij")‘io.{-h%% + h2 32y
’ 7 $ - T Al
ig 2 atz i,0
2 .2
— h® 3“x
—Fi+hfl+Ta
X 1i,0
2
—_— It _l:];_ n
= El + h fi + 5 Fi
~F, +h f +_h_2.F"l-ZFi-"Fi*flL
i i 2 h2
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