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A B S T R A C T
T h i s  p a p e r  d e a l s  w i t h  v a r i o u s  k i n d s  o f  S u g e n o ' s  f u z z y  m e a s u r e s  w h i c h ,
w i t h  t h e  e x c e p t i o n  o f  p r o b a b i l i t y  m e a s u r e s ,  h a v e  b e e n  i n t r o d u c e d  r e -
c e n t l y  i n  t h e  l i t e r a t u r e  :  g \  - f u z z y  m e a s u r e s ,  S h a f e r ' s  b e l i e f  a n d
p l a u s i b i  1 i  t y  F u n c t i o n s ,  Z a d e h r s  p o s s i b i l i t y  m e a s u r e s ,  n e c e s s i t y  m e a s u -
r e s  a m o n g  o t h e r s .  F i r s t  a r e  r e c a l l e d  t h e  e x i s t i n g  a x i o m a t i c  t h e o r i e s  d e a -
l i n g  w i t h  I a r g e  c l a s s e s  o f  f u z z y  m e a s u r e s :  S h a f e r ' s  b e l i e f  t h e o r y  a n d
t h e  t r i a n g u l a r  n o r m - b a s e d  a p p r o a c h .  F r o m  b o t h  a p p r o a c h e s  e m e r g e  t h r e e
r e m a r k a b l e  f a m i l i e s  o f  f u z z y  m e a s u r e s  :  t h e  p r o b a b i l i t y ,  p o s s i b i l i t y  a n d
n e c e s s i t y  m e a s u r e s .  S h a f e r r s  b e L i e f  a n d  p l a u s i b i l i t y  f u n c t i o n s  c a n  b e
r e p r e s e n t e d  v i a  a  s o - c a l l e d  b a s i c  p r o b a b i l i t y  a s s i g n m e n t  ( w h i c h  i s  n o -
t h i n g  b u t  a  r a n d o m  s e t  )  ;  t r i a n g u l a r  n o r m - b  a s e d  f u z z y  m e a s u r e s  c a n  b e
e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  a  d e n s i t y ;  t h e  r e l a t i o n s  e x i s t i n g  b e t w e e n  t h e s e
t w o  r e p r e s e n t a t i o n s ,  b a s i c  a s s i g n m e n t  a n d  d e n s i L y ,  a r e  i n v e s t i . g a t e d  f o r
t h e  v a r i o u s  f a m i l i e s  o f  i n t r o d u c e d  f u z z y  m e a s u r e s .  T h e  r e m a i n d e r  o f  t h e
p a p e r  i s  m o r e  p a r t i c u l a r l y  d e v o t e d  t o  t h e  s t u d y  o f  t h e  c o n s i s t e n c y  r e -
l a t i o n s h i p  e x i s t i n g  b e t w e e n  p o s s i b i l i s t i c  a n d  p r o b a b i l i s t i c  i n f o r m a -
t j - o n  A  d i s t i n c t i o n  i s  m a d e  b e t w e e n  p h y s i c a l  a n d  e p i s t e m i c  p o s s i b i l i t y .
I t  i s  s h o w n  h o w  t o  d e r i v e  a n  e o i s t e m i c  o o s s i b i l i t v  d i s t r i b u L i o n  f r o m
s t a t i s t j . c a - I  e v i d e n c e  ( i . e .  a  g i v e n  h i s t o g r a m )  i n  i  r a t h e r  n a t u r a l  w a y .
T h e  r e s u l t s  a r e  i n  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  l - o o s e  c o n n e c t i o n s  w h i c h  e x i s t ,
a c c o r d i n g  t o  c o m m o n  s e n s e ,  b e t w e e n  t h e  p r o b a b l e ,  t h e  p o s s i b l e  a n d  t h e
c r e d i b l e .

K IY  l / 1 /OHDS
-;;;;TTi+ +,i r i rr, .
P r u u o u f  f r L /  r  P U o o f u r r f L /  ,

e e f  .  f l z z v  c o f  .  t r i r n n r r l a r

r u l - e .

1  -  I N T R O D U C T I O N

P r o b a b i l i t . y  t h e o r y  w a s  t h e  o n l y  w e l L -
e s t a b l i s h e d  e x i s t i n g  a p p r o a c h  t o  u n -
^ ^ - l - ; ^ + . ,  , , - l - i  l  - - ^ a n + 1 \ i  T h a  o n n a c -u E t L d r r r L y  u r r L f  r  r E L c r r L r y .  r r r c  d P P c d -

r a n c e  o f  a l t e r n a t i v e  a p p r o a c h e s  s u c h
a s  S h a f e r ' s  b e l i e f  t h e o r y  o r  Z a d e h ' s
p o s s i b i l i t y  t h e o r y  h a s  i n t r o d u c e d  n e w
p o i n t s  o f  v i e w  o n  u n c e r t a i n t y .  C o n s i d e -
r i n g  a n  e v e n t ,  w e  m a y  t r y  t o  e v a f u a t e
j r ^  ^ - - L - k i r i r . .  i f s  f e a s i h i l i f v _  i 1 5r L o  P r  u r r  r L o  r r L j / r  r l

p o s s i b i l i t y  o f  o c c u r r e n c e  o r  h o w  m u c h
i t  s e e m s  c r e d i b l - e  f o r  i n s t a n c e .  A l 1
t h o s e  e v a . I u a t i o n s ,  p e r f o r m e d  i n  t h e
f r a m e w o r k  o f  t h e  a b o v e - m e n t i o n e d  t h e o -
r i e s ,  a r e  b a s e d  o n  s o m e  s e t s  o f  n u m b e r s ,
g e n e r a l l y  n o r m a l i z e d  i n  s o m e  s e n s e ,
w h i d h  m o d e f  o u r  s t a t e  o f  k n o w l - e d o e  a n d
w h i i h  h a v e  t o  b e  c o m b i n e d  i n  a c c o r d a n c e
w i t h  t h e  c h a r a c t e r i s t i e  a x i o m s  o f  t h o s e
t h e o r i e s .  A s  f a r  a s  t h o s e  m o d e l s  a r e
a c t u a l l y  i n  a g r e e m e n t  w i t h  w h a t  i s  u s u a l -
l y  m e a n t  b y  " p r o b a b l e " ,  " p o s s i b l . e ' r  o r

" c r e d i b l - e " ,  t h e  v a r i o u s  e v a l u a t i o n s  a s
w e . I I  a s  t h e  b a s i c  s e t s  o f  n u m b e r s
w h i c h  a r e  u s e d  c a n n o t  b e  c o m o l e t e l v

n p n F s s i i v  r  h e l i e f  :  n l n t t s i h i  l i t v  :  r a n d o mt u u r r v l r y

n n r m  :  c n i s t e m i e  n n s s i h i l i f v  :  D e m n g l g l r g

u n r e l a t e d ,  e v e n  i f  s t r i c t l y  s p e a k i n g  t h e y
r e D r e s e n t  i n d e t r e n d e n t  i n f o r m a t i o n s .  I n d e e d
a c c o r d i n g  t o  c o m m o n  s e n s e  t h e r e  e x i s t s
s o m e  l o o s e  c o n n e c t i o n s  b e t w e e n  t h e  p r o -
b a b l e ,  t h e  p o s s i b l e  a n d  t h e  c r e d i b l e .
T h i s  p a p e r  i s  a n  a t t e m p t  t o  e x p l o r e  t h e -
s e  c o n n e c t i o n s .

F i r s t ,  w e  r e c a l 1  t h e  e x i s t i n g  a x i o m a t i c
t h e o r i e s  d e a L i n g  w i t h  l a r g e  c l a s s e s  o f
S u g e n o '  f u z z y  m e a s u r e s ,  n a r . n e l y  S h a f e r t s
b e l i - e f  t h e o r y  a n d  t h e  t r i a n g u . I a r  n o r m -
b a s e d  a p p r o a c h  r e c e n t j . y  p r o p o s e d  b y
D u b o i s  a n d  P r a d e .  F r o m  b o t h  a p p r o a c h e s
e m e r g e  t h r e e  r e m a r k a b l e  f a m i l i e s  o f  u n -
c e r t a i n t y  m e a s u r e s  :  t h e  p r o b a b i  l i t y  ,
p o s s i b i l i t y  a n d  r e c e s s i t y  m e a s u r e s .  T h e n ,
w e  f o c u s  o u r  a t t e n t i o n  o n  t h e  r e l a t i o n s
e x i s t i n g  b e t w e e n  t h e  b a s i c  p r o b a b i l i t y  a s -
s i g n m e n t ,  o n  w h i c h  a r e  b a s e d  S h a f e r ' s  b e -
l i e f  = n d  n l a  ' s i h i l  j t v  f r r n n i i n n .  - ^ - J  d e n S i -

t i e s  w h i c h  e n a b l e  t h e  c o n v e n i e n t  e x p r e s s i o n
o f  a n y  u n c e r t a i n t y  m e a s u r e s  i s s u e d  f r o m
t h p  t r i a n o u l a r  n n r m - h a q p r r  a n n r n r n h -  J h g

f o l l o w i n g  s e c t i o n  i s  d e v o t e d  t o  t h e  s t u d y
o f  t h e  c o n s i s t e n c y  r e l a t i o n s  e x i s t i n g  b e -
t w e e n  p o s s i b i l i s t i c  a n d  p r o b a b i l i s t l c
i n f o r m a t l o n .  I n  t h l s  d i s c u s s l o n ,
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( 4 )

a  d i s t i n c t i o n  i s  m a d e  b e t w e e n  p h y s i c a l
p o s s j . b i l i t y  w h i c h  c o n c e r n s  t h e  f e a s i b i -
l i t . y  o f  e v e n t s  a n d  e p i s t e m i c  p o s s i b i l i t y
w h i c h  i s  r e l a t i v e  t o  t h e i r  o c c u r r e n c e .
I t  i s  s h o w n  h o w  t o  b u i l d  a n  ( e p i s t e m i c )
p o s s i b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  f r o m  a  p r o b a -
b i J . i t y  d e n s i t y  i n  a  r a t h e r  n a t u r a l  w a y .
C o n c l u d i n g  r e m a r k s  e m p h a s i z e  t . h e  r e s u l t s
w h i c h  h a v e  b e e n  o b t a i n e d .  t h e i r  i n t e -
r e s t  a n d  s t r e s s  o p e n  q u e s t i o n s .

2  -  T t I / O  A X I O M A T I C  A P P R O A C H E S  T O  T H E
M O D E L L I N G  O F  U N C E R T I ] N T Y

I n  I 9 7 2 ,  S u g e n o  [ 2 0 ]  i n t r o d u c e d  t h e
c o n c e p t  o f  a  f u z z y  m e a s u r e  i n  o r d e r  t o
d e p a r t  f r o m  t h e  t o o  r i g i d  f r a m e w o r k  o f
p r o b a b i l i t y  t h e o r y .  A  f u z z y  m e a s u r e  i s
a  s e t  f u n c t i o n  w h o s e  c h a r a c t e r i s t i c  p r o -
p e r t y  i s  o n l y  m o n o t o n i c i t y  r a t h e r  t h a n
a d d i t i v i t y .  M o r e  p r e c i s e l y ,  a s s u m i n g
t h a t  t h e  u n i . v e r s e  X  i s  f i n i t e  f o r  s a r e
n f  c i m n l i n i t r i  I i n  + h ; -  ^ - ^ ^ -  v  ' . , i l lr f  r l P f  f  L f  L J /  \  r r r  L r r f  5  P d P c r  ,  A  w r f  I

b e  a l w a y s  s u p p o s e d  t o  b e  f i n i t e  e x c e p t
e x p l i c i t  s t a t e m e n t  o f  t h e  c o n t r a r y  ) ,  a
f u z z y  m e a s u r e  i s  a  s e t  f u n c t i o n  o  f r o m
a n  a i g e b r a  . *  ( e . s .  t h e  s e t  3  ( X ) - o f  s u b -
s e t s  o f  X )  d e f i n e d  o n  X  t o  t h e  r e a l  i n -
t e r v a L  [ 0 , ] 1  ,  s u c h  t h a t

( 1 )

T h e  f o l  l o w i n g  i n e q u a l i t i e s  h o l d

V A e o t  ,  V B e , . * ,  g ( A 4 B )  (  m i n  ( g ( A ) , q ( B ) )  ( 2 )

v A e . *  ,  v B e u t ,  q ( A y B )  > ,  n a x  ( q ( n ) , g ( a ) )  ( l )

T h e  c h a r a c t e r i s t i c  a x i o m s  a n d  p r o p e r -
t i e s  o f  t w o  w o r t h - c o n s i d e r i n g  c l a s s e s
o f  f u z z y  m e a s u r e s  a r e  n o w  r e c a l l e d .

2 . I  -  T r i a n q u l a r  n o r m - b a s e d  a p p r o a c h
t o  f u z z y  m e a s u r e s .

0 n 1 y  b a s i c  r e s u l t s  a r e  g i v e n  h e r e  I  f o r
f u r t h e r  d e t a i l s  t h e  r e a d e r  i s  r e f e r r e d
L o  P r a d e  [ 1 5 J  ,  D u b o i s  t 4 ]  a n d  m o r e  p a r -
t i c u l a r l y  t o  D u b o i s  a n d  P r a d e  [  8 ]  .

A x i o m s . ( 1 )  a r e  v e r y  g e n e r a L  a n d  m a y  D r e
p a r t i c u l a r i z e d  i n  v a r i o u s  w a y s  i n  o r -
d e r  t o  o b t a i n  n o t i c e a b f e  c l a s s e s  o f
f u z z y  m e a s u r e s .  T h e  f o l - l o w i n g  a x i o m
s e e m s  r a t h e r  n a t . u r a f :

T h e  a l g e b r e i c  s t r u c t u r e  o f . *  i n d u c e s  c o m -
p a t i b i l i t y  c o n s t r a i n t s  o n  * ,  w h i c h  l e a d
t o  c h o o s e  *  a m o n g  t h e  t r i a n g u l a r  c o n o r m s .
A  t r i a n g u l a r  c o n o r m  (  s e e  S c h w e i z e r  a n d

F i - -  \  '

S k l a r  1 1 1 ) ) i s  a  t w o  p l a c e  r e a l - v a l u e d
f u n c t i o n  w h o s e  d o m a i n  i s  t h e  u n i t  s q u a r e
[  0 , l l  x  [ 0 , ] l ,  a n d  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e
f o l l o w i . n q  c o n d i t i o n s

, i )  I  *  1  =  I  I  0 x  a  =  a  x 0  =  a  ( b o u n d a r y

cond i . t i ons  )

i i )  a  *  b  - {  c  *  d  wheneve r  a  (  c  and  b  (  d
(  monotonic i  ty  )

i i i ) a x b = b x a ( s y m m e t r y )  
( 5 )

i v )  a  +  ( u  x  c )  =  ( a  x  b )  *  c  ( a s s o c i a t i v i t y )

T h c  m a i  n  t r i  a n n r r l  g 1  c o n o r m s  a r e  t h e  m a -
x i m u m  o p e r a t o r  ( m a x  ( a r b )  ) ,  t h e  p r o b a b i -
l i s t i c  s u m  ( a + b - a . b ) ,  t h e  b o u n d e d  s u m ,
m i n  ( 1 , a + b ) ,  a n d  t h e  s o - c a f l e d  T f f  o p e -
r a t o r  ( d e f i n e d  b y  t h e  b o u n d a r y  c o n d i -
t i o n s  a n d  b V  T f f  ( a , b )  =  1 ,  V ( a , b ) € t 0 , 1 1 ' l
T h e  f o f l o w i n g  i n e q u a l i t i e s  h o l d  b e t w e e n
t h  e m

Y(a,b)  e Lo, I72 ,
m a x ( a , b )  . (  a + b - a . b  1  m i n ( l  . a + h )  1 T *  ( a . b )  ( 5 )- , \ \ S

l V n r m t i e r  -  c \ / c r v  e  n n o f  m  x  i s  s l . e h  t h a t

Y ( a , b ) e  [ 0 , 1 ] 2 ,  ̂ " ,  ( a , b ) g  a * b ( T *  ( a , b )  ( l )
w

A n  i n t e r e s t i n g  c o n s e q u e n c e  o f  ( 4  )  i s

v A € , . & ,  g ( A )  *  g ( [ )  =  I  ( B )

A  c o n o r : m - b a s e d  s e t  f u n c t i o n  g  ( i . e .  s a -
t i s f y i n g  ( z r  )  i s  u n i q u e J . y  d e f i n e d  b y  t h e
k n o w l e d g e  o f  t h e  c o n o r m  x  a n d  t h e  v a -
I u e s  n f  n  n v e r  f h e  s e l  n f  s i n n l c f n n g  6 f

I .  I n d e e d ,  l e t  X  =  [ x 1 , 1 - . . , x 6 ] ,  A  =

i * i t , . . . , x i p J  a n d  g i  =  S ( [ x i j  ) , -  t h e n

t l
q ( A )  =  s  (  V  { " t i j  )  =  q i l  * . . . * s i .  ( 9 )

J ' -  ' Y

T h e  n o r m a l i z a t i o n  c o n d i t i o n  g ( X ) = l  e n -
t a i l s

9 l * . . . * g n  =  I  ( 1 0 )

T h e  s e t  o f  n u m b e r s  l q ; 1 .  w i l l  b e. - - l 1  = I r n

c a l l e d  t h e  " d e n s i t y "  a t t a c h e d  t o  t h e
s e t  f u n c t i o n  g .  0 b v i o u s l y ,  (  9 )  i s  v e r y
i n t e r e s t i n g  f r o m  a  c o m p u t a t i o n a l  p o i n t
o f  v i e w .

C h o o s i n g  t h e  b o u n d e d  s u m  f o r  * ,  ( 4 )
y i e l d s

i f  A a B  =  E '
t h e n  g ( A y B )  =  m i n ( } , q ( A )  +  q ( B ) )  ( 1 I )

(  9 )  a n d  (  1 0 )  q i v e  r e s p e c t i v e l y

q ( A )  =  m i n  ( 1 ,  . /  e  ( ! x ] )  )  ( 1 2 )
X € A

(  t )  e ( 0 ) = o ;  i i ) q ( x ) = l

/  i i i  )  uA€Jt ,  uBe,4,  i f  A< B,  Lhen
I  s ( A )  (  s ( B )

oYA e,rt ,  YB e4 , i f  A4B = @ , 16sn
q ( A u B ) = g ( A ) * g ( B )

w h e r e  *  i s  s o m e  o o e r a t o r  u n d e r  w h i c h
i 0 )  1  I  i s  c l o s e d .  ( 4 )  e x p r e s s e s  t h a t  t h e
g r a d e  o f  u n c e r t a i n t y  o f  d i s j o i n t  e v e n t s
A ' a n d  B  o n l y  d e p e n d s  u p o n  t h e  g r a d e  o f
u n c e r t a i n t y  o f  A  a n d  t h e  q r a d e  o f  u n -
c e r t a i n t y  o f  B .
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( 2 0 )

(23)

n o r m  d u a l

( 2 t + )

a n d

9 i  )7  r ( 1 J )

l e t t i n g  t h i s  l a t t e r  e x p r e s s i o n  b e  a n
e q u a l i t y ,  w e  c l e a r l y  r e c o v e r  p r o b a b i l i -
t y  m e a s u t e s .

T h e  p r o b a b i l i s t i c  s u m  d o e s  n o t  l e a d  t o
a  w e l l - k n o w n  f a m i l y  o f  s e t  f u n c t i o n s .
H o w e v e r ,  i n  t h i s  c a s e  (  8 )  i s  e q u i v a l e n t
t o

n  ,  , - ,
v A e J t , m a x ( g ( A ) , g ( F ) ) = t  ( 1 4 )

) l T i l ? . 1 , I ,  
l e t t i n g  a  *  b  =  m a x  ( a , b ) ,

( 4 /  y l - e  l { l s

V A e , f i " ,  V B e u t  ,  g ( A u B )  =  m a x  ( g ( A ) , S ( B ) )  ( f S )

(  I  t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  (  1 5  )  i s  e f f e c t r -
v e l y  e q u i v a l e n t  t o  ( 4 )  w i t h  *  =  m a x ,  i .
e .  t h e  c o n d i t i o n  A n t s  =  f r  i s  n o t  r e q u i -
r e d  i , n  t h i s  c a s e ) .  t / e  r e c o g n i z e  Z a d e h ' s
p o s s i b i l i t y  m e a s u r e s  [ 2 J ] .  P o s s i b i l i t y
m e a s u r e s  s a t i s f y  ( 1 4 )  a L s o  a n d  ( 1 0 )  r e a d s

$ f  
( n u B )  =  e  1 ( n ) + q ^  ( B ) +  l . s ^ ( A ) . s  \ ( B )

, , i i t r r  \  >  - f  ,  c o r r e s p o n d  t o  t h e  0 " " " r l l t )
t e r e d  e o n o r m

n

,/
i  - l

a n d  ( 9 )  y i e l d s ,  u s i n g  t h e  n o t a t i o n  T f  f o "
p o s s i b i l i t y  m e a s u r e s

Y A e v t ,  I T ( A ) = m a x  T I ( [ x J )  ( 1 7 )

X € A

T h e  d e n s i t y  i s  u s u a l l y  c a l l e d  p o s s i b i -
1 i  t y  d i s t r i b u t i o n  _ a n d  (  t 7  )  i s  t r i v i a t l y
e x t e n d e d  w h e n  X  =  l R  U y

T f ( n )  =  s u p  . r ( ( x )  ( t B )

x € A

w h e r e  t h e  p o s s i b i l i L y  d i s t r i b u t i o n  x
i s  a  m a p p i n g  f r o m  f R  t o  t  0 , l l  s u c h  t h a t
s u p  ' ( ( x )  =  t .
x G i i

N o t e  t h a t  t h e  w a y  o f  e s t j - m a t i n g  t h e  p o s -
s i b i l i t y  o f  a n  e v e n t ,  w h i c h  i s  o n l y  b a -
s e d  o n  t h e  m o s t  f a v o r a b l e  c a s e  ( i t
s t r o n g l y  d e p a r t s  f r o m  p r o b a b i l i t y  c a l c u -
f u s  w h e r e  a l l  t h e  f a v o r a b - l e  c a s e s  a r e
c u m u l a t e d  )  i s  i n  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  i d e a
o f  p o s s i b i l i t y  w h i c h  m e a n s  f e a s j . b i l i r y
o r  r r h a p p e n a b i J . i t y " .  B e s j . d e s ,  ( I 4 )  

" x -p r e s s e s  t h a t  a t  l e a s t  o n e  o f  t w o  c o n t r a _
d i c t o r y  w e l l - d e f i n e d  e v e n t s  m u s t  b e  n o s -
s i b 1 e ,  w h i c h  i s  r a t h e r  n a t u r a l .

S u g e n o  t  s  9 l  f u z z y  m e a s u r e s  [ 2 0  ]  w h o s e
c h a r a c t e r i s t i c  a x i o m  r s

Y A e v t , V B e o t ,  i f  A n B  =  / ,  t h e n

a x b  =  m i n  ( l , a + b +  ) a . b )  =

m i n  ( 1 ,  y - l  t y t " l  + f ( u ) ) )

w h e r e  y ( t )  =  L r r ( f + ) t )

p r o v i d e d  t h a t  t h e  n o r m a f i z a t i o n  c o n d i -
t i o n

-i---T-- 
,, r

|  |  ( 1 + ) 9 . )  =  I  + l

i = f  r n

h o I d s .  A s  o o i n t e d  o u t  b v
Y " o t  i s  n o t h i n g  b u t  a

m e i s u i e .  w i t h  . f  I
Y = _YTIT

I f  g  i s  a  f u z z y  m e a s u r e ,  t h e  s e t  f u n c -
t i o n  g r  d e f i n e d  b y

V n e o t  ,  9 ' ( A )  =  1 -  s ( F )  ( 2 2 )

i . s  a L s o  a  f u z z y  m e a s u r e  j  ( Z Z )  e x p r e s -
s e s  t h e  d u a l i t y  e x i s t i n g  b e t w e e n  g  a n d
g t .  I f  g  i s  a  c o n o r m - b a s e d  s e t  f u n c t i o n
s a t i s f y i n g  ( 4 ) ,  t h e n  t h e  c h a r a c t e r i s t i c
a x i o m  o f  t h e  d u a f  r n e a s u r e  o r  i s

Y A e  , * ,  V e e *  ,  i f  A y B  =  X ,
t h e n  g r  ( 4 6 B )  =  g '  ( A )  a  S '  ( B )

w h e r e  I  d e n o t e s  t n i - l r i a n g u l a r
o f  x ,  d e f i n e d  b y
a J . b  =  I  -  ( ] - a ) x  ( I - b ) .

A  t r i a n g u l a r  n o r m  s a t i s f i e s  ( 5 )  w h e r e
t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  r e p l a c e d  o y

0 J - 0 = 0  ;  l J a = a j l - = a

I h e  t r i a n g u l a r  n o r m s  d u a l  o f  t h e  f o l l o -
w i n g  c o n o r m s  :  m a x i m u m ,  p r o b a b i l i s t i c
s u m ,  b o u n d e d  s u m ,  T f f  a r e  r e s p e c t i v e l y
t h e  m i n i m u m  o p e r a t o r  ( a l  b = m i n (  a r b )  ) ,  . *
t h e  p r o d u c t ,  t h e  s o  c a I I e d  T -  o p e r a t o r
( T m ( a , b )  =  m a x ( 0 , a + b - l ) )  a n d " ' T , ^ ,  ( o e f i -

? : d . ? X , ( 2 4 )  a n o  T r y ( a , b )  =  0 ,  V " ( a , b ) d
L U ,  r  ) .  J .  W e  h a v e

v ( a , b ) e I o , r ) " ,

T * ( a , b )  (  m a x ( 0 , a + b - l )  - (  a . o  <  m l n ( a , b )  ( 2 5 )

a n d  f o r  a n y  t r i a n g u l a r  n o r m  _ L  :

V ( a , b )  e [ 0 , ] 1  2 ,  T * ( a , b ) (  a 1  b  
" < m i n  

( a , b ) ( 2 6 )

P r o p e r t i e s  o f  t r i a n g u L a r  n o r m - b a s e d  s e t
f u n c t i o n s  ( i .  e .  s a t i s f y i n q  ( 2 1 )  )  c a n  U e
e a s i l y  d e d u c e d  b y  d u a l i t y  f r o m . t h o s e  o f
c o n o r m - b a s e d  s e t  f u n c t i o n s .  W e  h a v e  n o w

( 2 1 )

t 4 l i e r z c h o 6  t  2 1 1 ,
h n ^ h ^ h i  I  i  + . ,p t u v o u r r r L y

Y

m a x  q j  =  l- a

i = l r n

(  1 5  )

*

v A € *  ,  s '  ( A ) a  g ' ( R )  =  o



*i.
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'  g ' ( A )  = n\

D, Dubois and H. hade

(  l 0  )

/  I  ( X -  ) x 1 ) )
X S  A

=  9 ' .  I . . . J - g ' i  
( 2 8 )

l a

t  
- P * r  

'  1 '
w h e r e  A  =  l x i ] ' . . . ' x i p J  a n o  g "  =

o ' ( x -  l x r J  )  =  I  -  e 1  i f  l s i S  j  =  l , n

i s  t h e  d e n s i t y  a t t a c h e d  t o  t h e  c o n o r m -

b a s e d  s e t  f u n c t i o n  g ,  d u a l  o f  g ' .

g , ( @ ) =  0  e n t a i f s

9 '  . i  
. . .  - L  g r n  =  0  Q 9 )

C h o o s i n g  J .  =  T m  Y i e l d s

i f  A  9 8  =  X ,  t h e n
q ' ( A q B )  =  m a x ( 0 , 9 ' ( A )  +  g ' ( B ) - 1 )

t h e  n o r m a l i z a t i o n  c o n d i t i o n  i s

n

i d
9 ' 1 (  n - l  ( l l )

w h r l e  ( l / /  r e a o s

s ' ( A )  +  q ' ( T ) \ < 1 ( 3 2 )

P r o b a b i l . i t y  m e a s u r e s  o b v i o u s l y  s a t i s f y
( 1 0 )  a n d  l - e t t i n g  ( 1 1 )  b e  a n  e q u a l i t y
y i e l d s  t h e i r  n o r m a l i z a t i o n  c o n d i t i o n .

P r o b a b i l i t y  m e a s u r e s  a r e  p o i n t w i s e l y
t h e i r  o w n  d u a l  i n  t h e  t r a n s f o r m a t i o n
\ 2 2 )  .

C h o o s i n g  - L  =  p r o d u c t  d o e s  n o t  y i e f d  s o -
m e t h i n g  v e r y  w e l l - k n o w n ,  i n  s p i t e  o f
i t s  s i m p l i c i t y .  T h e n ,  ( Z l 1  i s  e q u i v a -
l - e n t  t o

v A e , A ,  m l n ( g ' ( A ) ,  g ' ( l ) )  =  o  ( i t )

C h o o s i n g  J -  =  m i n ,  ( z s )  i s  e q u i v a l e n t  t o

Y A e , X  ,  V B e  , f ,  ,  g ' ( A 6 8 )  =  m i n ( g ' ( A ) ' q ' ( B ) )
( 3 4 )

F u z z y  m e a s u r e s  s a t i s f y i n q  ( 1 4 )  a r e  d u a f
o f ,  p o s s i b i l i t y  m e a s u r e s  r _  a n d  a s  s u g g e s -
t e d  b y  D u b o i s  a n d  P r a d e  [  7  ]  c a n  b e  n a -
m e d  " n e c e s s i t y  m e a s u r e s "  s i n c e  t h e  n e -
c e s s i t y  g '  (  A ) ,  d e n o t e d  i n  t h e  f o l l o w i n g
b y  N ( A ) ,  o f  a n  e v e n t  A  i s  t h e  g r a d e  o f
i m p o s s i b i l i t y  o f  t h e  o p p o s j . t e  e v e n t  t
1 - - l T ( A )  f r o m  ( 2 2 )  w h e r e " l T i s  t h e  d u a l  o f
N .  ( 2 9 )  r e a d s

m i n  N ( X -  l x . l  )  =  0a  r )
' i - l  n

(35 )

a n d  i s  e q u i v a l e n t  t o  ( 1 5 )  s i n c e

N ( x -  ! x 1 ]  )  =  l - ' f f (  ! " i 3  )  '  N e c e s s i ! v  m e a -

s u r e s  a f s o  s a t i s f y  ( l l )  ;  ( J J )  e n t a i l s

t h a t  a t  m o s t  o n e  o f  t w o  c o n t r a d i c t o r y  
-

w e l l - d e f i n e d  e v e n t s  m a y  b e  s o m e w h a t  n e -
c e s s a r y ,  w h i c h  i s  r a t h e r  n a t u r a l .  B y
d u a l i t y ,  ( 1 7 )  y i e l d s

v A e * ,  N ( A )  =  m j . n  N ( x -  l x l  )  e 6 )
xcA

w i t h  N ( x -  l x J  )  =  r  -  T T ( l * i )

a n d  (  1 8  )  c o r r e s p o n d s  t o
/ \

ru (A)  =  in f { ]  -  x (x )  I
X # A

( 3 7  )

L a s t I y ,  b e c a u s e  o f  ( 2 2  )  a n d  (  l J )  w e  h a -

v e  t h e  e n t a i f m e n t

N ( A ) > s  + N ( E )  =  o  < + T K A )  =  1  ( r B )

w h i c h  e x p r e s s e s  t h a t  a n  e v e n t  s o m e w h a t

n e c e s s a r y  m u s t  b e  c o m p l e t e l y  p o s s i b l e .

T h e n ,  w e  h a v e

v A e " t ,  N ( A )  <  
- T r ( A )  ( J 9 )

T h e  d u a l  o f  a  g s  - f u z z Y ,  m e a s u r e  i s  a

g  y  -  f u z z Y  m e a s u r e  w r t h  1 r  
=  -  

f - ; ;
( P r a d e  t 1 4 l  ,  D u b o i s  P r a d e  t  7  l ) .  I n  o t h e r

w o r d s ,  w e  h a v e

v A e & ,  q -  . ) - ( A )  =  I  -  q ^  ( [ )  ( 4 0 )
- .1 r\

2  .  2  -  S h a f  e r  I  s  t h e - c : I - g l - e v i d e n " c e .

I n d e p e n d e n t l y  f r o m  t h e  d e l e l o p m e n t  o f
f u z z y  s e l .  a n d  p o s s i b i l i  L y  t h e o r y  t
S h a f e r  t 1 9 l  h a s  p r o p o s e d  a  t h e o r y  o f
e v i d e n c e  w h e r e  h e  h a s  i n t r o d u c e d  t h e
m a t h e m a t i c a l  c o n c e p t  o f  b e f i e f  f u n c -
t i o n .  S e e  I I 2 ]  a n d  l 2 2 f  f o r  a  d i s c u s -
s i o n .

A  b e l i e f  f u n c t i o n  i s  a  s e t  f u n c t i o r r  B e l
f r o m  3 ( x )  t o  t 0 , 1 1  s u c h  t h a t

i )  B e 1 ( 0 )  =  0  ;  i i )  B e l ( X )  =  I

i i i )  Y m  € n l  ,  V A .  c  X ,  i = J - , m ,
M JIL

Ber (  L. /  A)  ) r l  .  ae l  (Ar)  -  ) -  Bel (AinAj)
i = I  '  i = l  '  i < i

+  . . .  +  ( - 1 ) ' * 1  B e t  (  A  A ,  )
i = l  ( 4 r )

( 4 1 )  i m p l i e s  ( 1 )  a n d  t h e n  a  b e l i e f ' f u n c -
t i o n  i s  a  p a r t i c u l a r  c a s e  o f  S u g e n o r s
f u z z y  m e a s u r e s .  F o r  n  =  2 ,  ( 4 1  )  y l e l d s

V A c X ,  V B  c  X ,

3 e l  ( A e B )  >  B e l ( A )  +  s e 1 ( B )  -  e e r ( n n a )  G z )

t h e n ,  V  A c X ,  V [ 3 c X

B r t  ( A  ̂  B )  \  m a x  ( 0 , B e l ( A ) + B e ] ( B ) - 1  )
t//
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S h a f e r  l 1 9 l  h a s  s h o w n  t h a t  a n y  b e l i e f
f u n c t i o n  i s  u n i q u e l y  d e f i n e d  t h r o u g h
t h e  s p e c i f i c a t i o n  o f  a  m a p p i n g  m  f r o m
3  < X l  t o  [ 0 , 1 ]  c a l I e d  " b a s i c  i : r o b a b i -

t i t y  a s s i g n m e n t " ,  s a t i s f Y i n g

a n d  B e t  ( A  6 8 ) ( m i n  ( t s e l ( A ) , B e I ( B )  )

and

V A  c  X  ,  B e l ( A )  +  t s e ]  ( A )  . (  l

Y A c x ,  Q ( A ) =  /  m ( B )
B c X
A c B

w h e r e  X 4  i s  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  f u n c -
t i o n  o f  t h e  s u b s e t  A .  T h u s ,  B e 1 ( A )  a p -
p e a r s  t o  b e  t h e  e x p e c t a t i o n  t h a t  t h e
t r u t h  I i e s  c e r t a i n l y  i n  A ,  c a l c u l a t e d
f r o m  t h e  s e t - i F l i i E - a b i l i s t i c  w e i g h t s

i  m ( B  ) ,  B -  X  a n d  B  I  0  J  a t t a c h e d  t o
t h e  p o s s i b l e  l o c a l i z a t i o n s  o f  t h e  t r u t h  t
s i n c e  i n f  X A  ( " )  =  I  i f  B c  A  a n d  i s  z e -

- a Q .

r o  o t h e r w i s e .

I f  B e l  i s  a  b e l i e f  f u n c t i o n ,  t h e  s e t
f u n c t i o n  P l  d e f i n e d  b y  d u a l i t y  i s  c a l -
1 e d  a  p l a u s i b i l i t y  f u n c t i o n

Y A c X ,  P ] ( A ) = 1 - B e l ( E ) (  5 1 )

C l e a r t y ,  a  p l a u s i b i l i t y  f u n c t i o n  i s  a
f u z z y  m e a s u r e  i n  t h e  s e n s e  o f  S u g e n o .

P e r h a p s ,  c r e d i b i l i t y  f u n c t i o n s  w o u l d
b e  a  b e t t e r  n a m e  f o r  b e l i e f  f u n c t i o n s
s i n c e  " c r e d i b l e "  s o u n d s  l i k e  " p l a u s i  -

b f  e t r .  l Y o r e o v e r ,  . i n  t h e  e v i d e n t i a l  v o -
c a b u J . a r y ,  t h e  m o r e  c r e d i b l - e  a n  e v e n t
i s ,  t h e  l e s s  p l a u s i b l e  i s  t h e  o p p o s i t e
e v e n t  a n d  c o n v e r s e l Y .

t r , l e  have

.  V A c X ,  V B c X ,

P ] ( A u B ) < P l ( A )  +  P 1 ( B )  -  P l ( A n B )  ( 5 2 )

.  v A  c X ,  V B c  X ,  m a x ( e 1 ( A ) , P r ( B ) ) < P l ( A u B )

a ' i l P r ( A u  B )  - 4  m i n ( I , P l ( A ) r P r ( B ) )  ( 5 1 )

.  U A  c  X ,  P I ( A )  +  e r ( T )  2  1

and  then  VA  c  X ,  P ] (A )  > /  Be l (A )

A c X

t h e n ,  w e  h a v e

V A c X  ,  B e l ( A )  = m ( B  ) ( 4 6 )

C o n v e r s e l y ,  m  i s  o b t a i n e d  f r o m  B e l  b y
s - -

v A c X  ,  m ( A )  =  )  ( - 1 ; l A - e t B e t ( B )  ( a 7 )

B c . A

w h . e r e  l A l  d e n o t e s  t h e  c a r d i n a l i t y  o f

t h e  s e t  A .

A  s o - c a l L e d  c o m m o n a l i t y  f u n c t i o n  Q  c a n

b e  d e f i n e d  [ ] 9 1  f r o m  m  b Y

t/
A - A

N o t e  t h a t  Q ( 0 )  =  1 .  B e I  c a n  b e  e x p r e s -
s e d  d i r e c t l y  i n . t e r m s  o f  Q  :

\ -  ,  " l B lV A  c  X ,  B e l ( A )  =  L :  \ - r /
A F A

T h u s ,  Q  p r o v i d e s  a n o t h e r  w a Y

c i f y i n g  a  b e l i e f  f u n c t i o n .

( 4 J )

(44 )

( 4 5 )

( 4 8 )

a ( B )  @ e )

o f  s p e -

( I n f  X n ( x ) )
xeb

( 5 0 )

( 5 4 )

( 5 5 )

A  s u b s e t  A  o f  X  s u c h  t h a t  m ( A )  )  0  i s

c e I l e d  a  f o c a l  e l e m e n t  o f  t h e  b e l i e f
f u n c t i o n  d e f i n e d  t h r o u g h  m .  P r o b a b i l r -

t y  m e a s u r e s  a r e  p a r t i c u l - a r  c a s e s  o f

o e l i e f  f u n c t i o n s ,  t h e i r  f o c a l  e l e m e n t s

a r e  s i n g l e t o n s .  " m ( A )  m e a s u r e s  t h e  b e -

l i e f  t h a t  o n e  c o m m i t s  e x a c t l y  t o  A r  n o t

t h e  t o t a l  b e l i - e f  t h a t  o n e  c o m m i t s  t o  A "
( s h a T ; ; - t l 9 1 ) .  T h e  s e t  o f  f o c a l  e l e m e n t s

m a y  b e  t h o u g h t  a s  t h e  s e t  o f  t h e  p o s s i -

b I e  l o c a l i z a L i o n s  o f ,  t h e  t r u t h ,  p r o b a b i -

l i s t i c a l l y  w e i g h t e d  b Y  m '

B y  a s s i g n i n g  b a s i c  p r o b a b i l i t i e s  t o
s u b s e t s  w h i c h  a r e  n o t  s i n g l e t o n s ,  t h e

b a s i g  p r o b a b i l i t i e s  a n d  h e n c e  t h e  d e -
g . " e i  o f  b e l i e f  o f  s m a l  l e r  s u b s e t s
( w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  m o r e  p r e c i s e  l o -
c a l i z a t j - o n s  o f  t h e  e v e n t u a l  t r u t h  )  a r e

d i m i n i s h e d  . b e c a u s e  o f  t h e  c o n s t r a i n t
( 4 5  ) .  N o t e  t h a t  ( 4 5  )  c a n  b e  w r i t t e n

\*'
V A c X  ,  B e l ( A )  =  /  m ( B ) .

B c X

a l s o  u n i q u e l y  c h a r a c t e r i z e d  b y
^ f  I h o  h a c i o  n r n h . h i  I  i + ' ,  ^ - . . i n n

y r u u o u r f r L y  d r D r g r r -

:

P 1  1 s
m e a n s
m e n t  m

N o t e  t h a t  P 1
( 5 5 )  c a n  b e

V A c X ,  P I ( A )  = m ( B  )  ( 5 5 )
B  t  B n A * 6

)  =  Q  (  l *  j  )  ,(  l *3
w r i t t e n

V A  c  X ,  P l ( A )  =  /  m ( B ) . ( s u p  X n  ( x ) )
B C X  X € B

( 5 t  )

T h u s ,  P 1 ( A )  a p p e a r s  t o  b e  t h e  e x p e c t a -
t i o n  t h a t  t h e  t r u t h  I i e s  p o s s i b l y  i n
A  s i n c e  s u p  X o  ( x )  =  I  i 7 - [  n a - 7 - 6

X € B
a n d  i s  z e r o  o t h e r w i s e .

S h a f e r  t f S l  h a s  s p e c i a l l y  s t u d i e d  s e -

v e r a l  p a r t i c u l a r  c a s e s  o f  b e l j - e f  f u n e -

t i o n s ,  a m o n g  o t h e r s  t h e  s i m p l e  s u p p o r t
f u n c t i o n s  a n d  t h e  c o n s o n a n t  s u p p o r t
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f u n c t i o n s .

A  s i m p l d  s u p p o r t  f u n c
g i v e n  Y c x  ( Y  I  @ ) ,  s

D. Dubois and H. Prade

A + Y
A  > Y  a n d  A * X

A = X

( 5 8 )

I  t s  b a s i c  p r o b a b i  l i t y  a s s i g n m e n t  i s

s u c h  t h a t  m ( Y )  =  s  ;  m ( f )  =  I  -  s  a n d

m ( A )  =  O  i f  A l  Y  a n d  A +  X ,  T h e  b e -

L i e f  f u n c t i o n  d e f i n e d  b y  ( 5 8 )  c o r r e s -
p o n d s  t o  a  s i t u a t i o n  w h e r e  t h e  p o s s i b l e

l o c a l i z a t i o n  o f  t h e  t r u t h  i s  n o n - a m b i -
g u o u s  a n d  w h e r e  t h e  s t a t e m e n t  " t h e  t r u t h

l i e s  i n  Y  I  i s  c o r r o b o r a t e d  t o  t h e  d e g r e e

s .  l r / h e n  s  =  1 ,  o u r  c e r t a j - n t y  t h a t  t h e

t r u t h  l i e s  i n  Y  i s  t o t a l .

A  c o n s o n a n t  s u p p o r t  f u n c t i o n  i s  a  b e -

l - i e f  f u n c t i o n  w h o s e  f o c a l  e l e m e n t s  a r e

n e s t e d ,  i .  e .  i t s  f o c a l  e l e m e n t s  c a n  b e

a r r a n g e d  i n  o r d e r  s o  t h a t  e a e h  i s  c o n -

t a i n e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  o n e :
A 1 c A 2 c . . .  c A m  a n d  i f  A  I  A i ,  t h e n

m ( A )  =  0 .  S i m p l - e  s u p p o r t  f u n c t i o n s  a r e

o a r t i c u l a r  c a s e s  o f  c o n s o n a n c e .  I n  c a s e
o f  c o n s o n a n c e ,  a l l  t h e  p o s s i b l e  l o c a -

l i z a t i o n s  o f  t h e  t r u t h  a r e  n o t  c o n f l i c -

t j . n g  b e c a u s e  t h e y  a r e  n e s t e d .  I t  c a n  b e

e a s i l y  s h o w n  t h a t  a  c o n s o n a n t  s u p p o r t

f u n c t i o n  i s  n o t h i n g  b u t  a  n e c e s s i t y
m e a s u r e  a n d  t h e n  s a t i s f i e s  (  1 4  )  a n d

c o n v e r s e l y  a  n e c e s s i t y  m e a s u r e  i s  a l -

w a y s  a  c o n s o n q n t  s u p p o r t  f u n c t i o n .

N o t e  t h a t  c o n s o n a n t  s u p p o r t  f u n c t i o n s

w e r e  c o n s i d e r e d  a t  l e n g t h  b y  t h e  E n -
g l i s h  e c o n o m i s t  S h a c k l e  l l B  I  m o r e  t h a n

t w e n t y  y e a r s  a q o  ;  S h a c k l e ' s  t h e o r y  w a s

b a s e d  o n  t h e  " g r a d e  o f  p o t e n t i a l  s u r -
p r i z e "  a t t a c h e d  t o  a n  e v e n t  w h i c h  e x a c t -

1 y  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  n e c e s s i t y  o f  t h e

o p p o s i t e  e v e n t .  T h e n ,  p o s s i b i l j - t y  m e a -

s u r e s  a r e  p a r t i c u f a r  c a s e s  o f  p l a u s r -

b i l i t y  f u n c t i o n s .  T h u s  i f  P 1  i s  a t t a -

c h e d  t o  a  b a s i c  p r o b a b i l i t y  a s s i g n m e n t

m  w h o s e  f o c a l  e l e m e n t s  a r e  n e s t e d ,  w e
n a v e

v A  c X ,  A l  0 ,  P l ( A )  =  m a x  x ( x )
x € A

w l t h  l t ( x )  =  P l 1  [ * l  ) . f.5e)

I t  c a n  b e  s h o w n  t 1 9 l  t h a t  t h e  c o m m o n a -

* ,  l i t . y  f u n c t j - o n  i n  c a s e  o f  c o n s o n a n c e  i s
*  g ] . v e n  D y

Y A c X  ) A l g ,  Q ( A )  =  m i n  x ( x )

x € A

( 5 0 )

P r o b a b i l i t y  m e a s u r e s  a r e  t h e  o n l y  b e -

L j . e f  f u n c t i o n s  w h i c h  a r e  a l s o  p l a u s r -

b i l i t y  f u n c t i o n s ,  b u t  p r o b a b i l i t y  i s

n o t  c o n s o n a n t  !  I n d e e d  t h e  b a s i c  p r o b a - -

b i l i t y  a s s i g n m e n t  u n d e r l y i n g  a  p r o b d b i -

l i t y  m e a s u r e  c o m p l e t e l y  d e p a r t s  f r o m  t h e

o n e  u n d e r . l y i n g  a  p o s s i b i l i t y  m e a s u r e  :
i n  t h e  f j . r s t  c a s e  p o s s i b l - e  l o c a l i z a t r o n s
o f  t h e  t r u t h  a r e  p r e c i s e  (  t h e y  c o r r e s -
p o n d  t o  s i n g l e t o n s )  a n d  a r e  a s s o c i a t e d
w i t h  f r e q u e n c i e s ,  i n  t h e  l a t t e r  c a s e ,
p o s s i b l e  l o c a l i z a t i o n s  o f  t r u t h  a r e  m o -
r e  o r  l e s s  i m p r e c i s e  b u t  e o n s o n a n t .

B a n o n  I  I  J  p r o v e d  t h a t  f  o r  X > . 0 ,  a  g ; .  -
f r r z z r r  m c r q t r r e  i q  a  h p l i e f  f t t n n i i n n  :  n o -I  u z z y  , , , u q o

t i c j - n g  t h a t  t h e  m a p p i n g  f r o m  ( - 1 , 0 J  t o

[ 0 , + * )  d e f i n e d  b y  ^ - >  l a  =  l  .  i s'  l + )
i n v o L u t i v e  a n d  o n e - t o - o n e  a n d  o w i n g  t o
f o r m u l a  ( 4 0 ) ,  i t  c a n  b e  e a s i l y  d e d u c e d
t h a t  g  S -  f u z z y  m e a s u r e s  f o r  - 1  <  A  <  0

a r e  p l a u s i b i l i t y  f u n c t l o n s .

B e s i d e s  ,  i t  h a s  b e e n  a f s o  s h o w n  (  P r a d e
[  1 5  J ,  D u b o i s ,  P r a d e  t  8 ]  )  t h a t  a  f u z z y

m e a s u r e  w h i c h  s a t i s f i e s  ( 2 1 )  f o r  t h e
t r i a n g u l a r  n o r m r p r o d u c t '  i s  a  b e l i e f
f u n c  t  i o n  .

T h u s ,  f r o m  b o t h  a p p r o a c h e s  - - t r r a n g u l a r

n o r m  b a s e d  a p p r o a c h  a n d  b e l i e f  f u n c t i o n
a p p r o a c h - -  t h r e e  r e m a r k a b l , e  f a m i l i e s  o f
f u z z y  n e a s u r e s  e m e r g e :  t h e  p r o b a b i l i -

t y ,  t h e  p o s s i b i l i t y  a n d  t h e  n e c e s s i t y
m e a s u r e s .

]  -  B A S ] C  P R O B A B I L I T Y  A S S I G N I . l E N T  A N D-

3 . I . -  S o m e  e x a m p f e s

A  b e l i e f  o r  a  p l a u s i b i l i t y  f u n c t i o n  c a n
b e  b u i l d  f r o m  a  b a s i c  p r o b a b i l i t y  a s -

s i g n m e n t  w h i c h  i s  a  s e t - f u n c t i o n  a n d
t h u s  c o n t r a s t s  w i t h  a  d e n s i t y .  P r a c -

t i c a l l y  s p e a k i n g r  o n  a  s e t  X  w h o s e  c a r -
d i n a l i t y  i s  n ,  w e  p e e d  2 n  -  2  ( t a k i n g

i n t o  a c c o u n t  ( l r 5 ) )  v a l u e s  j - n  o r d e r  t o
d e f i n e  a  b e l i e f  o r  a  p l a u s i b i l i t y  m e a -

s u r e  f r o m  a  b a s i c  p r o b a b i l i t y  a s s i g n -
m e n t  w h i 1 e  n - 1  ( t a t < L n g  i n t o  a c c o u n t  t h e
n o r m a l i z a t i o n  c o n d i t i o n  )  v a l u e s  a r e
s u f f i c i e n t  t o  d e f j - n e  a  f u z z y  m e a s u r e
w h i c h  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  a
d e n s i t y

S e v e r a l  e x a m p l e s  o f  b e l i e f  o r  p l a u s i -

b i l i t y  f u n c t i o n s ,  w h i c h  a r e  a l s o  f u z z y
m e a s u r e s  s a t l s f y i n g  ( 4  )  o r  ( 2 3 )  a n d
w h i c h  c a n  b e  d e f i n e d  i n  t e r m s  o f  a  d e n -

s i t y  c o n s e q u e n t l y ,  h a v e  b e e n  g i v e n  i n

t h e  p r e c e d e n t  s e c t i o n .  T h e n ,  i n  s u c h  c a -
s e s ,  t h e  s e t  o f  v a l . u e s  I  m (  A  )  ,  A  c X  ]
c a n  b e  e s t i m a t e d  o u t  o f  t h e  s e t

I  s (  l x 1  ]  )  =  9 i r  i = J - , n J  o n 1 Y ,  a n d  r e -

c i p r o c a l l y  o w i n g  t o  ( 4 7 )  a n d  ( 5 1 ) .  L e t
u s  g i v e  s o m e  r e s u l t s

F ^ -  -  ^ - ^ k ^ a ;  I  i  $.  r  o r  a  p f  o D a D r - ! r  L y  m e a s u r e

* i n n  i a  r l o F i n o r l  h r ,

e  [  0 ,  r l  :

r0 i f
V A  c ' X ,  B e l ( A )  =  j s  i f

I
r 1  i f
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f  s i  i f  A  =  l x ' ]\ -
- / A \  -  1

(  0  o therw ise
( 5 1 )

.  f o r  a  g  I  
- f u z z y  m e a s u r e  ( B a n o n  l l l  ) ,

r ^ i

m ( A ) =  , f  . l l s i

x i ( A

* h " " " T T d " n o t e s  t h e  p r o d u c t .

.  f o r  a  f u z z y  m e a s u r e  s a t i s f y t  n g  ( 2 3 )
w i t h  t h e  n o r m  p r o d u c t  ( D u b o i s ,  P r a d e
t 8 l  ) .

'(n) =n[s: ( ]-si ) ( 5 7 )

x i€  A  x r€  E

L e t  u s  e x a m i n e  t h e  c a s e  o f  p o s s i b i l i t y
a n d  n e c e s s i t y  m e a s u r e s  m o r e  p a r t i c u l a r -
I y ,  T h e i r  f o c a l  e l e m e n t s  a r e  n e s t e d  ;
t h e n ,  w e  c a n  a r r a n g e  a  n e s t e d  s e q u e n c e

n ,  = l *1 )  ,  Az=  l * r ,  " 2 ]  , . . . ,

A ,  =  l x 1 ,  x z , . . . , x i ] ,  . . . ,  A n  =  X

such tha t  YA I  A i  ,  m(A)  =  0 .

H o w e v e r ,  i t  i s  p o s s i b l e  t h a t  f o r  s o m e
i ,  m (  A i  )  =  0 .  t l i t h  t h e  n o t a t i o n
m 1  =  m ' ( A i  )  ,  i = t  r n  a n d  N i  =  t ( ( x i )

=  f T t  I  x .  ?  )  w h e r " T f  i =  t h e  p o s s i b i J . i t y
" . c  L )

m e a s u r e  d e f i n e d  f r o m  m ;  a p p l y i n g  (  5 5  )  ,
w e  g e t

t l  =  t l .  +  n Z  + . . .  +  m n  =  f  ( f r o m  ( z r 5 )
"  s i n c e  m ( d ) = O )

'/z = ^ 2  *  . ' .  *  * n

t n =

v i a  ( J 6  ) ,  w e  h a v e

( I  i f  x .  €  Y
l I

? ( : = 1" i  
-  

{  r - s  i r  x r f  Y  ( 5 5 )

A  c o m p l e t e  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  I i n k s
b e t w e e n  t h e  t r i a n g u . l a r  n o r m  a p p r o a c h
a n d  S h a f e r ' s  t h e o r y  i s  s t i I l  t o  b e  c a r -
r i e d  o u t .

\ ' ) L e r ' s  r u l e  a n d  t h e

o r  m o r e  c o m p a c t l y
g

V i = l , n  X i = *  r j

a n d  c o n v e r s e l y

Y i = l r n  I  m i = t i - t i * l

witfi ftn*, = 0 and 1(, = 1.

T a k i n g  j " n t o  a c c o u n t  m  ( / )  =  0 ,  t h e
n o r m a l i z a t i o n  c o n d i t j . o n  m a x  * i  =  l

i s  e q u i v a l - e n t  t o  t h i s  o f  m  ( i . e .  ( 4 5  )  ) .
F o r  a  s i m p l e  s u p p o r t  f u n c t i o n  d e f i n e d
b y  ( 5 8 )  a n d  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  , ( :

m ( @ )  =  0  t 1 5

A  p o s s i b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  m a y  b e  g e -
n e r a l l y  v i e w e d  a s  a  f u z z y  s e t  ( Z a d e h
L 2 3  J )  ;  a s  n o t i c e d  b y  G o o d m a n  [ 9 ]  ,
[  1 0  ]  a n d  b y  N g u y e n  I l J l ,  a  b a s i c  p r o -
b a b i l i t v  a s s i o n m e n t  d e f i n e s  a  r a n d o m
s e t .  G o b d m a n  t - 9 1 ,  t l 0 l  p r o v e s  t h a t  a
f u z z y  s e L  i s  e q u i v a l e n t  t o  a  c l a s s  o f
r a n d o m  s e t s  I  w h e n  X  i s  f i n i t e ,  t h i s
e q u i v a l e n c e  c o r r e s p o r r d s  t o  a  l i n e e r  s y s -
t e m  o f  n + 1  l i n e a r  e q u a t i o n s ,  w h e r e  p  i s
t h e  m e m b e r s h i p  f u n c t i o n  o f  L h e  f u z z y
s e t , , ( l { " i )  i s  t h e  p l a u s i b i t i t y  o f  l x 1 } 1
s e e  ( > b / ,  :

( 6 7  )

I t  i s  a  L j - n e a r  s y s t e m  w i t h  c o e f f i -
c i e n t s  0  o r  1 ,  i n  2 ( t  u n k n o w n s  ;  h e r e ,
m ( l )  i s  n o t  a p r i o r i  s u p p o s e d  t o  b e  z e -
r o .  I n  c a s e  o f  c o n s o n a n c e ,  t h i s  f i n e a r
s y s t e m  ( 6 7 )  r e d u c e s  t o  ( 5 l t )  w i t h

x  =  * ( x .  ) .  a n d  t h e n  m  c a n  b e  u n i -
I I '

q u e l y  d e t e r m i n e d  f r o m  p  .

A s  n o t i c e d  b y  G o o d m a n  [  1 0 1  ,  D e m p s t e r ' s
r u l - e  o f  c o m b i n a t i o n  o f  e v i d e n c e  L 2 l .
T l c l  n n r r e s n n n d s  t o  t h e  i n t e r s e c t i o n
o f  t w o  s t a t i s t i c a l l y  i n d e p e n d e n t  r a n -
d o m  s e t s  o f  t h e  s a m e  b a s e  s D a e e .  G i v e n
t w o  b a s i c  p r o b a b i l i t y  a s s i g n m e n t s  m ,

a n d  m r  r D e m p s t e r r s  r u . I e  e n a b l e s  t o  b u i l d

a  b a s i c  p r o b a b i l i t y  a s s i g n m e n t  m  c o r r e s -
p o n d i n g  t o  t h e i r  i n t e r s e c t i o n  [  ] 9 J ,  d e -
f i n e d  b y  n ( f i )  =  0  a n d

-  f  A  )  m  I R  )
" ' t ' " i / ' " ' ? \ " i '

= A

l  r J
A . n B .  =  0

l r  '  l

(62 )

( 6 4 )

( 6 5 )

v
, /  m\  A /

A C  X
A >  :x iJ

2_ m(A)
A  c X

( / 'r-'r 
=

l,=

m
n

\-
,/

- A b o u t  D e
c o n d i t i o n

m r ( A r ) . m r ( e
m ( A ) ( 5 8 )
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I t  i s  e a s y  t o  c h e c k  t h a t

D. Dubois and H. Prade

A < X
T h r r s -  D c m n s t e r r s  r r r l p  n n r r c s n n n d s  f o

u  
" ' H  

v  !  !

t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t w o  s a t i s t i c a l l y  - i n -
d e p e n d e n t  r a n d o m  s e t s  o f  t h e  s a m e  b a s e
s n e n c  -  a f t e r  r e n n r m a l i z a t i o n .

A s  p o _ i n t e d  o u t  b y  D e m p s t e r  l 2  I  a n d  S h a -
f e r  1 1 9  J ,  t h e  c o m b i n a t i o n  i s  m o r e  e a s i -
l y  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  c o m m o n a l i t y
f u n c t i o n s  s i n c e  w e  h a v e

H o w e v e r ,  w e  k e e p  V A  c  X r  P l ( A )  >  B e l ( A ) .  A s
s o o n  a s  n ( 6 )  I  0 ,  B e l  a n d  P 1  a r e  n o
l o n g e r  n o r m a f i z e d  i

s e r ( x ) ( 1 ;  P 1 ( x ) ( 1  ( 7 4 )

l . / e  s t i 1 l  h a v e  B e l ( 0 )  a n d  P t ( l )  e q u a l  t o
z e r o .' I  

f  t h e  p m n t v  s r r h s e t  o f  X  h a s  a  n o n - z e r o
p r o b a b i  L i s t i c  w e i q h L  ,  i t  m e a n s  t h a t  a
n o s s i h l e  l n e a l i z a t i o n  o f  t h e  t r u t h  i s
n r i s i d e  n f  Y -  t h e n  i t  ^ -  ^ - t " - a ]/ \  r  L  r r r d )  D s E ' r r  r r d L U r

t h a t  t h e  c r e d i b i l i t y  a n d  p l a u s i b l l -
i t y  t h a t  t h e  t r u t h  l i e s  i n  X  a r e  s t r i c t -
1 y  l e s s  t h a n  1  ;  t h e n ,  [ 7 3 ]  m e a n s  t h a t
r , A  n o n  o l a r r s i b l e r d o e s  n o t  e n t a i l  t h a t
A  i s  c o m p l e t e l y  c r e d i b l e .

L e t  u s  c o n s i d e r  t h e  p a r t i c u l a r  c a s e  o f
c o n s o n a n c e  .  D u e  t o  ( 5 4 ) ,  m ( 6 )  =  O  t f
a n d  n n l v  i f  t /  i s  n o r m a l i z e d  ( s i n c e  2 / ( x . )
=  m a x  x ( x )  =  1 -  n ( 6 ) . m ( l )  i s  L h e  

" o r - tX €  X
c o m p l e m e n t  t o  I  o f  t h e  h e i g h t  o f  t h e
f u z z y  s e t  w h o s e  m e m b e r s h i p  f u n c t j - o n  i s
r L ^  ^ - ^ ^ i a i r i r . ,  : , s t r i b u t i o n  J Y .L r r E  P U o - f u f a r L )  u f

F r o m  ( 7 1 )  a n d  ( 5 9 ) ,  t h e n  w e  g e t

vA  c  X ,  A  I  f , ,  Be I (A )  :  m in_  [ (max  n ' ( x ) )  -  t ( x ) ]
X E A  X € X

( 7 5  )

L e t  m .  a n d  m ^  b e  t w o  c o n s o n a n t  b a s i . c
I I

p r o b a b i l i t y  a s s i g n m e n t s  w h o s e  f o c a l  e l e -
m o n f q  a n o  n o c n a n t i r r e l w  t h e  i n n r p e q i n^  - * - - . . s
n 6 r + 6 . r  e 6 - " 6 n ^ a o  ^ 1  C  C A _  a n d" "  , ' t  

r r r
A  / -  / ' A .  ( i F  m , ( i l )  I  O .  w e  a d d" 1 -  - " 9  I
A n = 6 ; i f m ' ( 6 ) l o , w e a d d

U L
B ^  =  A ) .  T h e  c o m b i n a t i o n  o f  m .  a n d  m

U t 2
b y  D e m p s t e r ' s  r u l e  d o e s  u s u a l l y  y i e l d  a
b a s i c  p r o b a b i l i t y  a s s i g n m e n t  m  w h i c h  i s
n o t  c o n s o n a n t  s i n c e  m  i s  n o n - z e r o  o n l y- ^ - i - + r . -  

- r r h c o { - e  a  1 B , ,  i = l r m  ,  j = I r I
J

w h i c h  a r e  n o t  n e s t e d  g e n e r a l l y .

H o w e v e r ,  w e  h a v e  f r o m  ( 7 1 )

v x  €  X ,  0 (  ! x ]  )  =  Q l  (  l x i  ) .  a ,  ( i x J  i  Q 6 )

i . e .  s - i n c €  Q .  (  l x l  )  =  P ] .  (  \ x l  )
1 . /

=  J ( .  ( x ) ,  i = I 1 2 ,  ( 7 5 )  e x p r e s s e s  t h a t
I '

x F - - + Q  (  ! * ]  )  i s  t h e  m e m b e r s h i p  f u n c -
t i o n  o f  a  f r i z z y  s e t  w h i c h  i s  t h e  i n t e r -
q o n r i n n  l n e r f n r m p r  _ - : " - + l  - f

r r ' u r  r v r " ' u J  u r r r r 6  P r u u u u u ,

t l t e  f u z z y  s e t s  w h o s e  m e m b e r s h i p  f u n c -

t i o n s  a r e  r e s p e c r i v e l Y  t , ,  a n d  
- [ r .

C o n s o n a n c e  i s  l o s t  a n d  m o r e o v e r

l O  t  1 " J  ) ,  x  e  X ]  c o e s  n o t  r e p r e s e n t
a l l  t h e  i n f o r m a t i o n '  I n d e e d  t h e  n u m b e r

o f  u n k n o w n s  i s  g e n e r a l l y  g r e a t e r  t h a n

t h e  n u m b e r  o f  e q u a t i o n s  i n  t h e  s y s t e m

w h e i e  K  d e n o t e s  t h e  d e n o m i n a t o r  o f
I r a c E r o n  ! b u l .

Z a d e h  l 2 4 l  h a s  q u e s t i o n e d  t h e  v a l i d i t y
o f  t h e  n o r m a l i z a t i o n  o f  ( 5 8 ) .  I t  i s
w o r t h  n o t i c i n g  t h a t  t h e  p r o b . l e m  o f  n o r -
m a l i z a t i o n  v a n i s h e s  a s  s o o n  a s  w e  a d m i t
i h a t  a  h a s i e  n r n h a h i  l i f  v  a s s i n n e d  f  1 1u u u f u  y r

t h e  e m p t y  s e t  0  m a y  b e  n o n  z e r o  a n d
w e  d e f i n e  t h e r r i n t e r s e c t i o n "  o f  m ,  a n d
m ^  b y  

a
l '

Q r ( A ) .  0 2 ( A )
v A  c  x ,  Q ( A )  =

K

+
m ( A ) = m . ,  ( A , ) . m r ( B , )

m ( B  )

\-

i  ' i
A . n B . = Ar "  J

r n ( A ) = l

( 6 e )

( 7 0 )

(72 )

\ - +
T f  i s  e a s v  t o  n h e n k  w e  h a v e  /  n  ( A )

A C X

=  I .  e v e n  i f  m , ( d )  I  o  o r  m ^ ( 6 )  I  o .' - t L

I n  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  s e c t i o n  3  '  2 ,

t h e  n o r m a l i z a t i o n  c o n d i t i o n  o f  a  b a s i c
p r o b a b i l i t y  a s s i q n m e n t  m  w i l I  b e  o n 1 ,
g i  v e n  b y  

'  - = -  
m (  R  )  =  1  a n d  t h e  r e -

A c X
q u i r e m e n t  m ( 0 )  =  0  i s  d r o p p e d .  K e e p i n g
d e f i n i t i o n  ( 4 8  )  u n c h a n g e d ,  ( 5 9  )  b e c o m e s

Y A  c  x ,  Q ( A )  =  a t ( A ) .  A 2 ( A ) ( 7 r )

T a k i n g  i n t o  a c c o u n t  ( 5 0 ) ,  B e l ( A )  a p -
n p z r q  l - n  h e  f h e  p y ^ - ^ r ^ r i ^ -  + L ^ r  r L -

- . . -  - . p e c L a L r u i l  L I r a L  L I r e

t r u t h  l i e s  c e r t a i n l y  i n  A ,  c o m p u t e d  f r o m
+ h o  c o |  n f  n n n h r h i l i e f  i n  u r e i n h t .  5 . / n )

L  " ' \ a  / ,

B  c  X  a n d  B  #  @  J  a t t a c h e d  t o  t h e  p o s s i -
b l - e  l o c a l l z a t i o n s  o f  t h e  t r u t h .

A n n n n d  i  n n  t n  t h i  c  i  n l - e r n r p l - n i  i  n n  i  nr r u L v r v + " Y

t e r m s  o f  e x p e c t a t i o n ,  w h e n  m ( l )  m a y  b e
n o n - z e r ' o ,  ( 4 6 )  m u s t  b e  m o d i f i e d  i n t o

V A  c .  X .  B e I ( A )  =  2
u - A

B l i l

( 5 5 )  r e m a i n s  u n c h a n g e d ,  b u t  ( 5 1 )  b e -
c o m e s

Y A  c X ,  p r ( A )  +  B e l ( T )  =  r  -  m ( / )  ( 1 J )
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( 6 7  )  :

a (  t x l  )  = /  n ( A )

A <  X
A > t , . ]
\--

m ( A ) .

I f  m ,  a n d  n 2  a r e  t w o  s i m p l e  s u p p o r t

f r r n e t i n n s  (  a  n a n t i c u f a r  c a s e  o f  c o n s o -
n a n c e )  i n  t h e  s e n s e  o f  ( 5 8 )  w i t h  p a r a -
m e t e r  s I  a n d  s ,  a n d  r e f e r e n c e  s e t  Y ,

a n d  Y ,  r e s p e c t i v e l y ,  m  ( w h i c h  i s  e q u a l
t o  m  i f ,  Y ]  n  Y 2  I  a )  i s  d e f i n e d  b y

m  ( Y l n r Z )  =  s I . s 2

T h e  t w o  i n t e n d e d  p u r p o s e s  o f  t h i s  s e c -
t i o n  w e r e
l )  f n  n r r e s l i n n  i h e  n o r m a l i z a t i o n  c o n d i -! /

t i o n  m ( f l )  =  O  o f  a  b a s i c  p r o b a b i l i t y
a s s i g n m e n t  m  a n d  t o  s t u d y  i t s  i m p l i -
c a t i o n s  f o r  D e m p s t e r ' s  r u l e  o f  c o m b i -
n a t i o n  e s p e c i a l l y .

2 )  t o  s h o w  i n  w h a t  w a y  D e m p s t e r r s  r u f e
o f  c o m b i n a t i o n  i s  r e l - a t e d  L o  f u z z y
s e t  i n t e r s e c t i o n  b a s e d  o n  p r o d u c t .  I n
t h a t  p e r s p e c t i v e  a  n a t u r a l -  q u e s t j . o n
i s  r a i s e d :  w h a t  c o m b i f r a t i o n  r u f e
w o u L d  b e  r e l a L e d  t o  f u z z y  s e t  i n t e r -
s e c t i o n  b a s e d  o n  m i n  o p e r a t i o n  ( f o r

i n s L a n c e  )  ?  N o r m a l i z a t i o n  o f  f u z z y
s e t s  a n d  n o r m a . I i z a t i o n  o f  b a s i c  p r o -
L - 1 i r . ,  ^ - ^ l ^ ^ - ^ n f  s  e n n F e n  t n  h e  e f e a r _U d f r L / o D o r 9 | | | | | E | | L D o P P E d I

l y  r e l a t e d .

<  ?  A ^ ^ - ^ - i - ^ + i n n  a  h o l i o f  n n  ra .  /  -

p l a u s i b i L i t y  f u n c t i o n

S o m e L i m e s ,  i t  m a y  b e  i n t e r e s t i n g  t o
a p p r o x i m a t e  a  b e l i e f  f u n c t i o n  B e f  o r  a
p l a u s i b i l i t y  f u n c t i o n  P l ,  w h o s e  b a s i c
p r o b a b i l i t y  a s s i g n m e n t  m  c a n n o t  b e  r e -
d u c e d  t o  a n  e q u i v a l e n t  d e n s l t y ,  b y  a
f u z z y  n e a s u r e  w h i c h  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n
t e r m s  o f  a  d e n s i t y .  I t  c a n  b e  c a r r i e d
o u t  i n  s e v e r a . L  w a y s  ( P r a d e  t 1 4 l  )  :

.  b y  m e a n s  o f  a  p r o b a b i l i t y  m e a s u r e .
R v  r r e n t r i d i s l r i h r r i i n n r r  f h e  v a l r r e s  o fu t

t h e  h a s i n  n r n h a h i l i t v  e s s i n n m e n l -  i t" " ' " "  t

i s  e a s y  t o  b u i l d  t h e  p r o b a b i l i t y  d e n -
s i  t y

\
V x e X ,  p ( x )  =  '  

, 1 ,  . m ( B )  Q 9 )

B  > 1 x 1  r " '

T h e  p r o b a b
P r o b ( A )  =

l o w i n g  i n e

y  m e a s u r e  d e f i n e d  b y
n ( x )  s a t i s f i e s  t h e  f o l -
r  \  ' Z \  /  e s

V A  c  X ,  B e l ( A )

i t i e s  :

- (  P rob (A )  - 2 .  P l (A ) ( 8 0 )

/
A C X

r *  { v r )

r *  { v r )

r *  ( x )

=  s r ( 1 - s r )

=  s r ( 1 - s r )

=  ( 1 - s t ) ( 1 - s r )

( 7 7  )

i f  x e Y r n Y Z l g

i f  x e  Y . , n Y "
( 7 8 )

r  i f  x e  Y , n  Y ,

r *  ( n )  =  o  i f  A  l y , n y ^ , y , , y ^ , x
1 , ,  L '  r '  L '

w h e n Y . l Y ^ , Y - d Y  Y  d \
r  L  t  

' I '  ' I - r ' 2 '

N o t e  t h a t  t h i s  r e s u l t  i s  n o  l o n g e r  c o n -
s o n a n t  s i n c e  Y . , f l \ r ,  Y t ,  Y 2 ,  X  a r e
- - c l  - r r  i  f  c n r r  A n  r  v  i f  y  i  a n d  Y ^  a r e  n e s _

I L

t e d  w h i c h  i s  n o t  a s s u m e d  i n  ( 7 7 ) .

*
H o w e v e r  m  c a n  s t i l l  b e  e q u i . v a l e n t l ,
r e p r e s e n t e d  b y  m e a n s  o f  a  f u z z y  s e t  w h o -
s e  m e m b e r . s h i p , 1 , r .  i s  d e f i n e d  b y  ( 6 7 )  b e -
c a u s e  i n  t h i s  c a s e ,  t h e  l i n e a r  s y s t e m
( 5 7 )  h a s  t h e  s a m e  n u m b e r  o f  e q u a t i o n s
a n d  o f  u n k n o w n s .

W e  h a v e

F ( x )  =  I

p ( x )  =  1 - s ,

4 ( x )  =  1 - s , (  8 1 )

l r ( x )  =  ( l - s . ) ( 1 - s ^ )  i f  r a Y . n T ^' r I L l

wh{ch  i s  cons i s t en t  w i t h  t he  i n t e r sec t i on  o f
f o z z y  s e t s  d e f i n e d  b y  t . h e  p r o d u c t  o f
m e m b e r s h i p  q r a d e s  ( s i n c e  f t  

,  
a n d  X  2 t

l h c  n n s s i  h i  I  i  i v  e l i s t r i b u t i o n s  w h i c h  a r e
a t t a n h c d  r e s o e e L i  v e l y  t o  m ,  a n d  m ^  a n d' r t

t c  f r t z z v  c o f e  c n o

n o t  n o r m a f i z e d

\ . -', lP=4il .n.(e)
a n d  P I ( A )  =  P r o b ( A )  +  l B l

B n A l a
( 82 )

(  B 0  )  e x p r e s s e s  i n  w h a t  w a y  P r o b  a p p r o -
x i m a t e s  B e 1  a n d  P l .  W h e n  m  i s  a  p r o b a -
b i l i t y  d e n s i t y  ( i . e .  m ( A )  =  0  a s  s o o n
a s  A  i s  n o t  a  s i n g l e t o n ) ,  w e  h a v e  V x e  X ,
p ( x )  =  m (  I  x J  ) .

w h i c h  m a y  b e  r e g a r d e d
d e f i n e d  o y - ( 5 5 ) ) .  p  i s
i f  Y t  n  Y 2  =  f l .

i l i tz:_
X € A
q u a l

w h i c h  c a n  b e  c h e c k e d  b y  n o t i c i n g  t . h a t

\ -  \ -  \ - r
Prob(A)  =  , /  n (g)  +  , /  , /  1 f t , .n (B)

B < A  x € A  B r f * I * '
B #  A

B C  X

l B n A l
- ' m \ b . /
l D l
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L . .  - ^ ^ ^ ^  ^ F  ^  ^ - s s i b i l i
r  u /  , , i s d , , o  u ,  d  P U

c e s s i t y  m e a s u r e
W e  h a v e  t h e  i n e q u a l i t y ,

P I ( A )  = 2  ( s u p  X - ( x ) . m ( B ) )
B-Z-X xeA o

D. Dubois and H, Prade

I  e t (  l x ]  ) ,  x e  X J  c a n  b e  t h e n  c o n s i -
d e r e d  a s  t h e  p o s s i b i l i t y  d i s t r i b u t i o n
o f  a  p o s s i - b i l i t y  m e a s u r e  P o s  s a t i s f y i n g
V A  c  X ,  P 1 ( A )  7  P o s ( A )  ;  i f  t h e  b a s i c
p r o b a b i l i t y  a s s i g n m e n t  m  i s  c o n s o n a n t ,
t h e n  t h e  p l a u s i b i l i t y  m e a s u r e  a n d  t h e
p o s s i b i l i t y  m e a s u r e  a r e  e q u a l . T h e  c o n -
d i t i o n  ( 8 4 )  e x p r e s s e s  t h a t  t h e r e  e x i s t s
s o m e  c o n s i s t e n c y  a m o n g  a l l  t h e  p o s s i b l e
l " o c a l i z a t i o n s  o f  t h e  t r u t h ,  s i n c e  t h e y
h a v e  a  c o m m o n  n o n - e m p t y  p a r t .  N o t e  t h a t
t h e  b a s i c  p r o b a b i l i t y  a s s i g n m e n t  m  u n d e r -
l y i n g  a  p r o b a b i l i t y  m e a s u r e  d o e s  n o t
s a t i s f y  ( 8 4 )  g e n e r a l l y ,  s i n c e  t h e n  m
t . a k e s  n o n - z e r o  v a l u e s  o n l y  o n  s j . n g l e -
t . o n s  I  t h u s ,  a  p r o b a b i l i t y  m e a s u r e  c a n -
n o t  b e  " a p p r o x i m a t e d "  b y  a  p o s s i b i l i t y
m e a s u r e ,  u s i n g  ( 8 3 ) .

t h e n  P 1 ( A )  =  1 .  ( c f .  ( 1 8 ) ) .

T h e  i n e q u a f i t y  ( 8 7 )  e x p r e s s e s  t h e  c o n -
c i  c f  p n n r r  n f  l h o  n . - - . i  h i  1  i  + \ ,  - ^ . r  + h -- . . -  . r s s r D r _ r - t L y  a n u  L n e  n e -

c e s s i t y  m e a s u r e s  w i t h  t h e  p l a u s i b i l i t y
a n d  t h e  b e l i e f  f u n c t i o n s .

t s e s i d e s ,  i t  i s  e a s y  t o  c h e c k  t h a t  t h e
p r o b a b i l i t y  m e a s u r e  w h i c h  d e r i v e s  v i a
( 4 1 )  f r o m  t h e  b a s i c  p r o b a b i l i t y  a s s i g n -
m e n t  o f  B e l  a n d  P l  d o e s  n o t  s a t i s f y ,
f o r  a l f  A  c .  X r N e s ( A )  <  P r o b ( n j  (  p o s ( n ) ,
w h e r e  P o s  a n d  N e s  a r e  d e f i n e d  b y  ( 8 1 )
a n d  ( 8 5 ) .  I t .  s h o w s  t h a t  t h e  t w o  w a y s  o f
a p p r o x i m a t i n g  a  b e l i e f  o r  a  p l a u s i b i l i -
l v  f r r n n t i n n  n r e s e n t c d  h e r e  n n r r c s n n n d
t o  d j . f f e r e n t  p o i n t s  o f  v i e w r

4  -  C O N S { S T E N T  P R O B A B I L I T Y  A N D  P O S S I -
B I L I T Y

+ . r . r r e l t m l n a r

A n  e v e n t  A  m a y  b e  c o n s i d e r e d  f r o m  s e -
v e r a l  p o i n t s  o f  v i e w :  w h a t  i s  i t s  p o s -
s i b i l i t y ,  i t s  p r o b a b i l i t y  o r  i t s  n e c e s -
s i t y  f o r  i n s t a n c e  ?  T h e n ,  w e  a t e  f a c e d
w i t h  t h e  q u e s t i o n  o f  t h e  r e l a t i o n s h i p
b e t w e e n  t h e  p r o . b a b l e  a n d  t h e  p o s s i b l e
( o r  b e t w e e n  t h e  o r o b a b l e  a n d  t h e  n e c e s -
s a n v )  s i n e c  i n t t t i f  i v c l v .  i f  c c e m c  e r l g Iu u r  t  /  u J " L  ! r  w u r r

a  I i n k  e x i s t s ,  e v e n  i f  i t  i s  v a g u e .

L e t  u s  s t a r t  w i t h  a n  e x a m p l e  u s e d  b y
T a d e h  l Z J l  i n  h i s  i n t r o d u c t o r y  p a p e r
o n  p o s s i b i l i t y  t h e o r y .  C o n s i d e r  t h e
s t a t e m e n L  t ' H a n s  e a t s  u  e g g s  f o r  b r e a k -
f a s t "  w h e r e  u  t a k e s  v a . l u e s  i n  t h e  s e t

1  l ,  2 ,  J ,  4 ,  .  . .  J  .  T h e  f o l l o w i n g  t a -
b l e ,  t a k e n  f r o m  l 2 3 l  ,  g i v e s  t h e  p o s s i -
b i l i t y  P o s u  (  1 r 1 )  ( c o r r e s p o n d i n g  h e r e

t o  t h e r r d e g r e e  o f  e a s e r r w i t h  w h i c h  H a n s
i s  a b l e  t o  e a t  x  e g g s  f o r  b r e a k f a s t )
a n d  t h e  p r o b a b i t i t y  P r o b . ,  (  l x \  )  o f  t h e' l l c )

s a m e  e v e n t ,  f o r  v a r i o u s  v a l u e s  x  o f  t h e
v a r i a b l e  u .

A c c o r d i n g  t o  Z a d e h  1 2 3  7  t h e  d e g r e e  o f
c o n s i s t e n c y  y  o f  t h e  p r o b a b i l i t y  d e n s i -
t y  p i  =  e r o u i  (  l x r !  ) ,  i = l , n  * i t h  t h "

p o s s i b i t i t y  d i s t r i b u t i o n  x .  =  P o s u ( l  x r ] ) ,

i = 1 ,  n  i s  d e f i n e d  b y

\-
t  =  /  i  t i . p i (  8 8  )

T h i s  c o n s i s t e n c y  i s  a l l  t h e  b e s t  t h a t t '
i s  c l o s e r  t o  I .  y  =  I  i f  a n d  o n l y  i f
4  -  I  ^ -  D .  >  0 .  A c c o r d i n q  t . o. r  

i  
-  L  o o  D U U r r  d D  

a

t y  a n d  a  n e -

Y A c X ,

>/

n t  (  |  x J  )

( B r )

n o r m a l i z e d  i f
x ]  )  =  1 ,

( 8 4 )

\-
s u p  ( l '  x o ( x ) - m ( a ) )  =
x e A  B  c X

SUP

XEA

t <
T h e  r i n h t  n a n t  n f  ( 8 l )
a n d  o n J . y  i f  3  x  €  X ,  P I
i . e .

a\  Bts
B  < X

m ( B )  I  0

d i s c u s s i - o n

D u a I l y ,

B e l ( A )  =

I h e  i n e q u a l i t y

+ ^ r , i ^ -  , - . ^  ^ ^ ^ ^ , . n t
L o ^ r , , 9

\-
= /  l i n r  x ; ( x ) ) . m ( B ) )

B c X  X € T  D

( 8 5 )

vA €  x ,  Ber (A)  <  in r  (>  x6  (x ) .m(B) )
x e A  B c X

=  i n f  ( 1 - P 1  (  |  x ]  ) )

xeE

i f  ( 8 4 )  h o l d s ,  i n  t h e  r i g h t  p a r t  o f  ( 8 5 )
w e  r e c o g n i z e  t h e  n e c e s s i t y  N e s ( A )  o f  A
w h e r e  N e s  i s  t h e  n e c e s s i t y  m e a s u r e  a t t a -
c h e d  t o  t h e  p o s s i . b i l i t y  d i s t r i b u t i o n
l P l ' (  l * ]  ) ,  x e  X )  .

T h e n  w e  h a v e ,  i f  a n d  o n l y  i f  ( 8 4 )  i s
s a t i . s f i e d :

V A  c  X ,  0  (  B e l ( A )  - ( ,  N e s ( A )  4  P o s ( A )  <  P ] ( A )  <  1

( 8 7 )

T h u s ,  a s  s o o n  a s  ( 8 4 )  h o l d s ,  i f  B e 1 ( A ) >  0 ,

( 8 6 )



Z a d e h  1 2 J )  "  i t  i s  a n  a p p r o x i m a t e  f o r -
m a l i z a t i o n  o f  t h e  h e u r i s t i c  o b s e r v a -
t i o n  t h a t  a  l e s s e n i n g  o f  t h e  p o s s i b i -
l i t y  o f  a n  e v e n t  t e n d s  t o  l e s s e n  i t s
p r o b a b i  l i t y  -  b u t  n o t  v i c e - v e r s a " .

I n  f a c t ,  w e  h a v e  t o  m a k e  a  d i s t i n c t i o n
b e t w e e n  t w o  d i f f e r e n t  u s e s  o f  t h e  w o r d
" p o s s i b l e " .  T h e  f i r s t  o n e  c o r r e s p o n d s
t o  " w h a t  c a n  b e  d o n e r ' ,  t h e  s e c o n d  o n e
t o  "  w h a t  m a y  h a p p e n r r .  T h i s  d i c h o t o m y
i s  r e m i n d i n g  o f  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n
. l o  n o  m ^ . l r l i f r i  c n r" " -/  - ^ ^  u ^ ^ , . i ^ ^  r " ' r J 9 9 - 3 1 4 9  

m o d a l i t y
\  o c E  , , o L ^ t , , e  . - , ,  )  .  T h u s ,  w e  h a v e  t o
d i s t i n g u i s h  b e t w e e n ,  o n  t h e  o n e  h a n d
r r l t  i s  p o s s i b l e  f o r  H a n s  t o  e a t  f o u r
e g g s  f o r  b r e a k f a s t r r a n d  o n  t h e  o t h e r
h a n d  " I t  i s  p o s s i b l e  t h a t  H a n s  e a t s
t h r e e  e g g s  f o r  b r e a k f a s t ' .  T h e  f i r s t
e x a m p l - e  d e a l s  w i t h  H a n s '  a b i l i t y  a n d
t h e  s e c o n d  o n e  w i t h  w h a t  m a y  a c t u a l l y
h a p p e n .  I t  m u s t  b e  c l e a r  t h a t  w h a t  m a y
h a p p e n  c a n  b e  d o n e  -  b u t  n o t  v i c e - v e r -
s a .  T h u s ,  i n  o u r  e x a m p l e ,  H a n s  i s  d e -
f i n i t c l v  a h l e  t n  a a f  f n l r  o n n c  f n n

b r e a k f a s t ,  a l t h o u g h  i t  n e v e r  h a p p e n e d
( a f  l p r c t  i f  t h o  n n n h - h i l i + \ ,  h ,  i -
\ o L  f E o - u  . |  L /  P 4  f r

s t r i c L l y  z e r o ) .  T h e  v a l u e s  o f  p o s s i b r -
r i + i 6 o  r . r h i n h  n n a  n i U o n  h o r o  ^ ^ r r 6 o h c n d

t o  w h a t  H a n s  i s  a b L e  t o  d o ,  b u t  n o t  t o
w h a t  h e  m a y  d o ;  t h e s e  v a . I u e s  a r e  a  c o m -
p l e m e n t a r y  i n f o r m a t i o n  t o  t h e  f r e q u e n c y
h i s t o g r a m  o f  t h e  n u m b e r  o f  e g g s  H a n s  a t e
b r e a k f a s t  w h i c h  t e 1 1 s  u s  a b o u t  H a n s l
a c t u a l  b e h a v i o r .  (  8 B  )  e s t i m a t e s  t h e
c o n s i s t e n c y  b e t w e e n  H a n s r  b e h a v i o r  a n d
H a n s '  a b i l i t y .

t s e s i d e  t h e  p o s s i b i l i t y  d e g r e e s  r e p r e -
s e n t i n g  H a n s r  a b i l i t y ,  i t  m a y  b e  i n t e -
r o c f  i n n  f n  o a f  i m a f o  I h o  n n e e i h i l i l v

- i . , - -  ^ . , - - !  h : n n o n e  f n n  i n c _L i o L  c  E r v E  r  E V E T T L  r r a P P -  r o ,

t a n c e  t h a t  H a n s  e a t s  x  e g g s  f o r  b r e a k -
f a s t  ;  t h a t  l a t t e r  p o s s i b i l i t y  m u s t  b e
l e q q  n r  e n r r r l  f n  f h o  d e n n e e  n f  e r c o

w i t h  w h i e h  t h e  e v e n t  c a n  h a p p e n ,  s i n c e
w h a t  h a p p e n s  c a n  b e  d o n e .  I f  w e  c o n -
s i d e r  o n l y  l 0 - 1 3  -  v a l - u e d  p o s s i b i l i t i e s ,
i n  o u r  e x a m p l e ,  t h e  o n l y  p o s s i b J . e  e v e n t s
w h j - c h  m a y  a c t u a l l y  h a p p e n  t a k i n g  o n l y
i n t o  a c c o u n t  t h e  a v a i l a b l e  f r e q u e n c y
i n f o r m a t i o n ,  a r e  t h a t  H a n s  e a t s  o n e ,
t w o  o r  t h r e e  e g g s  f o r  b r e a k f a s t ,  w h i l e
f  r n m  F n r r r  e n n c  l h o  ^ ^ ^ - i k i  r ; + , ,  , . , i  r  lu i l c  P U T D I U I I I L y  w I f  I

b e  z e r o .  T h e  p r o b l e m  w e  a r e  f a c i n g  h e -
r e  i s  f  h e  r r n n s s i h i  I  i s f . i e r r  i n f  e r n r e l a -
* i ^ n  n f  h i - +  n n n n r r r n a n f  t r i  t n  iI ' ] o n  0 t  n r s t u q l a m s  , - ,  - -  - n e
u s u a l  p r o b a b i l i s t i c  i n t e r p r e t a t i o n .  S u c h
a n  i n t e r p r e t a t i o n  w o u l d  e n a b l e  t o  a n s -
{ , r e r  t h e  q u e s t i o n  " H o w  m a n y  e g g s  d o e s
I . ^l l a n s  e a t  f o r  b r e a k f a s t  ? r r w h i c h  c a l l s
f o r  a  p o s s i b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  ( w h i c h
m a y  b e  v i e w e d  a s  a  f u z z y  n u m b e r )  r a t h e r
t h a n  f o r  a  p r e c i s e  n u m b e r  w i t h  i t s  a t -
t a e h e d  p r o b a b i l i t y .

{ . 1 .  I n t e r p r e t a t i o n  o f  H i s t o q r a m s

S h a c k l e  L 1 B  J  i n t e r o r e t e d  t h e  o o s s i b i -
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I  i  t v  o f  a n  e v e n t  a s  t h e  a b s e n c e  o f  s u r -
p r i s e  f e L t  w h e n  i t  o c c u r s .  A n  e v e n t  w h i c h
o f t e n  o c c u r s  i s  n o t  v e r y  s u r p r i s i n g  a n d
l h p n  i t  q e e m c  r / F r \ /  n n c c i h l o  f h a t  i f  h o n -u  4 e  

" s H

p e n s  ;  o n  t h e  o t h e r  h a n d ,  e v e n t s  w h j - c h
a r e  n o t  v e r y  p o s s i b l e  d o  n o t  o f t e n  o c c u r
a n d  a r e  s u r p r i s i n g .  T h e n  ,  b y  a n  i n d u c t i -
v e  r e a s o n i n g ,  w e  a r e  c o n d u c t e d  t o  s u p p o -
s e  t h a t  i f  a n  e v e n t  s e l d o m  o c c u r s .  i t
m u s t  b e  l e s s  p o s s i b l e  t h a n  e v e n t s  w h i c h
o f t e n  o c c u r .  T h e  " p o s s i b i l i s t i c "  i n t e r -
p r e t a t i o n  o f  h i s t o g r a m s  m a y  b e  c a r r i e d
o u t  i n  s e v e r a L  w a y s ,  a t  f i r s t  g - [ a n c e ,
a t  l e a s t .

L e t  I  h ( x )  €  R *  ,  X  a  x ]  U e  a n  h i s t o g r a m .
I t  j - s  s u p p o s e d  t h a t  t h e  e v e n t s  w h i c h
a r e  c o l l - e c t e d  o c c u r r e d  i n  t h e  s a m e  c i r -
c u m s t a n c e s  a n d  t h a t  t h e i r  a m o u n t  i s  s u f -
f i c i e n t  i n  o r d e r  t o  e q u a l i z e  f r e q u e n c i e s
a n d  p r o b a b i l i t . i e s .

T h e n ,  a  q u i t e  s i m p l e  w a y  t o  d e d u c e  a
p o s s i b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  i s r  t o  n o r m a l i z e
t h e  h e i g h t  o f  t h e  h i s t o g r a m  :

On Several Represen tations of an Uncertain Body of Evidence

l - h r r c  t h a  m n e f  f n a - r r o n t  - r , - n t  r - ^ - i ' ,-  .  , -  - *  "  e s
a  r l o n n o o  n f  n n o c i h i l i l  I  f n  I

/ n r r h ^ . i  c  p n o r r o  r s 1  ,  t 7 l  ) .  B y  e q u a l i z i n g
f r e q u e n c i e s  a n d  p r o b a b i l i t i e s ,  w e  g e t

v x  e  X .  x ,  ( x )  =  h l ) ) -  -  :'  n  s u p  n \ x /
X d X

Posn(A) = sup t f  n(u)  ) ,  Probn(A) =

X€A

I n  t h e  l a c k  o f  a n y  i n f o r m a t i o n  o t h e r
t h a n  t h e  h i s t o g r a m ,  t h e  p o s s i b i l i t y  o f
o c c u r r e n c e  o f  a n  e l e m e n t a r y  e v e n t  i s
t h u s  s u p p o s e d  t o  b e  d i r e c t l y  l i n k e d
w i . t h  i t s  n u m b e r '  o f  o c c u r r e n c e s .  F r o m
( g g )  a n d  ( 9 0 ) ,  w e  g e t

V x  e  X .  n ,  ( x )  >  o ,  ( x )'  n  - ' n ' ( e r )

T h i s  i n e q u a l i t y  a g r e e s  w i t h  t h e  j . n t u i -
t i v e  i d e a  a c c o r d i n g  t o  w h i c h  L h e  m o r e
p r o b a b l e  a n  e v e n t  i s ,  t h e  m o r e  p o s s i b l e
w e  m u s t  c o n s i d e r  i t s  o c c u r r e n c e .  H o w e -

( q l l  n n n n  l o m o n f c n w  o ' o n t ev s r t  \ / r /  u u r r L  y  E v s r r u o

o n l y ;  t h e  e x t e n s i o n  o f  s u c h  a n  i n e q u a -
l i t y  t o  a n y  e v e n t s  ( i . e .  t o  e v e n t s
w h i c h  a r e  n o t  n e c e s s a r i l y  r e p r e s e n t e d
b y  s i n g l e t o n s )  d e p e n d s  o n  t h e  s h a p e
n f  f h c  h i  s f n n r a m -  I n d e e d .  i f  P o s .  a n d'  - - h  - '

P r o b .  r e s p e c L i v e l y  d e n o t . e  t h e  p o s s i b i -
n

l i t y  m e a s u r e  a n d  t h e  p r o b a b i l i t y  m e a -
s u r e  b u i l t  f r o m  X ; ,  a n d  p ; . , r  t h e  f o l l o -

w j . n g  i n e q u a l i t y  d o e s  n o t  h o l d  f o r  a n y
s u b s e t  A  o f  X

( B e )

(  eo)

P ; , ( x )

( e 2 )

I
x € A
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w h e r e  h  i s  a n y  p o s i t i v e  r e a l - v a l u e d  m a p -
p i n g .

h +  ,  1  -  "  h ( x )  .  t h e r rr r  x  =  f (  a n o  P 6 \ x . r  =  
T - l - l l  r  r r r r

/ y n ( x ' t o x

( 9 2 )  h o l d s  f o r  a n y  A  c  X '  f o r  i n s t a n c e ,

w i t h  h ( x )  =  ( l  i f  x  e I c X
J(  0  o t h e r w i s e

w i t t r  h ( x )  =  m a x ( 0 , a ( 1 - ; ) )  ( a 2  0  a n d

b > o )  o r  w i t h  h ( x )  =  
"  " - o "  

( a  2  0 ,

b  2  0 ) ,  b u t  n o t  w i t h  h ( x )  =  m a x ( 0 ' a -  \ a i )
( a  >  0 ) '

I f  w e  w a n t  t o  h a v e  t h e  i n e q u a l i L y  ( 9 2 )
f o r  a n y  A  c  X ,  w e  h a v e  t o  l - o o k  f o r  P o s -
s i b i l i t y  d i s t r i b u t i o n s  w h i c h  a r e  c o n s i s -
t e n t  w i t h  t h e  d e n s i t y  ( 9 0 )  1 n  t h e  s e n s e
o f  ( 9 2 ) ,  T h e  f o l l o w i n g  r e s u l t  ( D u b o i s
[ ] J  )  q i v e s  a  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  i n
o r d e r  t h a t  a  p o s s i b i l i t y  d i s t r i b u t i o n
7 (  b e  c o n s i s t e n t  w j . t h  a  p r o b a b i l i t y
d e n s j - t y  p .  C o n s i d e r  t h e  s u b s e t s  o f  X  d e -
f i n e d  b y

V  o i  e  [ O , s r - p  p ] ,  C  ( d  )  =  l x e  X ,  p ( x )  < < l  e t )

T h e y  a r e  n e s t e d ,  V  F ) <  ,  C  ( e ) > c  ( " < ) .

T h e n ,  i f  Y x e X ,  t t ( x ) )  P r o b ( C ( p ( x ) ) )

=  p ( t )  ( 9 4 )
t e  c ( p ( x ) )

f t  r s  c o n s i s t e n t  w i t h  p .

I n d e e d ,  V A  c  X t

p o s ( A )  =  s u p  ' r ( x )  )  s u p  F r o b ( C ( p ( x ) ) )

X € A  X E A

=  P r o b ( C ( < * ) )

whe- re  o<*  =  sup p(x ) .  We have A c  C(  " ( * )
X  € A

a n d  t h e n  \ i  A  c  X ,  P o s ( A )  ) ,  P r o b ( A ) .

l Y o r e o v e r ,  w e  c h e c K  t h a t . u p  n r o h ( C t p t x )

X €  A

=  P r o b ( C ( s u p  p ) )  =  l Q . r . D .

B u t  t h e  c o n d i t i o n  (  9 4  )  i s  n o t  n e c e s s a -

r y  I  h o w e v e r ,  i t  b e c o m e s  n e c e s s a r y  i f

w e  d e m a n d  X  a n d  p  t o  h a v e  " s i m i l a r t '
s h a p e s ,  i . e .  m o r e  p r e c i s e l Y ,
Y x  6  X ,  V x ' €  X ,

T ( x )  ) ' t t ( x ' )  4  o ( x ) 7 r p 1 x ' ;  
( 9 5 )

I n d e e d ,  w e  h a v e  t h e n

Y x  e  X ,  c ( R ( x ) )  =  i x ' €  X , p ( x ' )  - (  n ( x ) ] '

=  ! x ' e  X ,  r ( ( x ' )

t h e n ,  t r ( x )  =  P o s ( C ( p ( x ) ) )  a n d  b e c a u s e

o f  ( 9 2 )  P o s ( c ( p ( x ) ) )  )  e r o u ( c ( p ( x ) ) ) '
w h i c h  y i e l d s  (  9 4  ) .

A m o n g  t h e  p o s s i b i l i t y  d i s t r i b u t i o n s
w h i c h  s a t i s f y  (  9 4  )  ,  h e n c e  a r e  c o n s i s -

t e n t  w i t h  a  p r o b a b i  l i t y  d e n s i t y  p  i n

t h e  s e n s e  o f  ( 9 2  ) ,  t h e r e  e x i s t s  o n e

w h o s e  i n t e r p r e t a t i o n  i n  t e r m s  o f  n e c e s -

s i t y  i s  r e m a r k a b l e .  I t  j . s  t h e  t o p j - c  o f

t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  s e c t i o n .

F i r s t ,  c o n s i d e r  t h e  e x a m p l e  o f  a  g a m e

o f  h e a d s  o r  t a i - f s  w i t h  a  b i a s e d  c o i n .

W e  h a v e  X  =  )  x r  =  h e a d s ,  * Z  =  t a i l s  ]-  
l r

a n d  I  )  p t )  
t  2 P Z  =  I  -  P l  2 7 O  w h e t e

p .  =  P r o b (  [  x ,  \  ) ,  i = 1  r 2 .  I f  h e a d s

a r e  t h e  m o s t  f r e q u e n t  o u t c o m e s r  w e  m a y

s a y  t h a t  t h e r e  i s  s o m e  n e c e s s i t y  t o  q e t

h e a d s  o r  t h a t  t h e r e  i s  s o m e  i m p o s s i b i l j - -

t y  t o  q e t  t a i l s .  A n  e s t i m a t i o n ,  w h i c h

m a y  s e e m  t o  b e  n a t u r a l ,  o f  t h i s  n e c e s s l -

t y  n ,  i s  t h e  e x c e s s  o f  p r o b a b i l i t y  p t - O t

i n  f a v o r  o f  h e a d s  ;  t h e  p o s s i b i l i t V  I t ,

t o  g e t  t a i l s  w i l l -  b e  t h e n  e q u a l  t o  1 - n t

(  t h e  n e c e s s i t y  o f  a n  e v e n t  c o r r e s p o n d s
+ ^  + h 6  i m n n e c i h i l i t v  n f  f h e  n n n n s i t eL U  L r r s  r r r r P U o o f u f

e v e n t )  ;  l a s t l y ,  w e  s h o u l d  h a v e  f ( ,  =  I

a n d  n ,  :  0  w h e r e  ? { t  i s  t h e  P o s s i b i l l t Y

c o r r e s p o n d i n q  t o  h e a d s  a n d  n ,  t h e  n e -

c e s s i t y  c o r r e s p o n d i n g  t o  t a i l s  (  s i n c e

t h e  e x c e s s  o f  p r o b a b i l i t y  i s  n o t  i n  f a -

v o r  o f  x ,  a n d  i n  a n Y  c a s e s r  w e  m u s t

h a v e  ( s e e  ( 1 8 ) )  n f  )  o  = : ?  ? c  
t  

=  I ) .  I f

p I  =  p z  =  
| ,  

w e  g e t  n t  =  n Z  =  0  a n d

4  -  t  -  l .  i . e .  i f  t h e  c o i n  i s  f a i r . ,/ r l  -  r \ 2  -  + ,  L . \

h e a d s  o r  t a i l s  a r e  e q u a l l y  p o s s i b l e  a n d

t h e r e  i s  n o  n e c e s s i t y  t h a !  o n e c o m e s  o u t

r a t h e r  t h a n  t h e  o t h e r ,  w h 6 c h  i s  n a t u r a l -

s i n c e  p r o b a b i l i t i e s  a r e  t ' e q u i d i s t r i b u -

t e d r r .  N e c e s s i t y  a p p e a r s  a s  s o o n  a s  w e

a r e  o u t  o f  t h e  d o m a i n  o f  p u r e  r a n d o m -

n e s s .  I f  p t = 1  a n d  P r = 0 ,  w e  h a v e  n t : 1 ,

n r = 0  a n d  n l = f ,  x 2 = 0  w h i c h  a g r e e  w i t h

t h e  f a c t  t h e  o n l y  p o s s i b f e  o u t c o m e s  a r e

n e a o s .

t o t  r r e  n o n F n . l  i z e  + h i -  - ^ ^ n n a n h  T h o
L c L  u o  9 c ' r L r o r r - u  L r l l D  d P P r u o L r r .

e l e m e n t s  o f  X  a r e  s u p p o s e d  t o  b e  r a n k e d

i n  d e c r e a s i n g  o r d e r  w i t h  r e s p e c t  t o
f h c i r  n r n h a l r i I i t v  o f  o c c u r r e n c e  3
p I ) .  P Z > ,  . . .  >  p n  w h e r e  o  =  R r o O t l x r i ) '

L e t  A .  =  i * 1 , . . . * r ]  r " t

N  (  A .  )  d e n o t e  t h e  t o t a l  . e x c e s s  o f  p r o -' 1

D. Dubois and H. Prade
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On Several Representations ofqn

b a b i l i t y  o f  t h e  e l e m e n t s  o f  A .  w i t h  r e s -
p e c t  t o  t h e  e l e m e n t  h a v i n g  t h A  g r e a t e s t
p r o b a b i l i t y  o u t s i d e  o f  A .  ( i . e .  * i * 1

i f  i  * {  n - l )  i

w e  h a v e
l

6 ru (A,  )  3  >-  (p  , -p , * ,  )  - (  Prob(A,  )
\ ' = J f f f r

{  J - '  ( g a )
I  i = f , n - l
I .
\  N ( A  )  =  N ( X )  =  In

M o r e  g e n e r a l l y ,  N ( A )  g  m a x  N ( A r ) ( r r o b ( l )
1

A - A

.I

(  9 5 b i s  )

P a r t i c u l a r l y ,  N ( A )  =  0  i f  x r t '  A  ( 9 5 t e r )

L e t  u s  c h e c k  t . h a t  t h e  s e t  f u n c t i o n  d e -
f i n e d  b y  ( 9 5 )  i s  a  n e c e s s i t y  m e a s u r e .
i . l  ( A n B )  =  m a x  N ( A i )  I  b e c a u s e  t h e

1

A r c  A 6  B

A j  a r e  n e s t e d ,  i f  m a x  N ( A i )  g  N ( A i + )
t r -

A . C  A

r  A . , z
a n d  m a x  N ( A i )  =  N ( A j * )  w i t h  f o r  i n s t a n -

1

A . C B
1

* *
a n d  A .  *

. 1

i n  4 6 8  ;

) , N ( B ) )  ;

:  " '

d i s t r i b u -
s s  N  v i a

t
-  N t  r A  )' t  v i i  1  / .

+/
i - t

( P j - P i * r ) '

i = I , n - 1

a k j . n g  i n t o  a c c o u n t  L h e  c o n s t r a i n t
n

( r r = p I * p Z * . . . * p n

\
l n Z  =  Z p Z  . . .  *  p n
t -
I  . . .

:

Uncertain Body of Evidence

I

i  X .  =
\ "

a n d  m o r e  c o m p a c t l y

* - i
1  ' 1

^ ^ t  - ^ ^ i  ^ - ^ ^ ^ t  1 , ,r P I U L o r f /

. 1u . I = t r n  ,  P i  =  
T .

D .  i = I . n. J
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n . p' n

( e 7  )

c e  i  >  
j  ,  t h e

i  e  f h o  n r e e l - e q l -

t h e r e f o r e  N ( A  r l
i f  j i *  o r  J 3 *
N ( B ) ' =  0  a n d  t h

L e t  u s  b u i l d  t h
t i o n  g :  w h i c h  e n^ \l o r m u l a  \ ) t  ) .  w

X ( x . )  =  I  -  N
1

T h  e n

I H\  " r
1 -
I e  .
L / \ 1 + r  =

n A i * c A 6 8

A .  c o n t a i n e d
1

B )  =  m i n  ( N ( A

,  t h e n  N ( A )  =
e n  N ( A n B )  =  0

i h i  I  i  f  v

a b l e s  t o  e x p r e
e  m u s t  h a v e  X

( X -  5  x . 1  )  =  Iu  1 2

/ L  
t ,rj

J = r + 1  J . ( J - 1 /

(  e 8  )

T h e  X ,  
' s  

a r e  n o r m a . I i z e d  i f  a n d  o n l y  i f

t h e  p . r s  a r e .  I i  i s  e a s y  t o  c h e c k  t h a t

t h i s  p o s s i b i l i t y  d l s t r l b u t i o n  s a t i s f i e s
[  9 4  )  .  A n y w a y  f r o m  [  9 6  J  w e  h a v e

Y A c X ,  l ' i ( A ) ) P r o b ( A )  > N ( A )  
( 9 9 )

w h e r e  T f  i "  t h "  p o s s l b i l , i t v  m e a s u r e .  d u a ]
o f  N ,  b a s e a  o n  l t i ]  i = r . n .  

T h e  i n e -

q u a l i t i e s  ( 9 9 )  e x p r e s s  t h e  c o n s i s t e n c ; r
b e t w e e n  t h e  p o s s i b i - l . i t v ,  t h e  p r o b a b i J  i -
t y  a n d  t h e  n e c e s s i t y  m e a s u r e s :  t h e  m o -
r e  n e c e s s a r y  ( i n e l u c t a b l e )  a n  e v e n t  i s ,
t h e  m o r e  D r o b a b l e  i t  m u s t  b e  a n d  t h e
m o r e  p o s s i b l e  i t s  o c c u r r e n c e  m u s t  b e .

T h u s ,  f r o m  t h e  i n t u i t i v e  i d e a  o f  t h e
^ ^ h - 6 ^ +  ^ €  n - n - c 6 i f v -  i t  h a s  h c e n  n g g -

s i b l e  i n  a  n a t u r a l  w a y  t o  a s s o c i a t e  a
p o s s i b i l i t y  d i s L r i b u t j - o n  w i t h  a  p r o b a -
b i l i t y  d e n s i t y  ;  t h e n ,  t h i s  p o s s i b i l i t y
d i s t r i b u t i o n  . l e a d s  t o  p o s s i b i l i t y  a n d
n e c e s s i t y  m e a s u r e s  w h i c h  a r e  c o n s i s t e n t
w i t h  t h e  p r o b a b i l i t y  m e a s u r e ,  C o n v e r s e -
1 y ,  i n  s e c t i o n  3 , 3  i t  h a s  b e e n  s h o w n
h o w  t o  d e r i v e  a  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  a n d
t h u s  a  p r o b a b i l i t y  m e a s u r e  b y  e q u i d i s -
t - i k , . t i ^ -  -  h ^ ^ i ^  ^ - ^ L ^ L ;  I  i r . ,  ^ ^ ^ i ^ ,L I f u u L r n q  a  u d s a c  p I . U o a u r r r L y  a s s r q n -
m e n t  ( s e e  f o r m u l a  ( 7 9 ) ) ;  t h e n ,  t h e
p r o b a b i l i t y  m e a s u r e  i s  b o u n d e d  b y  t h e
b e l i e f  a n d  t h e  p l a u s i . b i l i t y  f u n c t i o n s
( w h o s e  p a r t i c u l a r  c a s e s  a r e  n e c e s s i t y
a n d  p o s s i b i l i t y  m e a s u r e s )  i s s u e d  f r o m

the  bas i c  o robab i l i t v  ass i qnmenL .  s im i f a r l v  r o
(99 ) .  Le t  i . l s  p rove  t ha t  wh6n  t he ' be l i e f  an i l
p l aus ib i l i t y  f unc t i ons  reduce  t o  necess i t y  and
poss ib i l i t y  measu res ,  t he  p robab i l i t y  dens i t y

'  - r i l  c r r e s  \ y b ,  a r s o ,  r . e .  p o s -v t  \ r  '

s ib j - l i t y ,  p robab i l i t y  and necess i ty  a re  in  the
same re la t ion  in  bo th  approaches.

T h e  e x p r e s s i o n  o f  ( 7 9 )  i s

m ( A ) i = f , n

> ) x . l-  r )

S i n c e  m  i s  t h e  b a s i c  p r o b a b i l i t y  q s -
s i g n m e n t  o f  a  c o n s o n a n t  b e l - i e f  f u n c t i o n ,
t h e  o n l y  s u b s e t s  o f  X  o n  w h i c h  m  i s

I

1 -

I
l A l

j = i + 1



p o s s i b l y  n o n - z e r o  a r e  n e s t e d  a n d  c a n  b e
o r d e r e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  w a Y  :  A i  =

I  * r  . . . , t i J  ,  i = 1 , n  ( s e e  s e c t i o n  3 . 1 . ) .

T h e n ,  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  ( 7 9 ) ,

180

I  t  i s  e a s y  t o  r e c o g n i z e  (  9 B  )  i n
e x p r e s s i o n .

T h e n  f r o m  ( I 0 0 )  w e  d e d u c e

r i  =  i . ( p i  -  p i * 1 ) ,  i = 1 , n

w i t h  p n + l  =  0 .  B e s i d e s  '  w e  h a v e

, f i  -  X i * t  =  i . ( p i - p i + l )

w h i c h  e n t a i l s

f t i = x i * t € P i = P i * ]

a n d

1 ( .  =  0  €  P i  =  0

L a s t l y  ,  ( 9 7 )  c a n  b e  e a s t
t h o u t  s u p p o s i n g  t h e  P . ' s

n
Jti  =

l-

0 w i n g  t o  f o r m u l a  (  1 0 5  )  '  t h e  t a b l e  g i v e n
i n  t h e  e x a m p l e  d i s c u s s e d  j . n  4  . 1 .  c a n
n o w  b e  c o m p l e t e d :

amount  o f  eqgs

phys ica l  poss ib i l i t y

I

I

D. Dubois and H. Prade

w e  g e f ,

. n n
\ -  r  F l

P i  =  /  i ' t ,  =  2 - :  (  x i  -
-  . i - i  J  u  i = i  r  r

J

a 7 h \

1  1  1  0 . 8

I  0 . 1  0  0

0 . 8 0 . 1  0  0

l y  w r i t t e n  w i -
a r e  o r d e r e d

i = 1 , n  ( 1 0 5 )

( e 9 )  a n d  ( 9 0 ) ,  h e r e ,
d e o e n d  o n l y  o n  p .  .  b u t' r '

n  r c  T h a  n n q q i h i  l i i v
P  i  u .

J

n  e L e m e n t a r y  e v e n t
p r o b a b i J . i t y  a n d  o n

w e e n  t h i s  p r o b a b i l i -
l i t i e s  o f  t h e  o t h e r

i . s  g e n e r a l i z e d  b Y

m L n ( p ( x ) , p ( t ) )  d t

(  1 0 6  )

t o  t h e  s h a d e d

p o s s i b i l i t y  o f  0 . 3
occu renc  e

probab i t i t y  0 .  I

amount of eggs 6 7 8

p h y s i c a l  p o s s i b i l i t Y  0 . 6  O . 4  O . 2

poss ib i l i t y  o f  occur rence 0  P 0

probab i l i t y  0  0  0

0 b s e r v e  t h a t  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  o c c u r -
r e n c e  i s  b o u n d e d  b y  t h e  p r o b a b i l i t y  a n d
b y  t h e  p h y s i c a l  P o s s i b i l i " t Y .

5 .  -  C O N C L U D I N G  R E M A R K S

A m o n g  u n c e r t a i n t y  m e a s u r e s ,  p r o b a b i l i -
t y ,  p o s s i b i l i t y  a n d  n e c e s s i t y  m e a s u r e s
p l a y  a  r e m a r k a b l e  r o l e  e v e n  i f  o t h e r
f u z z y  m e a s u r e s  m a y  b e  w o r t h : c o n s i d e r i n g .
T h e i r  r e s p e c t i v e  a x i o m a t i c s  e m p h a s i z e
t h e  d i f f e r e n c e s  e x i s t i n g  b e t w e e n  t h e m .

T h e  d u a l  c o n c e p t s  o f  p o s s i b i l i t y  a n d
n e c e s s i t y  m a y  r e f e r  t o  s e v e r a f  s l i g h t l y
d i f f e r e n t  m e a n i n g s ,  e s p e c i a l l y  f r o m  t h e
o n e  h a n d  t h e  p h y s i c a l  p o s s i b i l i t y  a n d
n e c e s s i t y  w h i c h  r e l a t e  t o  t h e  r e s t r i c -
t i o n s  o n  p o s s i b L e  e v e n t s  d u e  t o  m a t e -
r i a l  c o n s t r a i n t s  a n d  o n  t h e  o t h e r  h a n d
t h e  e p i s t e m i c  p o s s i b i l i t y  a n d  n e c e s s i -
t y  w h i c h  r e l a t e  t o  t h e  p o t e n t i a l  s u r -
p r i s e  c a u s e d  b y  t h e  o c c u r r e n c e  o f  e v e n t s .
E v e n  i f  i n  t h i - s  l a t t e r  c a s e '  i t  s e e m s
p o s s i b l e  t o  d e r i v e  t h e  (  e p i s t e m i c  )  p o s -
s i b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  f r o m  a  p r o b a b i l i -
t y  d e n s i t y  ( v i a  a  f o r m u l a  s u c h  a s  ( 1 0 5 ) )  '
i t  d o e s  n o t  m e a n  t h a t  t h e  p o s s i b i l i t y
o f  a n  e v e n t  c a n  b e  e x p r e s s e d  o n l Y  i n
t e r m s  o f  i t s  p r o b a b i l i t y  ( I n d e e d '  t h e
o n l y  e x i s t i n g  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  p o s -
s i b i l i t y ,  t h e  n e c e s s i t y  a n d  t h e  p r o b a -
b i l i t y  o f  a n  e v e n t  i s  t h e  i n e q u a l i t i e s
( ee ) ) .

T h i s  s i t u a t i o n  c o n t r a s t s  w i t h  9 s  - f u z z y

m e a s u r e s  w h i c h  a r e  e q u i v a l e n t  t o  p r o b a -
b i l i t y  m e a s u r e s  t h r o u g h  a  r e g u l a r  t r a n s -
f o r m a t i o n  ( s e e  2 . I , ) .  M o r e o v e r ,  f o r m u -
1 a  (  1 0 5  )  a n d  (  8 9 )  e n a b l e s  t o  d e r i v e  p o s -
s i b i l i t y  . d i s t r i b u t i o n s  f r o m  s t a t i s t i c a l
e v i d e n c e ,  w h i c h  m a y  b e  i m p o r t a n t  f o r
f u z z y  s e t  m e m b e r s h i p  f u n c t i o n  e s t i m a t i o n .

T h e  r e l a t i o n  e x i s t i n g  b e t w e e n  S h a f e r r s
b e l i e f  t h e o r y  a n d  t h e  t r i a n g u l a r  n o r r n
a p p r o a c h  L o  f u z z y  m e a s u r e s  s t i l l  n e e d

t j * t  )

(  l o o  )

t h i s

(  1 0 1 )

(  1 0 2  )

( ] 0 r )

( 1 0 4 )

C o n t r a s t e d l y  w i t h
e a c h  X  .  d o e s  n o t

a l s o  o n  t h e  o t h e r

o f  o c c u t r e n c e  o f  a
d e p e n d s  o n  i t s  o w n
t h e  d i f f e r e n c e  b e t
t y  a n d  t h e  p r o b a b i
e l e m e n t a r y  e v e n t s .

h J h e n  X  =  l F r  ( 1 0 5 )

f
V x e  B  x ( x )  =  

/
,/x

T h u s  x  ( x )
a r e a  o n  t h e

c o r r e s p o n d s
f i g u r e  b e l o w
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3 2 1 - 3 4 7  .
t o  b e  c l a r i f i e d .  H o w e v e r ,  r e l a t i o n s  b e -

t w e e n  p r o b a b i l i t y  a s s i g n m e n t s  a n d  d e n s i -

t i e s  h a v e  b e e n  e x p l i c i t e d  f o r  a l l  i n t r o -

d u c e d  f a m i l i e s  o f  f u z z y  m e a s u r e s  w h i c h  b e -

l o n g  t o  b o t h  f  r a m e w o r k s .  [ u ] o r e o v e r ,  c o n s i s -

t e n c y  i n e q u a l i t l e s  h a v e  b e e n  e n c o u n t e r e d
e a c h  t i m e  w e  e x p l o i t  a  g i v e n  r e p r e s e n t a -

t i o n  o f  e v l d e n c e  f r o m  s e v e r e l  p o i n t s  o f

v i e w ,  L a s t l y ,  l i n k s  b e t w e e n  c o m b l n a t i o n

o f  e v i d e n c e  v i a  D e m p s t e r ' s  r u l e  a n d  i n t e r -

s e c t i o n  o f  f u z z y  s e t s  h a v e  b e e n  s t r e s s e d  '
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