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Matematica (Calcolo delle probabilitd). — Le funzioni carai-
teristiche di legge istantanea dotale di wvalori eccezionali. Nota ® di
B. pe FINETTI, presentata dal Socio G. CasTELNUOVO.

Scopo della presente Nota ¢ di risolvere alcune questioni che avevo
poste in una Nota precedente @), e che si riferivano allo stesso ‘argomento:
quello di studiare i legami tra le proprietd fisiche di una legge istanianea
d’incrementi aleatori®) e la forma analitica della corrispondente funzione ca-
ratteristica. Osserviamo, per giustificare 'importanza della presente ricerca,
che la conoscenza di detta forma analitica e del suo significato fisico &
necessaria per proseguire nella risoluzione dei problemi pratici sull’argo-
mento, che ho finora soltanto impostati ().

Avevo dimostrato nella Nota precedente che le funzioni caratteristiche
di legge istantanea (formalmente: le funzioni ¢ (1) tali che ¢*(t) &, per
ogni A>>o0, una funzione caratteristica (")), sono tutte e sole le funzioni

del tipo J:
et®=1 con p>o0 , x(t) funzione caratteristica,

o del tipo ], delle funzioni limiti di funzioni del tipo precedente (consi-
derando la convergenza uniforme in ogni’ intervallo finito). Dopo avere

(1) Pervenuta all’Accademia il 27 agosto 1931.

(2) Le funzioni caratteristiche di legge istantanea, « Rend. Lincein, 1930, 2° sem.

(3) V. Sulle funzioni a incremento aleatorio, « Rend. Lincei», 1929, 2° sem.; cfr. an-
che: Sulla possibilita di valori eccezionali per una legge d’incrementi alealori e Integrazione
delle funzfoni a incremento aleatorio, id. id.

(4) Clr. Le leggi differenziali e la rinunzia al detenmmsmo, «Rend Sem. Mat. di
Roma », Conferenza del § aprile 1930.

(5) Se @ (&) ¢ funzione reale mai decrescente, ®(— 00) = 0, D (+ o) = 1, si dice

funzione caratterisiica corrispondente la ¢(f) = f e8td®(§) (integrale di SIELTJES); una

funzione ¢ (f) si dice che ¢ una funzione caratteristica se ¢ ottenibile nel modo indicato
da una @ del tipo precedente.
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anche dato un criterio per distingucre, fra le funzioni del tipo |, quelle
del tipo (piti particolare) ], terminavo accennando tre questioni che rima-
nevano aperte per csaurire lo studio del problema. Nella presente Nota
vengono risolte due di queste tre questioni, e completata inoltre la prece-
dente ricerca. Precisiamo brevemente i risultati’ Considerata all’uopo la
distribuzione di masse per un asse § individuata dalla funzione caratteri-
stica QA(1), sia Dp(?) la funzione di ripartizione (= massa tra —co e &,
con che ¢*(1) =V/c"§‘d®;ﬁ(£)), e indichiamo con & (3) =®,(+0)—®,(—0)
la massa concentrata nell’origine. Avevo dimostrato che condizione carat-
teristica percht una funzione ]’ sia una funzione J & che esista un p>o0
tale che @ (2) > 1 — pA; dimostro ora che la semplice condizione a(A) >o0
(per ogni A >>0) equivale alla preccdente, ¢ che, considerando la funzione ca-
ratteristica, cid cquivale a supporre |log ¢ (#) | funzione limitata, ossia | §(2) |

limitata tra estremi positivi, od ancora —rlug $()—>o per t—>co. Ve-

nendo alle due questioni nuove: quella di caratterizzare le funzioni (ovvia-
mente del tipo J') prodotto di una funzione del tipo J per ¢* (con k reale

. .. I : . .
e = 0) & risolta dalla condizione ——t—-log § (1) — ik, e quella di caratterizzare

le funzioni che individuano una distribuzione di masse con delle masse con-
centrate (in punti o valori eccezionali di €) ¢ risolta riconoscendo che esse
si identificano effettivamente colle precedenti, come avevo affermato pre-
sumibile. '

1. Sia §(#) una funzione del tipo J:

+¢
(1) = erlx(®=11  con ,E;T:oz—lf x(Hdi=o,

-

come & sempre lecito supporre. Si sa allora che ¢ a(A)=¢—1*, e &'(0) = —p.
Abbiamo |logy ()| =p|x () —1|=12p poiché, per ogni funzione carat-
teristica, & sempre |x()|==1. Se ¢(1) & del tipo J, & quindi |log¢(t)]
limitata, e il massimo ¢ =2p. Supponiamo inversamente |log ¢ ()| <<k,
¢ quindi |log Y*()) | <<kA. Avendosi® |log (1 + x)|=log (1 + |*]),
scende ancora |¢*(t) — 1|<<eé**— 1, e quindi

(1) Considerando infatti 2 = log  come vettorc del piano complesso funzione del
punto 7, si ha dur=2u X du , du=dlogz = -dz—(—. Ponendo 3= Rei® = 1 4 pei®,
ed eseguendo la derivazione lungo il cerchio p = cost. si ha d; = ipei8d0=i(z —1)d0, e

(. 1 1 . 1 .
=z(t——i-e—'¢)=—-—l-{—sen(p+1(x—Fcosy) mentre % =1logR +i¢.

du

——==1
d

—1
1

~

Eseguendo il prodotto scalare R ‘—?g = — log R sen @ + @ (R — cos 9); si tratta di dimo-
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L[t +e
t—a() = lim - [I——Q)’-(t)]dt-élxm——f |1 — ()| dt =

-

+¢
N
= (¢t* — 1) lim — dt = ¢t*—1,
c>02C

—_c
La condizione «(X) > 1 — pA ¢ soddisfatta ; osservando che basta natu-
ralmente supporla verificata in un intorno a destra di A = o0, si pud addi-
rittura concludere che p = a’ (0) = k. E concludiamo: condizione necessaria
e sufficiente perché una funzione ]’ sia una funzione J & che |log ¢ (1) | sia
limitata; il massimo di |log§(#)| ¢ poi compreso tra p e 2p.

- : I
La condizione equivale anche a -——log ¢(t) >0 per t > oco. Tale as-

serzione cadrebbe in difetto nel solo caso che, per qualche valore di ¢,
| log §(t)| diventasse infinito, e vedremo che cid & impossibile. Non pud
infatti |¢(#)| diventare infinito, essendo per ogni funzione caratteristica
|¢(®)|=1, e non pudb nemmeno annullarsi, trattandosi di una funzione
caratteristica di legge istantanea. Supponendo infatti $(#) = o0, sarebbe
¢*(t) = o per ogni A>o0, mentre che, per A—o0, q;x(:) deve tendere
uniformemente ad 1 in ogni intervallo limitato (¥, -

2. Sia ora ¢ (1) prodotto di e* per una funzione ¢(¢) del tipo J; per

t — co avremo -;—- log ¢ (t) = —:— ikt + —:- log $(t) > ik. E inversamente,

se —I—log $() = ik, posto P(f) = g(f) e~ si ha che -‘- log $(H) >0,

¢ & una funzione J, e ¢ & il prodotto di ¢* per una funaone J. La seconda
questione ¢ pertanto immediatamente risolta, -

‘3. Passiamo infine a dimostrare che le funzioni caratteristiche di legge
istantanea ¢ (7) che ammettono dei valori eccezionali sono tutte e sole le

strare che tale derivata ¢ sempre positiva per o0 < ¢ < =m. Distinguiamo tre casi:
R<cose, cosp <R< 1, R>1. Nel 2° caso i due termini sono - positivi; nel 1° caso
¢ negativo il 1I termine, ma prevale il segno positivo del I:

—@(R—cos@) <tgp(cose —R) < (1 —R)senp < —log Rseng;

nel 3° caso ¢ negativo il I termine, ma prevale il scgno positivo del II:
14 {no p

@(R—cosg)>sene(R—cosp) > (R—1)senp >logRseng.

Non so se questa disuguaglianza sia nota, e se esistano dimostrazioni pitt elementari.

(1) Cio sembra cvidente per il significato della questione nella tcoria delle funzioni

‘a incremento aleatorio, ma sarebbe benc dimostrarlo. Una dimostrazione immediata si ha
supponendo finito lo scostamento quadratico medio :

~ Non volendo usare di questa proprietd, non ancora dimostrata, il criterio che daremo

al n. 2 va completato aggiungendo che |log ¢{#)| deve risultare limitato.
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funzioni del tipo ¢*]. Che una funzione caratteristica del tipo ¢ ] ammetta
sempre almeno il valore eccezionale £ =k & ovvio; meno agevole & dimo-
strare inversamente che se una funzione caratteristica di legge istantanea
¢ (#) ammette un valore eccezionale, essa & del tipo predetto.

Dobbiamo  richiamare qualche proprietd, Se ¢, e ¢, sono funzioni ca-
ratteristiche, la funzione caratteristica ¢, ¢, ammette dei valori eccezionali
se e soltanto se tanto ¢, che ¢, ne ammettono; in tal caso i valori ecce-
zionali di ¢, ¢, sono i valori del tipo &, + &, ove &, ¢ valore eccezionale
per ¢: e &, per ¢,. La massa concentrata in.un valore eccezionale € di
Yo & Ziprgs ove py & la massa concentrata nel valore eccezionale & rela-
tivo a ¢, e ¢» quella di § —&, relativa a ¢, (g» =0 se E—E, non ¢ va-
lore eccezionale per {¢,). Ne scende che Ja massima massa concentrata rela-
tivaa ¢; ¢, & non maggiore della massima massa concentrata di ¢, né di
quella di ¢, , e che, essendo P e Q la somma delle masse concentrate
relative a ¢; e ¢, & PQ 'la somma delle masse concentrate relative a §, ¢,.
Nel nostro caso, in cui si considerano le potenze ¢*, si ha in particolarc
che il totale delle masse concentrate relative a g* ¢ della forma e—** con
§ costante; appare poi() che di valori eccezionali ce n’¢ o nessuno, o0 uno
solo, o un’infinitd numerabile (mentre per altre funzioni caratteristiche, non
di legge istantanea, se ne potrebbe anche avere un numero finito qualunque).

Cominciamo dal caso che ¢ sia funzione pari, ¢ (— 1) = ¢(¥), ossia
che la distribuzione di masse che essa individua sia simmetrica :

(=8 =1—-0();

allora anche * ¢ pari, ossia @, (&) legge simmetrica, qualunque sia A. Tra
1 valori eccezionali figura certamente, qualunque sia A, Porigine £ = o,

. . A . . .
perche se & ¢ valore eccezionale di ¢, lo ¢ anche — &, per Pipotesi

1 Y

della simmetria, e per ¢* = ¢2".¢>" si ha cosi il valore eccezionale

Eo—E& =o0. E anzi nell’origine che si ha la massima massa concentrata :

dette p, le masse concentrate nei sincoli valori eccezionali &, relativi a
O

} ¢

qu"‘, tale massa, che gid abbiamo indicato a(d), ¢ 3, Pz, manifestamente
non minore di qualunque altra somma di prodotti =, p» pr,,; poiché la mas-
sima massa concentrata diminuisce moltiplicando fra loro delle funzioni
caratteristiche, scende poi che.a(A) ¢ funzione non crescente.

Sia.ora & un valore eccezionale per ‘Y*o; esso & ovviamente valore cc-
cezionale anche per ogni ¢* con A>>2, (essendo zero un valore eccezionale
per ¢*—%). I valori eccezionali di ¢* fanno quindi parte di un’infiniti nu-

-

1)
(1) Cir. Nota cit. Sulla /ugzbililr'l ecc., . 328, nota in calce.
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merabile di valori £, =0, £&,, £ &,, ... » £ &, +++ indipendenti da A,
ed & quindi '

» o
) =a(d) + 2, Q) [e%! 4+ e=%']  ove py(A) & la massa concen-

_ . trata in & (e in —§&)
+l }ww& (JLQ | ""w'”‘ a relativa a .
ua evenfiale J**”""Lwt"«.g N A .

Ci proponiamo ora di dimostrare che per A—> o0 ¢ «(A) = 1. Essendo
a(A) + 2T py (A) = e~* la somma delle masse concentrate, cid equivale
a dimostrare che X py (\) — 0. Ogni singola ps(A) tende certamente a
zero, perch¢ la massa ‘concentrata in un punto assegnato £,, considerata
come funzionale di @,0, il che non cambia nulla, di ¢, & semicontinua
superiormente; cio significa che se una funzione caratteristica variabile con-
verge verso una funzione caratteristica fissa, questa determina in &, una
massa concentrata non minore del limite della massa concentrata nello stesso
punto relativa alla funzione variabile. Nel nostro caso, dato che, per A—o0,
¢* — 1, e la funzione caratteristica = 1 non ha altri valori eccezionali
che Porigine ove & concentrata tutta la massa, si ha ps(A) —> 0. Perd le
f»(X) sono un’infinitd numerabile, e per poter concludere che & anche
Z p» () = 0 occorre una nuova osservazione. Fissiamo un e piccolo a pia-
cere, ¢ un valore arbitrario di A, ad es. A = 1; -essendo =, ps (1) conver-

s : .
gente, esisterd un N tale che X, ps (1) <<e-a(1). Per ogni A< 1 avre-
N-+1 :
(2.2
mo pp(1)=pr(AN)a(1 —A)=ps(A) (1) e quindi Nz,,p;, M) <<e. Ma
+1
N
Xibv(A) =0, e quindi, pur di prendere A sufficentemente piccolo, sard

i) <e, i,,pb(k)<2e. Quindi E;,pr,(l)eo, a(d)—>1, cv.d

Rimane a provare che « (A) tende a 1 in modo che -esiste p tale che
@ (A) =1 —pX; avremo allora dimostrato (limitatamente al caso simme-
trico) che la condizione « (A) > o0 equivale alla condizione x (A\) =1 — pA
con p>o0. La composizione dei valori eccezionali di ¢* e ¢» di per la
massa relativa a ¢A+# concentrata nell’origine il valore

«h + 1) = a(d) a(u) + 25 V) (o) = «(0) a) +

+ 2[Z ] [T pr ()] = () () + —[1 — €] [ — ()] -
L’equazione funzionale

90 + 1) = (M) o(w) + - [1—e )] [1 —o(W)],
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potendosi anche scrivere
3 B N N (VI
2 A+ —— %—% 7 P) —- f; 7o) — f
si riduce cosi ‘a una forma nota che di
_3_ _I_. — p—tA — :__I__ —_— r— A
TRO) =t g0) =1 — 20,

L’analoga disuguaglianza per o assicura che, preso 2, in modo che
oz()\o)>-?-(c1(') ¢he & possibile poich¢ sappiamo che «()) —> 1), e deter-
. . I . .
minato ¢ dalla relazione a(d,) = -3—(1 + 2¢7¢%), deve aversi in partico-

lare, per ogni X del tipo 2-7),, a(}) E-—;——{I —2e M > ——;—cl. La

disuguaglianza a (X + p) = «(}) a(p) rende poi manifesto che se la disu-
guaglianza o(X) > 1 — pX sussiste per un insieme di valori con limite infe-
riore nullo (come avviene nella precedente dimostrazione), essa vale per
ogni A. Si osservi che tale dimostrazione rende inutile la precedente quando

. . \ I

st sappia che ¢, per almeno un valore 1, «(A) >—: allora essa mosira

infatti che «(A)—> 1. Ma essa non basta invece ad escludere che possa
L

essere sempre o<a(7g)<~§—.

4. Con cid la trattazione del caso simmetrico & esaurita, stabilendo
cflettivamente i risultati enunciati; estendiamo ora le precedenti conclusioni
al caso generale. Essendo $*(¢) una funzione caratteristica di legge istan-
tanea dotata di valori eccezionali, lo & certamente anche P P (—1) che
¢ funzione pari, e che determina quindi una distribuzione di masse che ha
nell’origine una massa concentrata a(}), tendente a 1 per A= 0. Sia‘),

5 QN .
tale che a(A)>a E—;’-(}IS — x); anche la massima massa concentrata

di ¢* dev'essere allora >>a, e sia essa concentrata nel punto £ = E,.

<k ' . .
Anche §2 ° deve avere una massa concentrata >a, c si vede facilmente
\ ‘ 1 .
che essa non puo che essere concentrata nel punto &, = —;&o . Infatti ncl

punto 2§, la legge ¢*o ha una massa concentrata =>a* cavendosi a* + a =1,
si avrebbe concentrata nei due punti, supposti distinti, una massa > 1 , il
che ¢ assurdo.

Cost procedendo si vede che per A = 2="}, la massa concentrata nel

punto § =—;—;€° ¢ >a; € ¢id vale anche per qualunque altro A <<2,.

— 54 _




“snip

Vale ad es. per A = 'i—)m , avendosi in —3-3:',0 = —;— & + —-} £, unma massa

> ua?, e dovendosi avere d’altra parte almeno una massa concentrata >>a,
che non puo essere altrove. Collo stesso ragionamento la proprieta si estende
ad ogni A =m2=""% <X, € quindi a ogni A<<A; per la semicontinuiti

superiore di cui gode tale massa come funzionale di ¢*(¢) (definito qui ap-
presso), e quindi anche come funzione di A (.

Si ha, concludendo, una retta § = — &, di valori eccezionali per §*(t),

Ao

e ci si riduce, considerando ¢A(t) = Y*(4) -e_i::w, al caso in cui si tratti
della retta £ = 0. Inoltre la massa E(l) concentrata in § = o relativa a
$*(1) & per A << ), , non minore dell’analoga massa «(}) relativa alla fun-
zione pari ¢(0) P(— 1) = $() P(— 1), ed & quindi a(X)>aQ)>1—pi,
a(Q)>1—pi, c.d.d.

(1) Dal ragionamento precedente segue: condizione caratteristica delle funzioni J &
. : P . C, R
che sia, per almeno un A,a(A) > —;-(Vs —_ l)t_\_>0.618. - Tale limite numerico si pubd

verosimilmente migliorare, ¢ credo si potrebbe ridurre ad ¢—1 = 0.368 ; questo ¢ infatti
il massimo valore di una massa concentrata diversa dalla principale nel caso che mi sembra
debba cssere il pit sfavorevole in proposito (max pi(A): cfr. la nota cit. Sulla probabilita
ecc., p. 328).
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