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Studio delle omografie vettoriali
in relazione alle radici di I,(c —x)=0

Nota di BRUNO de FINETTI, presentata dal S. 0. 6. GIORGI

Sommario. — Ad ogni radice reale o coppia di radici complesse coniugate di 1, (o —2)==0
corrisponde uno spazio invariante di o a ¢, rispettivamente 2¢, dimensioni, se ¢ @ I’ordine.
di molteplicita della radice reale o rispettivamente di ciascuna delle due radici complesse
coniugate. Scegliendo opportunamente dei vettori apparfenenti a tali spazi invarianti si
pud ottenere un’ennupla che gode di proprieth semplici, ¢ risulta percid in molti casi
praticamente utile.

1. Se I'equazione 1, (o« —2) =0 ha n radici reali e distinte z, «,...x,
é noto che esistono n vettori linearmente indipendenti a,, a,, ..., a, tali che

08, =2, a,, 04, =Xy 8y,..., 0d, =Ty, A, -

Ci proponiamo di determinare un’ennupla di vettori che goda di proprieta
analoghe nel caso piu generale; oltre I'interesse teorico che tale risultalo
potesse presentare, sara spesso ufile in pralica, per facilitare 1'impostazione e
la soluzione di vari problemi, o per arrivare sinteticamente a delle conclusioni
semplici, di riferirsi momentaneamente a tale ennupla privilegiata.

Fu appunto da un problema pratico che ebbero origine queste ricerche:
per riconoscere la stabilita dell’equilibrio in un punto-zero di un campo di
velocitd (*), si é condotti a studiare le proprieta asintotiche dell’omografia e*2,

ove a & I'omografia % «derivata della velocita rispetto al punto P » cal-

(*) Per l'origine prima di queste ricerche, vedasi la seconda delle mic note: Conserva-
‘zione e diffusione dei caratteri mendeliani, Rend. R. Acc. Naz. d. Lincei, vol. V, S. 62, 1osem.,
fasc. 11 e 12, giugno 1927.
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colata nel punto-zero, A & un parametro, e I'esponenziale di un’omografia é
Pimportante operazione definita dal Giorer:

e* = lim (1 +——3-)n

E evidente che se o ha le n radici tutte reali e distinte, cosicche
oa; =x;a; (1=1,2,...,n), risulta ¢* a; = ¢™ a;, e I'omografia ¢* & con cid
completamente individuata, e in modo intuitivo. A un risultato analogo (*)
si pud arrivare, per il caso generale. in base ai risultati che stabiliremo nel
presente lavoro.

2. Se x ¢ radice reale, multipla d’ordine ¢ dell’equazione I, (a —z) =0,
Tomografia y==a—a ha caraileristica ¢ (cioé ha nulli gli invarianti d’ordine
n,n—1,..., n—c-+1, ma non I'invariante d’ordine » — c), e, come ho
dimostrato in altro recente lavoro (*), si possono determinare dei vettori
a,,4,,...,a, tali che, per un certo A;,

Yia=0, yAaE0  (i=1,2,....9

in modo che i vettori

2 Ay—1
a, Ya,, Y a,,..., Y a

2 hg—1
gy YAy, Y Agy ooy YO Ay

P A —1
sy YA, Y Asy.o o oy 'Y a,

risultino linearmente indipéndemi

~ Ogni vettore a; — vettore primitivo d’ordine h; rispetio ad (o — ) —
assorbe h; radici, e quindi Sh; = c. Nonostante I'arbitrarieta di cui si dispone
in generale per tale scelta, il numero t; dei .vettori primitivi d’ogni singolo
ordine A che vi figurano é fisso, e dlpende dal rango (numero delle direzioni
‘nulle indipendenti) delle potenze di y Detto r; il rango di ¥, & premsamente

=21y — (7‘5-—1 + Th+1) .

() V. « Sul comportamento di eM* e sul concélto di omografia stabile », Atti Pont. Acc:
Scienze, 1929. |
() V. « Caratteristica di un’omografia vettoriale », Atti Pont. Ace. Scienze, 1929.
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Consideriamo uno generico dei vettori a;; diciamolo a, e sia & il suo
ordine. Nel nostro caso, in cui y=a — x, sard

aa=(ya) - za
a(va) =(y*a) —+ r(va)
a(v*a)=(v*a) Hz(y’a)
. a(y*"2a)=(y""'a)4z(v*2a)
a(y*' a) = x (v a) .

Abbiamo cioé una successione di A vettori, che possiamo indicare

pb,=a, p,=vya, p3=Y239‘°'1 ph:yh—la
legati dalla relazione ricorrente

ap: = piy1 -+ ap:

(ove s’intenda psp = 0).

Di tale successioni ne abbiamo tante quant’¢ I'ordine di molteplicit della
radice di I, (e — ) =0, quando ciascuna si conti A volte; in tutto si hanno
cosi ¢ veltori linearmente indipendenti..

3. Se le radici di I,(a — x) =0 sono tuite reali, possiamo scegliere in
tal modo per ciascuna di esse tanti vettori linearmente indipendenti del tipo
considerato quent’é il suo ordine di molteplicitd; si ottiene complessivamente
un’ennupla di vettori, che, come faremo vedere, sono sempre linearmente
indipendenti..

Dimostreremo anzi, piu in generale, che sono linearmente indipendenti gli
spazi R; definiti dalle equazioni (o —x)"u=20, ove le x; siano le diverse
radici reali di 1,(a—x)=0. Cioé che, scelto comunque un vettore per
ciascuno di tali spazi, si ottiene sempre un sistema di vettori linearmente in-
dipendenti. Un vettore si dira linearmente dipendente. da un sistema di spazi
se & combinazione lineare di vettori appartenenti- ciascuno ad uno di tali spazi;
tale decomposizione & unica se gli spazi sono linearmente indipendenti.

Supponiamo di sapere che sono linearmente indipendenti i primi m spazi
R, ... R, relativi alle radici r,...r,, e dimostriamo che lo sono ancora gli
m 1 spazi R, ... R,y relalivi alle radici 7, ... 7,41. Scriviamo per brevita
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Tmi1 = &, € supponiamo che un veltore u, linearmente dipendente dai primi m
spazi, sodisfi 'equazione (o — z)*u =0. Scomponiamo u = 2u;, con u; ap-
partenente a R; (i=1,2,...,m), cioé tale che (a — z;)"uw;=0; gli u; sono
univocamente determinati. Osserviamo che il vettore (a — z)"u; sodisfa I'equa-
zione (a—ua;)"z=0 (infatli (@ — ;)" (a—&)"u;= (0 —1)" (¢ — )" u; =0)
e appartiene quindi, come u;, ad R;; perché risulti

(a—x)'u=Z2(a —a)*u; =0

dev’essere quindi (o — z)"u; =0 per qualunqué 1.

Rimane a dimostrare, per provare I'asserto, che cio implica u; =0, ed
¢ quindi u=20. E basterd all'uopo stabilire la proprieta: che un veltore
z5=0 nonr puo sodisfare I'equazione (o — )"z =10 contemporaneamente per
due valori distinti, z, e z,, di = |

Sia infalti (o — z,)"z = (0 — )"z =10, ¢ sviluppiamo

(a —a,)" 5= [(a.—— "171) + (wl - mz)]nz_—_— (wi‘—— m,)”z + %i (?) (Tl "‘l’z)ﬂ-i (“ - mi)i Z 3

sia ora A il massimo intero per cui (a — )"z 0 (certamente 0 < /1 <n)
avremo

(a—z ) (@ =) 2= (o, ~ ) (a= e P a3 (]) 0, = (a = 2 )z =
= (2, — )" (a —z )z

e d’altronde
(0 —a ) (@ —2)"z=10

da cui |
(@, — )" (¢ — mi)hz =10,
(2, —a,)"=0
T, =z, .

4. Sia a +1b una radice complessa di I,(a—a)=0. Allora anche a—1b
& radice della stessa equazione, e, moltiplicando, si deduce 1,,[(«— a)*+b*]=0.

Ponendo 5='%~ (a—a), risulta 1,(B*+1)=0; esiste u per cui Bru=—u,

e allora anche Bu gode della stessa proprieta:

B* Bu = pp* u=f(—u) =—fu .
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E per ogni veltore z del sistema’lineare (a 2 dimensioni) determinato da u

e Bu sara ancora B*z= — z Esiste quindi una giacitura a due dlmenswm
dentro la quale &

a=a-bf , e p?P=—1.

E questo, mufata solo la for ma, il teorcma stabilito da Bukeatr (); si rilevera
I'analogia fra B e 4, e quindi fra Iespressione a—+bf ¢ la radice a--ib,
che rende perfetto il riscontro fra la proprietd ora ricordata e quella ben nota
delle radici reali (esistenza di una direzione per la quale a=rz).

5. Sia ¢ Pordine di molteplicita della radice a--1b (e quindi anche di
@ — 1b). Allora la caratleristica di (o« — a)® 4 b2 & 2e. Dimostriamo, ¢io che
& la stessa cosa, ma rende piu breve e intelliggibile la scrittura, che se i e
— ¢ sono- radici mulliple d’ordine ¢ per 1,(B—z) =0, la caralleristica di
B*—+1 & 2¢. Infalti il termine non nullo di grado minimo nei polinomi

L(B~+i+1z) e I, (B —i—iz) & quello in 2; sard quindi il lermine in z*
il primo non identicamente nullo in

LB+ i+ iz) 1o (B — i —iz) =1, [B* -+ (1 + )] —
C =LIE+ 1)+ @+ =
= (B 1)+ @2+ 2%) L (B* - 1) + Qo+ 2%)* ., (B 1) +
+ o @ 2L (B 1)+ @0 4 2ty

Per cio occorre e basta che siano nulli i primi 2¢ invarianti: La(B*+1)=0
(h < 2c), ¢ sia 1o (B*41)5£0.
Sia b un vellore primitivo d’ordine % per (p* + 1): sia cioé:

(B4 1Fb=0; (1) b0 ;

non esiste un vetlore y lale che b= (24 1)y.
Dimostriamo che anche Bb gode delle medesime proprietd. Infatti

(B* 41" .Bb=p.(B 41y b=0;
(B*+1)*'.Bb=5.(p* + 1) b5£0 ,

~ (}) Bureatn, Sulle equazioni alyebriche' a mairice, Boll. U. M, I, Anno Vi, N. 2,
Aprile 1928.
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altrimenti sarebbe anche
B.BB*+1)b=0, B+ 1) b=F+1)""b#0;

e se fosse (B* 1)y = Bb, sarebbe (8*4-1) (b — By)=2>n, e csisterebbe
cioé un vettore z=»b — By tale che (B*-+1)z=">.
Otteniamo cosi due serie di vetfori accoppiati

b B +1b @*+1p ...  @E+Db
b (B*+1Bp  (BH1PBL ... (1D

che risultano tutti linearmente indipendenti; anzi, piu in generale, se si co-
mincia col fissare ad arbitrio un vettore primitivo del massimo ordine possibile,
e se ne deduce la duplice serie che ne d}leriva, si fissa poi un vettore primitivo
del massimo ordine disponibile, linearmente indipendente da tutli quelli 'pre-
cedentemente ottenuti, e se ne deduce analogamente la duplice serie che ne
deriva, e cosi si procede finché esistono vettori primitivi indipendenti da quelli
gia scelli, si arriva a un sistema di 2¢ vetlori linearmente indipendenti.
Dimostriamolo. 1 vettori scelti fino a un certo punto e quelli da essi dedotli
formino un sistema di vettori c: linearmente indipendenti, e si fissi b indi-
pendente da essi. Allora, per cose note (*), é un sistema di vettori linearmente
indipendenti quello formato dai ¢; e b, (84 1) b, (8° 4-1)*b,..., ¢ se fosse
Bb = Z\; ¢; si ricaverebbe B* b= (p*+ 1) b — b = 2k; fe:, veltore linear-
mente dipendente dai ¢; perché i vettori del tipo Pfe: dipendono linearmente
dai ¢:, cid che appare evidemé, e nel modo che studieremo in seguito. E allora,
per le proprieta ricordate poc’anzi, si ha ancora un sistema di vetlori linear-
mente indipendenti aggiungendo ai ¢; i vellori della duplice serie che deriva
da b. Cio giustifica induttivamente l'ipotesi dell'indipendenza "dei vetlori gia
oftenuti, e conduce a concludere che, procedendo nel modo indicato, si arriva
‘a un sistema di vettori linearmente indipendenti. Essi sono in numero di 2¢
~perché tale & la caratteristica di (B*-}-1); possiamo anche osservare che i
numeri [, f,, ..., & dei veltori primitivi -d’ordine 1,2,..., %k sono tutti
pari, e cio implica che ogni potenza (B*-}- 1) di (B*<1) ba il rango 74 pari,
e che non si possono’ avere vetfori primitivi d’ordiné h> c (e, a maggior

(1) V. il mio lavoro gia citato: Caratteristica di un’omografia velloriale.
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. " n "
ragione, d’ordine h > "2—) perche- é

n>%%=t+2,+...4bts+... 2kt >2h, se (,50.

Studiamo ora come ( operi sui vettori di due successioni accoppiate

b B+1)b #4176 ... (B*+1)*b
pp. (B*+1pp (B 1)Bb ... (B*+1)** pb

che indicheremo per comodita di scrittura

q, 49 4q; .. g
q, 4y 49 . .. Qi .

Se ¢ é dispari, t =2m 1

‘3(121;1 1= B (62 + ])”t b == q2m+2
ossia
Ba: = qin

Se 1 & pari, t = 2m -} 2
Baamiz = B.(B2+1)" Bb = (B* + 1) b — (B*+1)" b = qanis — Qawt

ossia
Bq: = qijy1— qi-1

(ove s’intenda @441 = 0).

6. Ritornando al nostro problema, cioé allomogrifia «=a-}- 568, avremo:
¢ dispari :
aq: = aq; +bqiy1 ,
i pari:
ugq;=aq;+ b(qiy1 — qi-1) -

Di successioni come q, ...q2 ne abbiamo 2¢, quando ciascuna si conti
2h volte, e questi 2c vetlori sono linearmente indipendenti tra loro. Essi so-
disfano tutti 1'equazione [(a — @)+ b*]"z=0; si osservi anche che se
b =0 essa si riduce a (¢« —a)* z=0, che ¢é effeltivamente sodisfatta dai
vettori .relativi alla radice reale a.
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Per ciascuna delle radici reali o delle coppie di radici complesse coniu-
gate di I,(a — ) = 0 potremo scegliere nei modi indicati tanti vettori linear-
mente indipendenti (di serie dei tipi p 0o g, a seconda che le radici sono
reali o complesse) quant’é il suo ordine di molteplicita. Avremo complessiva-
mente un'ennupla di vettori, che, anche in questo caso generale, risultano
sempre linearmente iudipendénti.

La dimostrazione non differisce sostanzialmente da quella sviluppata al
N. 3 per il ‘caso delle radici reali.

Siano R; gli spazi relativi alle radici (o coppie di radici) z:= a;= 1b;,
e supponiamo siano linearmente indipendenti i primi m spazi, definili dalle
equazioni

[(a—af)2+bi2]n2:0 (i=1’2a--'-sm)3

dimostriamo che sono linearmente indipendenti gli m -+ 1 spazi relativi alle
radici &, , 2y, ...y Ty Lo

Scriviamo brevemente 1= = a 2=1b; dobbiamo dimostrare che se
un u linearmente dipendente dai primi m spazi, u=2u; (1 =1, 2,.. ., m),
sodisfa P'equazione

u==~0.

-

[(a—a) + 6" 1"u=0,
Osserviamo che il vettore [(a — a)® 4 b*]"u; sodisfa I'equazione

[« — @ +81 2 =0,
(infatti

[(a—a)* +b21" (e — a)*+ 61" m;=[(a— a)* + b*]"* [0 — a;)*+b2)" u,;=0)

e apparliene quindi, come u;, ad R;. Come nel caso delle radici reali dovremo
dunque avere [(a — a)* 4 0*]"u; =0, e ci0 implichera w;=0, u=90, e
provera cioé il nostro assunto, se potremo dimostrare che un vettore zz%=0
non puo sodisfare I'equazione [(a — a)® - %] z=0 contemporaneamente per
due coppie distinte, (a,, b,) e (a,,b,), di numeri (a, b).

Avendo gia considerato il caso di due radici reali (b, = b, =20), ¢i limi-
teremo al caso in cui una almeno delle radici & complessa, e supporremo
quindi b, 5 0.
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Sia pz +q il resto della divisione di [(# —a,)*+b,%]* per [(z—a,)*+b,*],
avremo

[(¢ — a,)* + 01" = pu+ q +v

ove I'omografia y contiene a fatlore [(« — a,)* -+ b,%).
Se z ¢ lale che

[(o—a)*+ 61" z=[(a —a) + b, 2=0,

indicando con £ il massimo intero per cui [(«—a,)*+ 014250 (e sard
0 < h<<nm), avremo

(e —a)* + bV vz=0,

e quindi
[(e—a) + 1% [(a —a,)* + 0] z2=[(a —a,)* + b*]* [paz + ¢z] = 0.
Cio implica p=¢ =0 altrimenti sarebbe infatti
av = af(a — ) 40,1 z
linéarmente dipendente da
v=[a—a)+07z,

ossia, essendo vs£0, uv =Av (A numero reale). E allora

[(“ - a1)2 + biz] V= [(X - a4)2 + biz] v # 0

(ché (A — air)” >0, b,*>0), assurdo peiché é per ipotesi
(le—a)+ b 1v=[(c — )+ b ] 2z=0 .

Dev’essere dunque px -+ ¢ =0, ossia [(x — a,)* -+ b,%]* divisibile per
[(x —a)*+b,2]. Le radici a,==1b, del divisore debbono essere quindi
radici anche del dividendo; esso ha le sole radici a, £=1b,, e si conclude che
a, xib, =a,=1b,, c.d. d.
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7. Gli spazi R; sono spazi invarianli per «; se diciamo spazio invarianle
tsolato di o uno spazio R quando:
1)'R non dipende linearmente da aliri spazi invarianti,

2) ogni spazio invariante R’ contenuto in R dipende linearmente da altri
spazi invarianti (pure necessariamente contenuti in R),

avremo che gli spazi R; sono tulti e soli gli spazi invarianti isolati di «.
Tutto lo studio della struttura degli spazi invarianti di un’omografia «
si pud fondare sulla traccia di questo lavoro. Come risultato teorico questo
sarebbe certo il pill interessante, e ho intenzione di svilupparlo in seguilo; per
ora mi serviva, per lo scopo pratico di cui al principio, un’ennupla di vettori
che godesse di certe proprieta semplici, e tale ennupla é stala determinata.




