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Sulle operazioni dell’analisi vettoriale
che non dipendono dalle nozioni metriche

Nota di BRUNO de FINETTI, presentata dal S. 0. GIOVANNI GIORGI (%)

Sommario. — § 1. Distinzione fra nozioni metriche e nozioni omografiche nel calcolo
vettoriale, e sua importanza. — § 2. Algoritmo generale dei sistemi lineari e operatori li-
neari. — §§ 3-4. L’integrazione e la derivazione come nozioni omografiche. — §§ 5-10, Tra-
sformazione in integrali di campo di integrali estesi al contorno; operatori differenziali Z,
.che ne danno la piu generale éspressione algoritmica. — §§ 11-14. Gli ordinari div, grad, rot',
Rot come casi particolari degli operatori Zn.

§ 1. — Per dare al calcolo veltorizle un ordinamento soddisfacente dal
punio di vista critico, per renderlo facilmente atto a larghe eslensioni, per
raggiungere la massima semplicitd e generalitd nell’algoritmo, rilengo sia som-
mamente opportuna ¢d abbia importanza essenziale la distinzione sistematica
dei concetti metrict e dei concetti omogrdﬁci, chiamando cosi quelli che hanno
-caratlere invariantivo rispetlo ad ogni omografia (trasformazione affine), e cioé
quelli che dipendono soltanto dalla proprieta dei veltori di costituire un si-
stema lineare (secondo Burari-Form e Marcoroneo). Ho potuto conslatare e
apprezzare in diverse ricerche i vanlaggi di questo modo di procedere, che
mi sembrano veramente notevoli, e cerchero qui di giustificare tale asserzione
sviluppando secondo i concelti accennati un punto particolare del calcolo vel-
toriale: quello degli operatori differenziali che servono per le trasformazioni
d’integrali. ‘ .

Prenderemo come solo dato di parlenza la definizione di sistema lineare
(secondo B. F. e M.): una classe di enti U tali che la somma di due U, il
prodotto di un U per un nume'ro, siano sempre degli U (*), e non interde-
remo posta alcuna limitazione al numero delle dimensioni (che potrd anche

() Nella seduta del 21 aprile 1929.
(?) Burari-Form ¢ MarcoLoneo. Transformations linéaires (A. V. G. Vol. 1).
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essere infinito). Dopo un breve riassunto dei mezzi di calcolo necessari, sta-
biliremo un teorema sulla trasformazione in integrali di campo di integrali
estesi al contorno, che & il risultato pitt ampio che si possa ottenere sullar-
gomento, e vedremo come gli ordinari div, grad, vot, Rot siano adattamenti
a casi particolari ed esigenze pratiche speciali di un’unica operazione assai
generale, concettualmente semplice e spontanea.

§ 2. — Gli enti che ci occorre considerare nel campo o spazio U sono
le omografie (operatori lineari) per gli U

[z,y essendo U,p un numero: a(z+y)=ur+ay , « (pa}) =p (ax)] .

U e V essendo sistemi lineari, le omogratie fra 'U e V costituiscono pure
un sistema lineare, che indicheremo H (U,V). Potremo considerare quindi delle
omografie tra U e H (U,V), che indicheremo H, (U,V), e cosi di seguito, po-
nendo per induzione H,,, (U,V)=H (UH, (U,V)). Le H, (U,V), iperomo-
grafie d’'ordine n tra U e V, sono operatori che applicati successivamente a
n elementi di U, x,z,...2,, producono un V che dipende linearmente da cia-
scuno degli x; (1==1,2,...,n). Si noti che un’ iperomografia d’ ordine n ¢ a
fortiori iperomografia d’ordine » per r << n, avendosi

H. (U,V)=H, (UH, .. (U,V)).

Se o & un’iperomografia d’ordine n, indicheremo k,o I iperomografia
dello stesso ordine tale che
k.ow,r,..0,=az,..2,2,.
Avremo
2 — /
k.S oz, z,2,..0,=ax,.. 2,0, 2,, ..,

k,,,"“aa&"’i ey Xy = QXX By, k,"a=a y kn”-l-c—_—khf , k,” i=k,bn~4 .

Una classe particolarmente notevole di iperomografie sono quelle che go-
dono della proprietd alternativa (a @, x, ..., € funzione lineare alternata di
T,y ... T, 0Ssia cambia segno scambiando tra loro due delle x). Diremo ipe-
rassiale d'ordine r un’iperomografia almeno d’ordine r che gode della pro-
prieta alternativa rispetlo ai primi 7 argomenti; & facile vedere che condizione
caratteristica é che

kra=(—1)*t1q (h=2,3,..,7).
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Se « & iperassiale d’ordine r si ba az, ... 7, = A. o &, 2, sele x
-dipendono linearmente dalle 2’ e A ¢é il detenmmdﬂ{e della sostituzione. In
particolare az, ... z, =0 se le =, ...z, non sono linearmente indipendenti; se
¢ soltanto in tale ipotesi che ax, ...z, si annulla, I iperassiale si dice propna,
altrimenti degenew Se m & un’iperassiale propria d’ordine r, e ax, ..z, —
=z, :z-,, lo x dipendono linearmente dalle 2’ e il determinante della S0-

-stiluzione e 1; allora anche per qualunque altra iperassiale a d’ordine r é
AT, . Bp=aX,..&,, & si pud porre a=2>Ax ove A & un operaiore lineare.

§ 3. — Pur non avendo considerato né¢ volendo considerare i concelli
melrici (quali: distanza di due punti, modulo di un vettore, prodolto interno
di due vetlori, ortogonalita, angolo, ...) polremo intredurre I integrazione.
L’integrale .d’ un’ omografia su una linea si puo definire nel modo usunale.
Dei casi nuovi, consideriamo dapprima, per fissare le idee, quello di due di-
‘mensioni, interpretando il sistema lineare U come il sistema dei veltori. Se
axy é funzione lineare alternata dei veltori z e y (a & iperassiale di 2° or-
dine), e dividiamo comunque il triangolo orientalo (z, y) che ha come due
lali consecutivi £ e y in una somma di triangoli ugualmente orientati (z, , y,),
(®54 Y2)y - (T4 y4a), si ha ovviamente, per quanto precede, che

a.ml = az, Yy, + oz, Yot o 0 Yo

Inversamente, perché cio si verifichi, « deve essere iperassiale di 2° ordine.
Le iperassiali determinano dunque funzioni additive degli elementi d’area orien-
tatli, e cio basta a far presumere che, sotto ipolesi molto larghe, saranno atte
-2 dar luogo a un procedimento d’integrazione.

Sia o (z) un’iperassiale di 2° ordine fra U e V, funzione dell’elemento
-di U, e 5 una figura orientata continua a due dimensioni. Se. sostitniamo a
una figura poliedrica a faccette (riangolari (z, ,y,), (Ts 3 U3)y vory (T Y)

L I ~ ]

o

. . . s . 1 ) 1 / Y Y. ek el aopel
sommiamo i termini 7 (2:) @: y: (*), dove « (3,) & l'iperassiale corrispondente

- un_punto della faccelta i-esima, e facciamo tendere la figura poliedrica a G,
in generale la somma considerata tendera a un limite (che sara un V)e che
potremo in tal caso indicare, per definizione,

f a : inlegrale di o su o,
/G

(*) La divisione per 2 si fa volendo che il valore oxy competa non al triangolo, ma al
parallelogrammo, di lati z, y, ¢ questo ha area doppia.
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Lo stesso vale se a(z) & iperassiale d’ordine n e ¢ figura orientata a n
dimensioni: se a un prismelto parallelepipedo orientato di lati (o spigoli)
T, &, ... 7, facciamo corrispondere «(z). z, @, ... z,, dove z é un punto del
prismetto, per la proprieta additiva e la nozione di.limite resta definito I'in-
tegrale di « esteso a o: ”

I
[

E’ poi ovvio che, cambiando I orientamento, I’integrale cambia di segno;
che scomponendo s in due parti ¢’ e ¢” ugualmenle orientate é

J=L+L

che se ¢ e ¢” hanno una parte comune con orientamento opposto i contri--
buti di queste due parti si elidono, e, indicando ¢ la figura residua, si ha

ancora
Jo+So=l.-

In altre parole: la somma degli integrali estesa al contorno di piil pezzi adia-
centi. di una figura (e aventi quindi parti del contorno comuni) é uguale al-
l’iuylegrale esteso al contorno della figura complessiva (eliminando quindi le
divisioni interne). -

Volendo dare forma precisa alle definizioni ora adombrate si incontre--
rebbero dei punti delicati e si presentercbbero molle possibili varianti di det-
taglio; comunque, almeno nell’ipotesi pit semplice delle funzioni continue, il-
poco che abbiamo detto dovrebbe essere certo sufficiente a definire 'integrale
senza ambiguita. Nostro intendimento & qui piuttosto di illustrare un concello-
che di precisarlo, ed & percio che sembra preferibile sorvolare per ora sulle-
questioni critiche.

1 noti integrali di superficie:

j;andc , fcando-

si possono tradurre secondo la definizione ora data (e quindi eliminando t
concelli melrici) se si pone

nds = % dP N8P (do triangolare ; lati dP , &P) ,
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vxy=v XxA\y , Bxy ='d(x/\J’);

v e B risultano iperassiali di 2° ordine rispettivamente fra veltori e numeri
e fra vettori e vetlori

(ryx=vXyA\x=—vXx\y=—rvxy ; fyx=—fxy).
Sommando i lermini del tipo

1o arse , Loparsp,

si hanno al limite gli integrali rispeltivamente di v e di f, cioé

Lv=LV><n-dc , L.B-——;Lando .

8 4. — Se fr &-un ente lineare funzione del punto  z di U definiamo
(ove esista) la derivata di f-nel punto 2, qfr, come quell'omografia tale che

(afz)y = lim 71,; [/‘ (@ + my) — fw] :

0, con notazioni meno rigorose,
(4 fr) . do = [ (2 + dz) — .
Si ha
af+9=af+ay ., amf)=m.af (g & lineare).

Ponendo
af=aqaf , a**f=qqa*f,

otteniamo le derivate successive. Per P'inverlibilita delle derivazioni sara or-
dinariamente

(@’fr) x, 2y =(a*f0) 7, 2,

in generale (q*fz) 2, «, ... z., sara indipendente dall’ordine delle z, ...,.
Se fr & un V, qfr & una H(U,V), g*fr wna H, (U,V).
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§ 5. — E’ chiaro che Iintegrale di qf su un arco di linea s da T, a x,
é uguale alla differenza tra i valori di f negli estremi :

far=r—fa,

Una funzione il cui integrale su un arco di linea dipende soltanto dagli
estremi, e non -dal cammino percorso, si dira esallamente inlegrabile (ter-
mine usuale corrispondente : differenziale esallo); condizione caratteristica ¢
ovviamente che sia nullo I'integrale esteso a una qualunque linea chiusa. Se
una funzione & esatlamente integrabile, esiste un'altra funzione di cui essa
é la derivata (determinata a meno di una costante additiva arbitraria). Infatti
Pintegrale di f da 0 a 2 & una funzione di z la cui derivata é la stessa f.

§ 6. — E’ interessante stabilire Iequazione differenziale cui [ (supposta
derivabile, ecc.) deve soddisfare per essere esallamente integrabile (analoga.
alla rot v=10 perché¢ v = grad o, ‘o‘ v X dP =0).

Se [ & esaltamente integrabile, esistera g tale che f= (g allora

af=a'y,
e avendosi ‘ ‘
(@*92) yz == (¢* 92) zy
dovra essere
(afr) yz— (afzx) 2y =0 .

Ponia n;o .
(Lfz) yz = (afz) yz — (qfr) 3y

0ssia

tf) 2= (1 — k) (afe)

Condizione necessaria per I'esatta integrabilitd di f é allora Zf=0.

Tale condizione é anche sufficiente: lo prova una formula per la trasfor-
mazione di integrali che possiamo riguardare come una prima generalizzazione
del teorema di Stokes.

§ 7. — La formula accennala é la seguente :
| i 1f = f |
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dove s & un circuito (orientato, cioé percorso in un senso delerminalo), e o
un diaframma (orientato in modo corrispondente) di cui s & il contorno.
Dalla definizione scendé intavto chiaramente che

(tfe) 2 = — (fi) sy »

ossia (Lfr) é iperassiale di 2° ordine funzione del punto z; é quindi lecito
parlare di integrale di Zf su di un campo ¢ a due dimensioni.

Per dimostrare |’ uguaglianza, almeno pei casi in cui ci si puo affidare
senza pericolo d’errore alle nozioni generiche sulla proprietd additiva e sul
passaggio al limite, bastera dunque provare che essa & vera per un paralle-
logramma « infinilesimo » di lati dP, 3P. Se f(P) ¢ un’ omografia funzione del
punto P, nell’intorno cowsiderato si polra porre

f(P+dP) =[(P)+ (afP) . dP:

la circuilazione di f sul contorno del parallelogrammo (percorso nell’ ordine:
dP, 3P, — dP, — 5P) sard allora ‘

[(P).dP 1 f(P+dP). 5P — (P +OP) . dP — [ (P). 8P =
—[f (P dP)— [ (P)]. 88 — [/ (2 4-8P) — [ (P)] . dP =
— (qfP). dP. P — (qfP). 5P . dP = (LfP).dP 3P  c. d. d.

Se 1f =0, la circuitazione di f & nulla, e [ & esaltamente integrabile.

$ 8. — Nel caso generale in cui [z é un’iperassiale d’ordine n, s é una
figura chiusa a » dimensioni, v una figura a n <1 dimensioni che ha per
contorno o, vale analogamente la formula:

Jr=Jr

dove Z, & un’operatore differenziale lineare di primo ordine di cui il Z pre-
cedente ¢ caso particolore per n=1: Z, =1.
I 7, successivi sono cosi definiti:

(Zz fil') TyXy Ty = — (ﬂfx) ryr Iy — (('/J‘) Ty Ty Ty — (wa) Ty Xy Xy
(Zs /'T) Ty &y Xy &g = ((]fa') Ty ¥y Ty Ly — (DI'T) T, &, Ty X, +
+ (Gfa') Ty Xy Ty Ty — ((Ifw) Ly &y Xy Ty

. . * » . . . . . . . . . . . . . -
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In generale

(ufr) v, 2, = — (— 1) (qfp) 2, ... 7, — (afr) z, ...z, —
= (=1)"(qfr) Ty Xy — ... —(qf®) @, ... T, .

Mediante gli operatori k, si pud scrivere

Z,=— %( — 1y g d

In particolare Z, = (1 —k,) q (come gia sapevamo), Z,=—(1 +k,+k.2) q,
Z3=(l —k, +k42—k43) a, ecc.

Ponendo n=10 la formula darebbe L,=—q. E’ opportuno definire
cost anche Z,, perché tutte le formule valide in generale per Z, sussistono
ponendo n =0 e Z, = —q. '

Dimostriamo anzitutto che (Z,, fz) é iperassiale d’ordine n 1, ossia che,
$€ 1,1, ... 1, & una permutazione dei numeri 0, 1, ..., n, si ha

)T @i wi = (L, D2, ...,

col segno + o — a seconda che la permutazione ¢ di classe pari o dispari.
‘Operiamo dapprima la sostituzione ciréolare sugli n -1 elementi che porta
al primo posto ¢,, e poi quella che melte a posto gli altri, e opera soltanto
sugli n elementi successivi:

iJ“Jﬁﬁ iy 6,4 1 Q+n) ii".in)
01 ../ \0 1 .. g (1’0—‘(—1...1'0—}—n

(scrivendo m = resl (m, n 4 .) secondo la solita convenzione).
Si ha

(Z“ fl') 'T"o w"o+l bl wio-?'“ = kion'?'l (Z”/a") 'xo J" ...».l’n =
= —— ;i (—- ')n(ﬂ-“‘ kn+i'o+’ ((lfw) x,..r, =
” .
== 3, ()R (fe) 2y = (— 1) (L) 3, .. 3, ;
a1y & appunto pari o dispari insieme alla classe della sostituzione circolare.

Rimane a dimostrare che ¥ asserto vale relativamente alle permutazioni
sugli indici successivi. Osserviamo che fz & per ipotesi an’iperassiale d’ordine n,
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e quindi @fr & un’ omografia che produce iperassiali d’ordine n; (qfz)x;, &
iperassiale d’ordine n, e quindi lo & anche (Z,fr)z;,, con che I’asserto &
dimostralo.

§. 9. — Per giustificare la formula generale

fr=fr

procediamo come al § 7- considerando il prismetto a n 1 dimensicni dv che
ha per spigoli d,P, d,P, ..., d,P, e orientalo posilivamente rispetto a questo-
ordine della successione. Le faccie del prisma sono 2 (n -} 1) prismi ad » di-
mensioni due a due paralleli; ogni faccia si trasporta nella parallela spostan-
dola di d.P (o — d;P), ove d:P & 'unico spigolo del prisma che non é anche:
spigolo della faccia. |

Occorre una convenzione per stabilire I'orientamento del contorno di una
figura orientata; bastera stabilirla per un prisma. Siano z, o &, gli spigoli di
una faccia d’un prisma a n -+ 1 dimensioni e z, lo spigolo non appartenente
alla faccia, diretto nel verso lale da trasportarla nella faccia parallela. Diremo
orientamento positivo della faccia quello corrispondente all’ordinamento z, ... 2,
o quello opposto a seconda che I’ordinamento z, ... z, z, & posilivo o nega-.
tivo rispetto all'orientamento del prisma. Due faccie opposte (parallele) hanno
sempre orientamento contrario.

L’integrate di f(P) esteso al contorno del prisma dt sard una somma di
termini del tipo

[(P).diy, P.digy P oo diy P — [(P - diP). iy, Py, P iy P =
— —(fP). d:P.di, P. ... .diy, P

presi con segno - o — a seconda dell’orientamento. La classe della sosliluzione

(i—(})—] iTQ v t )

. n

& n(i41); sommando rispetto a tutte le coppie di faccie (1 =10,1,...,n)
con segno (— 1)"¢+Y si ottiene appunlo

g (— 1)+ Ky, (— gfP) . dy P d, P. .. .d,P=(L,[P).d,P.d,P.....d,P.

s
z
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Sommando a tulli i primi dx, e eliminandosi anche qui il contributo delle
faccie interne. e essendo o il contorno di T, si ha

Lfr Z”/.zf,,f c.v.d.

§ 10. Dalla formula precedente scende che

for

dipende soltanto dal contorno & di v. Come corollario: esso & nullo se < é una
figura chiusa (senza contorno).
Una funzione gr (iperassiale d’ordine n funzione del punto z) che gode
di queste proprield (conseguenze I'una deil’altra) :
a)set et
. mune, & sempre

" sono figure regolari a n dimensioni col contorno in co-

Joo=Jo0:
b) se v & figura regolare a n dimensioni chiusa (senza contorno) &
sempre
WELE
T
la diremo esaltamente integrabile sulle varietd a n dimensioni. Per n=1 si
ha la definizione precedente. |
Abbiamo quindi: qualunque sia f, 7, é esaltamente integrabile sulle
varield a n 4 1 dimensioni.

Condizione necessaria e sufficiente perché ¢ sia esaltamente integrabile
sulle varieta a n dimensioni & ovviamente

(, L,g=0
qualunque sia v, ossia Z, g = 0. Si ha quindi subito il teorema
2oy, 1.f=0.
o particolare, per n =0, 7,2, = —ILq=0,Zq=0 (Cf. § 7).
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Sappiamo anzi che se Zf =0, f ¢ della forma f=qg. Pud anche affer-
marsi in generale che se Z,., f=0 esista g tale che f=1, ¢? Pur non
essendo riuscito finora a dimostrarlo, sembra assai probabile sia vero sempre,
come inducono a persuadersi alcuni casi particolari che rileveremo.

& 11. Traduciamo questi risultati nel caso particolare dell’ordinario calcolo
vettoriale (usando le notazioni di Buraui-Forti ¢ MarcoLoN6o).

Quel che ci interessa mettere in luce & che gli operatori differenziali pra-
ticamente cosi importanti del calcolo vettoriale classico non sono che casi par-
ticolari dei nostri Z,, e precisamente dei primi tre: Z,, Z,, Z,. E chiaro che
7, ecc. non servono nello spazio ordinario, perché in uno spazio a n dimensioni
ogni iperassiale d’ordine = n ¢ identicamente nulla. Ma Z, comparirebbe appena
si introducesse la quarta dimensione, e cosi via.

§ 12. Gli operatori che equivalgono a Z, sono rot e Rot; le differenze
sono peramente formali.

Se u ¢ un vettore funzione del punto P, u>< & un’omografia (fra vettori
e scalari) funzione di P, e quindi Z(u’X) sard un’iperassiale di 2° ordine,
funzione di P, fra vettori e numeri. In altri termini

[Z.(uX)-P]xy=(—(ff;; X)Xy—(—%y)xx

¢ uno scalare funzione lineare alternata di x, y. Ma & noto che ogni funzione
lincare alternata di x, y, nell’S;, é funzione lineare di z=x A\ ¥, e che
se a(z) ¢ uno scalare funzione lineare di z esiste ed ¢ univocamente deter-
minato un vettore a tale che a(z) = a><z. Esiste quindi un vettore, e lo
si indica rot, u, tale che "

ro,u X x ANy=[L.(aX).Plxy.

Se o & un’omografia vettoriale funzione del punto P,

d d
(LaP) xy = (71% x)y — (E% y) x

& per lo stesso motivo funzione lineare di x A y: esiste quindi una e una sola
omografia, e la si indica K Rot, Ka, tale che

K Rot, Ka (x A ¥)= (LaP) xy .
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§ 13. Gli operatori che equivalgono a Z, sono div e grad. )
Sia @ un veltore funzione del punto P, e indichiamo » I'iperassiale tale
che uxy =u>x A\ y. Avremo '

_ _\(du du ) * du )
(Z,uP)xyz= 3 (ZiT’ x) XyNz+ ((W y( XzN\x+ (@ z) X x/\ys ,
che é uno scalare funzione lineare alternata di x, y, z. Ma allora si sa che
esiste ed é univocamente determinato uno scalare, e lo indicheremo — div, u,

tale che
—divvu. x Xy N\ 2=, uP) xyz .

Se o & un’omografia funzione del punto P, ¢ indichiamo & I’iperassiale tale
che a xy =a(x A\ y), avremo

(1 ab) xyz =~ (7 x) A9+ (37) (1 2+ (55 2) A3 |

funzione lineare alternata di X, Y, z. E esiste analogamente un veltore (uni-
vocamente determinalo), che si indica — grad, a, tale che

—gradea. Xx Xy A z=(I, aP) xyz .

Nel caso in cui m & uno scalare :

grad, m X = — 7, mP .

Soslituire gli operatori ordinari ai Z, significa dunque soltanto sfruttare
i noti teoremi dell’Introduzione C. I, 9 dell’dnalyse Véctorielle Génerale I
(BuravLi-Forr e MarcoLongo) che permetiono di sostituire, nell’S;, scalari, vettori,
omografie, ovunque si incontrino iperassiali di secondo e lerzo ordine. Che cio
costituisca una semplificazione dal punto di vista pralico & indubbio; concet-
tualmente pero é piti semplice la definizione dei L., perché vale non solo nell’S,,
ma in ogni spazio lineare, perché non dipende dai concelli melrici, ¢ mette
piu chiaramente in evidenza le analogie.

§ 14. Al teorema

Sur=fr
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corrispondono, nei casi citati i soliti: |

fdivu.d-::——}u)(n.dc

j.gl‘ad a. df,=~J'an . ds
juxdp=jn><rotu.da

fa dP:j KRotKon.ds

al teorema

Loy Tnf=0
i seguenti

rot grad m =10

du
KROlKW——-‘ 0

divrotu=0
grad KRotK a=0 .

E noto che inversamente

grad m %‘—;— , rolu, KRotKa,

sono gli integrali generali delle equazioni differenziali
rolx=0, KRotKE=0, divx=0, grade=0 .

E questo il fatto che giustifica la supposizione del § 10: che Z,f sia
Iintegrale generale dell’equazione differenziale Z,,, z =20.

Roma, ottobre 1928 A. VI.
(Istituto Centrale di Statistica).







