1.-

MATO0231 - Algebra II para Licenciatura
Prova P3

Mostre que o nimero real

a =119+ *V11 + 888 V11750 + 333 **V/115775 4+ 999 **V/118777

é algébrico sobre Q e que dirr(a, Q) < 9871. (1.5 pontos)
Resposta:
O ntmero real v: = *%/11 é algébrico sobre Q pois ele é raiz, por exemplo, do polinémio

p(z) = 2987 —11 € Q[z]. Por Eisenstein aplicado ao primo 11, obtemos entdo que p(z) é irredutivel
sobre Q e portanto, p(x) = irr( **V/11,Q). Isso implica que [Q[ **V/11]: Q] = 9871. Observa que «
é uma combinagdo linear sobre Q@ de poténcias do elemento ~. Portanto a € Q[ **3/11]. Como a
extensdo de corpos Q[ **V/11] de Q ¢ finita temos que qualquer elemento de Q[ **V/11] ¢é algébrico
sobre Q. Assim « é algébrico sobre Q e o corpo Q[a] é um subespaco de Q[ **3/11] sobre Q. Logo
[Q[a]: Q] <9871. Como [Q[a]: Q] = dirr(a, Q) obtemos o resultado desejado.

Sejam K C L uma extensdo de corpos e a € L algébrico sobre K. Mostre que se [K[a]: K] é um
niimero fmpar, entdo K[a] = K[a?]. (1.5 pontos)

Resposta:
O elemento o € K[a] e portanto também é algébrico sobre K, K[a?] é um corpo extensao de K
e K[a?] C Kla]. Assim estamos na situagio K C K[a?] C K[a] e

[Kla]: K] = [K[a]: K[o?]] - [K[a®]: K].
Como o? € K[a?], temos que dirr(a, K[a?]) < 2 e portanto [K[a]: K[a?]] < 2. Nao pode ser
2 porque isso implicaria que 2 divide o ntimero fmpar [K[a]: K]. Logo [K[a]: K[a?]] = 1. Isso
implica que K[a] = K[a?].

Seja v uma raiz do polinémio f(z) = 2® 4+ 2% + 1 € Zy[x] e considere o corpo Zs[y].
(a) Encontre a, b, c € Zy tais que

(P +NO*+ 1) =a+by+ ey’

(b) Se 4 for uma outra raiz de f(z), acontece que (6% + §)(62 + 1) = a + b6 + ¢§? para os mesmos

a, b, c anteriores?
(1.5 pontos)

Resposta:
(a) Como 7 é raiz de o3 + 22 + 1, temos que > + 72 + 1 = 0. Entdo temos que
PN+ D) =1+ 7 =90+ )+ =
Logo temos que a = b =0, c = 1.
Também poderfamos dividir z* + 23 + 22 + 2 entre 23 + 22 + 1 e obterfamos
sttt e =@ 224+ 1)+ 2%

Zz [w]

Isso implica que ¥4 4~2 +~+% +~ = 42. Lembra que CaFmsyyAm|

leva T — 7.

2 Zs[v], onde o isomorfismo

(b) Observa que 6 + §% + 1 = 0, e portanto podemos fazer o mesmo que antes, obtendo que
(0% +6)(0% + 1) = 6%. Logo os a, b, c sdo os mesmos que antes.



4.- Considere o polinomio f(z) =27 — 11 € Q[z].

(a) Encontre 3,¢ € C tais que Gal(f(z),Q) = Q[3,&]. (1 ponto)
(b) Calcule [Gal(f(x),Q): Q]. (1.5 pontos)
Resposta:

(a)

Consideremos o ntimero real § = v/11 e £ uma raiz sétima primitiva da unidade. Por exemplo
£ = cos 2F +isin 2*. Entédo as rafzes do polinémio z” — 11 sdo 8, B¢, BE2, BE3, BEH, BED, BES.
Logo por definicao Gal(f(z), Q) é o corpo Q|B, B, BE2, BE3, BE, BED, BES]. Claramente temos
a inclusao de corpos QI[f, B¢, BE2, BE3, BEL, BED, BES] C Q[B, €] pois todos os elementos (¢!
pertencem ao corpo Q[3,£]. Por outro lado, se um corpo contém S, 3¢, entdo ele contém
também B~ e B71(BE) = €. TIsso implica que Q[B,&] C Q[B, B¢, B2, BE3, BE?, BEP, BEO] e
portanto Gal(f(z), Q) = Q[B, &].

Observa que

[Q[B,¢]: Q] = [Q[B,¢]: Q[A]] - [Q[8]: Q]
e também

[Q[8,€]: Q] = [Q[8,€]: Q] - [Q[¢]: Q.
Por outro lado [Q[3]: Q] = 7 pois o polindémio 7 — 11 ¢ irredutivel sobre Q por Eisenstein
aplicado ao primo 11 e assim irr(3,Q) = 27 — 11. Por outro lado temos que [Q[¢]: Q] = 6
pois como 7 é primo o polindomio irr(¢,Q) = 28 + 2% + 2% + 2% + 22 + 2 + 1. Entdo isso,
junto com o anterior, implica que 6 | [Q[5,£]: Q] e 7 | [Q[B,&]: Q] e portanto 42 | [Q[S,&]: Q].
Agora como, por exemplo, [Q[8,£]: Q[F]] < [Q[¢]: Q], pois dirr(&, Q[F]) < dirr(&,Q), temos
que [Q[B,&]: Q] < 42. Tudo isso implica que [Q[B,&]: Q] = 42.

5.- Considere o corpo K = Q{\Sﬁ, \/ﬂ

(a) Calcule [K: Q. (1.5 pontos)
(b) Encontre uma base de K sobre Q. (1 ponto)
(c) Calcule [Q[\Sﬁ—i— \/ﬂ : Q] (1.5 pontos)
(d) Encontre irr (\3ﬁ—|— V2, (@). (1 ponto)
Resposta:

(a)

[K: Q) =[K: Q7] [QV7]: Q] = [K: Q[vV2]] - [Qlv2]: Q.

Por um lado temos que [Q[v/7]: Q] = 3 pois irr(V/7,Q) = 2* — 7 j& que o polinémio 2% — 7 é
irredutivel sobre Q por Eisenstein aplicado ao primo 7. Por outro lado temos que [Q[v/2]: Q] =
2 pois irr(v/2, Q) = 222 ja que o polinémio 22 —2 é irredutivel sobre Q por Eisenstein aplicado
ao primo 2. Assim temos que 3 | [K: Q] e 2 | [K: Q] e portanto 6 | [K: Q].

Agora podemos argumentar como no exercicio 4(b) ou da seguinte forma: como [Q[v/7]: Q)
e [Q[v2]: Q] tem méximo divisor comum igual a 1, entdao [Q[V/7,v/2]: Q[v2]] = 3 e portanto
[K:Q]=3-2=6.

Uma base de Q[v/2] sobre Q é {1,v/2}. Uma base de Q[v/2, ¥/7] sobre Q[v/2]] é {1, /7, V72}
pois observa que o anterior implica que [Q[v/2,V/7] : Q[v2]] = 3. Portanto uma base de
[K: Q] é o conjunto obtido como produto dos elementos das duas bases. Assim uma base B

de K sobre Q é
1 V3, V7, VT BT AT = (.



()

Temos que Q[v/7 + /2] C K e entdo 6 = [K: Q] = [K: Q[V/7+v2]] - [Q[V7+v2]: Q]. Logo
[Q[V7 + v2]: Q] = 1,2,3 ou 6. Também sabemos que uma base de Q[+/7 4 v/2 sobre Q é
da forma 1, /7 4+ /2, (V7 +v2)2,..., (V74 v2)" onde n = irr(¥/7 + v/2,Q). Consideremos
os elementos 1, /7 + v/2, (\3ﬁ + \/5)2, (fﬁ + \/5)3 e expressemos eles em termos da base B.
Assim obtemos que 1 = (1,0,0,0,0,0)5, ¥/74+v2 = (0,1,1,0,0,0)5, (V7+v2)> =2+ V72 +
W27 =(2,0,0,1,2,0)5 e (VT+v2)? = T+2V2+6YT+V2/T+3vV2V72 = (7,2,6,0,1,3)5.

Escalonando a matriz

100 0 0O
011000
200120
7 2 6 0 1 3

é facil ver que esses quatro elementos de Q[\sﬁ + \/5] sao linearmente independentes sobre Q.
Isso implica que a dimensdo de Q[+/7 4 /2] sobre Q é pelo menos 4, e como as possibilidades
eram 1,2,3,6 temos que [Q[v/7 +v/2: Q] = 6.

Por um lado, se fazemos o = T+ \/Q, obtemos que o — V2 =7 , € elevando ao cubo temos
que o +6a~7=2- (2 + 3a?). Agora elevando ao quadrado obtemos que a® — 6a* — 14a3 +
1202 —84a+41 = 0. Logo ¥/7++/2 é raiz do polinémio 28 —6z* — 1423 + 1222 —84x+41 € Q[z]
que pode ser complicado provar que é irredutivel em Q[z] com os métodos de irredutibilidade
que conhecemos.

Mas, sabemos que irr(v/7++/2, Q) é monico de grau 6 e que divide a qualquer polinémio de Q[x]
do qual ¥/7++/2 seja raiz. Isso implica que irr(/7+v/2,Q) = 26 —62* — 1423 + 1222 — 841 4-41.



