MAT5797 - Tépicos de Algebra
Prova P1

1.- Sejam My, ..., M,, R-médulos & direita e defina M = @ M;. Seja
i=1

fir fiz oo fin
H = [Homp(M,;, Mi)] = : fi; € Homp(M;, M;)
fnl fn2 s fnn
(a) Mostre que H é um anel com as operagoes: (0.5 pontos)

(fij) + (9i) = (fij + 9ij)

(fi)(9i3) = (hij) onde hij =Y firgi;-
k=1

(b) Mostre que H é um anel isomorfo a Hompg (M, M). (0.8 pontos)
(c¢) Dizemos que um R-mddulo a direita Sg é simples se S # 0 e os tinicos submédulos de S sao
{0} e S. Mostre que Hompg(S, S) é um anel com divisao. (0.7 pontos)
(d) Suponha que M = @ S, onde S é R-médulo & direita simples. Mostre que o anel
Hompg (M, M) é isomorfo a M,,(D) onde D é um anel com divisao. (0.4 pontos)

2.- Seja R um anel. Seja
0-U—-V—->F—=0 (1)
uma sequéncia exata curta de R-moédulos a direita onde F' é um R-moédulo livre. Mostre que a
sequéncia exata (1) cinde. (1.2 pontos)

3.- Seja R um anel. Sejam f: A — B e g: A — C homomorfismos de R-médulos & direita. Dado o

diagrama do pushout de f e g B
A——C

A
B—2>D
Mostre que se g é injetor, entao o também ¢é injetor. (1.2 pontos)

4.- Considere o seguinte diagrama comutativo de R-médulos & direita e homomorfismos de R-médulos
a direita 0 0

J,f if
T
, . p
0 C’g RN B c”g 0
o }
0 0 0

Suponha que as colunas sao exatas e as duas linhas inferiores sao exatas. Mostre que a primeira
linha é exata. (1.2 pontos)



9.- Sejam R um anel e
05Xx3v 4% z-0 (2)
uma sequéncia exata curta de R-mddulos a esquerda.
(a) Seja {M;}icr uma familia de R-mddulos & direita tais que a sequéncia de grupos abelianos

v, ® v, ®
0> M, X ML>¢M1*®RY Ml—>wMi®RZ—>O

é exata para todo ¢ € I. Mostre que
1 Q¢ 1y QY

0->MpprX — M®rY — M®rZ—0
é exata onde M = @ M. (1.5 pontos)
iel
(b) Se a sequéncia (2) cinde, mostre que a sequéncia de grupos abelianos
lw®e 1wy

0>WerX —" WRrY — W®rZ—0

é exata e cinde para todo R-médulo & direita . (1.1 pontos)

Escolha um dos seguintes exercicios

6.- Seja R um anel comutativo.
(a) Mostre que as R-élgebra M, (R) @ g My, (R) e M, (R) sdo isomorfas para quaisquer inteiros

positivos m, n. (1.2 pontos)
(b) Sejam A e B duas R-algebras. Mostre que as R-dlgebras M,,(A) @ g My (B) € Myn(A®R B)
sdo isomorfas para quaisquer inteiros positivos m, n. (1.2 pontos)

7.- Sejam R um anel Mg um R-médulo & direita e g N um R-médulo & esquerda. Suponha que existem
T1,..., Ty € M, y1,...,yn € N tais que

n
O:in@)yi €M ®grN.
i=1
(a) Mostre que existem submdédulos finitamente gerados My de M e Ny de N tais que satisfazem
as seguintes duas condicoes.
(i) Para todo i € {1,...,n}, 2; € My, y; € Np.
(11) Z?:l T, QY = 0 em My ®g Np.
Dica: Construgdo do produto tensorial. (1.2 pontos)
(b) Mostre que Y i ;@ y; = 0 em M’ @p N’ para quaisquer submédulos M’ < M e N’ < N
com My C M’ e Ny C N'.
(¢) Suponha que My é um grupo abeliano. Dado o homomorfismo de grupos abelianos

e:M—->Mc@,Q, z—2®1,
mostre que kere = {z € M: existe n € Z tal que zn = 0}. (1.2 pontos)



