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MAT5797 - Tépicos de Algebra
Lista 8

* Seja K um corpo. Mostre que todo K-espaco vetorial é plano.

* Seja R um anel e g P um R-mddulo & esquerda plano. Mostre que para toda sequéncia exata de
R-médulos a direita

Qp n
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a sequéncia de grupos abelianos

n 1 n
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é exata.

* Sejam {M;: i € I} uma familia de R-médulos a esquerda e M = @, ; M;. Mostre que M é um
R-médulo plano se, e somente se, M; é plano para cada i € I.

* Sejam R um anel e (I,<) um conjunto parcialmente ordenado e dirigido. Seja

((Ni)ier, (gog: N; — Nj)i<;j) um sistema direto de R-mddulos & esquerda onde N, é plano para
cada i € I. Mostre que N = li_n}lNi é plano.

* Seja R um anel e seja M um R-médulo a direita. Mostre que se todo R-submdédulo finitamente
gerado de M é plano, entdo Mp é plano. (Observacdo: o reciproco é falso. Por exemplo: seja
R =7/47. Rg ¢ plano. Seja N o submédulo de Rg dado por N = {0,2,4,6} = Z/4Z. Considere
a inclusao Z /27 — Z/8Z, 1 — 4. Mas N @r Z/27Z — N ®pr Z/87Z nao é injetora pois 0 #2® 1
204=8®1=0)

* Seja R um dominio comutativo.

(a) Mostre que o corpo de fragoes de R é um R-mddulo plano.

(b) Mais geralmente, seja S C R tal que (a) 1 € S, 0¢ S; (b) SS C S. Mostre que RS™! é um

R-médulo plano.

Sejam R um anel Mz um R-moédulo a direita e g /N um R-mddulo a esquerda. Suponha que existem
L1y Tn € M, y1,...,yn € N tais que

n
0=> 2@y € M@ N.
i=1
(a) Mostre que existem submddulos finitamente gerados My de M e Ny de N tais que satisfazem
as seguintes duas condigoes.
(i) Para todoi € {1,...,n}, z; € My, y; € No.
(ii) Z?:l x; ®y; =0 em My®gr Ny.
Dica: Construgao do produto tensorial.
(b) Mostre que Y i ;@ y; = 0 em M’ @ N’ para quaisquer submédulos M’ < M e N’ < N
com My C M’ e Ny C N'.

Seja R um anel e gN um R-médulo a esquerda. Mostre que gV é plano se, e somente se, para
todos R-médulos a direita finitamente gerados Xg, Yr e homomorfismo injetor a: X — Y de
R-médulos temos que o ® 1 € injetor. Dica: Exercicio 7.

Sejam D1, ..., D, anéis com divisao e nq,...,n, inteiros positivos. Mostre que todo R-médulo é
plano onde R = M,,, (D) X - -+ x M, (D,).
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Seja ¢: R — S um homomorfismo de anéis. Podemos considerar S como um R-mdédulo a esquerda,
todo S-médulo M & direita como um R-mddulo & direita fazendo mr = mp(r) e, de forma similar,
todo S-médulo N a esquerda como um R-médulo a esquerda. Se o R-mdédulo a direita Pr é um
R-mdédulo plano, entao o S-médulo & direita P’ = P®p S é um S-médulo plano. (Dica: para todo
sM, S®s M = M)

* Seja R um dominio comutativo. Se P é um R-mdédulo plano, entdo P é livre de tor¢ao.
Mostre que Q é um Z-médulo plano mas nao é um Z-médulo projetivo.

* Seja R um anel.

(a) Seja {P;};cr um conjunto de R-médulos a direita. Mostre que P =
somente se, P; é projetivo para cada i € I.

(b) Seja {E;}icr um conjunto de R-médulos a direita. Mostre que E = []
somente se, E; é injetivo para cada i € I.

i1 Pi € projetivo se, e

icr Fi € injetivo se, e

Se D é um anel com divisao e n um inteiro positivo, entao todo M, (D)-médulo & direita é projetivo.

Seja R um anel e Pr um R-médulo & direita finitamente gerado. Mostre que Hompg(P, R) é um
R-médulo projetivo finitamente gerado a esquerda.

* Seja R um anel e P um R-mdédulo & direita projetivo. Mostre que para toda sequéncia exata
de R-médulos a direita

Qp n

o Apn A B A

a sequéncia de grupos abelianos
--+ — Homp(P, Any1) A Hompg (P, A,) Uy Hompg(P, A1) — -
¢é exata.

* Seja R um anel e Eg um R-mddulo & direita injetivo. Mostre que para toda sequéncia exata de
R-médulos a direita

e Ap S AL Ay
a sequéncia de grupos abelianos

an*

.-+ = Homp(A,, E) “> Homg(Api1, E) “5 Homp(Apio, E) — -
é exata.
Se D é um anel com divisdo e n um inteiro positivo, entdo todo M, (D)-médulo a direita é injetivo.

Seja I um ideal a direita de R. Mostre que
(a) Se I for um R-médulo (a direita) injetivo, entdo I é um somando direto do R-mdédulo a direita
Rpg.
(b) Se I for um R-médulo (& direita) injetivo, entdo I é um R-mdédulo projetivo.
(¢) O reciproco de (b) nao é verdadeiro.

Seja R um anel.

(a) A soma direta de R-médulos a direita divisiveis é divisivel.

(b) O produto direto de R-médulos & direita divisiveis é divisivel.

(¢) Um somando direto de um R-médulo & direita divisivel é divisivel.

(d) Um submédulo de um R-médulo a direita divisivel pode nao ser divisivel.

(e) Seja (I, <) um conjunto parcialmente ordenado e dirigido. Seja ((M;)icr, () : M; — M;)i<;)
um sistema direto de R-moédulos a direita onde M; é divisivel para todo ¢ € I. Mostre que
@Mi é divisivel.



21.- (Teorema do isomorfismo adjunto, segunda versio) Sejam R e S anéis. Dados rA, sBgr e sC,
existe um isomorfismo natural

T;LB’CZ Homg (B ®g A,C) — Hompg (A, Homg (B, C)),

definido para cada f: B&r A — C,a € Aeb € B, como 7 5 o(f) = 7'(f): A — Homg(B,C),
a— o7'(f), onde ,7'(f): B—=C,b— (b®a)f.

22.- * Prove o seguinte lema produtor de injetivos.

Sejam R e S anéis. Sejam N um (R,.S)-bimédulo tal que g N é um R-mddulo & esquerda plano
e Zg um S-médulo a direita injetivo. Mostre que N = Homg (N, P) é um R-médulo & direita
injetivo.

23.- Sejam R um anel, H um grupo e R[H] o anel de grupo. Mostre que Homyz(R[H], Q) é um R-médulo
a direita injetivo.

24.- Seja R um anel. Consideremos as categorias Mod-R e as subcategorias plenas proj-R dos R-médulos
projetivos a direita finitamente gerados, e R-proj dos R-médulos projetivos a esquerda finitamente
gerados.

(a) Mostre que se P é um R-médulo & direita projetivo finitamente gerado, entao
D(P) = Hompg(P, R) é um R-médulo & esquerda projetivo finitamente gerado.

(b) Mostre que se @ é um R-médulo & esquerda projetivo finitamente gerado, entédo
D'(Q) = Hompg(Q, R) é um R-mdédulo & direita projetivo finitamente gerado.
(¢) Mostre que D define um funtor contravariante entre as categorias proj-R e R-proj. Mostre
ue D’ define um funtor contravariante entre as categorias R-proj e proj-R.
q g proj e proj
(d) Mostre que D é uma dualidade com “inverso” D', ou seja, D'D é naturalmente isomorfo a
lproj-Rr, € DD’ é naturalmente isomorfo a 1R-proj-

25.- Sejam R e S anéis. Sejam pMg, rNg (R, S)-bimddulos.

(a) Explique como age o funtor — ® gz M : Mod-R — Mod-S.

(b) Mostre que um homomorfismo de (R, S)-bimédulos ~ : M — N, m +— m, determina uma
transformagcao natural entre os funtores — @z M, — @z N: Mod-R — Mod-S .
(Note a importancia de ser homomorfismo de (R, S)-bimédulos, ndo s6 de R-médulos).

(¢) Seja Freegr a subcategoria plena dos R-mddulos & direita livres. Mostre que se M é livre
como S-modulo, entao a restricao de — ® g M induz um funtor Freer — Freeg.

(d) Seja projr a subcategoria plena dos R-mddulos & direita projetivos finitamente gerados.
Mostre que se M for projetivo e finitamente gerado como S-mdédulo, entao a restricao de
— ®pr M induz um funtor projr — projs.

26.- Sejam k um corpo, R uma k-dlgebra e R® := R ®;, R°P. Sejam L e N R-médulos 3 esquerda. Seja
M um (R, R)-bimdédulo.
(a) Defina estruturas de R°-médulo & esquerda em M e em Homy (L, N). (N&o precisa provar, sé
explicita-la).
(b) Defina um homomorfismo de k-médulos injetor
Homp(M ®p L, N) — Homp. (M, Homy (L, N)),  fr 7

onde ~/: M — Homy (L, N), z s &/
(¢) Prove que a definigdo que forneceu em (b) é de fato um homomorfismo injetor de k-mdédulos.
(Dica: Prove de maneira similar ao teorema do isomorfismo adjunto)



27.- Seja R um anel. Dizemos que um homomorfismo de R-mdédulos & direita f: M — N fatoriza

por um projetivo se existirem um R-mdédulo projetivo a direita P e homomorfismos de R-mddulos
a: M — Pef: P— N tais que f = Sa

! N
N

P
Para cada par de R-mddulos a direita M e N, definimos o subconjunto P(M, N) de Hompg(M, N)
como

M

P(M,N) = {f € Homg(M, N): f fatoriza por um projetivo}.
(a) Seja f: M — N um homomorfismo de R-médulos a direita que fatoriza por um projetivo,
ou seja, f € P(M,N). Se 6: @ — N for um epimorfismo de R-médulos & direita com Q
projetivo, mostre que existe um homomorfismo de R-mdédulos a direita v: M — @ tal que

f=0v.
(b) Aplicando o funtor Hompg (M, —) ao homomorfismo ¢: @ — N mostre (usando (a)):

Para cada par de R-mé6dulos a direita M e N, P(M,N) é um subgrupo de Hompg (M, N).
(¢) Mostre que os seguintes dados definem uma categoria C:
Hompg(M, N)

P(M,N) ’
More(M,N) x Morc(L, M) — Morc(L,N), (B,@) — Ba,

onde L, M, N sao R-médulos & direita e a € Hompg (L, M), 8 € Homg(M, N).

Obj C = Obj Mod-R, More(M,N) =

(d) Se R for da forma R = M, (D) onde D é um anel com divisao, como é a categoria C definida
em (c)?

28.- Seja f: R — S um homomorfismo de anéis sobrejetor com I = ker f.
(a) Seja M um R-mdédulo a direita. Considere o R-médulo M /M. Para cada m € M denotamos
por m a classe de m em M/M]I.
Mostre que M/MI pode ser munido de uma estrutura de S-mddulo & direita da seguinte
forma:
Para cadam € M, s € S, ms:=mr onde f(r) = s.
(b) Definimos o funtor F': Mod-R — Mod-S da seguinte forma:
(i) Se M for um R-médulo & direita, definimos F'(M) := M/MI.
(ii) Se a: M — N é um homomorfismo de R-médulos a direita, definimos F(a): FM —
FN, como F(a)(m) := a(m), para todo m € M.
Mostre que F(«) estd bem definida e que F é, de fato, um funtor.

(¢) Considere o funtor G := — ®p S: Mod-R — Mod-S. Mostre que os funtores F' ¢ G s@o
naturalmente isomorfos (equivalentes).

29.- Seja ORD a categoria definida como segue:

- Os objetos de ORD sao os conjuntos da forma {1,2,...,n}, exatamente um conjunto para
cada inteiro positivo n, munidos da ordem usual.
- Os morfismos a: {1,2,...,n} — {1,2,...,m} sdo aplicacdes que preservam a ordem: se

i < j, entao (i) < alj).
Seja BFreer a categoria definida como segue:
- Os objetos de BFreer sao todos os pares (F, B) onde F' é um R-médulo livre & direita com
base B = {f1, fa,..., fn}, considerada como conjunto ordenado sob a ordem f; < f; se i < j.
- Um morfismo a: (F,B) — (F’,B’) é um homomorfismo de R-mdédulos a: F — F’ tal que
a(B) € B’ e a restricdo ap: B — B’ é uma aplicagao de B em B’ que preserva a ordem.
Mostre que as categorias ORD e BFreeg sao naturalmente equivalentes.



30.- Seja R um anel. Dizemos que um R-médulo & direita M é fielmente plano se satisfaz as duas
seguintes condigoes:
(i) M é um R-mdédulo plano,
(ii) para todo R-médulo & esquerda X, se M ® g X = 0, entdo X = 0.
Mostre as seguintes afirmacoes:
(a) Todo R-médulo & direita livre nao nulo é fielmente plano.
(b) Q néo é um Z-médulo fielmente plano.
(¢) Se M for um R-mddulo & direita fielmente plano e N é um R-mddulo & direita plano, entdo
M & N é um R-médulo a direita fielmente plano.
(d) Suponha que M é um R-mdédulo & direita plano. Mostre que M é fielmente plano se, e somente
se, M ®r R/I # 0 para todo ideal & esquerda préprio I de R.



