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MAT5797 - Tépicos de Algebra
Lista 7

Seja C uma categoria. Sejam A, B objetos de C.

(a) Mostre que o morfismo identidade 14 é tinico.

(b) Dizemos que um morfismo f € Morc(A, B) é um isomorfismo se existir g € More(B, A) tal
que gf =14 e fg =1p. O morfismo g é chamado o inverso de f. Mostre que o inverso de
um isomorfismo é tnico.

Moste que um isomorfismo é um epimorfismo e um monomorfismo.

Mostre que um morfismo em Sets é um epimorfismo se, e somente se, for sobrejetor.

Mostre que para qualquer subcategoria C de Sets, um morfismo sobrejetor é um epimorfismo.
Como consequéncia obtenha que nas categorias Mod-R, Ab, Rings, Top, ...um morfismo
sobrejetor é um epimorfismo.

(d) Mostre que para qualquer subcategoria C de Sets, um morfismo injetor ¢ um monomorfismo.
Como consequéncia obtenha que nas categorias Mod-R, Ab, Rings, Top, ...um morfismo
injetor é um monomorfismo.

(a) Mostre que um morfismo em Sets é um monomorfismo se, e somente se, for injetor.

Dizemos que um grupo abeliano D é divisivel se, para cada € D e cada n € N, existe 2’ € D tal
que x = nz' = x'+ o +a'.

(a) Mostre que Q e Q/Z sao divisiveis.

(b) Mostre que a imagem homomorfica de um grupo abeliano divisivel é divisivel.

(c) Mostre que a subcategoria dos grupos divisiveis D.Ab é uma categoria plena de Ab.
(d) Mostre que a projecao canénica Q — Q/Z é um monomorfismo em D.Ab mas néo é injetor.

* Dadas um par de categorias a direita C e D, podemos formar a categoria produto C x D como
segue. Os objetos de C x D sao pares (C, D), onde C é um objeto de C e D um objeto de D. E
um morfismo

(7,0): (C,D) = (C",D")
em C X D é um par de morfismos

v:C—=C", 6:D— D",

pertencentes a C e D respectivamente.
A composigao é dada pela regra

(7, 0)(v,0") = (v, 68),
onde (v,¢"): (C', D) — (C, D). Mostre que C x D é uma categoria & direita, sendo (1¢,1p) o
morfismo identidade de um par (C, D).
Se C e D fossem categorias a esquerda, faga as mudancas nas definicoes anteriores para obter
uma categoria a esquerda.
Se as categorias C e D fossem de diferentes quiralidades, mostre como deveriamos definir a
composigdo (usando a categoria espelho), de forma que obtenhamos uma categoria a direita.

* Sejam Re S anéise T = R X S. Seja C uma subcategoria de Mod-R e seja D uma subcategoria
de Mod-S. Mostre que C x D é uma subcategoria de Mod-T'. (Dica: um objeto (C, D) de C x D
pode ser considerado como um 7T-médulo (¢, d)(r, s) = (cr,ds)).
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Sejam C, D, £ categorias. Sejam F': C — D, G: D — £ funtores.

(a) Mostre que F' é contravariante (covariante) se, e somente se, C L D & por ¢ covariante
(contravariante).

(b) Definimos F°P: C°? — D como F°P(C) = F(C°?) para todo C € C, e F°P(f°P) = F(f) para
todo morfismo f em C. Mostre que F°P é covariante (contravariante) se, e somente se, F' é
contravariante (covariante).

(¢) Mostre que se F, G sdo ambos covariantes (contravariantes) entdo GF é covariante.

(d) Mostre que se F' é covariante (contravariante) e G contravariante (covariante) entdo GF é
contravariante.

Seja C uma categoria e A, B,C € C. Sejam f € Morc(A,B) e g € More(B,C). Mostre que
(a) Se f,g sdo monomorfismos, entdao ¢gf é monomorfismo.

(b) Se f,g sao epimorfismos, entao gf é epimorfismo.

(¢) Se gf é monomorfismo, entdo f é monomorfismo.

(d) Se gf é epimorfismo, entdo g é epimorfismo.

(e) Se f for um isomorfismo, entdo f é um monomorfismo e um epimorfismo.

Seja R um anel sem unidade, ou seja, um objeto da categoria Rngs. Definimos a unitiza¢ao de R
como U(R) = {(r,a): r € R, a € Z}.
(a) Mostre que U(R) é um anel com a soma e produto dados por

(rya)+ (s,b0) = (r+s,a+0b), (r,a)(s,b) = (rs+br+ as,abd),
e que a unidade de U(R) é (0,1).

(b) Mostre que se f: R — S é um morfismo de Rngs, entao U(f): U(R) — U(S), U(f)(r,a) =
(f(r),a) é um homomorfismo de anéis.
(c) Mostre que existe uma transformacao natural entre os funtores lgngs € U: Rngs — Rngs.

Seja n um inteiro positivo. Considere a categoria Rings e os funtores F, G, : Rings — Rings
onde F envia cada anel R em seu anel oposto e G,, envia cada anel R em M, (R). Mostre que a
transposicao de matrizes define um isomorfismo natural entre os funtores G, F' e FG,,.

Seja R um anel. Para cada inteiro positivo, definimos o funtor GL,,: Rings — Groups como segue.
Para cada anel R, GL,(R) denota o grupo das matrizes invertiveis do anel de matrizes M, (R).
Para cada homomorfismo de anéis f: R — S, denotamos por GL,(f): GL,(R) — GL,(5) o
homomorfismo de grupos obtido pela restricdo do homomorfismo de anéis induzido M, (R) —
M, (S) por f.

Mostre que para cada inteiro positivo, a aplica¢ao t,,: GL,(R) = GLp11(R) dada por

define uma transformagao natural entre os funtores GL,, € GLy 1.

(a) * Mostre que os funtores 1pjod-r, Hompg(R, —): Mod-R — Mod-R séo naturalmente equiva-
lentes.

(b) Mostre também que os funtores 1p mod, Homp(R, —): R-Mod — R-Mod sao naturalmente
equivalentes. (Dica: Note que é importante considerar os morfismos a direital)



12.- * Sejam R e S dois anéis. Definimos 7' como o anel T = R x S. Mostre que as categorias
Mod-T e Mod-R x Mod-S séo naturalmente equivalentes. (Dica: Defina F': Mod-R x Mod-S —
Mod-T como o funtor dado no exercicio 5. Suponha agora que N é um T-moddulo. Considere
er = (1,0),es = (0,1). Mostre que Tep = R e Teg = S como anéis. Isso induz uma estrutura de
R-médulo em Nepg e de S-mddulo em Neg. Definimos entdo G(N) = Negr x Neg).

13.- Sejam C e D categorias. Sejam F,G:C — D e F',G': D — £ funtores.
(a) Suponha que F,G, F', G sejam todos covariantes e que nn: F — G e nf': F/ — G’ sdo trans-
formacoes naturais. Mostre que existe uma transformacao natural F'F — G'G.
(b) Suponha que F,G, F’',G" sejam todos contravariantes e que n: G — F e n': F/ — G’ sao
transformacoes naturais. Mostre que existe uma transformacao natural F'F — G'G.
(¢) Se n: F — G é um isomorfismo natural, defina o¢: GC — FC para todo C € C, como
oc = 7751. Mostre que o é uma transformagao natural G — F.

14.- * Sejam R e S anéis. Sejam pMg, rNg (R, S) bimédulos.

(a) Mostre que — @ g M define um funtor Mod-R — Mod-S

(b) Mostre que um homomorfismo de (R, S)-bimédulos ~ : M — N, m — m, determina uma
transformacao natural entre — ® g M e — ®g N. (Note a importancia de ser homomorfismo
de (R, S)-bimédulos, nao s6 de R-médulos).

(¢) Seja mod-R a subcategoria plena dos R-mddulos & direita finitamente gerados. Mostre que se
M ¢é finitamente gerado como S-mdédulo entdao pMg induz um funtor mod-R — mod-S.

(d) Seja Flatg a subcategoria plena dos R-médulos & direita planos. Mostre que se M é plano
como S-modulo, entao a restricao de — @z M induz um funtor Flatr — Flatg.

15.- *

(a) Seja C uma categoria, e seja {A;};c; uma familia de objetos de C. Um coproduto da familia
anterior é um par ordenado (C,{n;}icr), onde C' é um objeto de C e n; € Morec(A;,C),
verificando a seguinte propriedade universal: se para um objeto X de C existem morfismos
vi € More(A;, X) para cada i € I, entao existe um unico morfismo 6: C — X tal que n; = ;
para todo i € I. Mostre de duas formas que o coproduto, quando existir, é inico a menos de
isomorfismo (como em mddulos e provando que é objeto inicial em certa categoria).

(b) Seja C uma categoria, e seja {A;};c;r uma familia de objetos de C. Um produto da familia
anterior, é um par ordenado (P,{m;}ics), onde P é um objeto de C e m; € Morc(P, A;)
verificando a seguinte propriedade universal: se para um objeto X de C existem morfismos
0; € More(X, A;) para cada i € I, entao existe um unico morfismo ¢: X — P tal que m;¢ = 0;
para todo i € I. Mostre que o produto, quando existir, é tinico a menos de isomorfismo.

(a) Mostre que o coproduto na categoria de médulos é a soma direta (junto com as inclusoes
candnicas), e portanto, existe para qualquer familia de médulos.

(b) Mostre que o produto na categoria de médulos é produto direto (junto com as projegoes
candnicas), e portanto existe para qualquer familia de médulos.

(c) Mostre que os conceitos de produto e coproduto sao duais.

(d) Mostre que na categoria dos conjuntos Sets o coproduto coincide com a unido disjunta e o
produto com o produto cartesiano.

(e) Na categoria ComRings, encontre o coproduto de um conjunto finito de anéis comutativos.

17.- * Defina pushout e pullback em uma categoria qualquer. Prove que esses objetos, quando existirem
sao unicos a menos de isomorfismo.

18.- * Defina limite direto e limite inverso em uma categoria qualquer. Prove que esses objetos, quando
existirem, sao tnicos a menos de isomorfismo.



