MAT5797 - Tépicos de Algebra
Lista 6

1.- (a) Seja (A,)nen uma familia de grupos abelianos isomorfos a um grupo abeliano A. Considere
os sistemas inversos ((An)nen, (@1': An = Am)m<n), (Ap)nen, (@0 Ay — Ap)m<n) onde
cada )" = 0 e cada ¢]" é um isomorfismo. Mostre que o limite inverso do primeiro sistema
inverso é isomorfo a A e o limite inverso do segundo sistema inverso é zero.

(b) Mostre um exemplo de dois sistemas diretos de grupos abelianos tendo os mesmos grupos
abelianos e cujos limites diretos nao sejam isomorfos.

(¢) Mostre um exemplo de um sistema direto de R-mdédulos & direita ((Ai)iel, (o) A; = Aj)igj)

tal que A; # 0 para todo i e gag = 0 para todos i < j, mas thi =0.

2.- * Seja (I,<) um conjunto parcialmente ordenado e dirigido. Seja K C I, dizemos que K é um
subconjunto cofinal de I se para cada i € I existe k € K tal que ¢ < k. Dizemos que I tem um
ultimo elemento se existir oo € I tal que 7 < oo para todo ¢ € I.

Sejam (I, <) um conjunto parcialmente ordenado e dirigido e K C I um subconjunto cofinal de I.
(a) Seja ((Mi)ieb (o) : M; — Mj)igj) um sistema direto de R-médulos a direita e considere

((Mk)keK, (gogc: M, — Ml)kgz)- Mostre que thZ é isomorfo a hgq M.
iel keK
(b) Seja ((Mi)ier, (¥}: Mj — M;)i<;) um sistema inverso de R-médulos a direita e considere
((Mk)keK, (QD;CZ Ml — Mk)kgl)~ Mostre que lgle é isomorfo a 1&1 Mk.
€1 keK
(¢) Suponha que (I, <) tem um tultimo elemento co. Mostre que lim M; & M.

(d) Mostre que (a) e (b) ndo sdo necessariamente verdadeiras se o conjunto de indices nao é
dirigido. (Dica: pushout e pullback).

3.- * Seja (I, <) um conjunto parcialmente ordenado. Sejam
((Ai)ieh (@] : A — Aj)igj) ; ((Bi)ieh (¢ Bi = Bj)igj) ; ((Ci)ieh (¢]: Ci = Cj)iSj)
sistemas diretos de R-médulos a direita. Suponha dados os morfismos de sistemas diretos
r (Ai (@D)ig) = (Bi, (i), st (Bi, (8])isy) = (Cis (8))i<y)-

(a) Se A; 5 B, 3 C; — 0 é exata para cada i € I, mostre que li_ngAi 7 liﬂBl- A 11&1@ —0é
exata, onde 7 e § sdo os homomorfismos induzidos por r e s respectivamente.

(b) Se (I,<) for dirigido e 0 — A; = B; 2% C; — 0 é exata para cada i € I, mostre que
0— ligAi 5 ligBZ- A @Ci — 0 é exata, onde 7 e § sdo os homomorfismos induzidos por r
e s respectivamente.

4.- Seja 0 - U — V — V/U — 0 uma sequéncia exata de R-médulos a direita.
(a) Seja (I,< um conjunto parcialmente ordenado. Seja ((Ui)ig[, (wg: U, — Uj)igj) um sis-

tema direto de R-submodulos de U onde cada goz é uma inclusao. Para cada i,j € I com
i < j defina ¢: V/U; — V/U;, v+ U; — v+ Uj, é o homomorfismo natural. Mostre que

((V/Uz')z'eh (¢§),§j) é um sistema direto.
(b) Se lim U; = U, mostre que hg(V/Ul) > V/U.



10.-

11.-

* Seja (I, <) um conjunto parcialmente ordenado e dirigido. Seja ((Mi)ie[7 (@) : M; — Mj)igj) um

sistema direto de R-mddulos & direita. Considere o limite direto (hﬂ M;, (o M; — hglM1)zej)
Suponha que existem x; € M; e x; € M, tais que o;(z;) = oj(z;). Mostre que existe k € I, 4,5 <k
tal que ©F(z;) = cpf(xk)

* Seja (I, <) um conjunto parcialmente ordenado. Sejam
((Adier, (95 Aj = Ai)i<i) s ((Biier, (W): Bj = Bi)i<j) s ((Ci)ier, (85: C; — Ci)i<y)

sistemas diretos de R-médulos a direita. Suponha dados os morfismos de sistemas inversos
i (Aiy (99)i<i) = (Bi, (¥))is), st (Bi, (@))i<j) = (Ci, (8)i<))-

Se 0 — A; = B; 2% C; é exata para cada i € I, mostre que 0 — yLnAi 5 I'&HBi 5 @C’i é exata,
onde T e s sao os homomorfismos induzidos por r e s respectivamente.

* Seja (I, <) um conjunto parcialmente ordenado. Seja ((M;)icr, (¥}: M; — M;)i<;) um sistema
inverso de R-mdédulos a direita, mostre que, para cada R-médulo a direita X, Hompg (X, lgle) e
I'&HHomR(X, M;) séo isomorfos.

* Seja (I, <) um conjunto parcialmente ordenado. Seja ((Mi)ie], (<,02 M; — M, )1<J> um sistema

direto de R-médulos a direita, mostre que, para cada R-mdédulo a direita Y, Hom R(liﬂ M;,Y) e
@HomR(Mi, Y') sdo isomorfos.

(a) Seja K um corpo e V um K-espago vetorial com base {v;}ien. Para cada n € N, seja
Vi = @ v; K. Nota que V11 — V,, via v; = v;. Mostra que l'glvn =0.

(b) Cousidere agora, para cada n € N, as sequéncia exata curta 0 — V,, —» V — V/V,, — 0.
Mostre que o limite inverso dessas sequéncias nao é uma sequéncia exata curta.

Seja (I, <) um conjunto parcialmente ordenado e dirigido. Seja ((Ai)ieb( 1 A; = Aj)icy) um

sistema direto de R-mdédulos a direita.

(a) Mostre que se cada ¢! for um homomorfismo injetor, entdao o homomorfimo «;: A4; — h_r)n A,
onde (lﬂAz, (aj: A; — lﬂA )icr) é o limite, é injetor.

(b) Mostre que se cada ¢! for um homomorfismo sobrejetor, onde (l_ng Ai (i Ap — liﬂAi)ig)
é o limite, entdo o homomorfimo «;: A; — lﬂA é sobrejetor.

Sejam (I, <), (J, =) dois conjuntos parcialmente ordenados. Uma funcdo v: I — J é um morfismo

de conjuntos parcialmente ordenados se (i1) = F(iz) para todos i1 < iz elementos de I.

(a) Sejam ((Ai)iela ((pzf Ail — Aiz)i1§i2) e ((Bj)jer( ;f Aj1 — Aj2 )j1§jz) dois sistemas dire-
tos de R-médulos a direita. Suponha que existe uma familia de homomorfismos
r=({T;:4, - B (*)) tal que ¢’Y(Z
que I' induz um homomorfismo de R-médulos I EA — hgl B;.

(b) Sejam ((A;)icr, ((pi2 D Ai, = Aiir<iy) © (By)jer, (W1 Ajy, — Ajy)ji=j,) dois sistemas inver-
sos de R-médulos a direita. Suponha que ex1ste uma familia de homomorfismos
I' = (I'i: A; — B,;)) tal que wz(zl)l“ = I';, ;! para todos i; < iy elementos de I. Mostre

que T induz um homomorfismo de R-médulos R-médulos T': im A; — lim B;.

2)1““ = thoﬁz para todos i1 < iy elementos de I. Mostre



12.- * Sejam R um anel e S C R tal que satisfaz as seguintes afirmacoes (a) 1 € S, 0 ¢ S; (b) SS C S;
(¢c) S C Z(R); (d) Se existirem r € R e s € S tais que rs = 0, entdo r = 0.
Definimos em S um relagao de equivaléncia:

s ~t < s=ut para algum elemento invertivel u € R.

Seja I = S/ ~ o conjunto das classes de equivaléncia. Definimos em I a seguinte ordem parcial
i=[s] <j=]t] se existir r € R tal que t = sr.

(a) Mostre que I é um conjunto dirigido.

(b) Mostre que i < j se, e somente se, %R - %R em RS L.

(c) Mostre que se [s] = [t] se, e somente se, 1R = 1R em RS~

(d) Expresse RS™! como um limite direto de médulos ciclicos livres da forma lim M.
iel

(e) Mostre que se a sequéncia de R-médulos & esquerda 0 — A 4 ph C — 0 for exata, entao a
sequéncia de grupos abelianos

0-RS'o0r A Y RS o0r B Y RS arC =0

¢é exata.

13.- Sejam A e Q dois conjuntos parcialmente ordenados. Considere o conjunto A = A x Q. O conjunto
A pode ser pode ser munido de duas estruturas de conjunto parcialmente ordenado de forma que
as projegoes A — A e A —  sejam morfismos de conjuntos parcialmente ordenados (ordens
lexicograficas).

o' . . . .
Suponha que (M ), (cpg)\’:; ). Mxwy = M wy) (aw)<(\ o)) € um sistema direto de R-médulos

a direita. Fixado A\g € A, (M(xg,u))wea; (@Eigg;))wgw/) ¢ um sistema direto indizado em . Da

mesma forma, fixado wo € Q, ((M(x,u,))reAs ((pgi/(’:;‘;))ASN) é um sistema direto indizado em A.

Mostre que temos trés formas de calcular o limite direto indizado em A

lim lim M5 ) = lim Lim M o) = lim My )
A Q Q A A

14.- Seja R um anel e s um elemento do centro de R. Seja M um R-médulo & direita. Considere
¢s: M — M, m — ms e o sistema direto

Mo 25 My 225 My 25 My 22

onde M; = M para todo i € N.
(a) Mostre que ¢, é um homomorfismo de R-médulos.
(b) Considere o limite (h_I}n M;, (a;: M; — h_r)nMi)iel). Mostre que se x € M; e «;(x;) = 0, entdo
existe n > 1 tal que xs™ = 0.
(¢) Mostre que se = € lim M; e existe um natural n tal que zs™ = 0, entdo = = 0.
(d) Mostre que Py: lim M; — lim M;,  — xs, é um isomorfismo.
(e) Suponha que, para todo r € R, rs = 0 implica que » = 0. Mostre que @Ml é um
RS~ !'-médulo onde S = {1,s,s2,...}.
(f) Mostre que M S~ = lim M;.

15.- Seja R um anel e M um R-médulo & direita. Seja f: M — M um homomorfismo de R-mdédulos.
Considere o sistema direto de R-médulos

VARENS VAN VANERG Y ARG VAN

onde M; = M. Considere o limite (hAq M;, (a;: M; — h_nng)ZeI)
(a) Seja x; € M;. Mostre que «;(z;) = 0 se, e somente se, existir um natural n tal que f™(z;) =
(b) Mostre que podemos estender f a um isomorfismo F': lim M; — lim M;, 2 = a;(z;) — F(x)
i (f(x)).

0.



16.-

17.-

18.-

* Seja R um anel. Sejam A, B,C R-mdédulos a direita e a: A — B, 8: B — C homomorfismos de
R-médulos. Mostre que a sequéncia de R-moédulos

04582

é exata se, e somente se, a sequéncia de grupos abelianos

Hom L,a) ( B)

0— HomR(L A)

for exata para todo R-mddulo a direita L.

HomR(L B) HomR(L 0)

* Seja R um anel. Sejam A, B,C R-mdédulos a direita e a: A — B, 3: B — C homomorfismos de
R-médulos. Mostre que a sequéncia de R-moédulos

AsBl oo,
é exata se, e somente se, a sequéncia de grupos abelianos

Hom(ﬁ P) ( P)

0 — Homp(C, P)

é exata para todo R-mddulo a direita P.

Hompg(B, P) Hompg (A, P)

* Seja R um anel. Sejam A, B,C R-médulos & direita e a: A — B, §: B — C homomorfismos de
R-moédulos. Mostre que as seguintes afirmacgoes sao equivalentes:
(a) A sequéncia de R-mdédulos

0-45BA 00,

é exata e cinde.
(b) A sequéncia de grupos abelianos

0 —> Homp(L, A) """% Homp(L, B) "% Homp(L, C) —
¢é exata e cinde para todo R-mdédulo a direita L.
(¢) A sequéncia de grupos abelianos

Hom(L ) Hom(L B)

0 —» Homp(L, A) Hompg(L, B)

¢é exata para todo R-mddulo a direita L.
(d) A sequéncia de grupos abelianos

HomR(L C)

Hom(ﬂ P) Hom(a P)

0 — Hompg(C, P) Hompg(B, P)

¢é exata e cinde para todo R-mdédulo a direita P.
(e) A sequéncia de grupos abelianos

HOIHR(A P) —0

Hom([} P) Hom(a P)

0 —)HomR(C',P) HOIHR(B P)

¢é exata para todo R-mdédulo & direita P.
(Dica: prove (a) = (b) = (¢) = (a). Para provar (¢) = (a) faga L = C).

HomR(A P) —0



