MAT5797 - Tépicos de Algebra
Lista 5

1.- Sejam R e S um anéis, e Mg um R-médulo & direita e seja E = Endg(MEg)

(a) Mostre que sao equivalentes

(i) Mg é um S-R-bimédulo.
(ii) Existe um homomofismo de anéis S — E.

(b) Mostre que existe um homomorfismo de anéis R — Endg(gM) cujo nicleo é o anulador
ann(M).

(¢) Qual o anulador de M como E-médulo & esquerda?

2.- Seja R um anel e considere sua estrutura natural de (R, R)-bimédulo. Mostre que os (R,R)-bimédulos
contidos em R (com respeito ao produto e soma herdados) sao os ideais de R.

3.- (a) Seja R um anel e Mp um R-médulo & direita. Definimos o dual M* de M como M* =

Homp (Mg, Rgr). Mostre que M* tem estrutura de (R, Endg(M))-bimédulo e de (R, Z)-bimdédulo.

(b) Seja k um corpo e V um k-espaco vetorial. Considere V' como um (k-k)-mdédulo e k& como um
(k, k)-mé6dulo da forma usual. Mostre que a estrutura de k-k-médulo de V* obtida em teoria
coincide com a estrutura de k-espago vetorial que vogé ja conhecia de algebra linear.

(¢) Seja k um corpo, V e W k-espagos vetoriais. Considere V e W como (k-k)-médulos. Mostre
que a estrutura de k-k-mdédulo de Homy (V, W) obtida em teoria coincide com a estrutura de
k-espaco vetorial que vogé ja conhecia de dlgebra linear.

4.- Sejam R um anel e Mg, Ng R-médulos a direita. Considere os anéis B = Endgr(Mg) e
A = Endgr(Ng). Mostre que Homg(Mpg, Ng) tem estrutura de (A, B)-bimédulo. Mostre um
resultado semelhante se M e N forem R-moédulos & esquerda.

5.- Seja M um (R, R)-bimédulo e seja S = R @® M. Mostre que as operagoes

(r,o)+ ('Y= (r+rz+2"), (raz)(r2)=(r"rd +axr'), vr.' € R, x,2' € M,

fazem de S um anel com 1g = (1,0). Mostre também que contém o subanel de elementos da
forma (r,0) e o ideal de elementos da forma (0,z). Se identificamos esses elementos com R e M
respectivamente, entdo S = R® M e M? = 0.

6.- Seja R um anel e seja kMg um (R, R)-bimédulo. Dizemos que uma fungao §: R — M é uma
derivacao se, para todo a,b € R,

S(a+b)=0d(a)+d(b),  d(ab) = 6(a)b+ ad(b).

Considere o anel S construido no exercicio 5. Mostre que uma funcao §: R — M é uma derivacao
se, e somente se, a funcdo R — S, a — (a,d(a)) é um homomorfismo de anéis.
7.- * Sejam R um anel, Mz um R-médulo & direita e g N um R-médulo 3 esquerda. Seja R°P o anel
oposto de R. Lembre que se M é um R°P-mdédulo a esquerda e N é um R°P-moédulo a direita. Seja
7T: M ®r N = N Qgor M, definido por 7(m @ n) =n Q m.
(a) Mostre que 7 é um isomorfismo de grupos abelianos.
(b) Mostre que se R for um anel comutativo, entdo 7 é um isomorfismo de R-mddulos.
(¢) Sejam f: M — M’ e g: N — N’ homomorfismos de R-mdédulos, e considere 7/: M’ @ g N’ —
N’ @pgor M, definido por 7(m’ @ n’) = n’ @ m’. Mostre que f e g sdo homomorfismos de
R°P-médulos e que 7 (f @ g) = (g @ f)T.



8.- * Seja R um anel, I um ideal & direita de R e gM um R-médulo & direita.
(a) Mostre que IM = {}_"  a;x;: a; € I, x; € M, n > 0} é um subgrupo (abeliano) de M. Se
R for um ideal, IM é um R-submddulo de M.
(b) Mostre que existe um isomorfismo de grupos abelianos

R M

tal que f((a+I)®x) = ax + IM. Se I um ideal, de R-mdédulos & esquerda.

(¢) Se J for um ideal & esquerda de R, mostre que R/I ®g R/J é isomorfo como grupo abeliano
ao grupo R/(I + J). Se I e J forem ideais, mostre que o isomorfismo é de R-bimdédulos.

(d) Sejam m,n inteiros > 1 e d = mdc(m,n). Mostre que o grupo abeliano Z/mZ &z Z/nZ é
isomorfo a Z/dZ.

(e) Seja K um corpo e consideremos o anel de polindémios K[z]|. Sejam m(z),n(x) dois polinémios
em K[z], e d(z) = mdc(m(z),n(x)). Mostre que o grupo abeliano

Klz] Klz]
m(x)K|x] n(z)Kz]
é isomorfo a K[z]/d(z)K|z].
9.- *a) Sejam A e B dois grupos abelianos finitamente gerados. Calcule A®z B. (Dica: exercicio 8(d)

e o seguinte fato conhecido: Se M é um grupo abeliano finitamente gerado entao

MEZ"®Z/p]'ZOL/pPL & - DZL/pitZ,

onde r > 0 é um inteiro, p1,...,p; sdo numeros primos positivos (ndo necessariamente difer-
entes), e s1,..., 8¢ sdo inteiros > 1.)
) Seja A um grupo abeliano finitamente gerado. Calcule A ®7 Q.
(¢) Seja A um grupo abeliano finitamente gerado. Calcule A ®7 Q/Z.
(d) Mostre que Q/Z @z Q/Z = 0.
(e) Sejam A e B dois F[z]-médulos finitamente gerados. Calcule A®p(, B. (Dica: exercicio 8(e)
e o seguinte fato conhecido: Se M é um F[z]-mddulo finitamente gerado entdo

M = Flz]" & Flz]/pi(x)” Fla] & - - - & Fla]/py(x)* Flz],

onde r > 0 é um inteiro, py,...,p; sdo polinémios ménicos irredutiveis (ndo necessariamente
diferentes), e s1, ..., s sdo inteiros > 1. )
10.- * Seja F um corpo e K um corpo contendo F. Suponha que V é um espaco vetorial de dimensio
finita sobre F' e seja T € Endp(V). Se B = {v;} é uma base de V, entdo C = {1 ®@ v;: v; € B}
é uma base de K ®pr V. Mostre que a matriz de T na base B é a mesma que a matriz de
1®T € Endg (K ®F V) na base C.
I1.- * Seja R um anel comutativo e sejam M ¢ N R-médulos livre com bases B = {u; }i2; ¢ C = {v;}7_,,
respectivamente.
(a) Mostre que M ®pr N é um R-médulo livre com base

—~
=3

@

D={u1 ®v1,...,U; @ VUp, Uz Q@V1,... U R Uy, Up QVLy.eey Uy & Uyt
(b) Sejam M’ e N’ R-médulos livres com bases B’ = {u}};_, e C" = {v}}j_,, respectivamente. E
seja
D' ={uy ®v],...,u] @V, uy QV,...uy @V, ... U, @VY,... U, @V},
a respectiva base de M'®@grN’. Sejam f: M — M’ e g: N — N’ homomorfismos de R-médulos

com matrizes A = [f]gp = (ap:) (a coluna ¢ sao as coordenadas de f(u;)) e B = [glecr = (by;)
respectivamente. Calcule a matriz de f ® g, mais concretamente mostre que

anB alzB s alnB
ang GQQB e agnB
[f @ glpp = . .

agB apB -+ amB



12.-

13.-

14.-

15.-

16.-

17.-

18.-
19.-

20.-

* Sejam R um anel e S C R tal que satisfaz as seguintes afirmagoes (a) 1 € S, 0¢ S; (b) SS C S;
(¢c) S C Z(R); (d) Se existirem r € R e s € S tais que rs = 0, entdo r = 0. Seja M um R-mdédulo
a direita.
(i) Mostre que M S~ ¢ isomorfo a M ®r RS™! como RS~™!'-mdédulos & direita.
(ii) Mostre que o homomorfismo de R-médulos M — M ®@r RS™!, m + m ® 1, tem kernel
{m € M: ms =0 para algum s € S }.

(iii) Suponha que 0 — M L NS P06uma sequéncia exata de R-médulos a direita. Mostre

que a sequéncia de RS~ '-médulos 0 = M @z RS™! N ®r RS™! 98] PrRS™' = 0¢
exata.

* Seja M um grupo abeliano.

(a) Seja ¢: M — M Q7 Q, x — = ® 1. Mostre que ker ¢ = T (M), o subgrupo de torgao de M.
(Dica: exercicio 12)

(b) Seja p um nimero primo e Z[%] ={;r:aneZ n=1} Sejady: M — M®ZZ[%], r—z®l.
Mostre que ker ¢, = {& € M : 2p™ = 0 para algum inteiro n > 1}. (Dica: exercicio 13)

* Seja p um nimero primo.

(a) Mostre que o grupo abeliano [] p% possui um elemento de ordem infinita.
n>1

(b) Mostre que p’LZ ®z Q = 0 para todo n > 1.

(c) Mostre que ( II pZZ> ®7 Q # 0 (Dica: Exercico 13).

n>1
(d) Mostre que

Z Z
H "7 ®Z@%H (})”Z@)ZQ)

nle n>1
Seja R um anel. Considere o (R, M,(R))-bimdédulo "R = {(y1,..-,Yn): Y1,---,Yn € R} € 0

(M, (R), R)-bimédulo R™ = : ) YT, ..., Ty € R}. Mostre que R™ ®@gr "R ¢ isomorfo a
M xn(R) como (M,,(R), M, (R))-bimédulos.

Sejam R,S,T anéis. Sejam M, M’ dois (R, S)-bimédulos e N, N’ dois (S, T)-bimddulos. Dize-
mos que f: M — M’ é um homomorfismo de (R, S)-bimddulos se f é um homomorfismo de
R-mddulos & esquerda e de S-mdédulos a esquerda. Mostre que se g: N — N’ é um homomorfismo
de (S, T)-bimédulos entédo f® g: M @ N - M’ ® N’ é um homomorfismo de (R, T)-bimédulos.

(a) Mostre que Q ®z Q e Q ®g Q sao isomorfos como Q-espagos vetoriais. (Dica: todo elemento
de Q ®z Q pode ser expresso como ¢ ® 1).

(b) Sejam M e N Q-espagos vetoriais. Observe que M e N também sdo Z-mdédulos. Mostre que
M ®g N e M @z N sado Q-espagos vetoriais isomorfos. (Dica: M @z N = M ®@¢Q®zQ®qg N).

Mostre que C ®g C e C ®¢ C nao sao isomorfos como R-espacos vetoriais.

Seja K um anel comutativo. Sejam M e N K-moédulos. Denotamos M* e N* os respectivos duais,
ie. M* = Homg (M, K), que tem estrutura de K-médulo. Verifique que se f € M* e g € N*|
entdo a funcdo M x N — K, (z,y) — f(x)g(y) é uma fungdo K-bilinear de M x N em K. Logo
existe uma unica h € (M @k N)* tal que h(x ® y) = f(x)g(y).

(a) Mostre que existe um homomorfismo de K-modulos ¢: M* @ N* — (M @k N)* tal que
f®g— h.

(b) Mostre que ¢ é um isomorfismo de K-médulos se M e N sao K-mddulos livres finitamente
gerados. (Dica: M*, N* e (M ®p N)* sdo K-mdédulos livres, encontre bases)

(¢) Suponha que M e N sdo somandos diretos de médulos livres finitamente gerados, i.e. existem
K-médulos M’ e N’ tais que M @ M’ e N ® N’ sao K-médulos livres finitamente gerados.
Mostre que ¢ ainda é um isomorfismo.

(d) Se K for um corpo, mostre que ¢ é injetor (sem importar se M e N sao finitamente gerados).

* Seja S um anel que satisfaz IBN. Mostre, usando produto tensorial, que se existir um homomor-
fismo de anéis R — S entdo R satisfaz IBN. (Dica: S é um R-mdédulo, considere R" @pg S).



21.-
22.-
23.-
24.-

25.-

26.-

27.-

Seja Z[i] o anel dos inteiros de Gauss (o subanel de C gerado por Z e i). Mostre que R®z Z[i] ¢ C
sdo anéis isomorfos.
* Seja K um anel comutativo. Mostre que as K-dlgebras M,,(K) ®x M,(K) e Mp,,(K) sao
isomorfas.
Seja K um anel comutativo, e K[z,y], K[z], K[y] os anéis de polindmios nas varidveis x e y, z, v,
respectivamente. Mostre que as K-dlgebras K[z, y] e K[z] ® ¢ K|[y] sdo isomorfas.
* Seja K um anel comutativo. Dado um grupo G escrevemos K[G] para denotar a K-dlgebra
de grupo. Dados dois grupos G, H, mostre que as K-dlgebras K[G x H| e K[G] x K[H] séo
isomorfas.
* Seja F' um corpo. Suponha que A, B e C sao F-algebras. Mostre que A é isomorfa a B @ C
se, e somente se, A contém subalgebras B’ e C’ tais que satisfazem as seguintes condigoes:
(i) B'2 B e (' 2 C como F-ilgebras,
(i) os elementos de B’ comutan com os elementos de C”
(ili) existem F-bases {z;:i € I} de B' e {y;: j € J} de C’ tais que {x;y;: (i,7) € I x J} é uma
base de A.
Se A for de dimensao finita, (iii) pode ser substituida por
(iv) A estd gerada como F-dlgebra por B’ UC’ e dimp A = (dimp B)(dimp C).
Seja k um anel comutativo e R uma k-algebra. Definimos a k-dlgebra envolvente R¢ de R como
R = R®; R°P. Mostre que R é um R%mddulo a esquerda cujos submédulos sao os ideais de R.
Mostre que se R é simples, entao R é um R°-mddulo simples.
* Sejam R um anel comutativo e A, B R-dlgebras. Mostre que M é um (A, B)-bimédulo se, e
somente se, M é um A ®p B°P-mddulo & esquerda.



