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MAT5797 - Tépicos de Algebra
Lista 1

*Seja R um anel e X C R um subconjunto nao vazio de R. Mostre que:

(a) RX :={>" rmz;i: 7 € R, x; € X, n > 1} é um ideal & esquerda que contém X.

(b) RXR:={>""  riz;s;:r;,8 € R, z; € X, n> 1} é um ideal que contém X.

(¢) RX =({I: I ideal & esquerda de R, X C I}.

(d) RXR=(){I:1idealde R, X C I}.

Dizemos que RX R (respectivamente RX) é o ideal (& esquerda) gerado por X.

Seja R um anel. Defina o centro de R como Z(R) = {a € R | ax = za, para todo = € R}, é um

subanel de R. Mostre que:

(a) Z(R) é um subanel de R;

(b) se R é um anel simples entdo Z(R) é um corpo. Um anel é simples se os tnicos ideais de R
sao R e {0};

(¢c) Z(Mp(R)) ={zl,: z € Z(R)} para todon € Z, n > 1, e onde I,, denota a matriz identidade
de tamanho n x n.

Seja R um anel e seja X um subconjunto de R. Defina o centralizador de X em R como sendo o

conjunto

Cengr(X) ={a € R: ax = xa, para todo z € X}.

(a) Mostre que Ceng(X) é um subanel de R e que Z(R) = Ceng(R).

(b) Mostre que X = Ceng(X) se, e somente se, X for um subanel comutativo maximal de R.

(¢) Mostre que se a € Ceng(X) for invertivel em R, entdo seu inverso estd em Ceng(X).

*Mostre que um anel A é uma k-algebra se, e somente se, existe um homomorfismo de anéis

k— Z(A).

Seja R um anel. Uma derivac¢do é uma fungdo 6: R — R tal que d(a +b) = d(a) + d(b) e

d(ab) = §(a)b + ad(b) para todos a,b € R. Mostre que uma func¢éo §: R — R é uma derivacao se,

e somente se, a fungdo R — Ms(R), a — (8 5(;) ), é um homomorphismo de anéis.

(a) Seja R um anel e M, (R) o anel de matrizes de tamanho n x n sobre R. Mostre que se 2 é
um ideal de R, entdo M, (2) é um ideal de M, (R). E mostre que todo ideal I de M, (R) é
da forma M, (2l) para um tnico ideal 2 de R. Em particular, se R é um anel simples, M, (R)
também é simples. (Dica: Se I é um ideal de M, (R), o conjunto das entradas dos elementos
de I forma um ideal de R).

(b) Mostre que um homomorfismo de anéis ¢: R — S induz o homomorfismo de anéis M, (R) —
M, (S), A = (a;;) = A% = (¢(a;;)) para todo inteiro positivo n.

(¢) Seja I um ideal de um anel R, e n um inteiro positivo. Use o teorema do isomorfismo para
provar que M, (R)/M,(I) = M,(R/I).

Mostre que um anel R é um anel com divisao se, e somente se, para cada a € R\ {0} existe b € R

tal que ba = 1.

Seja X um conjunto. Definimos no conjunto das partes de X, indicado por P(X), as seguintes

operacoes:

A+ B=(ANB°)U(A°NB), A-B=ANB,

para cada A, B € P(X) e onde A° denota o complementdrio de A (em X).

(a) Mostre que (P(X),+,+) é um anel comutativo com 1 = X e 0 = {()}, e que A? = A para todo
AeP(X).

(b) Seja I um ideal de P(X) eseja A C X, A€ I. Se a € A, mostre que {a} € I e A\ {a} € I.
Além disso, mostre que I = J, @I, onde J, e I, sdo ideais de P(X) dados por J, = {{a}, {0}},
o ideal gerado por {a}, e I, = {C\ {a}: C € I}.

*Sejam R e S anéis e ¢: R — S um homomorfismo sobrejetor. Mostre que se a € R é invertivel,

central, idempotente, ou nilpotente, respectivamente, entao ¢(a) também o é em S. O que acontece

com os reciprocos? Para os que nao sejam certos, encontre exemplos.
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*Seja R um anel. Sejam a,b € R.

(a) Suponha que ab é invertivel. Mostre com um exemplo que a e b ndo precisam ser invertiveis.
(b) Se a™, n > 1, é invertivel, entdo a é invertivel.

(¢) Suponha que ba = 1. Se za = 0 implica que z = 0, entdo a é invertivel.

(d) Se R é um dominio, mostre que se ba = 1, entao ab = 1.

* Seja I um conjunto e {R;}ie; um conjunto de anéis. Mostre que o produto direto [[;.; R; ¢ um
anel com a soma e produto definidos como

(ai)icr + (bi)ier = (ai + bi)ier (ai)icr(bi)icr = (aibi)icr-

Supondo que I ¢ finito, mostre que os ideais de [],.; R; sdo da forma [[,.; B; onde B; é um ideal

iel
de R; para cada i € I. E verdadeiro o resultado se I for infinito?
Seja R um anel e By,..., B, ideais a esquerda. Mostre que R = B; ® --- & B,, se, e somente se,
existem idempotentes ey, ..., e, tais que ey +---+e, =1, e;e; = 0 se i # j, e B; = Re; para todo
1.
Seja R um anel e By,..., B, ideais. Mostre que R = B ® --- & B,, se, e somente se, existem
idempotentes centrais eq,..., e, tais que e; +---+e, =1, e;e; = 0se ¢ # j, e B; = Re; para todo

i. Mostre que cada B; é um anel com identidade e;, e temos um isomorfismo de anéis entre R e o

produto direto de anéis By X --- X B,,. Mostre que um isomorfismo de R com um produto direto

finito de anéis aparece deste modo.

Seja R um anel e 0: R — R um homomorfismo de anéis. Mostre o seguinte:

(a) R[z;o] (R[[z;0]]) é um dominio se, e somente se R é um dominio e o é injetor.

(b) Mostre que o conjunto de elementos invertiveis de R[[z;0]] é formado pelas séries Y ;o a;z’
com ap um elemento invertivel em R. Logo se R é um anel local, R[[z;a]] é um anel local.

(¢) R((x;0)) é um dominio se, e somente se, R é.

(d) R((x;0)) é um anel com divisao se, e somente se, R é um anel com divisao.

Seja R um anel tal que existem a,b € R tais que ab =1 mas ba # 1. Mostre que existem infinitos

d € R tais que ad = 1.

*Seja R um anel e G um grupo. Considere o anel de grupo R[G]. Mostre as seguintes afirmagoes:

(a) A funcao p: R[G] = R, >_ a9 = > e Ggs € um homomorfismo de anéis.

(b) ker p é o ideal gerado pelo conjunto {g — 1: g € G}.

(c) Se R éum anel comutativo, a funcao R[G] = R[G], 3 cq ag9 = D eq 099 € uma involucao.

Lembrete: Seja R um anel e consideremos uma fungao f: R — R. Dizemos que f é um

antihomomorfismo de anéis se satisfaz: f(a +b) = f(a) + f(b) e f(ab) = f(b)f(a) e f(1) =1

para todos a,b € R. Dizemos que f é uma involucdo se f é um antihomomorfismo tal que f2 é a

identidade. Um exemplo importante de involugao é a transposicao de matrizes.

Seja R um anel, ¢ um automorfismo de R, e considere R[z;o]. Suponha que existem um anel T

um homomorfismo de anéis ¢: R — T, e um elemento y € T tal que y¢(a) = ¢(o(a))y para todo

a € R. Entao existe um tinico homomorfismo de anéis ®: R[z;0] — T tal que ®|zr = ¢ e ®(z) = y.

Seja A = C[z; 0], onde o denota a conjugacao em C.

(a) Mostre que Z(A) = R[2?].

(b) Mostre que A/A(x? + 1) é isomorfo a H, os quatérnios. (Use o exercicio 17).

Seja K um anel com divisao com centro k.

(a) Mostre que o centro do anel de polinémios R = Klz] é k[z].

(b) Seja a € K \ k. Mostre que o ideal gerado por  — a em K|[z] é o total, K[x].

(¢) Mostre que todo ideal I C R é da forma I = Rh para algum h € k[x].

* Seja M um monoide e K um anel comutativo. Mostre que o anel de monoide K[M] satisfaz a

seguinte propriedade universal:
Seja A uma K-dlgebra e suponha que existe um homomorfismo de monoides 6: M — A.
Entao existe um unico homomorfismo de K-dlgebras ¢: K[M] — A tal que ¢(m) = 6(m)
para todo m € M.
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21.- * Seja K um anel com divisao e a: K — K um endomorfismo de anéis (observa que é injetor).

(a) Mostre que todo ideal & esquerda de R = K[x;a] é da forma Rp para algum elemento p € R.
(Dica: Seja p um elemento de R. Entao todo elemento g de R pode ser escrito como ¢ = dp+r
onde grau(r) < grau(p). Considere p um elemento nao nulo do ideal de grau minimal. Mostre
que todo elemento do ideal é da forma dp para algum d € R).

(b) Se a em 2la for um automorfismo, mostre que todo ideal & direita de R é da forma pR para
algum p € R.

(c) Suponha em 2la que « néo é sobrejetor, e seja b € K \ a(K). Mostre que o ideal & direita
Yoo x'brR é uma soma direta dos ideais a direita z*bx R.

22.- * Seja R um anel e denotemos por U(R) o conjunto de elementos invertiveis de R. Dizemos que
um anel é local se o conjunto R\ U(R) é um ideal de R. Mostre que nesse caso m = R\ U(R) é
um ideal e que R/m é um anel com divisdo. Mostre também que sdo equivalentes:

(a) R é um anel local

(b) R possui um unico ideal maximal & esquerda.

(¢) R possui um tnico ideal maximal & direita.

(d) (R\U(R), +) é um grupo.

(e) a+be U(R) implica que a € U(R) ou b € U(R).

Podem encontrar uma prova no livro do Lam, A First Course in Noncommutative Rings.



