MAT5797 - Tépicos de Algebra

Exame

Exercicios obrigatoérios

1.- Sejam C,D, € categorias. Suponha que F:C — D e F': D — £ sido dualidades de categorias.
Mostre que a composi¢ao F'F: C — £ é uma equivaléncia de categorias. (1.5 pontos)

2.- Seja R um anel e seja {P; };c; uma familia de R-médulos & direita. Mostre que o R-médulo & direita
P = @ P; é projetivo se, e somente se, P; é projetivo para cada i € I. (1.5 pontos)
il
3.- Sejam K um anel comutativo e G, H grupos. Mostre que as K-dlgebras de grupo K[G x H] e
K|G]) ®k K[H] sao isomorfas. (1.5 pontos)

Escolha dois exercicios

4.- Seja R um anel. (3 pontos)
Sejam 0 — K S F Z M = 0 uma sequéncia exata de R-médulos a direita e

’
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0— K'— F' = M’ — 0 uma sequéncia exata de R-mddulos a esquerda.
(a) Mostre que essas sequéncias induzem um diagrama comutativo de grupos abelianos com linhas
e colunas exatas
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(b) Se F é plano e 0 - K ®pr M’ “Bly p ®pr M’ PElyr ap ®r M’ — 0 é exata, mostre que

0= MorK ™% MapF' "™ Mo M =0
é exata.

5.- Seja C uma categoria e {A;};cs, onde I é um conjunto, uma familia de objetos de C. (3 pontos)
(a) Defina coproduto da familia {4;};cr, que serd denotado por ][ A4;.
iel
(b) Se ]_II A; existir e Y é um objeto de C, construa uma bijecao entre os conjuntos More (][, 4i,Y)
ic
e [Lic; Morc(Ai,Y) .
(c) Seja ComRings a categoria dos anéis comutativos (associativos com unidade). Encontre o
coproduto de dois anéis comutativos R e S na categoria ComRings.

(d) Sejam R um anel e C = Comp(R) a categoria dos complexos de R-mddulos a direita.
Encontre o coproduto de dois complexos A = ({Antnez,{dn: An — An_1tnez),
B = ({Bn}n627 {611 Bn — anl}neZ)
continua no verso



6.- Seja R um anel. (3 pontos)
(a) Dado um diagrama comutativo de R-mddulos & direita com linha exata

E
g
O%—A&-BiC%O

mostre que pode ser completado até um diagrama comutativo de R-médulos a direita com
linhas exatas

0—=E%7l s
A A e
0—-A%B->C—0
Onde o¢/: E — T e~': B— T sao dadas pelo pushout de a e 7.
(b) Mostre que um R-médulo & direita F é injetivo se, e somente se, toda sequéncia exata curta

de R-médulos A direita da forma 0 — E - B 5 C — 0, em que C é ciclico, cinde.
(Dica: <) Aplique o exercicio 6a em

E

d

0—>I-%RZR/T >0

onde I é um ideal & direita de R onde « e 3 sdo a incluséo e proje¢do usuais.)

7.- Seja R um anel. (3 pontos)

(a) Seja A % B g C uma sequéncia exata de R-médulos a direita. Mostre que se P é um

R-médulo & direita projetivo, entdo Homp(P,A) %% Hompg(P, B) By Homp(P,C) é uma
sequéncia exata de grupos abelianos.

(b) Sejam (I, <) um conjunto parcialmente ordenado e ((Mi)iela (7 M; — Mj)igj) um sistema

direto de R-mddulos a direita, mostre que, para cada R-moédulo a direita Y, os grupos abelianos
HomR(@ M., Y)e Jim Homp(M;,Y) sao isomorfos.



