MAT5730 - ALGEBRA LINEAR - Segundo semestre de 2016
Lista 7

Nesta lista V é um K-espago com produto interno (, ), onde K =R ou K = C.

Dizemos que uma matriz A € M,(R) é ortogonal se A~! = A, e dizemos que uma matriz

B € M,(C) é unitdria se A~! = A*. Observa que é equivalente a dizer que essas matrizes

definen isometrias em R" ou C", respectivamente.

1.

10.

11.

Seja E um operador linear em V tal que E? = E e tal que E possui um adjunto E*. Prove
que E é autoadjunto se, e somente se, EE* = E*E. Prove também que, neste caso, E é a
projecao ortogonal em W = Im E.

. Seja T um operador linear em V tal que T admite um adjunto. Prove que se T*T = 0

entaio T = 0.

. Seja A € M,,(C). Mostre que A se escreve de modo tinico como A = B +iC, onde Be C

sdo matrizes autoadjuntas.

Sejam S, T € L(V). Suponha que S e T admitem adjuntas.
(a) Mostre que se S e T sdo autoadjuntas, entdo ST é autoadjunta se, e somente se,
ST =TS.
(b) Prove que T*T é autoadjunta.
(c) Se T é autoadjunta, mostre que S*T'S é autoadjunta.

Suponha que a dimensao de V é finita e seja T € L(V) normal e nilpotente. Mostre que
T é o operador nulo.

Sejam V um C=espago de dimens&o finitae T € L(V) um operador normal. Prove que:
(a) T é autoadjunto se, e somente se, todo autovalor de T é um ntimero real.
(b) T é unitério se, e somente se, todo autovalor de T' é um ntimero complexo de moé-
dulo igual a 1.
(c) T é o operador nulo se, e somente se, todos os autovalores de T sao nulos.
(d) T* = —T se, e somente se, os autovalores de T sdo nulos ou niimeros complexos
imagindrios puros.

Seja V um espago de dimensdo finita. Prove que o produto de dois operadores line-
ares positivos é positivo se, e somente se, eles comutam. Mostre que a soma de dois
operadores positivos é um operador positivo.

Prove que se a dimensdo de V é finita e T € L(V) é uma isometria e um operador
positivo definido, entdo T = I.

Suponha que a dimensdo de V é finita e seja T € L(V) um operador linear positivo
semidefinido. Prove que se v € V é tal que (T (v), v) = 0, entdo T(v) = 0.
Prove que toda matriz positiva definida é quadrado de uma matriz também positiva

definida.

Seja A € M,(K) tal que A* = A. Mostre que existe um ndamero real positivo ¢ tal que
A + cl é positiva definida.



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.
22.

23.

Seja V um K-espaco vetorial de dimensao finita e seja B = {vy,- - - ,v,} uma base qual-
quer de V. Seja a;; = <vj, v; > ,i,j =1,---,n. Mostre que a matriz A = (a;;) € M,(K)
é uma matriz positiva definida. Mostre que vale a “reciproca”, isto é, se A € M, (K)
¢ uma matriz positiva definida entdo (X, Y) = Y*AX define um produto interno no

espago M, x1(K).
Prove que as matrizes
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sdo matrizes positivas definidas.
Seja
1 23
A=|2 3 4| eMs(R).
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Encontre uma matriz ortogonal P € M3(RR) tal que P' AP é diagonal.
Seja A € M,(R) uma matriz simétrica. Prove que existe uma matriz real C tal que
C? = A.
Sejam A1, Az, -+, Ax € M,(R) matrizes simétricas tais que A% + A% 4+ A% = 0.
Prove que A; = 0, paratodoi =1,2,--- k.
Seja O(n) = {A € M,(R) | A é ortogonal}.

(a) Mostre que O(n) é um grupo com o produto de matrizes.

(b) Mostre que |det A| = 1 para toda A € O(n).

(c) Mostre que |tr A| < n para toda A € O(n).
Sejam A, B € M,(R), n > 2, matrizes simétricas tais que A> = B°. Prove que A = B.
Suponha que a dimensdo de V é finita e sejam T € L(V), S € L(V) uma isometria e

R € L(V) um operador positivo semidefinido tal que T = SR. Mostre que R = +/T*T.

Seja A € M,(C) (A € M,(R)) uma matriz inversivel. Prove que A = BC, onde B é
unitéria (ortogonal) e C é positiva. Mostre também que esta decomposic¢do é tinica.

Dé exemplo de uma matriz A tal que A? é normal, mas A ndo é normal.

Sejam A, B € M, (C) matrizes autoadjuntas. Prove que A + iB é normal se, e somente
se, AB = BA.

Suponha que K = C, a dimensdo de V é finita e seja T € L(V). Mostre que T é normal
se, e somente se, T* = h(T) para algum h(t) € K[t]. Conclua que um operador S € L(V)
comuta com T se, e somente se, comuta com T*.



24. Sejam V um C-espaco de dimenséo finita e T € L(V). Mostre que as seguintes afirma-
¢Oes sdo equivalentes:
(a) T é normal.
() ||T(v)|| = ||T*(v)||, paratodo v € V.
(c) Sejam A € Cev € V. Entdo T(v) = Av se, e somente se, T*(v) = Av.
(d) Existe E base ortonormal de V tal que [T]g é diagonal.
(e) Existe g € CJt] tal que T* = g(T).
(f) Todo subespago de V invariante sob T também é invariante sob T*.
(g) T = PF onde P é positivo semidefinido, F é uma isometria e PF = FP.

25. Seja V um R-espaco vetorial de dimenséo finita. Seja T € L(V) um operador autoad-
junto de traco nulo. Mostre que existe uma base ortonormal B de V tal que todos os
elementos da diagonal principal da matriz de T na base B sdo nulos.

26. Seja V = R* com o produto interno usual. Seja T € L(V) um operador ortogonal tal que
T admite apenas 1 autovalor real e ele é positivo. Determine a forma racional de T em
funcdo de 1 parametro.

27. Seja A € Ms(IR) uma matriz ortogonal com polindmio minimal m 4 (t) = (> — 1)(#* +
t +1). Determine todas as possibilidades para a forma racional de A e as corresponden-
tes formas canonicas de isometrias de A.

28. Seja V um espaco vetorial complexo, de dimensdo finita n. Seja T : V — V um operador
linear tal que T* = T¥, para algum inteiro k > 1. Mostre que existe uma base ortonormal
de V tal que a matriz de T nessa base é

M 0
0 .An

onde, paracadaj=1,...,n,0u /\]- =0ou Aj é uma raiz k + 1-ésima da unidade.

29. Suponha que V é dimensao finitan > 1e T: V — V um operador linear. Mostre que
|detT| = detv/T*T de duas formas diferentes: uma usando a decomposicdo polar e
outra usando o fato que det T* = det T.

30. Suponha que V é de dimenséo finitae T € L(V) tem decomposigdo em valores singula-
res dada por
To = 51<U,€1>f1 + -+ Sn<013n>fn

paratodov € V,onde sy, ...,s, sdo os valores singularesde T e (e1,...,e,) € (f1,.-- fu)
sdo bases ortonormais de V. Mostre que se v € V, entdo

(@) T*(v) =s1(v, fi)er + -+ - +5,(V, fu)en.

(b) T*T(v) = s3(v,e1)er + -+ - +52(v, en)en.

(©) VT*T(v) = sl<v 61>€1 + -+ 50 (v, en)en.

(d) T (v) = Ufl er+ -+ <Z)f”>en, se T for invertivel.

(K

31. Seja T € L(K3) defmlda por T(z1,22,23) = (z3,221,322). Construa explicitamente uma
isometria S € L(K3) tal que T = Sv/T*T.



32. Suponha que V é de dimensao finita e T € L(V). Mostre que

(a) Existe uma isometria S € L(V) tal que T = /TT*S.

(b) T e T* tétm os mesmos valores singulares.

(c) T ndo é invertivel se, e somente se, 0 ndo é um valor singular de T.

(d) dim(Im T) é igual ao nimero de valores singulares ndo nulos de T (contando mul-
tiplicidades).

(e) T é uma isometria se, e somente se, todos os valores singulares de S sdo 1.

(f) Se T for autoadjunto, os valores singulares de T sdo os valores absolutos de los
autovalores de T (contando multiplicidades).

33. Suponha que V é de dimenséo finita e sejam T;, T, € L(V). Mostre que T; e T, tém os
mesmos valores singulares se, e somente se, existem isometrias S1,S, € L(V) tais que
Ty = 511»5,.

34. Suponha que V é de dimensdo finita e T € L(V). Seja § o menor valor singular de T, e
seja s 0 maior valor singular de T.
(a) Mostre que §||v|| < ||T(v)]| < s||v|| paratodov € V.
(b) Suponha que A é um autovalor de T. Mostre que § < [|A|| <.
(c) Mostre que T é uniformemente continua.

35. Suponha que V é de dimensdo finita # > 1 com base ortonormal (ey,...,e,) e seja
T: V — V um operador linear. Mostre que

tr(T°T) = || T(e) |* + ... + [ T(en)|I*.

Conclua que o valor a direita da igualdade ndo depende da base ortonormal (e, ..., ey)
escolhida.

36. Suponha que K = C e que V é de dimensao finita n > 1. Seja T: V — V um operador
linear. Sejam Ay, ..., A, os autovalores de T, onde repetimos um autovalor tantas vezes
como a sua multiplicidade algébrica. Suponha que A = (a;;) é a matriz de T em relagao
a uma base ortonormal de V. Mostre que

n on
|)\1’2 + -+ |)\n|2 S 2 Z |a]‘k|2.
k=1j=1

37. Suponha que V é de dimenséo finita e que T: V — V é um operador linear tal que
|IT*(v)|| < ||T(v)| paratodo v € V. Mostre que T é normal.

3
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. Suponha que V é de dimensao finita n > 1. Mostre que para cada produto interno
((—,—)) em V existe um tnico operador positivo definido T € L(V) tal que ((v,w)) =
(T(v),w) para todos v, w € V. (Dica: ({(—,w)) € V*,logo existe um tnico w’ € V tal que
((—,w)) = (—,w'). Defina T(w) = w').



