MAT5730 - ALGEBRA LINEAR - Segundo semestre de 2016
Lista 6

Nesta lista V é um K-espago com produto interno (, ), onde K = R ou K = C.

1.

10.

Seja T: W — Z uma transformagdo linear injetora entre K-espagos vetoriais. Suponha
que (, ), é um produto interno em Z. Mostre que ((wy,wy)) = (T(w1), T(wy)) para
todos wy, w, € W define um produto interno em W.

Mostre que a sequéncia vy,...,v, € V é linearment independente se, e somente se, a
matriz A = (7;;) é invertivel, onde ;; = (v}, v;).

(a) Se K = R, mostre que para u,v € V, (1,v) = 0 < |lu+0|* = ||lu]|* + ||v|*

(b) Mostre que (a) é falso se K = C.

(c) Se K = C, mostre que para u,v € V, (11,0) = 0 < |lau+ po||* = ||au|* + ||fo|%,
para todos a, B € C.

. Mostre que vale a lei do paralelogramo:

u+ 0|+ ||u—o|* = 2||u||* + 2||o||*, para todos u,v € V.

Se K = R, mostre que, para u,v € V, |u|| = ||v|| se, e somente se, u + v e u — v sdo
ortogonais. Discuta a afirmagdo para K = C.

Se V um espaco vetorial sobre C, mostre que vale a identidade de polarizagio, para todos
1,0 € Vi 4 (u,0) = |lu+0|?* = |lu—o|* +illu+iv||* — i||u — iv||*.

Mostre que se V é um espago vetorial sobre IR entdo vale a identidade de polarizagio, para
todos u,v € V: 4 (u,0) = ||lu+0||* — |ju — v|*.

Encontre uma base ortonormal de cada um dos seguintes subespagos S e determine
também, em cada caso, o subespaco St
(a) S é o subespago de C? gerado pelos vetores v; = (1,0,i) e v; = (2,1,1+1), com o
produto interno usual.
(b) S={(x,y,z) € R®| x +y +z = 0}, com o produto interno usual.
(©) S={p(t) € Py(R) | tp'(t) = p(t)} e (p,q) = [, p(t)q(t)dt.
(d) S={A e M3(R)| tr(A) =0} e (A B) = tr(AB!).

Prove que se | (1,v) | = ||ul|||v||, entdo u e v sdo linearmente dependentes.

Sejam W um subespago de Vev € V. Seja E : V — V a fungdo tal que E(v) = w, a
projegdo ortogonal de v em W. (Assuma que, para todo v € V, existe tal w.) Prove que
(a) E é um operador linear em V.

(b) E é idempotente.

(c) InE=WekerE =W,

(d) V=weoW

Seja W um subespaco de dimensio finita de V. Mostre que (W+)+ = W. O resultado
continua verdadeiro se a dimensdo de W néo é finita? Considere R[x] com o produto
interno (p,q) = fol p(x)q(x)dx e seja U o subespgo constituido por todos os polindmios
com termo constante igual a zero. Mostre que U+ = {0} e entdo U+ = R[x] # P.
Também R[x] # U @ U*. (Dica: U = {xq(x) | q(x) € R[x]}). Também podem encontrar

uma prova no livro W. K. Nicholson, Algebra Linear, 2a edigdo, pagina 338.
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Desigualdade de Bessel: Seja {ey, ..., e, } um conjunto ortonormal de V. Entdo
n
Z x,ex)|? < ||x||*> paratodox € V.

Além disso, se W = (ey, ey, ..., e,) entdo sdo equivalentes:

(a) xeW;

(b) Ly [(x e[ = [[x]1%;

(©) x = Y1 (x enew

(d) (x,y) = Y4 1(x,e){ex,y) paratodoy € V.
Identidade de Parseval: Suponha que {ej, ..., e, } é uma base ortonormal de V. Mostre que
(x,y) =Y} _1(x, ex) (e, y) para todos x,y € V.

Seja W um subespaco de dimensao finita de V. Existem, em geral, vdrias proje¢des cuja
imagem é W. Uma delas, a projecdo ortogonal, tem a propriedade que ||E(v)| < ||v]|,
para todo v € V. Prove se E € L(V) é uma projecdo cuja imagem é We ||E(v)| < ||v||,
para todo v € V, entdo E é a projecdo ortogonal em W.

(Sugestdo: Prove que (E(v),v — E(v)) = 0, para todo v € V se, e somente se, (u, E(v)) =
0, paratodou c kerEev e V.)

Sejam W um subespago de dimensao finita de V e E a projecdo ortogonal de V em W.
Prove que (E(v),u) = (v, E(u)) para todos u,v € V. Ou seja, E é autoadjunto.

Seja V.= C(]0, 1]) 0 espago das fungdes continuas no intervalo [0,1] com o produto
interno (f,g) = [ f(
(a) Exiba uma base ortonormal do subespaco de V gerado pelos polindmios 1, t e t2.
(b) Encontre o polindmio de grau menor ou igual a 2 que melhor aproxima f(t) = cos ¢
no intervalo [0, 1].

Sejam V e W espagos vetoriais de mesma dimensao (finita) sobre K e com produtos
internos (, )y, e (, )y, respectivamente. Seja T : V — W uma transformagcdo linear.
Prove que as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(@) (T(u), T(v))y = (u,v), para todos u,v € V.

(b) T leva toda base ortonormal de V em uma base ortonormal de W.

(c) T leva uma base ortonormal de V em uma base ortonormal de W.

(d) [|T(v)||w = ||v||v paratodov € V.

(e) ToT*= Iw.

(f) T*o T = Iy.
Tal T é um isomorfismo de espagos com produto interno.

Uma matriz A € M, (K) é chamada ortogonal se AA" = 1, e unitdria se AA* = I,,. Encon-
tre um exemplo de uma matriz complexa unitdria que ndo é ortogonal e um exemplo de
uma matriz que é ortogonal e ndo é unitdria.

Seja T o operador linear em C? (com o produto interno usual) definido por: T(1,0) =
(1+414,2) e T(0,1) = (i,i). Determine a matriz de T* em relagéo a base canonica de C.
Vale que TT* = T*T?
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Seja T um operador linear em V que possui um adjunto T*.
(a) Mostre que ker T* = (Im T)* e que Im T* C (ker T)*.
(b) Mostre que se dim V < oo, entdo Im T* = (ker T)*.
(c) SejaV =C([0,1],R) e T € L(V) definida por: f — T(f), com T(f)(t) = tf(t) para
todo t € [0,1]. Determine T* e mostre que Im T* # (ker T)-.

*

Seja T € L(V). Prove que se T é inversivel, entdo T* é inversivel e (T*)~1 = (T~1)*.

Dados dois K-espagos vetoriais A, B dizemos que uma fungdo f: A — B é uma transfor-
magdo conjugada se

flx+y) = f(x)+ f(y), f(Ax) =Af(x) paratodosx,y €V, A €K.

Dados V e W dois espagos vetoriais com produto interno de dimensao finita sobre K,
mostre que L(V, W) — L(W, V), T — T*, define um isomorfismo conjugado.

Suponha que V é de dimenséao finita. Definimos ®y: V — V*, v — (—,x).
(a) Mostre que v é um isomorfismo conjugado.
(b) Seja W um K-espago vetorial de dimensdo finita e T: V — W uma transformacao
linear. Mostre que T*: W — V € a tnica transformacdo linear tal que @y o T* =
T! o Dy .

Suponha que V é de dimensao finita e seja T: V' — V um operador linear. Dado um
subespago W de V, mostre que W é T-invariante se, e somente se, W+ é T*-invariante.

Seja n um inteiro positivo. Consideremos K" com o seu produto interno usual. Seja
T: K" — K", T(z1,...,2z4) = (0,21,...,24—1). Encontre uma férmula para T*(z1, ..., 2z).

Suponha que V é de dimensdo finita. Sejam T: V — V um operador linear e € K.
Mostre que A é um autovalor de T se, e somente se, A é um autovalor de T*.

Sejam V, W K-espagos vetoriais de dimensdo finitae T € L(V, W). Mostre que
(a) T éinjetora se, e somente se, T* é sobrejetora;

(b) T é sobrejetora se, e somente se, T* é injetora.

(c) dim(ker T*) = dim(ker T) + dim W — dim V..

(d) dim(Im T*) = dim(Im T).

Suponha que K =CedimV < 0. Seja T: V — V um operador linear. Definimos

= (T+T), To= o (T-T).
Mostre que
(a) Ty e T sdo autoadjuntos;
b) T=T1+iTy;
(c) Se T = S1 +iS; onde S1, S, € L(V) sdo autoadjuntos, entdo Ty = Sy e T, = Sy.
(d) T é normal se, e somente se, T; e T comutam, se, e somente se TT* = T*T =
T? + T3.



