MAT5730 - Algebra Linear
Exame - 02/12/2016

Exercicios obrigatérios
1. Seja K um corpo, V um K-espago vetorial de dimensao finitan > 1e B = (e1,...,e,), C = (d1,...,dy)
duas bases de V. Sejam ¢ a tnica forma n-linear alternada tal que p(e1,...,e,) = 1 e ¢ a unica forma
n-linear alternada tal que v (dy,...,d,) = 1. Encontre o € K tal que ¢ = o).

2. Seja V um C-espago vetorial de dimensao finita n > 1 com produto interno.
(a) Seja T: V — V um operador linear e U um subespaco de V. Mostre que U é T-invariante se, e
somente se, U+ é T*-invariante.
(b) Sejam S,T: V — V operadores normais. Mostre que existe uma base ortonormal B tal que [S]g e
[T|p sao diagonais se, e somente se, ST =T'S.

Escolha quatro exercicios
3. Classifique, a menos de semelhanga, as matrizes reais de ordem 6 com polinémio minimal (t—1)3(t —2)
dando a forma de Jordan e a forma racional de cada um dos representantes da classe de semelhanca.

4. Seja V um espago vetorial de dimensao finita n > 1 sobre um corpo K. Seja f(t) € K[t] um polindémio
monico, irredutivel e de grau d > 1 com d|n.
(a) Prove que existe T' € L(V) tal que mp(t) = f(t). Quais sao as possiveis formas racionais de T'?
(b) Sejam T' € L(V) e v € V tais que mp(t) = myr(t) = f(t). Mostre que para todo w € V com
w¢ Z,r ={p(T)(v): p(t) € K[t]}, temos que Z, 7 N Zy, 1 = {0}.

5. Considere a matriz - -
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Determine a forma racional R de A e encontre uma matriz P € Mg(R) inversivel tal que P~1AP = R.

0

6. Considere as matrizes sobre o corpo R.
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(a) Quais das matrizes anteriores sao diagonalizéveis em relacao a uma base ortonormal?
(b) Quais das matrizes anteriores sdo diagonalizdveis em relagao a uma base ortonormal com todos os
autovalores positivos?

7. Seja A € My(C) com todas as suas entradas reais. Suponha que
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(a) Encontre a forma de Jordan real J de A e uma matriz Q € My(R) tal que Q~*AQ = J.
(b) Define A um operador normal em C*? E uma isometria em C*? E uma isometria em R%?

8. Seja V' um C-espago vetorial com produto interno de dimensao finita n > 1. Seja T : V — V um
operador linear tal que 7% = T*, para algum inteiro k > 1. Mostre que existe uma base ortonormal de
V tal que a matriz de T nessa base é 0
A1

O‘)\n

onde, para cada j =1,...,n, ou \; = 0 ou \; é uma raiz (k + 1)-ésima da unidade.



