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Prefacio

Sdo inegaveis os beneficios que vieram na esteira das transformagdes tecnologicas
dos ultimos 20 anos, resultado da pesquisa multidisciplinar. E essa proximidade entre
pesquisa e aplicagdo estimula o interesse de estudantes em areas que promovem o
desenvolvimento de varias competéncias.

De fato, os problemas multidisciplinares sdo fascinantes! Entretanto, sdo problemas
extremamente complexos e, para serem solucionados, exigem habilidades especializadas
em diferentes areas que conciliem desde a linguagem até a definigdo de prioridades na
estratégia de resolugao.

Particularmente, os problemas em Bio-Matematica - aqui o termo ¢ usado com
significado bem amplo - t€m proporcionado vasto campo de pesquisa como também
oportunidades de trabalho fora do meio académico. Neste Minicurso serdo abordados 3
topicos que sdo bastante representativos nos contextos académico aplicado. O Capitulo 1
aborda a reconstrug@o de imagens médicas através de tomografia de impedancia elétrica.
O Capitulo 2 a dindmica ¢ o controle 6timo de sistemas de populagdes e o Capitulo 3 a
modelagem ¢ simulagdo da dindmica do HIV. Nos trés casos, o problema ¢
contextualizado na area Biologica através de exemplos e problemas especificos. Em
relagdo a modelagem Matematica, a discussdo ¢ voltada para aplicabilidade e limitagoes
das solugdes, sugerindo assim uma reflexdo sobre possibilidades de investigagdes
futuras. Uma vasta bibliografia e resultados de simulagdes acompanham cada um dos
capitulos.

0s autores
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Capitulo 1
Backprojection: Algoritmo para Reconstrugcao
de Imagem Médica.

Joyce da Silva Bevilacqua

1.1 Diagnéstico por imagem

A descoberta do raio X, em 1895, pelo fisico alemdao William Conrad Rontgen
promoveu uma grande revolucdo no diagndstico médico. A possibilidade de ver o
interior do corpo humano através de uma técnica ndo invasiva nao era possivel até entao.
As primeiras imagens foram obtidas pelo proprio Willian, da mdo de sua esposa, e a
demonstragdo da aplicabilidade para visualizagdo do interior do corpo humano rendeu a
ele o prémio Nobel de Fisica do ano de 1901. Além do interesse dos médicos a
descoberta causou sensag@o em todas as pessoas, que se submetiam ao raio X apenas por
curiosidade de ver a imagem de seus ossos. Com o passar do tempo a euforia inicial foi
arrefecendo e pesquisas envolvendo essa onda eletromagnética foram identificando
riscos e promovendo o desenvolvimento de técnicas mais precisas, abrangentes e seguras
baseadas no raio X.

O préximo grande marco para o diagndstico por imagem foi sem duvida a tomografia
computadorizada. A resolucdo fantastica e aplicabilidade para visualizagdo de outros
tecidos além do dsseo também conferiram aos seus inventores, o engenheiro eletronico
Godfrey N. Hounsfield e o fisico Allan McLeod Cormack o prémio Nobel em Fisiologia
e Medicina em 1979 [20].

Do mesmo modo que o raio X convencional, na tomografia computadorizada uma
fonte emite feixes de raio X que passam através do paciente e sua intensidade ¢ captada
por uma camera. A diferenga basica entre o raio X e a tomografia estd na quantidade de
informagdo processada para reconstruir uma imagem. Na tomografia, os raios X sdo
projetados sobre um mesmo plano com angulos diferentes, gerando com isso um numero
muito maior de informagdes sobre esse plano especifico do que aquelas obtidas apenas
por um raio numa Unica dire¢do, como ocorre no raio X convencional. Para a
reconstrucdo de um corte transversal do corpo, sdo feitas em média 300 proje¢cdes em
diregdes diferentes para cada rotagdo de 360° da fonte emissora (Figura 1.1).

Outros equipamentos, como o ultrasson, imageamento nuclear, ressonancia
magnética, que estdo disponiveis no mercado, foram desenvolvidos baseados em
descobertas das ultimas décadas, com o objetivo de ampliar as possibilidades de
diagnosticos. Entretanto, nenhum desses equipamentos foi desenvolvido para ser
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utilizado no monitoramento continuo de pacientes, que € particularmente importante
quando estes sdo submetidos a ventiladores artificiais.

Estima-se que 250.000 pacientes por ano necessitam de ventilagdo artificial, além de
milhdes de pessoas que sdo submetidas & anestesia geral em todo o mundo. Atualmente,
as avaliagdes da acdo da ventilacdo mecanica sdo feitas através de parametros globais
como, por exemplo, niveis de oxigénio e gas carbdnico na corrente sangiiinea, volume
total de ar ventilado, curva Pressdo-Volume durante o ciclo respiratorio. Através desses
parametros € possivel para o médico identificar o nivel de risco do paciente, mas ndo €
possivel identificar o que esta ocorrendo nos alvéolos. Em manobras de recrutamento [1]
o conhecimento do que esta ocorrendo no nivel alveolar ¢ muito importante pois, uma
pequena variagdo na pressdo, pode acarretar tanto a abertura quanto o rompimento de
alvéolos e isso, so sera identificado pelos parametros globais muito tarde.

tubo: uma fonte
de raio X

detectar

Figura 1.1. esquema do tomografo computadorizado

Entre os equipamentos disponiveis no mercado ndo ha efetivamente nenhum
desenhado para uso continuo, capaz de monitorar variagdes locais nos pulmdes,
permitindo com isso otimizar a estratégia de ventilacdo [2]. Para ser usado para
monitoramento em tempo real o equipamento ndo pode utilizar fontes radioativas ou
contrastes, deve ser portatil, de facil instalagdo no paciente ¢ os resultados devem ser
apresentados de forma clara e precisa.

No corpo humano, ossos, musculos, sangue, etc. possuem propriedades
eletromagnéticas diferentes. Na Tabela 1.1 s@o mostrados alguns valores de
condutividade para alguns tecidos [15], o que sugere a utilizacdo de um equipamento
capaz de identificar essas propriedades.

Desde a década de 80, tomodgrafos por impedancia elétrica vém sendo construidos e
aprimorados para uso médico. Apesar da qualidade da imagem néo ser ainda satisfatoria,
principalmente se comparada as imagens de tomografia computadorizada e ressonancia
magnética, a tomografia de impedancia elétrica vem sendo estudada para ser utilizada
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em diferentes especialidades: para monitoragdo de perfusdo pulmonar e fungdo cardiaca
[23], deteccdo de cancer de mama [12], mapeamento da atividade cerebral, etc.. As
vantagens dessa técnica residem nos seguintes fatores: ¢ ndo-invasiva, o equipamento ¢
relativamente barato, portatil e pode ser usado continuamente.

Tecido s: dio Condutivid 1de (mS/cm)
sangue 67
figado 28
musculo - longitudial 80
musculo - transvers: 1l 06
musculo cardiaco - ongitudinal 63
musculo cardiaco - ransversal 23
tecido neural 17
pulmaio - expiragdo 10
pulmao - inspiragao 04
gordura 0.36
0SS0 0.)6

Tabela 1.1: condutividades nos tecidos do corpo humano

Muitos avangos foram conquistados desde os primeiros tomografos de impedancia
elétrica, mas ainda ha um vasto campo de pesquisa tanto para aperfeicoamento do
hardware, quanto dos algoritmos de reconstrugdo. Em relagdo ao hardware sdo questdes
em aberto:

i. tipo de eletrodo: formato, otimizagdo dos materiais condutores, propriedades bio-

fisico-quimicas;

ii. cabos e conectores: blindagem, transmissao;

iii. fonte de corrente: precisdo e padrdes de injecao;

iv. medidor de voltagens: precisdo e padrdes de medicao.

A precis@o e os padroes definidos para a fonte de corrente ¢ para os medidores de
voltagens também impdem limitacGes severas aos algoritmos de reconstrugdo. Mesmo
com um numero de eletrodos grande (64 ou 128) o numero de medidas independentes
geradas € infimo se comparado ao niimero de incognitas do problema. Para ser utilizado
para diagnostico a imagem de TIE deve ser capaz de identificar variagdoes de
condutividade em regides de aproximadamente 1 cm’, o que significa que cada variavel
do dominio computacional, que € neste caso uma sec¢do transversal do tdérax, deve
representar uma regiao com no minimo essa area.

Diferentes estratégias sdo utilizadas nos algoritmos de reconstrucdo: métodos
iterativos[11,31,34], métodos baseados em projecdes [4,7,8,17], métodos variacionais
[9]. Independente da estratégia a propagagdo de erros numéricos ¢ muito grande, pois o
problema matematico ¢ mal-posto no sentido de Hadamard [10,30]. Introdugdo de
informagdes a priori, algoritmos de regularizacdo [33] e filtros para tratamento da
imagem sdo indispensaveis [26]. Para aplicagdes em tempo real o tempo de
processamento ¢ também outro fator importante. Pré-processamentos e paralelizagdo do
codigo devem ser introduzidos.
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Mesmo com todas essas limitagdes imagens consistentes e alguns resultados
significativos podem ser obtidos em tempo real.

1.2 Tomografia de impedancia elétrica (TIE)

O principio de tomografia por impedancia elétrica (TIE) é muito semelhante ao do
tomografo computadorizado. Uma fonte injeta corrente elétrica em eletrodos
posicionados sobre a superficie do objeto do qual se quer obter a imagem do interior.
Apoés a injecdo de corrente, as voltagens sdo medidas no contorno e, a partir destes
dados, ¢ calculada a variagdo de condutividade no interior do objeto (Figura 1.2). A
imagem final, que representa o interior de objeto, ¢ a da distribui¢do de condutividades.

forte de comerie

inagem final |:

apuisigho de

E—;— Tokgere

Figura 1.2. esquema do tomografo por impedancia elétrica.

O equipamento pode ser dividido em 4 partes principais: cinto de eletrodos, fonte de
corrente, medidor de voltagens e processador central. Como vimos resumidamente na
se¢do anterior, para cada uma das partes, existem ainda muitas questdes em aberto em
relacdo a tecnologia que deve ser utilizada. Detalharemos algumas delas.

Devido ao grande niimero de eletrodos que devem ser colocados no paciente, os
eletrodos devem estar conectados a um cinto, capaz de guiar o técnico na instalagdo. Em
geral, para a obtengdo de cortes transversais do torax, os equipamentos sdo construidos
com 8, 16 ou 32 eletrodos. A Figura 1.3 mostra uma versdo ainda em desenvolvimento
do cinto. Neste caso, além da quantidade de eletrodos, o formato, as propriedades
bioquimicas do gel condutor, a blindagem do fio e o controle da fuga de corrente
também sdo objetos de pesquisa[22,24].

Para a fonte de inje¢do de corrente e configuracdes para inje¢do, o desafio ¢
conseguir a maior quantidade de informacdes independentes com a melhor qualidade
possivel [29]. Para uma tinica fonte de corrente, as configuracdes de injecdo mais usuais
sdo a adjacente e a diametral. Na configuracdo adjacente, correntes iguais e de sinais
opostos sdo injetadas em eletrodos adjacentes. Na diametral, como o nome sugere, 0s
eletrodos de injecdo estdo localizados em posi¢des diametralmente opostas. Nos dois
casos as voltagens sdo medidas em todos os pares adjacentes de eletrodos, excluindo os
pares formados com os eletrodos de injegdo. Para um total de N eletrodos posicionados
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no paciente, obtém-se N(N-3)/2 ¢ N(N-4)/2 medidas independentes de voltagens, para as
configuracdes adjacente e diametral, respectivamente. Existem outras configuragdes com
multiplas fontes de correntes, que injetam corrente ¢ medem voltagem em todos os
eletrodos simultaneamente[ 1 1]. Neste texto trataremos apenas o caso adjacente.

Figura 1.3: versdo preliminar do cinto que estd em desenvolvimento

Um conjunto completo de medidas ¢ obtido quando a inje¢do de corrente ja
percorreu todos os pares possiveis de injegdo. No caso do prototipo que estamos
utilizando em nossos experimentos, 32 eletrodos igualmente espagados estdo
posicionados na superficie do objeto de estudo, a configuracdo ¢ adjacente e obtemos
464 medidas independentes.

A precisdo nas medidas coletadas ¢ fundamental neste problema. A interferéncia ¢
muito dificil de controlar em situa¢des reais. O desenvolvimento de medidores de
voltagens precisos e estaveis ¢ também um desafio.

Uma vez obtidos os dados, a imagem do interior do objeto é reconstruida baseada nas
informagdes da fronteira. Diversos aspectos do problema ja foram tratados tanto do
ponto de vista tedrico geral [3,16,21,25], como de aplicagdo especifica, tais como
algoritmos de reconstru¢do de imagens 2D [27,28], reconstrugdo de imagens 3D[19],
modelos de eletrodos para melhor representagdo das condigdes da fronteira [16],
diversos métodos numéricos com abordagens deterministicas e probabilisticas [35]

Em relagdo a aplicacdo da TIE para monitoramento continuo, o tempo de execucio
do algoritmo ¢ fundamental. Para obter a marca de 24 quadros por segundo, a cada 40
milisegundos uma nova imagem deve ser reconstruida, ou seja, o processo todo, da
aquisicdo a apresentagdo do resultado final deve ser realizado por volta de 40
milisegundos. Neste caso, conciliar precisdo e velocidade envolve pré-processamento e
utilizagdo de linguagens de baixo nivel além da paralelizacdo do codigo.

Varias estratégias sdo utilizadas nos algoritmos de A proposta para este mini-curso ¢
analisar com mais detalhe um algoritmo classico, o Backprojection que, assim como no
algoritmo da tomografia computadorizada ¢ baseado em projegdes [18].

Nas segOes seguintes, varios aspectos de modelagem deste problemaespecifico e da
estratégia do algoritmo Backprojection utilizado na solugdo numérica serdo abordados.
Alguns sdo absolutamente gerais e sdo observados em problemas de reconstrugdo de
imagens a partir de projegoes em diferentes areas de aplicag@o.
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Finalizando, serdo apresentados os resultados obtidos até o0 momento na reconstru¢ao
de imagens de uma secgdo transversal do torax, em diferentes instantes do ciclo
respiratorio. [5].

1.3 Modelagem matematica

Considere um dominio £2 = " de condutividade o, no caso um corte transversal do
térax, em cuja fronteira A2 serdo instalados N eletrodos. Denotando cada eletrodo por ¢,
1< k < N, correntes I, serdo aplicadas, respectivamente, aos ¢;‘s ¢ a voltagem resultante
V; medida em cada eletrodo. Se

T=(I)1y,..1y)"

¢ tal que a condig@o de conservagdo das cargas ¢ verificada,
N
E k=llk:0 (1.1)

dizemos que / define um padrio de corrente. Neste caso, a voltagem padrio €
V=(Vi,VytVa )

onde o terra foi fixado

N
Zkzl V, =0. (1.2)

Temos, portanto, a classica relagdo entre voltagens, corrente e resisténcia
V =RI,

onde R ¢ a matriz de resistividade. Cada elemento R;; estd relacionado com a

condutividade do interior do objeto, V e I, através das Leis do Eletromagnetismo
definidas pela Fisica classica. A partir das equacdes de Maxwell, as propriedades
eletromagnéticas do objeto podem ser relacionadas e o campo elétrico campo magnético,
linhas equipotenciais de corrente e voltagens podem ser determinadas. Este € um
problema inverso e mal-posto onde o niimero de incdgnitas associado a matriz R ¢ muito
superior que o nimero de medidas independentes que podemos coletar em V.

As equacdes de Maxwell do eletromagnetismo sdo dadas por:

vE=L V.B=0

&

onde

Ee B sdo, respectivamente, os campos elétrico ¢ magnético, & a permissividade
elétrica, # a permeabilidade magnética, o a condutividade elétrica (o reciproco da
resistividade 4, o= 1/A4).
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A simplificag@o destas equagdes pode ser obtida assumindo que o evento ¢ estatico,
ou considerando que as solucdes sdo periddicas em relagdo ao tempo e assumindo,
simultaneamente, que a permeabilidade magnética u ¢ desprezivel. Ambos chegam a
equacdes finais equivalentes, entretanto com hipdteses intermedidrias distintas que
devem ser levadas em consideragdo num estudo mais aprofundado do problema. Vamos
assumir que o dominio ¢ linear (condutividade e permissividade sdo independentes do
campo eletromagnético), isotropico (independem do referencial) e nio-dispersivos, ou
seja, valem as seguintes relagdes

1

&l

S TR
I

ok
uH
para D o deslocamento elétrico, J a densidade de corrente ¢ H o campo de
intensidade magnética.

Considerando o caso estatico, como todas as derivadas em relagdo ao tempo se
anulam, temos

vE=FL V.B=0
&

VAE=0 VA—=0F
7,

e, portanto, existe um potencial elétrico u tal que
E=-Vi. (1.3)

Calculando o divergente de

v.[v /\EJ = v o)

7
obtemos

V(oE)=0 o v(ovi)=0

uma equacdo diferencial de 2* ordem que modela o potencial eletrostatico no dominio
que esta sendo estudado.

Devemos definir as condigdes de contorno para esta equacdo diferencial parcial,
que dependem da corrente injetada, do modelo de representagdo dos eletrodos e sua
interagdo com a pele. Estudos especificos envolvendo a bioquimica e formato de
eletrodos ndo serdo abordados neste trabalho. Estamos utilizando eletrodos disponiveis
comercialmente, analisando apenas sua distribui¢do no térax e a modelagem da corrente
injetada.

Em funcdo da densidade de corrente na fronteira podemos escolher como condigéo
de contorno

ou .
=Jn >

O—=
on

onde 7 é a normal unitaria orientada para fora do térax e j, =—J.v a corrente aplicada.
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Como mencionamos na introdu¢ao, a defini¢do da corrente aplicada esta associada
a distinguibilidade de estruturas no interior do dominio. Teoricamente, podemos
introduzir um modelo continuo para corrente, com
j=sen(k@)cos(kO)

porém, apesar das facilidades de tratamento da equagdo do ponto de vista teorico este
ndo ¢ um modelo adequado. Em realidade ndo s6 o niimero de eletrodos ¢ finito como
também n3o ha como aumentar muito esse numero, principalmente, devido as
interferéncias. A introducao da discretizag@o nos leva ao modelo chamado de gap-model,
onde
1

k. em e

j=1 lexl k=12,.,N
’
0 fora dos e,'s

O gap-model superestima e resistividade pois, ndo contempla o efeito shunt dos
eletrodos. Para introduzir este efeito a expressdo da densidade de corrente é redefinida
para

'[aa—ﬁds — 1, k=12,..N
on

€k
ou

o —
on

>

!

fora dos e.'s

onde, a voltagem ¢ representada por u =U, , sobre ¢; , parak=1,2, ..., N.

Entretanto, neste modelo ndo estd representada a impedancia de contato pele-
eletrodo. No modelo completo esse efeito ¢ introduzido

J.aa—Idezlk,k:I,Z,...,N
on

€k

O'a—b_l, fora dos e,'s
on

- ou
onde, a voltagem ¢ representada por u + z;, 06— =U, ,sobree,,parak=1,2, .., N.
v

As equacdes que modelam o problema sdo definidas por uma equagdo diferencial
parcial com condi¢do de Neumann,
V.(6Vu(x))=0, xe

(1.5)
o2 ()= ji(x),  xedn
on

onde o dominio £2 < 977, neste caso particular, é compacto, simplesmente conexo e A2¢é
uma curva regular fechada orientada positiva. As condi¢des de compatibilidade para
existéncia de uma solucéo para (1.5) sdo



BEVILACQUA, RAFIKOV, GUEDES 15

iﬁjnds:o
o0

§uds:o

002

que equivalem as expressoes (1.1) e (1.2).

1.3.1 Modelo linearizado

Assumindo que uma pequena perturbagdo da condutividade o implica em uma
pequena perturbacdo Jou no potencial e vice-versa, a imagem reconstruida para um
instante ¢ pode ser vista também como uma perturbacdo de uma imagem de um problema
cuja solug¢do seja conhecida . Escolhendo o potencial u nas equagdes (1.5) como o
potencial do meio homogéneo, a imagem do problema linearizado identifica a variagdo
da distribui¢do de condutividade no interior do dominio, em relagdo ao meio
homogéneo. Além da correlagdo entre as perturbacdes de condutividade e potencial,
outras hipoteses serdo introduzidas para a simplificagcdo do problema:

i. o dominio £2 é circular;

ii. a variagdo da condutividade é nula na fronteira;
iii. a corrente aplicada J ¢é normal a superficie;
iv. o fendomeno ¢é bi-dimensional.

Partindo das equacdes completas de Maxwell e introduzindo todas as hipoteses
restritivas, o modelo matematico do problema ¢ definido por uma equagdo de Poisson
com condi¢do de Neumann:

V.(oV(du))=-V.(66Vu), xe2
(1.6)
O_@(_{u)(x):_goﬁ_z) xe o2
on on

Fixando a configuragdo adjacente para injecdo de corrente, ImA ¢ injetado no
eletrodo ¢; e -1mA no eletrodo e, posicionado no sentido anti-horario em relacdo a ¢;.
A imagem final ¢ obtida através da média de N imagens, cada uma reconstruida para k
delah.

Resumindo, para cada par de injecdo ¢ assumido que a corrente ¢ normal a
superficie e que pertence ao plano da imagem, isto €, o fendmeno ¢ bi-dimensional. Isto
permite mais uma aproximagdo do potencial eletrostatico, pelo potencial do dipolo
elétrico

1.3.2 O dipolo elétrico

Considerando (x,y) o plano da imagem como um corte de um cilindro infinito, o
campo elétrico pelo par de injecdo pode ser aproximado pela superposi¢do dos campos



XXVI CNMAC — SA0 JOSE DO RIO PRETO 16

gerados por duas linhas de cargas infinitas de sinais opostos, perpendiculares ao plano.
No plano essa situacdo ¢ equivalente a duas cargas puntiformes de sinais opostos. Se
considerarmos pequena a distincia entre as cargas se comparada a distdncia de um ponto
do dominio que se quer determinar a condutividade, podemos aproximar o potencial
gerado pelo par de eletrodos de injecdo pelo potencial do dipolo elétrico.

O campo de uma linha infinita de cargas ¢é radial e paralelo ao plano (x,y), e sua
intensidade a uma distancia » do eixo z, ¢ dada pela expressao

E, =—f— |
2rer

O potencial u, em coordenadas cilindricas pode ser obtido através de (1.3)
E=—Vu = [l (),()j - [a_” 1ou 6_”j

2rer’ or'r o0 oz
logo,
W_ P o )= otnr)
or 2rer 2rer

Seja X um ponto do dominio, X, o ponto médio entre as duas cargas e /4 um vetor

tal que X, +h e X, —h representam as posi¢des das cargas positiva e negativa,
respectivamente. O campo total ¢ determinado pela superposicdo dos campos gerados
pelos potenciais de cada uma das cargas

u(x):u+()?)+u,(?c):—ﬁ{ In|Z-%y—h|~In|F-%,+h] ) (17)

u+(i)=—4—§gln|i—fd—ﬁ|

u_()—c):élnﬁé—fcd-i-lﬂ

As linhas equipotenciais serdo construidas a partir de uma aproximacao de primeira
ordem do potencial dado em (22). Esta analise sera feita no dominio complexo.
Introduzindo as varidveis complexas z, zg, t, que estdo relacionadas com as

variaveis ¥,%;,h de R* definidas até o momento pelas expressdes
X z=x+iy
'i;d _>Zd =Xy4 +lyd

E—)tth +iyy

o potencial complexo ¢ dado por

Ulz)=-L{ Ln|z=z, —t|-Ln|z—z, +1] | (1.8)
4re
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onde Ln representa o ramo principal do logaritmo complexo e a parte real de U
corresponde ao potencial dado por (1.7).
A partir da expressdo do potencial e propriedades da fungdo logaritmo podemos

escrever
t
Ln(z—-z, —t)=Ln{(z—zd).[1— ﬂ
Z_Zd

:Ln(z—zd)+Ln(l—

com a hipoétese do dipolo € definida por

Z—Zy

Desenvolvendo os logaritmos em série de Taylor na vizinhanga de z = 0, truncando
na primeira ordem e substituindo em (1.8), temos

t
U(z)sz(z)z—L .
2me z—z,4

Separando em parte real e imagindaria temos:

P xh(x_xd)"‘yh(y_yd)_H.yh(x_xd)_xh(y_yd)

Uy(z)=—
¥ R e
=—zi[ud(fc)—ivd(>?)]
wE

observando que htéa rotagdo de 7/2 de he

uy(¥)=20"%a)
-5,
—.l - - .
Vd(f):—h (x_xg)
- %]

Concluindo, u, € o potencial elétrico associado ao dipolo em um meio de condutividade
constante igual a o.

No dominio circular, |id| =1e h ¢ tomado tangente a borda, ou seja,
h =% 7. AR
As fungdes u, e -v; sdo harmodnicas conjugadas. A transformagao conforme
Ug(x)(ug,vy)

leva pontos do dominio £2 no semi-plano superior {v, >1/2 }. As linhas equipotenciais
de voltagem e corrente sdo definidas, respectivamente, quando u, e v, sdo constantes.

O algoritmo backprojection, que sera estudado a seguir projeta os valores de
voltagens medidos para o interior do dominio, através das equipotenciais de voltagens,
utilizando a fun¢do v, na ponderacdo da projegdo.
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Nas variaveis U,, V', o problema linearizado (1.6) se escreve como uma equagao de
Poisson com condi¢do de Neumann

o(o0)
AU, =——=, em {v;>1/2}
o(3U
M:o, em {vy=1/2}

A variacdo Jo, que queremos determinar ¢ funcdo de Uy, V, e d:

0
m(ﬁljd Vd=1/2XUd(x:d)’d)

50-d =

No entanto, esta fungdo possui uma singularidade quando x estd proximo do dipolo.
Uma sugestdo [27] é aproximar do pela integral

1 0
B(x)= Y dl[ﬁ(&]d V,=1/2 )j(&d)

considerando s a equipotencial que passa pelo ponto x e o dipolo d. A fungdo ¢, pondera
através da proje¢do a informagdo proveniente da fronteira.

s:U(x,d)¢(x’d)de (1.9)

1.4 O algoritmo Backprojection

A idéia do algoritmo Backprojection ¢ bastante simples e intuitiva. Consiste em
estimar a densidade em um ponto x do dominio a partir da contribui¢do de todos os raios
projetados a partir da fronteira que passam por esse ponto. No caso da tomografia
computadorizada, os raios X sdo projetados em linha reta e ¢ possivel obter um niimero
muito grande de informagdes, pois a variagdo angular pode ser realmente muito pequena.

No caso da tomografia de impedancia elétrica, além da limitacdo fisica do numero
total de eletrodos, a proje¢ao ndo € em linha reta, sendo necessaria a modelagem da linha
equipotencial que definira a trajetdria da projecdo, que neste caso é o modelo do dipolo.

Assumindo que o problema de inje¢do adjacente pode ser aproximado por um dipolo
posicionado entre os eletrodos de inje¢do, na Figura 1.4 temos uma idéia de como o
Backprojection constréi a imagem em um Unico ponto do dominio. O par de injegdo
erer+1, define um dipolo posicionado d;. Para cada ponto x do dominio é tracada a
equipotencial que passa por x e pelo dipolo d;. O valor de voltagem determinado. por
interpolacdo dos valores conhecidos do vetor V. Fazendo k variar de 1 até N, a média
das N projecdes define a condutividade no ponto.
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Figura 1.4. Reconstrucdo através do Backprojection

A integral (1.9) é discretizada por

N
1
B2 W sid) (P (5d,)=1)
= (1.10)

assim como o dominio computacional. A fung@o peso neste caso esta associada a fungio
harmoénica conjugada V,, onde os indices d foram excluidos para ndo sobrecarregar a
notagao.

O algoritmo Backprojection pode ser esquematizado como

= para cada dipolo d

=  para cada ponto x e£2
= constroi a equipotencial s, que passa por x e d;
= calcula a intersec¢do x,da equipotencial com a fronteira;
= interpola o valor de voltagem para o ponto x;;
= multiplica pela fungdo peso ¢ e guarda na posicdo x da matriz
= proximo ponto

= proximo dipolo

Como apenas N valores de voltagens sdo conhecidos na fronteira, os valores de
voltagens intermediarios sdo determinados por interpolagdo. Introduzimos os esquemas
de Fourier e spline clibico para a obtengiio de novos valores na fronteira [6,13,14]. A
imagem final ¢ aplicado um filtro de vizinhanga para suavizagao.

Através de uma interface grafica ¢ possivel escolher quantos eletrodos simulados por
interpolacdo serdo introduzidos, se sera utilizado o filtro da média e para qual
vizinhanga, ajuste de escala, visualizagdo 2D, 3D, curvas de nivel, malha computacional,
resolucdo da imagem final.
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Apesar das intimeras simplificagdes que foram introduzidas para a resolucdo deste
problema, as imagens reconstruidas contém informagdes significativas. No proximo item
serdo mostradas algumas reconstrugdes.

1.5 Obtencéao de dados

O algoritmo Backprojection determina a variagdo de condutividade do em relagdo ao
meio homogéneo. Portanto, ¢ preciso conhecer a solu¢do do problema homogéneo direto
com bastante precisdo: dada uma distribui¢do de condutividade constante em todo o
dominio e conhecido o padrio de corrente, determinar os valores de voltagens na
fronteira.

Nas simulagdes que serdo mostradas, os dados de voltagens sdo de duas naturezas:

i.  problema direto simulado: dados de voltagens calculados a partir de uma
distribui¢do de condutividade conhecida
ii.  experimentais: dados obtidos com medidas feitas na bancada experimental

Para gerar os dados de voltagens simuladas serdo considerados os seguintes casos
do problema direto:

i.  homogéneo: dominio circular com condutividade constante e igual a 1

ii. 1 copo: dominio circular com condutividade constante exceto numa regiao

circular

iii. 2 copos: dominio circular com condutividade constante exceto em duas

regides circulares

iv. tomo: valores de condutividade identificados com os tons de cinza de uma

tomografia computadorizada

Em todos os casos o resultado final dos valores de voltagens deve ter um erro inferior
a 0.01%, que ¢ a precisdo estimada para os valores de voltagens medidos pelo prototipo.

Para os dados experimentais, as mesmas situagdes podem ser simuladas:

i.  homogéneo: cuba com solucdo salina

ii. 1 copo: cuba com solugdo salina e um copo de vidro

iii. 2 copos: cuba com solugdo salina e dois copos de vidro

iv. tomo: dados obtidos com eletrodos posicionados numa secg¢do transversal do

térax de uma pessoa

A partir desse banco de dados de voltagens podemos aprimorar o Backprojection,
alterando a fungdo interpoladora na fronteira, a funcdo peso, regularizacdes, etc.

1.5.1 Dados simulados -problema direto

O problema direto que gera os dados simulados consiste num dominio circular, onde
a distribuicdo de condutividade é conhecida a priori. Para casos bem especificos de
dominio e corrente aplicada, ¢ possivel obter a solucdo exata, entretanto, nosso objetivo
com a resolu¢do numérica ¢ identificar um algoritmo estavel para ser utilizado para
determinar a solucdo do “homogéneo” em reconstrucdes de sec¢des do torax. Neste caso,
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o papel do “homogéneo” serd feito por alguma imagem de referéncia, que podera ser,
por exemplo, definida quando os pulmdes estdo vazios.

A solucdo do problema homogéneo direto foi implementada na malha polar,
considerando que N eletrodos igualmente espagados estdo dispostos sobre a fronteira.
Nas simulagdes utilizamos N = {32, 64, 128, 256 e 512}. A Figura 1.5, mostra o grafico
das voltagens calculadas, para um meio circular, de condutividade constante igual a 1 e
correntes de (1) e (-1) mA aplicadas nos pares dos 128 eletrodos adjacentes.

001
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i a0 100 150
eletrados
—ont

Figura 1.5. Voltagens calculadas pelo problema direto

Através do grafico observamos uma oscilagdo nos valores das voltagens de
eletrodos consecutivos. A magnitude da amplitude dessa oscilagdo pode ser interpretada
pelo algoritmo que sera usado para resolver o problema inverso como decorrente de uma
varia¢do de condutividade no interior do dominio, independente do tipo de algoritmo
utilizado. No caso do problema direto teorico, o refinamento da malha computacional
diminui o tamanho dessa amplitude.

Uma vez calculadas as voltagens V), pelo problema direto, uma pequena perturbagéo
¢ introduzida nos valores de voltagens, gerando assim as diferengas de voltagens que
serdo usadas como entrada no Backprojection e € calculada a varia¢do de condutividade.

Para avaliar a reconstru¢do do Backprojection do proprio problema homogéneo,
foram testadas diferentes porcentagens de perturbagdo. A Figura 1.6 mostra os valores da
variagdo de condutividade obtidos pelo Backprojection, para perturbacdes de 0.1%,
0.01% e 0.001%, identificadas, respectivamente, pelas imagens da esquerda para a
direita.

O resultado desejado no caso do problema homogéneo seria que a variagdo de
condutividade em cada pixel da imagem fosse algo proximo de zero. No caso especifico
do Backprojection € conhecido o fato que ele perde resolugdo na regido central do
dominio, portanto era esperado o comportamento global apresentado nos trés casos.

A Tabela 1.2 mostra os valores da média e desvio padrdo para cada uma das trés
imagens Os valores da média e desvio padrdo Uma reducdo de aproximadamente 50%
para os valor da média e A comparagdo entre os valores da média e desvio padrdo de
cada uma das imagens cujos erros sdo 0.01% e 0.001%, com a do erro de 0.1%
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Figura 1.6. Erro na reconstru¢éo do problema

A partir desses resultados fica claro que os dados experimentais para gerarem
resultados consistentes devem ter a precisdo de 1/10000.

imagem média desvio padrdo
01% 1011 1..83
001% 0512 0.:47
0001% 0034 0.084

Tabela 1.2: média e desvio padrdo para cada uma das imagens reconstruidas

Dados de voltagens foram simulados a partir de uma seqiiéncia de tomografia
computadorizada, identificando cada pixel (tom de cinza) com um valor de
condutividade. Por se tratar de uma situagdo idealizada, foram simulados 256 eletrodos,
com corrente adjacente, interpolados para 1024 valores na fronteira. A Figura 1.7 exibe a
imagem tomografica e a imagem reconstruida pelo Backprojection. O resultado
demonstra que, ¢ possivel observarmos variagdes no nivel alveolar, caso tenhamos um
numero suficiente de medidas independentes com bastante precisao.

Figura 1.7. Comparagdo entre TIE e CT
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1.5.2 Dados experimentais

Os dados experimentais de voltagens foram obtidos com o protdtipo de 32 eletrodos,
padrdo adjacente.

Assim como no caso dos dados de voltagens simulados, as voltagens coletadas
também apresentam oscilagdes com grande amplitude. No entanto, neste caso ndo é
possivel aumentar o numero de dados. Utilizando quadrados minimos, os 32 dados
brutos sdo aproximados por um polindmio de grau 9 o que provoca uma suavizagdo na
fun¢do da voltagem. A partir dessa fung¢do suavizada s@o determinadas as medidas de
voltagens que serdo usadas no algoritmo de reconstrugdo. A Figura 1.8 mostra a
reconstru¢ao dos dados de bancada do homogéneo com e sem suavizag¢ao dos dados.
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Figura 1.8. Imagens sem suavizacdo (acima) e com suavizacdo (abaixo)

1.6 Imagens reconstruidas

Mesmo com a dificuldade que o Backprojection possui em recuperar a informagao
na regido central do dominio, outros atributos favorecem sua utilizagdo, neste problema
em particular. Por ser um algoritmo ndo iterativo, o tempo de processamento depende
basicamente da magnitude das matrizes envolvidas no processo. Otimizado com pré-
processamento e considerando apenas 32 medidas, num dominio computacional
representado por 64X64 pixels, o tempo computacional para a reconstrugio ¢ de
aproximadamente 70 mseg, num Pentiun 4, 512RAM e 2 GHz. Considerando que o
algoritmo ¢ completamente paralelizavel ¢ possivel atingir a marca de 40 mseg.

O grande desafio ¢ em relag@o a precisdo da imagem. Nos exemplos mostrados nesta
sec¢do mostraremos algumas investigagdes considerando diferentes esquemas para a
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interpolagdo dos dados de voltagem da fronteira, filtros de imagens e modificagdes da
funcdo peso ¢. Considerando todfos esses aspectos o algoritmo de reconstru¢do com
base no Backprojection pode ser esquematizado como

=  para cada dipolo d
= leitura pelo equipamento das 32 medidas V}, de voltagens
= aproximagdo dos ¥} por po (quadrados minimos)
= célculo do vetor das voltagens W a partir de p
= para cada ponto da imagem
= constroi a equipotencial s; que passa por x € d;
= calcula a intersec¢do x,da equipotencial com a fronteira;
= interpola o valor de voltagem para o ponto x, (Fourier ou
spline cubico);
=  multiplica pela fungdo peso ¢ e guarda na posi¢do x da matriz
= proximo ponto
= proximo dipolo
= filtros/algoritmos de restauracao

1.6.1 Fourier e spline cubico

A interpolag@o linear ponderada para os valores de voltagens na fronteira foi
substituida pelos esquemas de Fourier e spline cubico. Foram avaliados: os tempos
computacionais e a qualidade da imagem avaliada através da média e desvio padrao do
homogéneo. A Tabela 1.3 mostra os tempos computacionais e a Tabela 1.4 os valores de
média e desvio padrdo.

N° de voltagens interpoladas spline (seg) | Fourier(seg)
32 0.41 0.6
64 0.78 1.23
128 1.46 2.46
Tabela 1.3: tempos computacionais para as interpolagdes de Fourier e spline cubico
N° de spline (seg) Fouri:r(seg)
voltagens
interpoladas
média d :svio padrao média (esvio padrdo
32 0.00141 0.022208 0.00098 0.015321
64 0.00094 0.011332 0.00099 0.012738
128 0.00092 0.010571 0.00096 0.011739

Tabela 1.4: média e desvio padrao para as interpolagdes de Fourier e spline cibico

Exceto para o valor da média no caso de 32 eletrodos, todas os pardmetros de
avaliagdo foram favoraveis para spline ctibico. Na Figura 1.9 estdo os resultados com
cada uma das interpolagdes.
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Figura 1.9. Comparag@o entre Fouries (acima) e spline cubico (abaixo)

1.6.2 Modificando a fungcao peso

A fun¢do peso sugerida para o algoritmo na integral discretizada (1.10), foi obtida
através da introducdo das novas variaveis (U, V). Porém, estamos explorando outras
possibilidades [33].

Préximo ao dipolo o valor de ¥, tende para infinito, e essa singularidade afeta muito os
valores de voltagens projetados nessa regido. Por outro lado, a medida que a
equipotencial se afasta do dipolo essa fungdo atenua muito a informacdo projetada.

Alguns testes foram feitos com a fungio peso definida por

q(¢)=h(g)exp(fr(5)),

onde ¢ significa o comprimento de arco sobre a equipotencial entre o dipolo e o ponto do
dominio. A Figura 1.10 mostra imagens reconstruidas com duas escolhas diferentes de

q(¢) para os dados de bancada de dois copos dentro da cuba com solugdo salina. As
imagens. As imagens superiores correspondem a visualizacdo 2D e 3D da imagem de
2 copos, com a funcdo peso dada por

a(¢ )= exp(—0.57)

Para as imagens da parte inferior da figura a fungéo peso foi definida por

q($)=Cexp(-5¢7)
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Figura 1.10. Aplicando ponderagdes diferentes na projecao

Estes resultados ainda estdo em fase inicial de investigagdo, entretanto demonstram
ser bastante promissores. No caso apensa da modificacdo de um parametro é possivel
identificar ou ndo os dois copos. Dificilmente estas mesmas ponderagoes devem
funcionar para o caso do torax. Entretanto, esta investigagdo numérica poderd dar
subsidios para a identifica¢dao de fungdes adequadas para esse fim.

1.6.3 Aplicando alguns filtros classicos

Apds a reconstrugdo da imagem final,algoritmos de regularizagdo devem ser
implementados, na tentativa de recuperar ainda alguma informacdo. Alguns filtros
classicos como filtro da média, da média ponderada local, iterativo da média
condicional, de freqiiéncia, etc. foram implementados e seu desempenho esta sendo
investigado. Na Figura 1.11, pode ser observada uma seqiiéncia de filtros sendo
aplicados a imagem originalmente gerada pelo Backprojection.
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Figura 1.11. Seqiiéncia de filtros da média ponderara e iterativo da média condicional

1.6.4 Reconstrugdo dindmica num ciclo respiratério

Finalizando esta série de simulagdes, dados de voltagem foram obtidos de um
voluntario, durante a respiracdo normal. Os dados foram processados posteriormente
gerando uma seqiiéncia de imagens de uma secgdo transversal do toérax. Na Figura 1.12,
apenas 4 dessas imagens estdo representadas, As duas superiores do inicio da inspiragdo
e as duas inferiores a fase final da inspiragao.

Figura 1.12. Secc¢do transversal do torax durante a inspiragdo.

1.7 Conclusao

Do ponto de vista da reconstrucdo da imagem, os principais aspectos que devem ser
considerados foram tratados nesse capitulo: precisdo e tempo de processamento.

A precisdo da solug@o numérica final passa pelo controle minucioso da qualidade do
modelo matematico e do algoritmo de reconstrugdo. Cada estratégia introduzida na
solugdo numérica deve ser testada com problemas padrio, para os quais conhecemos a
solucdo analitica ou pelo menos uma boa aproximagao dela. Nem sempre as melhores
estratégias para um problema padrdo sdo as melhores no problema real, mas ajudam a
construir o conhecimento em torno do problema.

Precisdo e tempo de processamento estdo geralmente em posi¢cdes opostas. Para este
problema nio podemos abrir mdo nem de uma nem da outra. Qualquer ganho de tempo ¢
imediatamente revertido na melhoria da precisdo, que faz com que o tempo de
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processamento aumente novamente e o desafio recomece. Nao discutimos a otimiza¢ao
do tempo de processamento, j& que ainda estamos explorando os algoritmos de
reconstrucao, apenas mencionamos algumas estratégias futuras.

O tomografo de impedancia elétrica, apesar de todas as limitacdes de hardware e
software que foram detalhadas neste capitulo, aparece como uma op¢do bastante viavel
para ser utilizado para monitoramento de pacientes, como pode ser comprovado pelas
simulagdes reais. Portanto, gerar imagens em tempo real e com qualidade ¢ o desafio
para os pesquisadores das areas médica, de engenharia e matematica.
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Capitulo 2
Controle Otimo de Sistemas Populacionais

Marat Rafikov

2.1 Introducéao

Dindmica de Populagdes ¢ uma poderosa sintese matematica que permite identificar,
transferir e interfertilizar diversas teorias da Biologia Teorica, desde o nivel molecular
em Processos Fisico - Quimicos, passando pelo nivel celular em Fisiologia, e chegando
at¢ a Epidemiologia e a Sociobiologia de organismos superiores, o que inclui
naturalmente as sociedades humanas [11]. Em Dindmica Populacional as informagdes
biologicas sdo transformadas em hipoteses tedricas basicas que alimentam
conceitualmente um modelo matematico cuja finalidade ¢ descrever a evolugao temporal
do sistema a partir de cada dado inicial.

O estudo matematico de dindmica de populagdes surgiu em 1798, quando foi
publicado anonimamente o artigo “An Essay on the Principle of Population as it Affects
the Future Improvement of Society” do economista e demografo britdnico Thomas
Robert Malthus. Seu trabalho previa um crescimento em progressdo geométrica para a
populagdo e em progressdo aritmética para os meios de sobrevivéncia, porém Malthus
ndo considerou em seus modelos que vivemos em um sistema ecoldgico fechado e por
isso, mais cedo ou mais tarde, toda a populagdo seria for¢ada a encontrar limitagdes de
alimento, agua, ar ou espago fisico e por isso, manteria-se estdvel em um limite maximo
de sobrevivéncia. Apesar disso, seu trabalho serviu como um alerta as autoridades e a
populagdo em geral sobre o problema que poderia ocorrer se as taxas de natalidade ndo
fossem controladas, ou seja, ndo houvesse alimento suficiente para toda a populagéo,
resultando em guerra, fome e miséria. Um pouco mais tarde, por volta de 1838, a
limitag@o dos recursos foi estudada por Pierre Verhulst, a pedido do governo da Bélgica
que estava preocupado com o crescimento populacional. Verhulst incorporou essa
limitagdo ao modelo de Malthus e apresentou a equagdo do crescimento populacional
[40]. A dindmica populacional s6 tornou-se mais conhecida na década 20 do século XX,
interessando a muitos cientistas, entre eles o quimico Lotka [23] e o matematico Volterra
[41], que focalizaram a interacdo entre duas espécies num modelo que hoje ¢ chamado
de Lotka — Volterra. Este modelo foi aperfeigoado por varios cientistas, entre eles Gause
[13], Holling [19], Rosenzweig, MacArtur [31], entre outros. Nos tltimos anos surgiu
um grande nimero de modelos populacionais, aplicados as areas de biologia, ecologia,
epidemiologia, imunologia, genética, bioquimica, engenharias biomédica e sanitaria,
entre outras [23]. Estes modelos descrevem a dinamica de populagdes cujos individuos
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podem ser moléculas bioquimicas, bactérias, neurdnios, células, insetos, individuos
infectados, colonias de formigas ou abelhas, etc.

As primeiras publica¢des sobre aplicagdes da teoria do controle 6timo aos problemas
ecologicos apareceram somente no final da década 60 — inicio da década 70. Na mesma
época varios autores comecaram a publicar os resultados semelhantes
independentemente um de outro [1,6,14,35,44]. Em maioria dos problemas formulados
as funcgdes de controle sdo as taxas de eliminagdo ou introducdo de populagdes que
entram nas equag¢des em forma linear (ou bilinear). Neste caso o controle ndo influi
diretamente em processos de reproducdo, competigdo e interagdo entre espécies de
populagdo. Este tipo de modelos ¢ aplicavel quando sdo feitas pequenas, mas freqiientes,
retiradas de uma populagdo de grande dimensdo, por exemplo, a pesca no mar ou
oceano. Uma outra forma de introdug@o de fungdes de controle em equacdes da dindmica
populacional que admite imediatamente a influéncia de fungdes de controle nos
processos de reproducdo, competicdo e interacdo entre espécies, foi proposta por
Svireghev e Elizarov [35]. Nas proximas sessdes serd apresentada uma generalizagio
desta forma de introdug@o de fungdes de controle.

Neste trabalho sdo apresentadas as aplicagdes de teoria de controle 6timo em alguns
problemas populacionais nos quais foram obtidas as solugdes analiticas. Nao se pretende
apresentar todos os tipos de problemas do controle 6timo que foram resolvidos para
sistemas populacionais. Alguns outros problemas do controle otimo de sistemas
populacionais podem ser procurados nas referéncias [4,5,7,16,17,35,46].

2.2 Modelos matematicos de populacées

Nesta sessdo serdo apresentados os modelos da dindmica populacional que séo
usados no trabalho atual. Como foi comentado acima, os primeiros modelos
populacionais eram de Malthus e Verhulst. Malthus descreveu o crescimento
populacional através da seguinte equacao:

d—N: rN 2.1)
dt

onde 7 ¢ ataxa de crescimento da populacdo N .
Verhulst apresentou a seguinte equagdo como uma descricdo do crescimento

populacional [40]:
aN _ r(l - EJN 2.2)
dt K

onde K ¢ o capacidade de suporte e caracteriza o nivel de saturagdo da populagéo.
Nesse caso a populagdo ndo ultrapassa o limite K .

Lotka e Volterra modelaram a interacdo entre duas espécies, onde a primeira (presa)
dispde de alimento em abundéancia e a segunda espécie (predador) alimenta-se da
primeira. Este modelo do tipo presa-predador apresenta-se na seguinte forma:

aN _ aN — aNP
dt

P _pppp
dt

(2.3)
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onde N e P representam as populagdes de presas e predadores, respectivamente; a
representa a taxa de crescimento das presas, b a taxa de mortalidade dos predadores, «
e [ representam as medidas de interagdo entre as duas espécies.

De uma forma geral, as intera¢des entre pragas e seus inimigos naturais numa lavoura
podem ser representadas por um modelo do tipo presa-predador:

% = 2 (5, )

dy _
i vg(x,y)

(2.4)

onde x(¢) ¢ a densidade de presas e y(z) ¢ a densidade de predadores, em um tempo
t=0.

Uma forma particular do modelo (2.4) ¢ o modelo de Lotka-Volterra com competi¢ao
[24]:

2
—=ax—; —axy
dt 2.5)

dy
2oyt
o Y + By

onde y e O sdo os coeficientes positivos que representam a competicdo intraespecifica

de populacdes de presas e predadores, respectivamente.
A forma geral de um sistema de Lotka — Volterra para uma populag@o de n espécies é
seguinte [23]:

L ~Nayx,) i=12...n, (2.6)
j=1

2.3 Otimizagcao do tratamento de aguas
residuais nas lagoas de aguapé

A utilizagdo de plantas aquaticas, especialmente do aguapé (Eichornia Crassipes),
para tratamento de aguas residuarias, tem recebido, recentemente, atengdo especial
devido a sua significativa capacidade assimiladora de alguns tipos de substincias
poluidoras.

O aguapé ¢ uma planta aquética originaria da regido tropical da América Central,
sendo hoje distribuida por mais de 50 paises do mundo. Devido ao seu grande potencial
de proliferacdo, sérios problemas operacionais t€ém sido provocados nos sistemas
hidricos onde esta planta foi introduzida, sendo considerada “praga de agua”. Tal
imagem negativa, entretanto, foi parcialmente alterada pelas varias investigacdes
realizadas nos ultimos anos, em que ficou demonstrado que ha boa perspectiva de
aproveitamento do aguapé ndo so para remocdo de materiais poluidores, mas também
como fonte de energia, de proteinas e outras finalidades.

Nos trabalhos [8,20,21,45] foi estudada a relagdo entre produtividade e remogao de
nutrientes no sistema de lagoa de aguapé. Os resultados destes estudos demonstraram
que a produtividade liquida da biomassa representa o parametro mais adequado para
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avaliar a eficiéncia de remocdo de nutrientes. Como mostraram os experimentos o
crescimento de aguapé tem a forma de sigmdide. Apds aproximadamente oito a dez dias
da fase de adaptagdo, observa-se um crescimento exponencial, sucedido por fase
estacionaria de crescimento. Quando o aguapé ultrapassa uma determinada densidade na
lagoa, sua taxa de crescimento tende a decrescer e, conseqiientemente, diminuem suas
atividades biologicas relacionadas a assimilagio de substincias presentes no meio
liquido. Por esse motivo, do ponto de vista operacional da lagoa, é necessario efetuar um
controle constante da quantidade de aguapé para manter melhor rendimento na eficiéncia
de tratabilidade do sistema.

A fim de se determinar a quantidade de aguapé necessaria para o funcionamento da
lagoa de forma eficiente foi formulado o problema do controle 6timo de aguapé na
lagoa. O modelo matematico que descreve o crescimento de uma populacdo de plantas
tem a seguinte forma [40]:

dx

E:a x—b x? 2.7

onde x(#) densidade de aguapé no momento ¢, medida em gramas de peso seco por
metro quadrado, o coeficiente a caracteriza o crescimento exponencial que acontece na
parte inicial do crescimento, b ¢ coeficiente de competi¢cdo entre plantas de aguapé.
Seja u(?) quantidade de aguapé recolhida no dia ¢, entdo a equacdo diferencial que
modela o crescimento de aguapé, admitindo o recolhimento diario de plantas, tem a
seguinte forma:
%:a(x—u)—b(x—u)z—ku (2.8)

Como ¢ visto da equacdo (2.8) a fungdo de controle u entrou nela em forma ndo linear.
Isto permite modelar a influéncia da retirada de grandes e pequenas quantidades de
aguapé nos processos de reproducdo e competi¢do entre plantas. A funcdo x tem que
satisfazer a seguinte condico inicial:

x(0) = x, 2.9

Na equacgdo (2.8) o coeficiente k caracteriza a capacidade técnica de recolhimento de
aguapés. Quanto maior k tanto mais rapido sdo recolhidas as plantas da lagoa. A
fun¢do do controle u obedece as seguintes limitagdes:

0<u(t) <x(t) (2.10)

A fim de formular o problema da produtividade maxima da lagoa de aguapé, foi
escolhido o critério a ser maximizado em seguinte forma:

T
I = [k u(t)dt+x(T), (2.11)
0

onde o primeiro termo considera a quantidade da massa de aguapé recolhida durante o
periodo do funcionamento da lagoa e o segundo termo caracteriza a quantidade maxima
de aguapé na lagoa no momento final 7.

O problema em questdo pode ser formulado como o seguinte problema do controle
otimo: para o sistema (2.8) com condigdes iniciais (2.9) encontrar a fun¢do do controle
u(), t €[0,T], que satisfaz as limitagdes (2.10) e que maximiza o funcional (2.11). Este
problema foi resolvido através de aplicag@o do Principio do Maximo de Pontryagin [25].
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Para formular o problema em forma de Mayer foi introduzida a fungao:

t
w(t) = x(t)+kfu(t)dt , (2.12)
fo
a derivada desta fungdo é:
D ) b(x 1)’ (2.13)
dt
e a condi¢do inicial é:
w(0) = x, (2.14)

Neste caso o problema do controle 6timo de aguapé pode ser formulado como:
Encontrar a fungdo do controle u(z) para o sistema (2.8),(2.13) com condigdes iniciais
(2.9), (2.14) que satisfaz as limitag¢des (2.10) e que maximiza o funcional:
I=w(T)

Designando:

E=x—u(l), (2.15)

temos a fungdo de Hamilton em forma:
H=y,gla-bSl+y, & [(a-bS)—ku(1)] (2.16)

onde y, e y, sdo varidveis adjuntas determinadas pelo seguinte sistema:

_dl//O = _ﬁ_H =0
dt ow
, 2(.17)
dy, __oH
dt ox
e condi¢des finais:
=1
wo(T) ’ (2.18)
vy (T)=0

Conforme o Principio do Maximo, a fungdo de controle 6timo maximiza a fungdo H.
No inicio consideraremos a fung¢do de controle u sem limitagdes. Neste caso a
condic@o necessaria para maximizar a fungdo H é:

OH OH

kv =0 2.19
EYRNPY: 1Y ( )
Da primeira equagdo do sistema (2.17) tem-se:
v, = constante

Admitindo a primeira condiggo final (2.18) obtém-se:

wo=I (2.20)
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Da equagdo (2.19) tem-se:

OH

—=-ky.
Py 1Y
Por outro lado,
oH _oH
ox o0&’
entdo a segunda equacdo do sistema (2.17) pode ser assim escrita:
dy,
—=k 2.21
d 1Y (2.21)

A solugdo geral da equagao (2.21) é:
wi=deh!.

Aplicando a segunda condigdo final (2.18) obtém-se: 4 = 0, e conseqiientemente:
v, =0. (2.22)
Aplicando (2.20) e (2.22) em (2.16) tem-se:
H=¢[a-b¢) (2.23)

agora de (2.19) e (2.23) obtém-se:
a
= 2.24
4 b (2.24)

Entdo para valores x(¢) >¢ de (2.9) segue que u(¢) =x—¢ . Admitindo as limitagdes
da fungdo de controle (2.10) chegamos a seguinte estratégia de controle:

u(t)={x_§ e x> (2.25)

0 se x<é

onde ovalorde & ¢ determinado de (2.24).

a | . . .
O valor 3 ¢ chamado capacidade de suporte e neste caso significa a capacidade

maxima de crescimento de aguapés. O resultado acima obtido determina que o controle
de aguapés tem que ser aplicado quando a sua quantidade supera a metade do valor da
capacidade maxima de crescimento de aguapés. A equagdo que descreve a variagdo da
quantidade de aguapés na lagoa com controle ¢:

a’  ak

a
T Hn>-L
dx _J4b 2b 025 (2.26)
dt
x(a - bx) x() <L

2b
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Para x(0) > Za_b a solucdo da equagdo (2.26) é:

2 2

a a. _u a a
)= (x(0) = I Ayt y & 4 2.7
MO = O == Y T 2 2:27)

A fungdo (2.27) descreve a variagdo da quantidade de aguapés na lagoa em cada
instante 7. Quando ¢— o0, ou seja, periodo do funcionamento controlado da lagoa ¢

bastante grande, a fung&o (2.27) tende a um valor constante:

2
a a

=4+ —
4kb  2b

x*

(2.28)

A quantidade de aguapés que deve ser recolhida diariamente nessa situagdo
operacional é:

a2

u(t) = 4_kb

(2.29)

Para calcular os parametros do controle 6timo no controle de aguapés na lagoa,
utilizou-se a curva de crescimento de aguapés apresentados por Kawai e Grieco [20], que
descreveram a curva de crescimento de aguapés na forma da seguinte fungéo:

(1) 700

S 2.30
145,78 %103 (230)

onde x(#) ¢ a densidade de aguapés medida em g/m® e ¢ ¢é o tempo em dias. A fungdo

(2.30) é a solugdo da equacdo (2.7) sem aplicacdo do controle. Neste caso, o0s
coeficientes da equagdo (2.7) sdo: @ = 0,103 ¢ » =0,000147. A comparagdo das curvas
mostrando o crescimento natural e o crescimento com aplicacdo do controle 6timo de
aguapés conforme (2.25) é apresentado na Figura 2.1.

Como ¢ observado na Figura 2.1, o controle 6timo de aguapés comegou no décimo
sétimo dia. A quantidade de aguapés foi estabilizada no nivel de 368,4 g/m* em um
periodo de trés dias apds do inicio de aplicagdo do controle 6timo. Isto significa que a
quantidade de aguapés que deve ser recolhida diariamente depois deste periodo,

calculada conforme a férmula (2.29), éde u =18,04i2 para k=1.

m

Para confirmar o resultado tedrico acima referido, foi realizado um estudo
experimental, utilizando-se trés tanques, com capacidade de 400 litros cada; o tanque T;
com 25% de area mantida com as plantas, o T, com 50% ¢ o T; com 75% [9]. Uma
comparagdo da remocdo do Nitrogénio total nos diferentes tanques mostrou que a
performance do tanque com 50% da area, ocupada pelas plantas, foi melhor que os
demais. Este resultado confirma os valores obtidos através da modelagem, onde uma
lagoa com 50% de area ocupada por aguapés teve a maxima eficiéncia de remogao;
acima ou abaixo deste percentual de area ocupada a eficiéncia tende a diminuir.
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Figura 2.1. Densidade de aguapés sem aplicagdo de controle (curva tracejada) e
com aplicag@o de controle (curva cheia).

2.4 Problemas do Controle Otimo de Pragas

2.4.1 Observacgées Preliminares sobre o Controle
Biolégico

Nos ultimos anos os agricultores do pais queixam-se cada vez mais que o
Baculovirus, o inceticida bioldgico principal contra a lagarta da soja, perdeu a sua
capacidade de combater pragas com eficacia. Entre os fatores que causam esta perda de
eficacia geralmente sdo mencionadas condi¢des climaticas, baixa qualidade do
Baculovirus, entre outras. Mas o fator principal que causa este fendmeno ¢é surgimento
de geragdes de pragas resistentes ao virus. Uma saida neste caso procurar outros
inimigos naturais, ou seja, predadores, parasitdides ou patdogenos para combater as
pragas. Os bidlogos e ecologistas ha muito tempo estdo a procura estes inimigos.
Escolha de um inimigo natural exige muitas pesquisas no laboratdrio e testes no campo
para saber como, quando e em que quantidade fazer aplicagdo do controle de pragas na
lavoura.

Conforme DeBach [10] controle biologico ¢ a acdo de inimigos naturais (parasitoides,
predadores, ou patogenos), mantendo a densidade de populagdo de um outro organismo
(praga) abaixo do nivel médio que ocorreria na auséncia deles. Entende-se por
parasitoide um inseto que parasita somente os estagios imaturos, matando o hospedeiro
durante o seu processo de desenvolvimento, vivendo livre quando adulto.

Van den Bosch et al. [38] definiu controle biologico aplicado como a manipulagdo de
inimigos naturais por homem para controlar pragas. Do ponto de vista ecoldgico, a
espécie ¢ considerada como uma praga se sua densidade de populagdo ultrapassa o nivel
de danos econdémicos. Assim, a premissa de controle bioldgico ¢ uma redugdo e
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estabelecimento da densidade de populagdo de pragas em nivel de equilibrio abaixo do
nivel de danos econdmicos.

Ha trés tipos principais do controle bioldgico de pragas: 1) conservacdo de inimigos
naturais; 2) controle bioldgico classico; 3) aumento de inimigos naturais. O primeiro tipo
acontece quando os humanos sdo ativamente envolvidos no melhoramento de condigdes
ambientais para favorecer os inimigos naturais. O controle bioldgico classico é baseado,
em parte, no conhecimento que muitas pragas foram introduzidas na lavoura
acidentalmente de outras partes do mundo. Por isso, o termo controle biologico classico
refere-se a introdug@o intencional de organismos exoticos (ndo nativos a um particular
ecossistema ou pais) para o controle em longo prazo de uma determinada praga,
objetivando reduzir a abundancia média da praga e, conseqiientemente, reduzir a chance
de prejuizos futuros. Ha muitos exemplos de sucesso que usa este tipo de controle, como
o complexo de parasitas importados que controlam praga de alfafa. Infelizmente,
também ha muitos casos onde simplesmente ndo foram encontrados inimigos naturais
exoticos efetivos ou nao foram com sucesso estabelecidos na area designada [37]. O
terceiro método de controle conta com a possibilidade artificialmente aumentar a
populagdo do inimigo natural nativo através da liberacdo de espécies criados em
laboratdrios. Os inimigos naturais a ser liberados podem ser da mesma espécie que ja
existe na lavoura, ou uma outra espécie que tem a eficiéncia maior que a natural.

Os dois tipos principais de controle bioldgico, controle classico e controle de aumento
(augmentation), exigem a liberagdo de grandes quantidades de inimigos naturais na
lavoura na intengdo de que nenhuma praga escape ao ataque. Em muitos casos, esta
técnica pode levar a um regime em que ambas as espécies vao para a extingdo. Neste
caso, as pragas podem recolonizar a lavoura, ndo havendo entfo inimigos naturais para
combaté-las. Conforme Thomas e Willis [37] menos que 40% de aplicagdes de controle
biologico foram feitas com sucesso.

Modelos matematicos tém sido bastante utilizados para o estudo de problemas
agricolas, pois com o uso de ferramentas de simulag@o o sistema meio ambiente — praga
— inimigos naturais pode ser melhor compreendido [36]. Isto permite que o pesquisador
possa ter uma visdo geral do sistema e possa posicionar-se como um “experimentador”
do sistema real, operando somente um modelo do sistema, possibilitando uma economia
de prejuizos materiais e tempo, quando comparado a experimentos reais. Além disso,
pesquisadores da area podem fazer uso de modelos para auxiliar o delineamento de
experimentos de campo, através da indicagdo dos parametros a serem observados.

Mais especificamente, a utilizagdo da modelagem matematica aplicada a problemas de
controle bioldgico de pragas permite uma avaliacdo qualitativa e quantitativa do impacto
entre as populagdes de uma praga e de seus inimigos naturais. Entdo, a modelagem
matematica pode ser usada como ferramenta para projetar sistemas estdveis do tipo
presa-predador ou hospedeiro-parasitdide. Isto pode ser obtido buscando-se um inimigo
natural com caracteristicas tais que fornegam estabilidade ao sistema. A matematica é
util neste caso, pela possibilidade da determinacdo da regido dos pardmetros na qual o
sistema ¢ estavel. Outra forma em que a modelagem matematica pode ser usada no
controle de pragas ¢ na formulagdo de uma boa estratégia de controle, através da
manipulacdo dindmica de variaveis de controle do sistema praga-inimigo natural. A
modelagem matematica, quando aplicada ao controle bioldégico de pragas, permite a
minimizagdo de custos, riscos ambientais e a realizagdo de previsdes, causando um
menor impacto ao meio ambiente. Desta forma, os possiveis cenarios alternativos
resultantes de simulagdo dos modelos permitem analisar a eficiéncia do controle
bioldégico no campo.
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A visdo ecoldgica que considera um inseto como praga se ¢ somente se a quantidade
deste inseto na lavoura causa danos econdmicos, pode servir como base para a
formulag@o do problema do controle 6timo de pragas. O controle 6timo de pragas no
sistema presa - predador, neste caso, tem a finalidade de manter a populagdo de pragas
num nivel de equilibrio abaixo de danos econémicos. A estratégia do controle bioldgico
de pragas tem que satisfazer as seguintes condi¢des importantes:

1) o ecossistema praga — inimigo natural através do controle biologico deve chegar a
um estado de equilibrio em que a populacdo de pragas se estabilize num nivel abaixo de
danos econdmicos ¢ a populagdo de inimigos naturais se estabilize num certo patamar
para controlar o nivel de pragas;

i) este estado de equilibrio do ecossistema controlado tem que ser estavel;

iii) o controle bioldgico de pragas tem que ser econdmico no sentido de minimizagao
da quantidade de aplica¢des no ecossistema.

2.4.2 Controle Biolégico Otimo através de Duas
Funcgées de Controle

Consideremos o modelo presa — predador (2.4)

dx
E—xf(xd’)
dy _

i =y g(x,y)

onde x e y sdo, respectivamente, as densidades de presas e predadores no instante 7
f(x,») e g(x,y) sdo fungdes continuas das varidveis x e ) . O sistema (2.4) descreve

o desenvolvimento natural do sistema presa — predador sem aplicacdo de controle.

No ecossistema praga — inimigo natural o controle bioldgico de pragas implica que,
apos a sua aplicagdo, grande quantidade da espécie praga ¢ removida do sistema e
grande quantidade da espécie inimigo natural € introduzida no sistema. As pragas
retiradas ndo participam mais do processo reprodutivo, competitivo e de interacdo. Ao
contrario, os inimigos naturais come¢am imediatamente a participar nos processos de
reprodugdo, competicdo e interagdo com as pragas.

Sejam U(t) e V(¢), respectivamente, o nimero de presas retiradas do sistema e o
nimero de predadores introduzidos no sistema no instante f. As equacgdes que
descrevem a dinamica do sistema com a aplicagdo do controle podem ser escritas na
seguinte forma [29,30]:

ﬁ=(x—U)f(x—U,y+V)—klU
Z’ 2.31)
7);:(y+V)g((x—U,y+V+k2V

onde k; e k, sdo constantes positivas que caracterizam a capacidade técnica de retirada
de espécies de populagdo de praga e introdugdo de espécies de populagdo de inimigos
naturais, respectivamente, U(¢) e V(¢) satisfazem as limitacdes:
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< <
sUsx (2.32)

Suponha que ¢é desejavel manter o nivel de pragas abaixo daquele responsavel por
danos econdmicos e ter um baixo custo no uso da variavel de controle. Para atingir estes
objetivos, ¢ usado o critério de otimizagdo:

I=¢ [x(T) th|[ U(t)dt} +e, [kz [ v~ y(T)} (2.33)

onde ¢, e ¢, sdo constantes positivas que caracterizam a influéncia de cada tipo de
controle e #, e T sdo, respectivamente, os momentos inicial e final da aplicacdo do

controle. Minimizando o critério (2.33), estamos minimizando os valores das fungdes de
controle e da populacdo de pragas e maximizando a populagio de predadores.

O problema do controle 6timo consiste em escolher um programa de controle
admissivel, que levara o sistema (2.31) do estado inicial

x0)=xp  »(0)=yo (2.34)

para o estado final, tal que o critério (2.33) seja minimizado.

Este problema de otimizacdo de um sistema dindmico também pode ser resolvido
através do Principio do Maximo de Pontryagin [25].

Para formular o problema em forma de Mayer foi introduzida a fungdo w:

w(t) = cl[x(t) +k, j:o U(t)dt} +c [kz jt’o V(t)dt y(t)} (2.35)
cuja derivada é:

i{—v:: Cl|:%+klU(I):|+CZ|:k2V(l‘)—%:| (2.36)
Substituindo-se (2.31) na expressdo (2.36), tem-se:

(Z—V:= ax-U)f(x=-U,y+V)—c,(y+V)g(x-U,y+V) (2.37)

Denotando-se:

£=x-U®) 239
& =y+V(0)’ '
define-se a funcdo de Hamilton:
H =yolad1/(£1.60) ~68(61.6)]+ (2.39)

+[6 1 (68 - kUM ]+ wa[68(81.60) + kP (0)]

onde y,, ¥, e Y, sdo variaveis conjugadas determinadas pelas seguintes equacdes:
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dy, 0OH

At ow

dy, o1 (2.40)
dt Ox

dy, ©0H

dt oy

e condi¢des finais:

wo(T)=-1

vi(T)=0 (2.41)

v, (T)=0

Conforme o Principio do Maximo, as fun¢des de controle 6timo maximizam a fungéo
H . Se as fung¢des de controle nio sdo limitadas as condigdes necessarias para 0 maximo
da fun¢ao H sao:

H H
o = o k=0
ou o<,
. (2.42)
OH OH
—— =k, =0
ov o<,
Da primeira equagdo do sistema (2.40), tem-se:
W, = const.
Aplicando-se a primeira condicdo final (2.41), obtém-se:
wo=-1 (2.43)
Da primeira equagdo do sistema (2.42), tem-se:
oH ko
Pyt
96
Por outro lado,
oH _oH
ox  0¢;
consequentemente, a segunda equacdo do sistema (2.40) pode ser escrita:
d
D by (2.44)

dt

A solugdo geral da equagao (2.44) é:
py = At

Aplicando-se a segunda condicdo final (2.41) obtém-se:
A=0

e, conseqiientemente:
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w, =0 (2.45)
Para a terceira equagdo do sistema (2.40), por analise similar, obtém-se:
W, =0 (2.406)
Aplicando-se (2.43), (2.45) e (2.46) em (2.49), obtém-se:
H =-¢,01/(£1,¢3) +¢26,8(¢1,62) (2.47)

Agora, admitindo (2.47) a partir de (2.42), obtém-se o sistema de duas equagdes:

(Gl +ad, %—%5—? ~0
1 1

0 )
—clgl%+czg(§l,§2)+02§2%:0
2 2

(2.48)

Utilizando-se as expressoes (2.32) e (2.38) e os valores de &, e ¢, calculados do
sistema (2.48) obtém-se U(t) e V(¢) . Da primeira equacdo de (2.38) obtemos
Ulty=x-¢& (2.49)

para valores
0<U<x

Se x>¢& de(2.49)segue que U >0 o que satisfaz (2.32).
Se x=¢& de(2.49) segue que
U=0 (2.50)

Se x <& de (2.49) segue que U <0 o que contradiz (2.32), neste caso temos que fazer
U=0se x<¢§ (2.51)

Unindo (2.49), (2.50) ¢ (2.51) chega-se a:

- d >
Ut = x—¢, quando x> (2.52)
0 quando x <&,
Com raciocinio semelhante para a segunda equag@o de (2.38), chega-se a:
- d <
p(y= o2 7Y duando v <o (2.53)
0 quando 'y 2¢,

Considerando o modelo Lotka — Volterra com competicao intraespecifica (2.5) que é
um caso particular do modelo (2.4) se as fung¢des f{x,y) e g(x,y) sdo:

S, y)=a-m-ay
glx,y)=pc—-0oy-b

O sistema (2.48) neste caso pode ser escrito:
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Cl(a—agz —751)_017/41 - p8, =0

(2.54)
aad +cy(~b+ S =84, ) -y, =0
Resolvendo-se (2.54), obtém-se:
‘= be, (e + czﬂ)+ 2ac,c,0
: (cla + czﬂ’)2 +4c ¢, 0y
(2.55)
‘, = ac, (cla + 62/5’)— 2bcicyy
2 (cla + czﬁ)z +4c,c, 0y
Para o0 modelo classico de Lotka — Volterra y =0 e 6 =0, nesse caso
bc
$ = e
aa+c,f
(2.56)
_ag
& aqa+c,f

A estratégia proposta de controle 6timo de pragas foi aplicada para realizar a
simulagdo do controle 6timo na lavoura de soja. Foram considerados as relagdes presa -
predador entre a lagarta da soja (Anticarsia gematalis) e seus predadores (Nabis spp,
Geocoris, Arachnid, etc.). Os coeficientes do modelo foram identificados em [26].

Na Figura 2.2 esta presente o diagrama de fase da estratégia Otima para varias
condigdes iniciais para os seguintes valores dos parametros de modelo
a=0.216, a=0.0108, 6=0.173, £=0.0029, ¢, =1, ¢, =178, k; =1, k, =2,
y=0, 6=0.

Os valores de ¢, e ¢, foram escolhidas para estabelecer um nivel de pragas
abaixo do limiar recomendado pela EMBRAPA (a densidade de 20 lagartas da soja
grandes (com mais de 1,5 cm) por metro quadrado ou a densidade de 40 lagartas
pequenas ( de 0,5 a 1,5 cm) por metro quadrado). Densidades abaixo destes valores nao
causam danos econdmicos a lavoura..

As retas x=£, e y=¢&, sdo as curvas de comutagdo que dividem o quadrante

positivo em quatro partes A4, B, C e D. Os valores de &, =19.3 e &,=13.5 foram

encontrados da formula (2.26).
Se a condigdo inicial estd na parte D, as fungdes de controle de sistema sdo V= &, -

y e U =0, estes valores das fun¢des de controle permanecem até a trajetoria de fase
interceptar a reta de comutacdo x=¢,. Em ponto de intersecdo a func¢do de controle U
assume a forma U =x—¢;, e mantém esta relacdo até o sistema chegar no ponto de
equilibrio P.
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Figura 2.2. Diagrama de fase do controle 6timo da lagarta da soja

Se a condicdo inicial estd na parte 4, o sistema permanece sem controle até a
trajetoria de fase interceptar a reta de comutacdo y=¢&,. Em ponto de intersecdo a
funcdo de controle V torna-se V= &,-y eafungdo U =0, e o sistema passaem D.

Se a condigdo inicial esta na parte B, as fungdes de controle de sistema sdo U = x—&,
e U = 0. Neste caso existem dois tipos de trajetorias. As trajetorias do primeiro tipo
interceptam a reta de comutacdo x=&,; e o sistema passa na parte 4. Outras trajetorias
que comec¢am na parte B interceptam a reta de comutagdo y=¢&, e o sistema passa em
C, onde as variaveis de controle tornam-se U =x-¢, e V=&, -y e mantém-se esta

relac@o até o sistema chegar no ponto de equilibrio P. Para manter o sistema no ponto de
equilibrio P ¢é preciso atribuir as fungdes de controle os seguintes valores: U = 0,67 e
V = 1,59. Os graficos de fungdes de controle para as condigdes iniciais x,=32,
¥o=16 estdo na Figura 2.3. Na Figura 2.4 estdo os graficos de oscilagdes de populagdo
de pragas sem aplicacdo de controle e estabilizagdo de densidade de populagdo com
aplicagdo de controle.

As simulagdes realizadas, para varios valores dos parametros dos modelos, mostraram
que os coeficientes k;,k, ndo influenciam muito na dindmica do sistema ao longo

prazo., e a alteracdo dos coeficientes ¢; e ¢, influenciam na dindmica do sistema,

alterando a posi¢do do ponto de equilibrio.

A analise das fungoes de controle da Figura 2.3 e densidades de populagéo de pragas
da Figura 2.4 permite discutir a realizagdo pratica do controle bioldégico ou quimico no
ecossistema considerado.



XXVI CNMAC — SA0O JOSE DO RIO PRETO 46

14

-
N
1

= = = Func¢ao de controle U
m— UnNg&0 de controle V

=N
o
1

Fungbes de controle

g
u
]
]
6_!
]
]
]
A

A

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
t (dias)

Figura 2.3. Fungdes de controle para aplicacdo do controle para as condigdes
iniciais x(=32, y,=16
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Figura 2.4. Populacdo de praga para as condic¢des iniciais x (=32, y,=16

A curva com controle da Figura 2.4 mostra uma brusca diminui¢ao da populacdo de
pragas e, apo6s o tempo de quase dois dias, a populagdo de pragas chega até o nivel
desejado. Neste caso a funcdo de controle U pode ser realizada através de aplicagdo do
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inseticida bioldgico ou quimico (que atinge somente este tipo de espécie), pois existem
normas que regulam o nivel da mortalidade das pragas conforme a concentragdo do
inseticida. Depois da aplicacdo do inseticida, pode ser realizado a introdugdo de
predadores. Existe tecnologia tal que esta introducdo possa ser programada conforme o
algoritmo acima apresentado.

Um unico momento que apresenta dificuldades para sua realizagdo ¢ retirada
diaria de pragas em pequenas quantidades U (para o exemplo apresentado 0,67
lagartas da soja por metro quadrado) ap6s o segundo dia do controle a fim de manter o
sistema no ponto de equilibrio desejado. Por isso, se o sistema controlado estiver num
estado com densidades de pragas proximas do limiar de danos econdmicos, ¢ preciso
formular e resolver o problema de controle 6timo de pragas, usando somente uma
fungdo de controle V, ou seja, introducdo de inimigos naturais. Este problema sera
considerado na préxima subsecao.

2.4.3 Controle 6timo através de introdugao de
inimigos naturais

O objetivo desta subsecdo é obter uma estratégia de controle de pragas através de
introducdo de inimigos naturais, que leve o sistema a um estado de equilibrio em que a
densidade de pragas se estabilize sem causar danos econdmicos, € que a populagido de
inimigos naturais se estabilize em um valor suficiente para controlar as pragas.

Um caso particular do modelo Lotka — Volterra com competigdo (2.5) que considera
somente a competi¢ao entre pragas, tem a seguinte forma:

ﬂ—ax— ?—ax
ff 7 y
ly

oyt

dt Y+ Bry

onde x e y sdo densidades de presas e predadores respectivamente.

Como ja foi mencionado existe um certo limite de densidade de pragas que caracteriza
a margem de danos econdmicos, ou seja, a partir do qual a lavoura sente a influéncia
negativa das pragas. Esse limite chama-se limiar de danos econdmicos que podemos
designar x,;. Por exemplo, conforme informa¢des da EMBRAPA, a densidade de 20

lagartas de soja grandes (com mais de 1,5 cm) por metro quadrado ou a densidade de 40
lagartas pequenas ( de 0,5 a 1,5 cm) por metro quadrado representam um limiar para o
valor da densidade. Densidades abaixo deste valor ndo causam danos econdmicos a
lavoura, ou seja, neste caso x;= 20 ou x; = 40 para lagartas de soja grandes ou

pequenas, respectivamente. O objetivo principal do controle bioldgico € estabelecer o
nivel de equilibrio do sistema abaixo de danos econdmicos, ou seja, deve-se estabelecer
o equilibrio num nivel x,;<Xx,.

Harrison [18] mostrou que a condicdo y >0 ¢ suficiente para a estabilidade global.

Mesmo sendo sempre estavel, o modelo (2.5) pode possuir o ponto de equilibrio do
sistema a niveis muito altos. Neste caso, ha necessidade de aplicar o controle. Na se¢do
anterior foi considerado o controle 6timo de pragas que levou o ecossistema ao estado
préximo do limiar de danos econdmicos, usando duas fungdes de controle. Como ja foi
discutido, esta estratégia de controle pode ser realizada durante os primeiros dias de
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aplicagdo de controle quando acontece a retirada de pragas em grandes quantidades, o
que pode ser realizado através do inseticida bioldgico ou quimico. A retirada didria de
pequenas quantidades de pragas nas proximidades do ponto de equilibrio desejado nas
lavouras de grande porte ¢ inviavel. Por isso, formularemos um problema de controle de
pragas através de uma funcdo do controle que caracteriza a introdug¢@o de inimigos
naturais no ecossistema controlado.

O modelo que descreve a dindmica do sistema com uma fung¢do de controle pode ser
escrito da seguinte forma:

dt (2.57)

dy
L= y(=b+ pe+U
o »( pe+U)

A funcdo de controle U consiste de duas partes e tem a seguinte forma:
U=06y+u onde a parte Oy representa a introdug@o de inimigos naturais para levar o

sistema ao ponto de equilibrio desejado, e a parte u garante a estabilidade deste ponto
de equilibrio.
O ponto de equilibrio desejado P=( x , y ) pode ser encontrado da primeira equagao

do sistema (2.57), considerando x = Xg © % =0, ou seja:
t
a-y x - ay* =0,

de onde resulta:

-
Yy =9TPd (2.58)
a
Geralmente, o coeficiente de competicdo entre as pragas » ¢ bastante pequeno, € a

condigdo de positividade
a-yx; >0

¢ satisfeita.
Considerando que u— 0 quando ¢— o, da segunda equagdo do sistema (2.57)
obtém-se:

—b+Bx;+5y =0

de onde resulta:

s= 2=Bxs (2.59)

£

y

Como ¢ visto de ( .59) o coeficiente 6 tem que ser positivo, pois caso contrario sera

b
Xq >E (260)
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onde b ¢ nivel de equilibrio de pragas sem controle, entdo a desigualdade (2.60)

significa que o nivel de equilibrio de pragas desejado ¢ maior que o nivel de equilibrio
de pragas sem controle e o problema do controle perde o sentido.

Objetivando agora encontrar u, foi formulado o seguinte problema do controle 6timo:
encontrar a fun¢do de controle u que transfere o sistema (2.57) do estado inicial:

x(0)=x,
Y(0)=yo

ao estado final

minimizando o funcional

= [T (o= +my(y=y" Y +u 1t (2.61)

A fun¢do wu deve estabilizar o sistema (2.57) no ponto de equilibrio P=( x, y*)
abaixo de danos econdmicos.

No funcional (2.61) m; e m, sdo constantes positivas.

Denota-se:

w = ml()c—)c*)2 +m2(y—y*)2 i

Para resolver o problema acima formulado utiliza-se a Programagdo Dinamica [2].
Conforme a Programag@o Dindmica o problema formulado do controle 6timo reduz-se a
resolugdo da seguinte equacdo diferencial parcial de Hamilton — Jacobi - Bellman [3]:

min,, (iz_lz/ + wj =0 (2.62)

Num caso geral a equacdo de Hamilton — Jacobi - Bellman (2.62) ¢ uma equacao
diferencial parcial ndo linear e ainda com operador de minimizagdo. Sabe-se que a
solucdo V(x,y) da equagdo (2.62) de um problema de controle 6timo para o sistema
linear com funcional quadratico pode ser procurada como uma forma quadratica que,
por um lado, satisfaz a equagdo (2.62), e, por outro lado, ¢ uma fungdo de Lyapunov
[22]. No trabalho [28] foi proposto procurar a solucdo da equacdo (2.62) entre fungdes
de Lyapunov para modelos de tipo Lotka — Volterra. Para o caso ndo linear do sistema
(2.57) a solugdo ¥V(x,y) da equacdo (.62) foi procurada na seguinte forma:

Vixy) =vi [x —x"—x" h{%D + v (y -y - y* ln(l*D (2.63)
X y

onde v; e v, sdoconstantes positivas a determinar.

A fun¢do de Lyapunov do tipo (2.63) foi utilizada nos trabalhos [17] e [42] para
demonstrar a estabilidade global do sistema de Lotka — Volterra. O objetivo deste
trabalho ¢ encontrar os valores de v; e v, que satisfazem a equagdo de Hamilton —
Jacobi —Bellman.

Considerando a derivada de (2.63) ao longo das trajetorias de (2.57), obtém-se:
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ii_lt/ =vi(x=x")a - —ay)+vy(y =y )b+ fi+ & +u) (2.64)

Substituindo (2.64) na equagdo de Hamilton — Jacobi - Bellman (2.62), obtém-se:
min[vy (x —x")(@ = — ) + v (y =y )b+ fe+ & +u) +

(2.65)
+m1(x—x*)2 +m2(y—y*)2 +u2] =0
A fung@o u(?) ndo é limitada e pode ser encontrada da equagao;
a * * *
S =)@ @) £ v (= b Bk ) (- xT)
+my(y=y") +u’1=0
de onde segue:
-V *
g =—22 (y=y") (2.66)

onde u, € o valor 6timo da fungdo de controle, o valor de u,y representa o fluxo de

inimigos naturais que devem ser introduzidos no sistema em cada instante .
Substituindo u=u, na equagdo (2.65) obtém-se:

2
—vp(x=x) —av (x = x") Y =y )+ By (v - ¥ ) = xT) + (v, —%)(y—y*)2 +

2
(=X ) +my(y—y" ) +%(y—y )z=o (2.67)

Por comparagéo resulta

—yvi+m =0 (2.68)
v —48vy —4my =0 (2.69)
-V + Vzﬁ =0 (270)

As raizes da equagdo (2.69) sdo:

Vo =25 +4/6% +my)

Para que v, >0, escolhe-se:

vy =2(5+40% +my) 2.71)

Da equagdo (2.70) obtém-se:

V1= £V2 (272)
a
e da equagdo (2.68), obtém-se:
my; = (2.73)

Finalmente, analisa-se a estabilidade do sistema (2.57) através da fungdo de
Lyapunov. A fungdo FV(x,y) ¢ definida positiva por defini¢do. O sistema (2.57) com
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o . L . dv . .
controle otimo (2.66) sera assintoticamente estavel se o for definida negativa.
t

Substituindo m;, v, € u em a;l—V obtém-se:
t
cz_f:—ml(x—x*)z —(\152 +my )(y—y*)z <0

N . dv .
Como m;, 6 e m, sdo constantes positivas, pode-se afirmar que o ¢ definida
t

negativa. .

Os calculos podem ser efetuados na seguinte ordem:
1. Escolher o coeficiente m, ;

2. Calcula-se o valor de v, através da equacdo (2.71);
3. Daequagdo (2.72) calcula-se v;;
4. Calcula-se o valor de m; através da equagdo (2.73)

5. O controle 6timo para o problema formulado pode ser encontrado da
férmula 2.66).

Para realizar as simulagdes numéricas foi considerado o mesmo ecossistema com as
relagGes presa - predador entre a lagarta da soja (Anticarsia gematalis) e seus predadores
(Nabis spp, Geocoris, Arachnid, etc.) que foi modelado na subsegdo anterior. Foi
suposto que a estratégia 6tima com duas fung¢des de controle foi aplicada somente no
primeiro dia. Ao atingir o valor de densidade 21 lagartas da soja por metro quadrado, foi
realizado o controle somente através de introdugdo de predadores conforme o algoritmo,
apresentado nesta subse¢do. A simulagdo do controle 6timo de pragas na lavoura de soja
foi realizada com os parametros que estdo presentes na Tabela 1.

Tabela 1
a b o Xq Yo Ve ﬂ ‘xd
0.216 |0.173 | 0.0108 21 16 0.001 0.0029 19

Na Figura 2.5, estdo presentes os resultados de simula¢des com base no modelo (2.5),
sem aplicacdo de controle biologico. Como € visto da Figura 2.4 a populagdo de pragas
apresenta estabilizacio num nivel x" = 59.66. Mas este valor ¢ muito maior que o valor
de limiar de danos econdmicos 20, recomendado pela EMBRAPA. Existe necessidade
de aplicagdo de controle. Para garantir o nivel recomendado o valor desejado de
equilibrio foi escolhido x, = 19. Este nivel de equilibrio de pragas pode ser controlado
por predadores em quantidade y* = 14.48, calculado através da formula (2.58) . Neste
caso 0 foi calculado através da formula (2.59), onde obteve-se o valor & =0.006464.

A Figura 2.6 apresenta a variagdo de populagdes de pragas e predadores com o controle
otimo realizado conforme o algoritmo acima referido para o valor do parametro
m,=0.003.
A fung@o de controle 6timo neste caso ¢
uy = —0.061796(y —14.48) (2.74)
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Figura 2.5. Variagdo de populacdes de (pragas continua) e predadores (linha
tracejada) sem controle conforme o modelo (2.5)
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Figura 2.6. Variacdo de populagdes de pragas (linha continua) e predadores
(linha tracejada) com o controle 6timo (2.66).

Como foi mencionado, a idéia de procurar a solugdo de equacao de Hamilton —
Jacobi — Bellman entre as fun¢des de Lyapunov inicialmente foi utilizada para sistemas
lineares com o funcional quadratico. Nos ultimos anos surgiu o interesse para aplica-la
para sistemas ndo-lineares. Nesta se¢do foi apresentada uma abordagem para os sistemas
populacionais. Aplicacdo de fun¢des de Lyapunov ao controle de outros tipos de
sistemas ndo-lineares pode ser encontrada nas referéncias [12,34].
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2.5 Controle Otimo de Caos num Sistema
Presa - Predador

Estudando interagdes entre um predador e duas presas através do modelo Lotka —
Volterra para trés espécies Vance [39] encontrou as trajetérias que chamou “quase-
ciclicas”. Gilpin [14] chamou este comportamento do sistema como “caos espiral”.

Nesta secdo ¢ considerado o controle 6timo deste sistema a fim de leva-lo do regime
cadtico a um ponto de equilibrio estavel. O modelo Lotka — Volterra 2(.6) para um
predador e duas presas tem a seguinte forma:

dx;

3
5 Nitio Zagx;) =123, (2.75)
J=1

onde x;, x;, e x; sd3o densidades da primeira presa, segunda presa e predador,
respectivamente. Conforme Vance [39] o sistema (2.75) apresenta o comportamento
cadtico para os seguintes valores de parametros: n =, =-r3 =1, a;; = ajp, =0.001,
ap; =0.001, ay; =0.0015, a;3 =0.01, ap; =0.001, a3; =-0.005, az; =-0.0005,
az; =0. O diagrama de fase da Figura 2.7 mostra este comportamento.

L0007
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o 800 0
P ] 50
i 1
0 4007 Loo
o ] 150 Species 3 (@

200 200

1 250
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C 100 200 300 400 500 00 700 500 800 1000
Species | (x)

Figura 2.7. Comportamento cadtico do sistema Lotka — Volterra.

Tentaremos controlar a dindmica do sistema (2.75), manipulando somente a densidade
de populacdo do predador. As equagdes do sistema controlado tém a seguinte forma:
dx i

3
o x;(r; — Zaijxj) i=1,2, (2.76)
j=1
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dxy _ 3 .+ U 2.77
—X3(}"3 Zaa_;x_ﬂr ) ( . )

A funcdo de controle U consiste de duas partes:
U=6 x3+u (2.78)

O primeiro termo & x; da fungdo (2.78) leva o sistema ao ponto de equilibrio desejado
e o segundo termo u assegura a estabilidade do ponto de equilibrio. Se o ponto de
equilibrio desejado ¢ (xik , x;, x;) , entdo o valor de ¢ pode ser encontrado através da
seguinte formula:

* *
_ 31X +azpXy —13
*

5 (2.79)

X3

Para encontrar a fungdo u pode ser formulado o seguinte problema do controle 6timo:
encontrar a fungdo de controle u que transfere o sistema (2.76),(2.77) do estado inicial

x;(0) = x;0 i=123 (2.80)

ao estado final
x;(0) = x; i=123 (2.81)

minimizando o funcional
1[u]=j0°°[YTQ Y +u?dt, (2.82)

onde a matriz simétrica Q ¢ semidefinida positiva, e o vetor Y tem componentes
*
X;p— X; .

Para resolver o problema de controle 6timo (2.76),(2.77),(2.80)-(2.82) foi
utilizada a Programacao Dinamica [3]. A equacdo de Hamilton — Jacobi - Bellman é:

min(d—V + w) = (d—V + wj =0 (2.83)
ueU\_dt dt u=u,

w=YT0 Y +u®

onde

e a fungdo de controle u pertence a um conjunto ndo limitado. Num caso geral a
equacdo de Hamilton — Jacobi - Bellman (2.83) ¢ uma equagdo diferencial parcial ndo-
linear. A solugdo V' desta equacdo deve satisfazer a condicdo final:

V(0)=0 2(.84)

Neste trabalho a fun¢do de Bellman ¥ ¢é procurada em forma analitica e, por um lado,
deve satisfazer a equagdo (2.83) e a condigdo final (2.84) e, por outro lado, tem que
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fornecer ao sistema (2.76),(2.77) a estabilidade assintotica. A forma da fung@o de
Lyapunov para sistema presa — predador ¢ [17]:

3 [ * * [XJJ
V(x,y)=Yv;| x; —x; —x; In| =% (2.85)

i=1 xi

onde v; sdo constantes positivas a determinar. Encontraremos estas constantes da
condigdo que a funcdo V satisfaz a equacdo de Hamilton — Jacobi — Bellman (2.83).
A derivada da fun¢do V', calculada em virtude do sistema (2.76),(2.77) é:

av 2 « 3 .
o 2vi(x; = x;)0 — Xagx ;) +v3(x3 —x3)(r3 —azyx; —azxy +0 x3+u)  (2.86)
i1 =1

Levando em conta (2.87) e as equagdes de equilibrio:
3 *
= 2agx;=0
Jj=1
r —a31xik —a32)c;k +0 x; =0
a equac@o de Hamilton — Jacobi - Bellman obtém-se:

. * 0 * * * *
m’l’/l {_Vlall(xl_xl) —Viay (X =X )(Xy =Xy ) =3 (X —x; )(X3 —x3) =
ue
* * * 2 * *
= Voo (Xy =Xy )(X) = X ) = Vol (Xy = Xy )" = Valp3(Xy — X5 )(X3 — X3 ) = (2.87)
5 * % * ® D
—V3asy (X3 = X3 )( X = X)) = V3a3, (X3 = X3 )(Xy =X, )+ V30 (X3 —x3 )" +

+v3(x3—x;)u+w}:0

A funcdo u(#) ndo € limitada e pode ser encontrada da condigao:

i{...}:0 (2.88)
ou

onde através de {} ¢ designada a expressdo dentre as chaves da equacdo (2.87). De
(2.88) segue:

u® =—v?3(x3 —x;) (2.89)

Substituindo u = u° na equagio (2.87) e comparando os termos semelhantes, obtém-se:
—ay v +4q11=0
—apvy —axva +2q15 =0
—aj3vy —az vz +2q13 =0
—ayvy + gy =0 (2.90)
—a3vy —axvy +243=0
2 2

v v
Svy——+-31g3;=0
3T T, s
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Do sistema (2.90) podem ser encontrados os valores de v; e também trés

componentes da matriz Q.

Os resultados de simulagdes do sistema controlado estdo nas Figuras 2.8 ¢ 2.9.
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Figura 2.8. As trajetorias do sistema controlado para os valores xr =180,

* *
Xy =720, x3 =10, q;; =¢9; = g33=1.
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Figura 2. 9. Diagrama de fase do sistema controlado
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Este capitulo teve como objetivo apresentar as aplicagdes de teoria de controle 6timo
em alguns problemas da dindmica populacional tais como a otimizag¢ao do tratamento de
aguas residuais de lagoas de aguapé e o controle 6timo de pragas. A utilizacdo da teoria
de controle 6timo para o primeiro problema determinou a estratégia 6tima de tratamento
de lagoas de aguapé, ou seja, foram encontradas: a quantidade de plantas, necessaria
maximizar a remog¢ao de poluentes da lagoa de aguapé, e a estratégia 6tima para manté-
la neste nivel. Os experimentos, realizados no Centro Nacional de Suinos e Aves -
CNPSA da Empresa Brasileira de Pesquisas Agropecuarias - EMBRAPA,
Concordia/SC, Brasil, confirmaram os resultados fornecidos pela modelagem e
otimizagao.

A meta principal do controle de pragas ¢ manter a densidade da populagdo de pragas
num nivel de equilibrio positivo abaixo de danos economicos. Para alcanga-la o
problema do controle de pragas foi dividido em duas partes. Na primeira parte,
determina-se um nivel de equilibrio abaixo de danos econdmicos e encontram-se as
fungdes de controle que levam o ecossistema praga — inimigo natural na vizinhanga deste
nivel. E na segunda parte encontra-se a fun¢do de controle 6timo, minimizando o
funcional que caracteriza desvios quadraticos do ponto de equilibrio sugerido. A
utilizacdo de fungdes de Lyapunov para procurar a solucdo de equagio de Hamilton —
Jacobi — Bellman permitiu encontrar a solugdo de ultimo problema, e, também, resolver
o problema do controle de caos num sistema presa-predador.
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Capitulo 3
Simulagao Numérica de Modelos da Dinamica
do HIV

Claudia de Lello Courtouké Guedes

3.1 Introducgéo

Apesar dos avancos extraordinarios na compreensao dos virus e nas células do
sistema imunoldgico, ainda ndo existe um modelo claro para explicar o curso e a
variabilidade da patogénese da AIDS. Tais lacunas no entendimento limitam o
desenvolvimento de terapias e vacinas eficientes.

Usando modelos matematicos aliados as simulagdes numéricas é possivel explorar
como popula¢des de virus e células do sistema imunologico interagem em circunstancias
diversas, como as doengas infecciosas se espalham dentro dos individuos; sugerir
propostas e estratégias para agdes de droga-terapia; e auxiliar no entendimento do
aparecimento da resisténcia viral.

E fundamental destacarmos que determinadas caracteristicas relacionadas a evolugio
e a progressao da AIDS, provém da modelagem matematica. Protocolos de tratamento
usando uma tUnica droga foram substituidos por aqueles que usam combinacdes de
drogas, como resultado desse entendimento. Os modelos matematicos associados com os
resultados clinicos da combinag@o de drogas t€m sido utilizados para obter estimativas
minimas para periodos de tratamento, [14].

Nossa proposta nesse trabalho ¢é apresentar alguns modelos matematicos que
descrevem a dindmica do agente etiologico causador da AIDS e o efeito de perturbagdes
em alguns pardmetros usando os recursos das simulagdes numéricas. Para tanto,
mostraremos inicialmente aspectos bioldgicos dessa infeccdo e um panorama geral da
evolugdo desses modelos ao longo dos anos.

3.2 Aspectos Biologicos

Os virus sdo muito diferentes dos outros microorganismos, como as bactérias, os
protozoarios, os fungos ¢ as algas, uma vez que sdo acelulares. Sabe-se hoje que os virus
parasitam todos os tipos de organismos vivos, inclusive fungos, bactérias e plantas.
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Os avangos na tecnologia em biologia molecular, nas décadas de 1980 e 1990,
permitiram a identificacdo de novos virus humanos. Virus identificados recentemente
sdo denominados virus emergentes, que nao sdo necessariamente novos, mas que o sao
para a medicina ocidental. Como exemplo de virus emergentes, destacamos o
Hantavirus, o virus da febre hemorragica Ebola, que infectou, em 1995, 315 pessoas no
Zaire e o virus da imunodeficiéncia adquirida (HV), que sera o objeto de nosso trabalho.

3.2.1 Sindrome da Imunodeficiéncia Adquirida (AIDS)

Entre 1980 e 1983, alguns jovens do sexo masculino foram diagnosticados com um
tipo de pneumonia extremamente raro, em Los Angeles, Estados Unidos, que
freqiientemente ocorria em pessoas com imunossupressdo. Por volta da mesma época, o
sarcoma de Kaposi, tipo de cincer que afeta a pele e os vasos sangiiineos, foi
diagnosticado com crescente incidéncia em homens jovens. As pessoas afetadas por
estas doengas tinham uma caracteristica em comum: todas eram do sexo masculino,
jovens e homossexuais e, além disso, todas apresentavam uma deficiéncia do sistema
imunologico. Estas observagdes eram indicios de que talvez uma nova doenga
emergente estaria por vir. De fato, mais tarde esta doenga foi denominada de AIDS,
Acquired Immune Deficiency Syndrome.

O Servi¢o de Satude Publica dos Estados Unidos em 1981, comegou a reunir esforgos
para tentar compreender e definir esta nova doenga. Para tanto, desenvolveu as seguintes
linhas de pesquisa:

= caracterizagdo epidemiologica da doenga;
= defini¢do da etiologia e patogénese;
= desenvolvimento do tratamento.

Uma evidéncia epidemiologica ocorrida em 1982 apontava para uma rota de
transmissdo sexual, especialmente através do sémen. Neste mesmo ano, alguns casos
desta nova doenca foram observados entre pessoas hemofilicas, pessoas que receberam
transfusdes sangiiineas, viciados em drogas endovenosas ¢ criangas nascidas de mades
que tinham alto risco da nova doenga, apontavam ser o sangue também rota de
transmissdo e, mais ainda, confirmaram a suspeita de que um agente infeccioso estava
envolvido.

No Instituto Pasteur, na Franga, cientistas e pesquisadores, em 1983, conseguem
isolar e cultivar um retrovirus, denominado de linfodenopatico-associado (LAV) [2].
Pouco tempo depois, um grupo de cientistas americanos, dos Institutos Nacionais de
Saude, identificaram o virus em pacientes com a nova doenga e chamaram este virus de
virus linfotrépico da célula T tipo IIT (HTLV-III) [6].

Os isolamentos virais de ambos, franceses e americanos, provaram ser da mesma
linhagem e o Comité para Taxonomia de Virus chamou de virus da imunodeficiéncia
adquirida humana (Human Immunodeficiency Virus - HIV), o agente etiologico da
AIDS.

Varias hipdteses surgiram com o objetivo de esclarecer a origem da AIDS. Alguns
estudos sugerem que o virus HIV ja estava presente nos Estados Unidos desde 1976-7
[13]. Na Europa, estudos similares sugerem que o virus HIV foi introduzido na
populagdo por volta de 1978-80, e que veio dos Estados Unidos. O trabalho [13],
sugere que ndo ha uma evidéncia conclusiva de que o virus HIV seja originario da
Africa. Contudo, aponta a ocorréncia de casos de doengas consistentes com a AIDS,
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entre africanos, em meados dos anos 70, tais como: a soropositividade em criangas de
Uganda em 1972-3 e o isolamento e identificacdo de retrovirus relacionados com o virus
HIV tanto em humanos como em primatas ndo humanos. Sugere ainda que se o virus é
novo na Africa na sua forma atual, entdo provavelmente ele ja existia como um virus nio
patogénico em humanos ou vinha de outra populago primata. O que se torna claro € que
o HIV africano isolado tem maior diversidade genética do que aqueles obtidos nos
Estados Unidos e na Europa [10].

Segundo o trabalho [1], estudos relacionados a seqiiéncia molecular do virus HIV
humano ¢ de virus correlacionados em primatas sugerem que o HIV pode ter aparecido
inicialmente ha cerca de 150 anos.

3.2.2 Virus HIV

O virus HIV é um retrovirus, um virus de RNA cuja cadeia ¢ dupla. Possui
em seu interior a enzima transcriptase reversa, necessaria na replicacdo e, em seu
envoltorio, sdo encontradas espiculas que servem para a fixacdo do virus na
célula hospedeira (Figura 3.1).

espiculas

envelope
viral

protease

transcriptase
reversa

RNA

Figura 3.1. Virus HIV

Apds o virus ter se fixado ao receptor CD4, encontrado nas células T auxiliares, nos
macrofagos e nas células dendriticas, os principais alvos da infec¢do por HIV, o RNA
viral ¢ liberado e ocorre sua transcricdo em DNA através da enzima transcriptase
reversa. Este DNA torna-se entdo integrado ao DNA cromossdémico da célula
hospedeira, com o auxilio de outra enzima, chamada integrase (Figura 3.2).

O DNA viral, denominado provirus, pode controlar a producéo de novos virus que
brotam da célula do hospedeiro, caracterizando a infecgdo ativa. Alternativamente,
este DNA integrado pode ndo produzir novas particulas virais de HIV, mas pode
permanecer escondido no cromossomo da célula hospedeira como provirus,
caracterizando dessa forma a infecgdo latente, e o sistema imunologico ndo consegue
detecta-lo.

Uma razdo pela qual os anticorpos anti-HIV desenvolvidos pelos individuos
infectados falham em inibir o progresso da infec¢do ¢ a habilidade do virus de
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permanecer como um provirus ou virus latente. O virus HIV pode mover-se de uma
célula infectada para uma outra adjacente ndo infectada, através do processo de fusdo,
ocultando-se desta forma do sistema imune.

R

v Células CD4+ T
S

Particulas de
HIV provirais

Transcriptase
Reversa

Integrase

Protease

Figura 3.2. Esbogo do ciclo de vida do virus HIV

Além disso, os virus de RNA, com a etapa da transcri¢ao reversa, possuem uma alta
taxa de mutagcdo genética, em relacdo aos virus de DNA. Como resultado disto, o
genoma do HIV sofre mudangas muitas vezes por dia em uma pessoa infectada e,
portanto, isto dificulta o desenvolvimento de vacinas e testes diagnosticos.

3.2.3 Resposta Imunolégica do Organismo

Quando uma substancia estranha, chamada de antigeno ¢ introduzida no organismo o
corpo emite uma resposta imunoldgica na tentativa de eliminar esta substancia o mais
rapido possivel. Esta resposta é caracterizada de duas formas:

] Resposta imune humoral

= Resposta imune celular

Inicialmente, o antigeno ¢ encontrado pelos macrofagos, células que examinam
as particulas estranhas e apresentam suas conclusdes para os linfocitos T CD4
positivo, células T CD4+. O termo CD4 denota uma proteina que existe na
superficie da célula T, e T refere-se ao timo, orgdo responsavel pelo
amadurecimento desta célula apos ter migrado da medula oOssea onde é produzida.
Estas células freqiientemente sdo chamadas de células T auxiliadoras (T helper) e
funcionam como o centro de comando para o sistema imunologico. Se estas células
consideram que uma resposta imunoldgica deve ser dada, entdo um sinal inicial é
enviado. Primeiro, as células T auxiliadoras se proliferam a fim de reunir esforgos,
os quais podem emitir tanto a resposta celular como a resposta humoral.

Além disso, ocorre a ativagdo de um segundo tipo de células T, os linfocitos T CDS8
positivo, as células T CD8+, conhecidas como células T assassinas (T killer). Uma
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vez dado um alvo para estas células, elas o procuram, destruindo as células
infectadas com aquela patogénese.

Na resposta imune humoral, ou mediada por anticorpos, as células T auxiliadoras
avisam um terceiro grupo de células denominadas de linfocitos B (células B). Estas
sdo as células sangiliineas que produzem os anticorpos. A principal funcdo dos
anticorpos é destruir a patogénese e, portanto, auxiliar na eliminagdo dos
antigenos.

Uma vez que a resposta imunologica foi bem sucedida, algumas células
mantém um registro de memoria do antigeno. Estas células sdo chamadas de células
de memoria. Se a mesma patogénese, ou uma semelhante, é introduzida no
organismo novamente, uma resposta mais agressiva e muito mais rapida ¢ executada, e
o antigeno ¢ erradicado de maneira mais eficiente e mais rapida.

Esta é a idéia que estd por tras das vacinas. Uma pequena versdo mais fraca da
patogénese ¢ introduzida, incentivando uma resposta imunoldgica; se o
individuo infecta-se de forma agressiva, a resposta ¢ imediata e poderosa,
portanto, a patogé€nese ndo tem chance de se desenvolver.

A infecg¢do causada pelo virus HIV-1 tem muitas caracteristicas quantitativas. Por
exemplo, existe uma média de tempo de aproximadamente 10 anos entre a infec¢do com
o0 virus e o principio da AIDS em adultos (Figura 3.3) [17].

Niveis de concentraciio no plasma

2-10 semanas * Superior a 10 anos

Figura 3.3. A evolugfo da infecgdo por HIV [17]

A razdo para este periodo de tempo ainda permanece desconhecida, embora isto
pareca estar ligado a mudangas no niimero de células T CD4+. O periodo de incubacao
da doenga resultante da infec¢@o primdria entre os pacientes ¢ variavel, na faixa de 2 a 6
semanas. A duragdo dos sintomas da infec¢do primaria por HIV é também variavel, na
faixa de 5 a 24 dias e, em média, 8 dias. Dando continuidade a esta fase, pode se seguir
um periodo longo ou curto da infecgdo por HIV assintomatico, em que as células e os
fluidos corpdreos abrigam o virus.

O Centro de Controle e Prevengdo de Doengas (CDC), 6rgdo do Servigo de Satde
Publica americano responsavel por informagdes epidemiologicas, classifica o progresso
das infecgdes por HIV baseado na contagem da populagdo de células T CD4+. Quando a
contagem destas células, que é normalmente em torno de 1000 mm~, atinge 200 mm”
ou fica abaixo deste valor em um paciente infectado por HIV, entdo esta pessoa é
diagnosticada como tendo AIDS.
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Devido ao papel fundamental das células T CD4+ no equilibrio do sistema
imunolégico, sua perda tem efeitos desastrosos no funcionamento do sistema
imunoldgico como um todo e permite a imunodeficiéncia que caracteriza a AIDS. A
razdo para a queda da contagem de células T ¢ desconhecida, bem como os processos
que determinam a taxa de decaimento [17].

Existem dois tipos de HIV atualmente: HIV-1 e HIV-2. Mundialmente, o virus
predominante é o HIV-1 e geralmente, quando as pessoas referem-se ao HIV sem
especificar o tipo de virus, estdo referindo-se ao HIV-1. Tanto o HIV-1 como o HIV-2
sdo0 transmitidos por contato sexual, através do sangue ¢ de mae para filho ¢ causam
AIDS indistinguivelmente. Contudo, o HIV-2 é menos transmissivel e o periodo entre a
infec¢do primaria e a doenga é maior no caso do HIV-2. O HIV-1 é um virus altamente
variavel, que alcanga mutacao muito rapidamente.

Em nosso trabalho estaremos interessados somente no virus HIV-1.

3.3 Modelos da Dinédmica do Virus HIV

Durante a década passada, muitos modelos, tanto os deterministicos como os
estocasticos, foram desenvolvidos com o intuito de se compreender fendmenos
associados a infec¢do por HIV-1, seus impactos no sistema imunoldgico e o decaimento
da contagem de células T CD4+. Os modelos estocasticos podem ser usados para
descrever uma contagem para estagios iniciais da doenga, quando existem poucos virus e
poucas células infectadas, ou em situacdes onde a variabilidade de individuos é
relevante. Ja os modelos deterministicos analisam as mudangas na média do niimero de
células e sdo mais aplicaveis a estagios posteriores do processo de infecgdo por HIV-1
nos quais as populacdes de células sdo grandes em numero.

Neste trabalho abordaremos somente modelos deterministicos, uma vez que
desejamos estudar o comportamento da infecgdo a longo prazo e a utilizagao de droga
terapia em diferentes periodos da infecgao.

3.3.1 Modelos com e sem droga-terapia

Em todos os modelos que iremos abordar, trés populagdes estdo presentes: a das
células T CD4+ nao infectadas, a das células T CD4+ infectadas e a de virus livres,
denominadas respectivamente, por 7, 7" e V.

O modelo mais simples da infec¢do por HIV para as dindmicas das populagdes pode
ser representado pelo seguinte sistema de equagdes diferenciais ordindrias:

d—T:s+pT—dTT—kVT (3.1)
dt
3
AT —srt (3.2)
dt
st — ey (3.3)
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As condigdes iniciais, 7(0), 7°(0) e ¥(0), usualmente sio tomadas no ponto de
equilibrio do sistema de equagdes diferenciais ou tomadas proximas ao equilibrio. O
sistema de equagdes ira apresentar um ponto de equilibrio em que ¥V, = 0, denotado por
ndo infectado e outro(s) para o(s) qual(is) ¥, # 0, denominado infectado.

Os parametros sao:

s : taxa de suprimento de células T CD4+ a partir de células precursoras

p : taxa de crescimento para a populacdo de células T CD4+

dr : taxa de morte da populacdo de células T CD4+ ndo infectadas

o': taxa de morte da populagdo de células T CD4+ infectadas produtivamente

¢ : taxa de morte de virus livres

k : taxa pela qual as células T CD4+ tornam-se infectadas produtivamente por virus livres

O termo, s, representa a fonte de novas células T CD4+ a partir do timo ou da medula
Ossea. Se uma célula T CD4+ encontra um antigeno ao qual é especifica, ela pode ser
estimulada a proliferar. Para este modelo, assume-se que todas as células T CD4+ sdo
especificas ao HIV. Como simplificagdo toma-se uma fra¢do constante da populacdo de
células T CD4+ que esta se proliferando, denominada p. O proximo termo, dr, representa
a morte natural destas células uma vez que possuem tempo finito de vida. O termo kV'T
modela a taxa pela qual um virus livre infecta uma célula T CD4+. Uma vez que o virus
penetra na célula, esta se torna infectada e, entdo o termo kVT é subtraido da equacdo
(3.1).

A replicagdo viral ativa e o brotamento destas células ¢ assumido como 6. Portanto, o
parametro o representa um termo de perda para a equagdo (3.2) e um termo de ganho
para a equacdo (3.3), pois novos virus sdo produzidos a uma taxa J. Em muitos
modelos, assume-se que uma célula T CD4+ infectada ativamente produz N
particulas virais, e esta idéia foi introduzida em [15] .

A equagdo (3.3) representa a dinamica da populagdo de virus livres infectantes. O
ultimo termo desta equacdo, ¢V, representa a perda de infectividade viral, morte viral
e/ou eliminagédo pelo proprio organismo.

De um modo geral, os modelos que apresentaremos adiante utilizam este modelo
simples, o qual identificaremos como basico, com algumas complementacdes que
oportunamente serdo discutidas.

Modelo 1 — Alan S. Perelson, Denise E. Kirschner e Rob de Boer — 1993 [16]

Como vimos anteriormente, quando o HIV infecta uma célula T CD4+, pode
permanecer latente ndo dando sinal algum de sua presenga ou pode ocorrer o brotamento
de novas particulas virais a partir da superficie das células T CD4+ infectadas. Este
modelo subdivide a populacdo de células T CD4+ infectadas em produtivamente e em
latentemente, ou seja, além das populagdes T e ¥, o modelo introduz a varidvel T que
agora representard as células infectadas latentemente e 7° passara a representar as
células infectadas produtivamente. Entdo,

£=s—dTT+pT(1——T+T Sl

” J —k VT (3.4)

max
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*

A VT —drT T (3.5)
dt

dr™ .

A kT -oT 3.6
0 2 (3.6)

il—I::NéT**—leT—cV (3.7)

com as condigdes iniciais 7(0), 7" (0), T (0) e (0).
Além de s, p e ¢, os parametros sdo:

dr : taxa de morte da populagdes de células T CD4+ ndo infectadas e infectadas
latentemente

T nax - nivel maximo da populagado de células T CD4+

0': taxa de morte da populagdo de células T CD4+ infectadas produtivamente

k;: taxa pela qual as células T CD4+ tornam-se infectadas por virus livres

ky: taxa de pela qual as células T CD4+ infectadas latentemente tornam-se ativamente

infectadas
N: numero de particulas virais produzidas por lise das células infectadas

Os valores das constantes e dos parametros usados sdo dados em [16] e
descritos na Tabela 3.1.

CONDICOES INICIAIS PROXIMAS AO EQUILIBRIO
7(0) 10° mm
7'(0) 0 mm
77(0) 0 mm
(0) 10° mm”

PARAMETROS E CONSTANTES

s 10 dia’ x mm™

p 0.03 dia™!

T e 1500 mm"
dr 0.02 dia™!

5 0.24 dia™!

c 2.4 dia”!

k; 2.4x10° mm’ x dia”

k; 3.0x 107 dia™

N Varia

Tabela 3.1. Condigdes iniciais, parametros e constantes — modelo 1

Aqui, a proliferacdo da populag@o de células T CD4+ ¢ a seguinte fungdo logistica
dependente de T, T, T

pT{l—;J (3.8)
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Uma vez que a célula ¢ infectada, ela se torna latentemente infectada e entdo o
termo k;VT ¢é subtraido das equacdes (3.4) e (3.7) e adicionado a equagdo (3.5). As
células infectadas produtivamente sdo geradas presumivelmente a partir das células
infectadas latentemente, portanto um termo de perda ¢ inserido em (3.5), k.T7, e
adicionado em (3.6).

Embora as células infectadas produtivamente possam se dividir uma ou duas
vezes gerando poucas células filhas [12], este evento é negligenciado neste modelo.
Outra aproximagdo ocorre na representagdo correta do nimero total de particulas virais
infectantes produzidas por uma unica célula infectada durante sua vida, inclusive
qualquer uma de suas células filhas. Esta quantidade ¢ denotada por N. Tanto o
pardmetro 0 como o pardmetro N sdo caracteristicos de uma espécie viral particular.
Deveriamos esperar que linhagens virais com altas taxas de replicacdo poderiam possuir
elevados valores de N. No entanto, a taxa de morte d, pode também depender da
replicagdo viral [16].

A equacdo (3.7) representa a dindmica da populacdo de virus livres infectantes.
Assume-se que uma célula T CD4+ infectada produtivamente produz N particulas virais.
Por simplicidade, toma-se a taxa de produgao viral igual a N vezes a taxa de morte da
célula.

Nas simulagdes numéricas, estamos considerando trés casos para o pardmetro N
(Figura 3.4) : N= 1400 (—), N=1200 (=) ¢ N=1000 (- - -), porém este pardmetro
pode ser alterado.

Para os trés valores mostrados na Figura 3.4, vemos que a doenga ¢ caracterizada por
uma fase inicial na qual ndo existe uma perda discernivel de células T, seguida por uma
fase de declinio destas mesmas células.

Para valores de N maiores, a fase inicial ocorre durante um periodo de tempo mais
curto e por outro lado, a queda das células T ¢ mais substancial. Vemos ainda que, o
comportamento da dindmica das populagdes de células infectadas, T e T, ¢
essencialmente o mesmo, exceto pela escala de valores.

Para a populacdo de virus, ¥, independente do valor de N, apds um rapido declinio
devido ao brotamento celular e ao ataque sofrido pelas células T, a populagdo viral
cresce exponencialmente e se estabiliza em torno de um valor em média da ordem de
10%. Comparando a dindmica das células infectadas com a dos virus, vemos que V segue
essencialmente 0 mesmo comportamento de 7" e T .

O ntmero de virions livres, N, ¢ um indicador de alteragdes para a populagdo viral.
Quando N decresce, o aumento da populagdo de virus ocorre mais lentamente. Este fato
conduz a escolha de um valor critico para &, denotado por N..;;, ¢ dado por:

ky+d + kT,
Nyt g rdrevhy 0), 3.9)
kokiTy

em que Ty= T(0).

Para os parametros da Tabela 3.1, encontramos N, = 774.

A Figura 3.5 representa nossas simulagdes numéricas em  trés casos
diferentes, N =600 (™), N=1000(---) e N=774(—), respectivamente.

Para N<N_; , V decresce indicando que a infec¢do ndo causara a doenga € o
sistema retornard ao estado ndo infectado. Vemos também que se N > N, 0 virus
crescerd ap6s um declinio inicial e o caso em que N=N,; o virus atinge um nivel
constante ¢ nenhuma perda de células 7 ¢ vista.
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Sair do Simulador

Condicdes |
T(0) T
1000

Parimetros & Constantes

s p

10 0.03
:
0.000024 0.003

| c I tinal |
|24 [ 3650 |

Métodos Numéricos

H Runge-Kutta 4x4

C.l. e ParAimetros Clinicos Limpar Graficos

Figura 3.4. Simulag@o numérica do modelo 1: N =1400(—), N =1200(m) e N =1000(- - -)

Salr do Simulador

T(0] T*(0) T**[0] V(0]
1000 0 0 0.001

Pardmetros e Constantes

& p Tmax
0.03 1500
0.000024 0.003

| tinal |
4

Metodos Numéricos

Euler Euler Aprimorado
Euler Modificado Runge-Kutta 3x3
Runge-Kutta 4x4 Runge-Kutta-Eehlberg

Simpson Adams-Moulton

C.l. e Parimetros Limpar Gréficos

Figura 3.5. Simulag@o numérica do modelo 1: N =600 (M), N=1000 (---) ¢ N=774 (—)
Modelo 2 — Alan S. Perelson, Patrick W. Nelson — 1999, [17]
Este modelo ¢ uma revisdo do modelo 1, que considera as seguintes populagdes : a

das células T CD4+, a das células infectadas produtivamente e a de virus, denotadas
respectivamente de 7, T e V, e € dado pelo sistema de equagdes diferenciais ordinarias:

‘Z—f:pr 1- —d;T—kVT (3.10)

max
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*

dT

S/ Y Y @3.11)
dt
W ST —ev (3.12)
dt

com as condi¢des iniciais 7(0), 7' (0) e ¥(0).
Os valores das constantes e dos parametros usados foram retirados a partir de [16] e
descritos na Tabela 3.2.

CONDICOES INICIAIS PROXIMAS DO EQUILIBRIO

7(0) 10° mm’
7(0) 0 mm”
7(0) 10~ mm™

PARAMETROS E CONSTANTES
10 dia”’ x mm™
0.03 dia™
1500 mm™
0.02 dia™
0.24 dia™
2.4 dia’!
2.4 x 10° mm’ x dia™
Varia

P Q,)&éﬂ“ura

Tabela 3.2. Condigdes iniciais, parametros e constantes — modelo 2

. ~
O termo 7 na expressao

pT(l—”T J (3.13)

pode ser ignorado devido ao fato de que a propor¢do de células infectadas
produtivamente é da ordem de 10 a 10~ do total de células T, [4]. Portanto, ficamos

com apenas

T

T 1- . 3.14
p ( T J (3.14)

max

Na equacdo (3.10), o termo kVT que simboliza a infec¢do da célula pelo virus_ um
termo de perda nesta equacdo ¢ ignorado na equacdo (3.12), pois ¢ pequeno se
comparado ao termo cV, [9]. Observe que no modelo 1, este termo é incorporado a
dindmica da populag@o viral.

Assumindo que para um periodo curto de tempo logo apos o inicio da infecgdo a
populagdo de células T CD4+ permanece constante [17], as equagdes dadas por (3.10) e
(3.11), tornam-se:

%zozﬂ(t):ro (3.15)
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*

dT *
——=kTyV - 6T 3.16
7 0 (3.16)
determinando os valores no equilibrio :
kVoTy = 6T,
0T S Nk =e > N =—— (3.17)
NéTO =CVO kTO

Escolhemos valores para N tais que:

N=L:N=%:>N=IOO (3.18)
kT, 24x107 x10

N>L:N>%:>N>IOO (3.19)
KTy 2.4%107 x10

N<L:>N<%:N<1oo (3.20)
kT, 2.4x1077 x10

de modo a avaliar o que ocorre nos casos em que o sistema esta em equilibrio, ou seja,
N =100, ou ndo esta em equilibrio para os demais valores de N.

Para N = 100 (—), ¢ =NkT,, e como vemos na Figura 3.6, as populagdes ndo
apresentam alteracdes em suas dindmicas. Quando ¢ >NkT, , N = 10 (M), o sistema
retorna para um ponto de equilibrio ndo infectado, além disso, esta condi¢do pode ser
entendida como uma eliminagdo maior do que uma produgdo viral e isto levaria a
erradicacdo do virus.

Finalmente, para ¢ < NkT, , N = 1000 (- - -), os comportamentos das populagdes de
células infectadas 7, e de virus V essencialmente sdo os mesmos. Para ¥ ocorre uma
queda inicial logo nos primeiros dias, seguida de um aumento e entdo caindo
exponencialmente até encontrar um novo ponto de estabilidade. Para as células T CD4+,
observamos o seguinte comportamento: uma diminuicdo em sua contagem nos
aproximadamente 36 primeiros dias, seguida de um aumento até chegar a uma
estabilidade.

Modelo 3 — Alan S. Perelson, Patrick W. Nelson — 1999, [17]

Para modelar a a¢io de uma uUnica droga-terapia, como um inibidor de transcriptase
reversa, o modelo 2 pode ser transformado em:

d—T:s+pT[1— T J—dTT—(l—;yTR)kVT (3.21)
dt max

%:(l—qTR)kVT—éT* (3.22)
WV _NoT* —ev (3.23)
dt

em que ntg denota a eficacia do inibidor. Quando 77z ¢ tomado igual a 1, significa que o
inibidor tem 100% de eficiéncia e que bloqueia totalmente a infecg¢@o. Se a transcriptase
reversa ¢ inibida, o HIV pode penetrar na célula, porém ndo ira infecta-la com sucesso:
uma cépia do genoma do DNA viral ndo sera feita e, portanto, a célula nio se replicara.
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Sair do Simulador
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Limpar Gréficos

Figura 3.6. Simulacdo numérica do modelo 2: N =100 (—), N=10 (M) e N=1000 (- - -)

As condigdes iniciais aqui sdo tomadas como sendo o ponto de equilibrio infectado
do sistema de equagdes diferenciais ordinarias dado pelo modelo 2. De fato,

—kVyTy =0

T
d—T=0:s+pT0(l— 0 J—dTTO
dt max
dr’
0= kVyTy - 6T, =0
dt
A = NOTY — ¥y =0
dt

e portanto,

C

T(0)=Ty=—

0)=Tj K
T 0) =T, =
0)=Tj s
—d

voy=vy =N P41 _ £

c k Nk Tax

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

A justificativa para esta escolha estd no fato de que se deseja demonstrar que,
aplicando-se uma perturbacdo no parametro &, ¢ isto ¢ feito utilizando-se uma droga-
terapia do tipo inibidor de transcriptase reversa, € possivel se analisar o comportamento
da dindmica da infecgdo em um paciente que esta em equilibrio, ou aproximadamente
em equilibrio, antes do tratamento ser iniciado e, além disso, pode-se ainda observar
aspectos de erradicag@o da populagdo de virus a longo prazo. Observe que o outro ponto
de equilibrio deste sistema ¢ dado quando V=0, denominado equilibrio ndo infectado

e portanto ndo serve para esta analise.

Os pardmetros e as constantes utilizadas neste modelo sdo dados pela Tabela 3.2.
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Nas simulagdes numéricas, estamos tomando N = 200 e variando a eficiéncia da
droga-terapia através do parametro 777z (Figura 3.7).
Os resultados estdo tabulados a seguir:

N, equilibrio TITR ( 1- 77TR)N Resultado

200 0.25 150 Inicialmente os virus sofrerdo um aumento, seguido
por uma queda exponencial, finalmente se
estabilizando.

200 0.5 100 Recuperagdo da contagem de células nio infectadas,
declinio acentuado 7" e V.

200 0.75 50 Recuperagdo da contagem de células nio infectadas,
declinio acentuado 7" e V.

Portanto, concluimos que quanto maior o valor de 777z, maior a chance de erradicacao
do virus.

Sair do Simulader

Condigies Iniciais

1) 1[0 ¥i0)
5.00E+002 il 4.17E+001 |l 8.33E+002

Parimetros e Constantes

5 p

10 0.03
;
0.000024 200
| R |

I-TR

| _tfinal_|
I T

Métodos Numéricos

C.l. do Equilibrio
Euler Aprimorado

Euler Modificado Runge-Kutta 3x3 4 o
Runge-Kutta 4x4 Runge-Kutta-Fehlberg | ! Limpar Gréficos

Figura 3.7. Simulagdo numérica do modelo 3, N =0.75(—), Mm=0.5(") e
NtR = 025 (' - ')

Modelo 4 — Alan S. Perelson, Patrick W. Nelson — 1999, [17]

E possivel também modelar a agdo da monoterapia através de um inibidor de protease.
Os inibidores de protease fazem com que as células infectadas produzam virions néo
infectantes. No entanto, os virions que ja foram produzidos permanecem infectantes.
Logo, na presenca deste inibidor devemos considerar duas subpopulagdes da populagio
de virus: uma formada por virus infectantes e a outra por virus ndo infectantes.

Para este modelo as populagdes sdo as seguintes: a das células T CD4+, T, a das
células infectadas, T ' , a dos virus infectantes V; e a dos virus ndo infectantes, Vy; .
Portanto o modelo 2 torna-se :
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a _ +pT[l— J—dTT—kV,T (3.30)
dt max
dr”
& v, T-6T 3.31
7 i (3.31)
dv
j:(l—n,P)NaT* —cVy (3.32)
dv .
d’tV’ =npNST" —cVy; (3.33)

em que 77;p denota a eficacia do inibidor. Quando 77;» ¢ tomado igual a 1, significa que o
inibidor tem 100% de eficiéncia e que bloqueia totalmente a replicagdo viral. Com as
condicdes iniciais:

T(0)=Ty =—— v,(0)=V, _SN_ p—dr _ pc
Nk c kN
max (3.34)
* «  kVyT,
" (0)=Ty =—2%2 Vi (0)=0

A condigdo inicial Vx(0) = 0 deve-se ao fato de que antes do tratamento ter sido
iniciado, ndo ¢ possivel a producdo de virus ndo infectantes. Como novamente quer se
analisar o comportamento da infec¢do sujeita 8 monoterapia de um paciente que esta em
equilibrio, ou préximo ao equilibrio, antes do tratamento, tomam-se as condi¢des iniciais
restantes como o ponto de equilibrio dado por (3.27), (3.28), (3.29).

Os parametros e as constantes utilizados neste modelo sdo dados pela Tabela 3.2.

Na Figura 3.8, vemos que para um individuo em equilibrio, cuja eficiéncia de
monoterapia esta entre 10% (- - -) e 30% (—), as populagdes de células infectadas, 7" e
de virus, Ve V1, possuem basicamente as mesmas caracteristicas : uma queda inicial
seguida por um periodo de crescimento, repetindo este comportamento até chegar a uma
nova estabilidade.

Para as células ndo infectadas, 7, o comportamento ¢ o inverso: um crescimento
inicial para os primeiros dias, seguido por uma queda que pode ser retardada dependendo
da eficiéncia do inibidor. Quanto maior a eficiéncia do inibidor, maior sera o tempo para
que o crescimento seja iniciado. Efetivamente, a erradicagdo total da carga viral acontece
com uma eficiéncia em torno de 50% (M).

Modelo 5 — Alan S. Perelson, Patrick W. Nelson — 1999, [17]

A agdo de uma monoterapia ndo ¢ suficiente para deter o virus HIV. Para sustentar uma
resposta eficiente do organismo a longo prazo, uma combinagdo de terapias
antiretrovirais ¢ fundamental. As terapias combinam tanto os inibidores de protease
como os de transcriptase reversa no intuito de bloquear o ciclo de vida do virus em dois
momentos distintos.
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Sair do Srulader
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||
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Figura 3.8. Simulag@o numérica do modelo 4, nip = 0.1(- - -), nwr=0.3 (),
= 0.5 (=)

Com a utilizagdo de uma unica droga ocorre uma queda brutal na concentragdo
viral no plasma logo nas primeiras duas semanas apos o tratamento ter sido iniciado.
Porém com a monoterapia continuada, a concentragdo viral permanece caindo, mas bem
mais lentamente do que anteriormente. O trabalho [17], sugere que esta segunda fase de
decaimento tem uma origem bioldgica, uma vez que nao ha evidéncia de virus
emergentes que sdo resistentes a droga, entre a 16* e a 20* semanas de tratamento.

Utilizando-se uma combinagdo de terapias, temos as seguintes populagdes : a das
células ndo infectadas, 7, a das células infectadas, 7", a dos virus infectantes V; e a dos
virus nao infectantes, Vy; . Portanto o modelo 3 é reescrito como :

d—T:S+pT 1- —dTT—(l—I’]TR)kVIT (335)
dt max

% =(1=np KV, T =5T" (3.36)
%:(1—;7,13)1\1&* —cVy (3.37)
vy, (3.38)

= ’71PN8T* —cVu

em que 777z € 77;p denotam as eficacias dos inibidores de transcriptase reversa e protease

respectivamente.

As condigoes iniciais sdo dadas em (3.34).

Na Figura 3.9, apresentamos uma simulagdo numérica que mostra que uma
comparacdo entre o caso em que ndo ha tratamento, ou seja, 7r=0¢ 7,=0 (---),
e 0 caso em que usamos um inibidor de transcriptase reversa com eficiéncia de 10% e

um de protease cuja eficiéncia é de 50%, ou seja, 77z = 0.5 e 7,,=0.1 (—). Vemos que o
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primeiro caso exibe um decrescimento na carga viral, seguido por uma fase de aumento,
repetindo esta caracteristica até se estabilizar em um certo nivel. J no segundo vemos
nitidamente que o virus serd erradicado, ao passo que a contagem de células T ¢é
recuperada.

Sair do Simulador

Condigies In

T(0) T(0) Vi) VNI(D)
5.00E+002 [l 4.17E+001 [ 6.33E+002 [l 0.00E +000

Parimetros e Constantes

p dt
0.03 0.02

:
200 2.4
I-PR

Métodos Numéricos

Euler Modificado
e

Figura 3.9 : Simulagido numérica do modelo 5, 7;z=0e 17,p=0(---), nr=0.5 ¢
Nip= 01(—)

Simulamos uma situagdo em que o individuo infectado néo esta em equilibrio, € nem
préximo a ele e na Figura 3.10, apresentamos este resultado.

Tomamos como  condigdo inicial  7(0) = 200 mm>, 7°(0) = 100 mm™,
V1(0) = 100 mm™ ¢ Vy;(0) = 0 mm™, com 50% de eficiéncia para cada inibidor utilizado.
Podemos observar que neste caso, ha uma recuperagdo da contagem de células T CD4+
com a populagdo de virus infectantes decaindo para um nivel da ordem de 107,

3.3.2 Observagées sobre os modelos

Nesta se¢do, todos os modelos foram implementados e resolvidos numericamente de
acordo com condi¢des iniciais, constantes e parametros dados pelas referéncias
bibliograficas. Muitas referéncias ndo fornecem todos os valores dos parametros do
problema e, neste caso, optamos por defini-los para completar a simulagao.

Tentamos abordar diversos modelos que incorporam as caracteristicas basicas da
dinamica da infecgdo por HIV: a presenga das células T CD4+ infectadas latentemente ¢
os efeitos da droga-terapia.
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Sair do Srulader
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Figura 3.10. Simulagdo numérica-modelo 5 - individuo infectado que ndo esta em
equilibrio, e nem proximo a ele e com Ny = 7;,p = 0.5

Para cada um destes modelos ¢ possivel realizar uma série de simulagdes, pois 0s
pardmetros, constantes e condigdes iniciais estdo livres para serem modificadas. E
possivel observar o comportamento do modelo para cada conjunto novo de dados e
comparar os diferentes desempenhos dos métodos numéricos para resolucdo dos
sistemas de equagdes diferenciais dados em cada modelo.

3.4 Implementagcao Numérica

Sistemas de equacdes diferenciais ordindrias, cujas equagdes sdo ndo lineares, ndo
possuem solugdes analiticas triviais de serem determinadas. Estudos locais, em torno de
posi¢des de equilibrio permitem, uma analise quantitativa da variagdo de pardmetros e
condi¢des iniciais. Os modelos apresentados na se¢do 3.3 tém esta caracteristica. No
caso especifico do HIV, o proprio modelo matematico ainda ndo estd completamente
definido.

Solugdes numéricas, por outro lado, permitem varias simula¢des e comparagdes com
resultados observacionais. A abordagem numérica permite, ainda, a alteracdo do
conjunto de pardmetros, constantes, mesmo aqueles que sdo mal definidos, variagdes nas
condi¢des iniciais, utilizagdo de droga-terapia em diferentes momentos do ciclo de vida
do HIV, teste de eficacia de uma tnica droga, ou uma combinacdo delas, a ndo
necessidade de analisar uma classe de individuos em particular que esta em equilibrio ou
proximo ao equilibrio.

Para que as conclusdes obtidas por experimentos numéricos possam ser utilizadas na
resolu¢do do problema original ou mesmo na andlise da importancia de um termo ou
equagao, ¢ preciso analisar a convergéncia e estabilidade dos resultados numéricos.

Nesta sec¢do, faremos uma analise do erro de discretizagdo local dos métodos
estudados.
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3.4.1 Estimativa Inicial para o Passo de Integragao

Para cada modelo, a solugdo numérica pode ser obtida através dos seguintes métodos:
= de passo Unico : Euler, FEuler Aprimorado, Euler Modificado, Runge-
Kutta 3x3, Runge-Kutta 4x4 e Runge-Kutta-Fehlberg
= de passo multiplo : Adams-Moulton (preditor — corretor) e Simpson.

Introduzindo uma notagdo vetorial, que por exemplo, para o modelo 1, é :

. dT T+T +T" R
)’1:E:S_dTT“‘P{l_T—J_leT:fl(t’T’T T V)= A6 0,52, Y3. V)
! dT* * * * sk
N =——=kVT-d;T -kT =LT.T T V)= fr(t,)1,52,Y3.Y4)
dt (339)
' dT** * Ak O
)/3:7:sz =0T =f(tT.T . T V)= f3(t.31,92.Y3.Y4)
' dV Hk P
)’42521\7&1 —kVT—cV = fy(t, T.T ., T V)= fu(t.Y.Y2. V3. V4)

com as condigdes iniciais y,(0)=T(0)=n,, 2(0)=T"(0)= s, y3(0)=T""(0)=n; e

4(0)=V(0)= na.
Entao:

v=ln va 3 ml' t= o fs i =fey)y = o oy gl 3.40)

e (3.39), tornam-se :
y'=1(y), y(0)=n (3.41)

Independentemente do método e das condic¢des iniciais precisamos garantir que a
solugcdo numérica nao ultrapasse os valores dos desvios observacionais de cada uma das
varidveis. O erro de discretizacdo local sera utilizado para executar este controle,
garantindo que a ordem do erro de discretizagdo local seja menor ou igual ao desvio
padrdo observado.

Pelo fato da ordem do erro de discretizag@o local do método de Euler ser menor ou
igual a ordem de qualquer outro dos métodos implementados, o valor hy, que ¢
determinado para o método de Euler, sera utilizado como primeira aproximagdo em
qualquer um dos outros métodos.

A precisdo foi estabelecida pelos valores dos desvios padroes de cada variavel,
encontrados nas tabelas das observagoes clinicas.

Como nosso objetivo ¢ executar uma analise do comportamento da solugdo numérica
para diferentes conjuntos de dados, ou seja, de pardmetros e condi¢des iniciais, o calculo
do passo inicial, hy, pelo método de Euler, foi automatizado.

Para todos os modelos utilizamos a mesma estratégia para a determinagdo do passo e
mostraremos em detalhe para o modelo 1, o algoritmo que encontra o passo para o
método de Euler.
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No método de Euler, o erro de truncamento ou de discretizagdo local ¢ definido por:

2

h
Eduter = % y& @) +om), i=1234 (3.42)

Vamos supor que para cada variavel, os desvios padrdes, €, €, €; € &4, 530 os dados
observacionais dados em [9]. Entdo:

h2
< = Difyog,

Eyi

TEuler

<eg = h
Vi

em que € = min{g, &, €, &4}.

Para que fosse possivel a automatizagdo do calculo do passo h,, introduzimos
algumas hipdteses sobre os valores maximo e minimo para as varidveis envolvidas,
baseadas em referéncias bibliograficas estudadas, pois precisamos determinar os
majorantes para as derivadas de 2° ordem.

De acordo com [19], quando a contagem de células T CD4+ alcanca um valor
maximo (7,4ime) €m um individuo recém-infectado, a quantidade de carga viral ¢
minima (V,m0), UMa vez que seu sistema imunologico estd tentando combater o
antigeno, ¢ o contrario desta afirmacdo também ¢ valido. Assim sendo, estudaremos
estes dois casos separadamente. Tomaremos como base para nossa analise,
Toiimo = 1500 mMm™, V,inimo = 0 MM, Thimimo = 0 Mm™ € V,iimo = 1500 mm>. Cabe aqui
uma justificativa para a escolha destes valores : em um individuo saudavel a
contagem de células T CD4+ estd na faixa de 1000 a 1500 mm~ de sangue e
de acordo com [16], durante o curso da infec¢do, a concentragdo viral nunca toma
valores altos comparados ao da contagem de células T CD4+. Como as populagdes de
células infectadas produtivamente e latentemente fazem parte da populacdo de células T
CD4+, iremos adotar o critério de o que vale para Tvalepara T e T .

Desta forma, calculamos as derivadas de segunda ordem para o Caso 1, 7m0 ©
Vinimo » € para 0 Caso 2, Tinimo € Viavimo- A seguir, calculamos os passos de integragéo:

pCAsO _ | _2¢ Ji=l..4 e i=1,2 (3.44)
i Ne
1

Entdo, escolhemos:
, ly CASOj . .
hy,- zmm{hy j} ,i=1,.,4 e j=1,2 (3.45)

i

e portanto,
hy = minih,, | i=1,..4 (3.46)

No caso do modelo 1, o valor de hy ¢ igual a 0.009118, para N = 1000.

Em nossos calculos todas as aproximagdes foram realizadas a favor da seguranga;
logo, o valor de h, obtido é muito inferior ao que poderia ser usado de fato na integrag@o.

Na Tabela 3.3, identificamos para cada método numérico o passo denotado por hggime,
o qual simboliza o maior passo de integragdo que ainda garante a convergéncia do
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método numérico. Comparando-se os métodos de mesma ordem, método de Runge-
Kutta 4x4 e o método preditor-corretor, e método de Runge-Kutta 3x3 e o método de
Simpson, os métodos de passo unico apresentam valores maiores para hgn,, do que os
de passo multiplo.

O maior valor de hgn,, € obtido pelo método de Runge-Kutta-Fehlberg

Métodos h4timo
Euler 0.8
Euler Aprimorado 0.8
Euler Modificado 0.8
Runge-Kutta 3x3 1.0
Runge-Kutta 4x4 1.1
Runge-Kutta-Fehlberg 1.2
Simpson 0.6
Adams-Moulton (preditor —corretor) 0.065
(sem controle de passo)

Tabela 3.3. Comparagdo entre o método numérico e hgy,, —modelo 1

3.4.2 Comentarios sobre a natureza dos erros

Em geral, para as solugdes numéricas estamos interessados em avaliar a qualidade de
uma aproximacgo. Obtemos uma estimativa do erro cometido pela aproximagao, quando
reduzimos o passo /4. A solucdo gerada pelo método ird convergir para a solugdo do
problema de valor inicial, quando fizermos /4 tender a zero. Neste caso, dizemos que o
método converge para a solugao exata.

A propriedade da convergéncia apenas indica o que ocorre quando / tende a zero.
Porém, isto ndo garante que a solugdo sera aceitavel quando % é tomado um valor fixo,
nao nulo e pequeno.

Os erros podem ser de dois tipos :

= erros de truncamento, local e global,

= erros de arredondamento.

Os erros de truncamento sdo provenientes do fato de estarmos aproximando um
problema continuo com informagdes sobre um conjunto infinito por um problema
discreto com informag@o sobre um conjunto finito. O erro de arredondamento por sua
vez, deve-se ao fato de que os computadores trabalham com a aritmética de ponto
flutuante e, portanto, com uma precisdo finita.

Nesta se¢do, para avaliar a qualidade da aproximagdo, usamos uma estimativa para
erro de truncamento local, dado para o método de Euler. Neste caso, utilizamos
argumentos externos sobre o fendmeno bioldgico para determinar os majorantes para as
derivadas de 2" ordem.

O erro de truncamento local nos da a idéia da magnitude do erro cometido pela
aproximac¢do quando partimos da solugdo exata, como no caso da condi¢do inicial.
Contudo, conforme as iteracdes dos métodos prosseguem, os erros vao se acumulando.

Ja, o erro de truncamento global, envolve todos os erros de truncamento feitos em
cada aplicacdo do método numérico. Em particular, se a estimativa para o erro local é da
ordem de 4"/, entdo a estimativa para o erro global sera da ordem de 4%, [11].
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As andlises que executamos em relacdo aos erros de truncamento levam em conta o
fato de que a precisdo nos célculos matematicos ¢ infinita. Isto ndo ocorre quando
implementamos um método numérico computacionalmente. O erro de arredondamento
estd diretamente relacionado ao numero de operagdes matematicas realizadas com os
dados. Desta forma, quando diminuimos o passo inicial de integracdo, A, estamos
realizando uma aproximagdo mais precisa do ponto de vista do erro de truncamento. No
entanto, as aproximagoes estdo mais vulneraveis aos erros de arredondamento.

Nesta segdo, apresentamos para cada modelo, um passo 6timo, denotado por hggime,
que forneceu um melhor desempenho, considerando tanto o erro de truncamento como o
erro de arredondamento.

3.5 Estudo de Variacao de Parametros

Nesta sec¢do, escolhemos o modelo 1 para executar um estudo relacionado ao efeito
de perturbagdes nos parametros. Este estudo nos permitira analisar quais parametros sao
mais sensiveis as perturbacdes ¢ correlacionar este fato com o significado bioldgico.

Parametros
-50% -20% -10% 0% 10% 20% 50%
s 5 8 9 10 11 12 15
p | 0015 0.024 0.027 0.03 0.033 0.036 0.045
Toax| 750 1200 1350 1500 1650 1800 2250
dr | 0.01 0.016 0.018 0.02 0.022 0.024 0.03
) 0.12 0.192 0.216 0.24 0.264 0.288 0.36
c 1.2 1.92 2.16 24 2.64 2.88 3.6
ky |1.20E-05| 1.92E-05 | 2.16E-05 | 2.40E-05 | 2.64E-05 | 2.88E-05 | 3.60E-05
k, [1.50E-03|2.40E-03 | 2.70E-03 | 3.00E-03 | 3.30E-03 | 3.60E-03 | 4.50E-03
N 500 800 900 1000 1100 1200 1500

Tabela 3.4. Varia¢Ges nos parametros — modelo 1

Como abordamos na secdo 3.4, o passo de integracdo ¢ escolhido de acordo com o
conjunto de parametros dados inicialmente.

Para todos os parametros que iremos estudar usamos as seguintes condi¢des para as
variagdes: de +10%, +20% e +50%.

O modelo 1 ¢ dado por (3.4), (3.5), (3.6) ¢ (3.7). Os dados para cada parametro sob
variagdo, para este caso, estdo descritos na Tabela 3.4. O valor 0% denota o
correspondente ao valor original de cada parametro para o modelo 1.

Os testes foram feitos supondo que um pardmetro varia, enquanto os outros
permanecem inalterados em relagdo aos dados originais dados em [16]. As condigdes
iniciais foram tomadas iguais a 7(0) = 1000 mm>,  7°(0)=0 mm~, 7" (0)=0 mm>,
V(0)=10 mm™. Isto significa que estamos estudando um individuo infectado que nio esta
em equilibrio, nem proximo a ele, e que ndo estd em tratamento.
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Em alguns casos, optamos por colocar em uma Unica figura, pardmetros que
apresentaram comportamentos semelhantes.

3.5.1 Variacao no Parametro 6

T xt T xt

- -50%M-20% 38-10% —0% ©+10% ®+20%0+50%

Figura 3.11. Variag@o no pardmetro 6 — modelo 1

Nenhuma variagdo aplicada ao parametro & proporcionou uma modificagdo
significativa nas dinamicas originais, como podemos observar na Figura 3.11 .

Inicialmente, a populacdo de células ndo infectadas, 7, permanece constante, seguida
por uma queda até atingir uma estabilidade. As populagdes de células infectadas 7" e 7,
e de virus, V, permanecem constantes no inicio, seguidas de um aumento e alcangando,
entdo, uma nova estabilidade.

As curvas correspondentes a solugdo numérica original (—) podem ser comparadas
com as curvas da solucdo para as quais a variagdo mais significativa foi a de -50%(--).
Apesar disto as dindmicas originais sdo preservadas.

3.5.2 Variagbées nos Parametros s e p
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- -50%M-20% $8-10% —0% ©+10% ®+20%0+50%

Figura 3.12. Variagdes nos parametro s e p — modelo 1

Tanto o pardmetro s como o pardmetro p possuem um comportamento similar as
variagdes aplicadas em seus valores originais (Figura 3.12). Os pardmetros mostram-se
ligeiramente perturbados quando aplicam-se a eles a variagdo de —50% (- -) em seus
valores originais (—), apresentando comportamentos sutilmente distintos dos esperados :
uma queda inicial da populagdo de células ndo infectadas, 7, seguida por uma fase de
estabilidade. Os comportamentos de ambas as células infectadas 7" e T sdo
semelhantes: um aumento gradativo em seu numero, que deve ser seguido por uma
estabilidade.

Para a populagdo de virus, ¥, um aumento bem gradativo ocorre.

Para as demais variagdes as dindmicas originais sdo preservadas.

3.5.3 Variagao no Parametro T,y

Para uma variagdo de —50% (- -) em seu valor original (—), vé-se que as dindmicas
das populagdes mudam totalmente. As populagdes de células infectadas, 7" e T, apos
um aumento inicial, diminuem tendendo a zero, ao passo que a populagdo de virus, V,
decai para um valor da ordem de 10°. A populagio de células 7 ndo infectadas tem uma
queda logo no inicio, estabilizando-se em seguida.

Para as demais variagdes, as dindmicas preservam a solugdo numérica original.
Observamos ainda que, quanto menor o valor de 7,,,, mais rapidamente o virus sera
erradicado, e as células T CD4+ alcangardo um novo valor de estabilidade. Isto poderia
ser considerado uma explicagdo para o fato de que, apesar de o individuo estar infectado
por um longo periodo de tempo, sua contagem de células 7 e de carga viral permanecem
constantes.
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- -50%M-20% 38-10% —0% ®+10% ®+20%0+50%

Figura 3.13. Variagao no parametro 7,,,, — modelo 1

3.5.4 Variagcao no Parametro dr

- -50%M-20% 38-10% —0% ®+10% ®+20%0+50%

Figura 3. 14. Variagdo no parametro dr — modelo 1

Para as variagdes de +20% (@) e +10% () em seu valor original (—), observa-se
um comportamento diferente do esperado. A populagdo de células ndo infectadas, 7, cai
inicialmente, atingindo uma estabilidade. Ja as populag¢des de células infectadas, T e T,
ap6s um aumento inicial, comecam a decair mais lentamente para a variagdo de
+20% (@), se comparada a variagdo de +50% (O) chegando a uma contagem, em
média, da ordem de 107. A carga viral de cai logo nos primeiros dias. Entdo, este
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comportamento sugere que um tratamento poderia ser realizado usando uma varia¢ao no
tempo sobre este pardmetro.

Observamos ainda que quanto maior o valor da variagdo aplicada a este parametro,
mais rapidamente ambas_ carga viral e populagdo de células infectadas serdo
eliminadas, e a populag@o de células T CD4+ atingird uma nova estabilidade. Isto é
previsto, pois o tempo médio de vida das células ndo infectadas, 1/dr, diminui conforme
dr aumenta.

3.5.5 Variagcbes nos Parametros ki, ke N

Estes parametros apresentam comportamentos similares quando sujeitos as variagdes de
+10%, +20% e +50%, como mostra a Figura 3.15.

Para a variagdo de —50% (- -) em relacdo ao valor original de cada parametro,
observa-se que a populagdo de células ndo infectadas, 7, permanece constante, enquanto
as populagdes de células infectadas, 7" ¢ 7™, aumentam inicialmente, decaindo logo em
seguida tendendo a zero; e a populagdo de virus, V, decai.

Para a variagdo de —20% (™), a populag@o de células 7T também permanece constante.
No entanto, as populagdes de células infectadas apresentam um aumento em suas
contagens iniciais, 0 mesmo acontecendo para a populagdo de virus, embora, neste caso,
mais tardiamente. As demais variagdes ndo proporcionam mudangas significativas nas
dindmicas originais.

- -50%M-20% $8-10% —0% ®+10% ®+20%0+50%

Figura 3.15. Variagdes nos parametros k;, k; ¢ N— modelo 1

Logo, quanto menores os valores destes pardmetros em relagdo aos seus valores
originais, mais rapidamente a populagdo de virus sera erradicada, ao passo que a
populagdo de células T CD4+ sera mantida sem alteragdes.

Entdo, este comportamento sugere que um tratamento poderia ser realizado
introduzindo uma variagdo no tempo sobre estes pardmetros, de tal forma que
diminuissem seus valores.
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3.5.6 Variacao no Parametro c

Conforme as variagdes aplicadas neste parametro diminuem, as dinamicas das
populagdes vao se tornando similares as originais. No caso em que a variagdo ¢ de
—50% (- -), essas dinamicas sdo ligeiramente distintas da original : para a populacdo de
células T ndo infectadas, apos um declinio inicial, ocorre um aumento, seguido de um
periodo de estabilidade. Para as populagdes de células infectadas e de virus, ocorre um
comportamento inverso.

Para a variagdo de +50% (O) em seu valor original, observa-se uma mudanga da
dindmica das populagdes. A populagdo de células ndo infectadas, 7, permanece
constante, enquanto que as populagdes de células infectadas, 7" e T ™. inicialmente
aumentam, em seguida, decrescem exponencialmente, atingindo zero e a populagdo de
virus, V, diminui.

2l

- -50%M-20% 38-10% —0% ®+10% ®+20%0+50%

Figura 3.16. Variagdo no pardmetro ¢ — modelo 1

Portanto, quanto maior a variagdo aplicada a este pardmetro, mais rapidamente as
populagdes de células infectadas decrescerdo até atingir o valor zero, enquanto as
populagdes de células 7 e de virus irdo permanecer constantes. Este fato também ¢é
esperado, pois o tempo médio de vida da populacdo de virus, 1/c, diminui com o
aumento de c. Além disso, um tratamento poderia ser realizado usando uma variagdo no
tempo sobre este pardmetro, de tal forma que aumentasse seu valor.

3.5.7 Resumo dos resultados das simulagées

De acordo com o estudo feito anteriormente sobre as variagoes dos parametros do
modelo 1, concluimos que os parametros que sugerem mudangas no tempo sao : 7, dr,
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k;, k3, N e c. Para o parametro 7,,,, uma mudan¢a nio faz sentido, do ponto de vista
biolégico, uma vez que simboliza o valor médximo que a populacdo de células 7 ndo
infectadas pode atingir e isto ndo poderia, a priori, ser modificado no decorrer do
tempo.A utilizagdo de droga-terapia pode estar vinculada as modificagdes no tempo dos
demais pardmetros (por exemplo, para imitar o efeito de um inibidor de transcriptase
reversa, no trabalho [16], aplicam-se ao pardmetro N algumas variagdes). Em outros
modelos que vimos na secdo 3.3, por exemplo, os modelo 3 e 5, a aplicagdo de droga-
terapia foi utilizada em pardmetros que modelam as taxas de infectividade.

3.6 Conclusoes

Neste trabalho, apresentamos uma série de modelos matematicos que tém como
objetivo representar caracteristicas das dindmicas entre as populagdes de virus, células
infectadas e células ndo infectadas. Como mostrado na se¢do 3.2, a infecg@o por HIV é
um processo bioldgico complexo e ainda existem questdes relacionadas a ela que ndo
estdo completamente resolvidas, como por exemplo, a eliminagdo viral, as células de
memoria que guardam informagdes sobre o antigeno (e, portanto, devem ser englobadas
de alguma maneira aos modelos), a propria atividade anti-HIV do organismo e o fato de
que o virus HIV ¢ capaz de atacar outras células do organismo.

Em todas as implementagdes utilizamos dados observacionais a fim de obtermos as
precisdes para o passo de integragdo. Contudo, estes dados sdo referentes a uma classe
de individuos que se encontram no equilibrio, ou préximo a ele. Logo, nem todo
conjunto de dados fornecido ird gerar uma solugdo numérica convergente e estavel.
Assim, é necessario um estudo que envolva as outras classes de individuos infectados,
pois desta maneira poderemos melhorar as precisdes.

Mesmo analisando uma classe especifica, foi possivel identificar parametros que
induzem altera¢des nos comportamentos das solugdes ao longo do tempo.

Uma proposta para o detalhamento na modelagem ¢ a introdugdo de fung¢des que
representem estes parametros ao longo do tempo. Observamos que isto s6 € possivel para
parametros que podem ser obtidos ¢ acompanhados ao longo da evolugao da doenca para
um grupo de individuos da mesma classe.

Ajustes de curvas também podem ser definidos para classes especificas de individuos
e testados.

Lacunas na modelagem do fendmeno evolutivo, ou a¢des de droga-terapia, também
podem ser preenchidas com experimentos numéricos, mesmo que ndo exista uma base
de dados consistentes.

3.7 Referéncias Bibliograficas

[1] : R.M. Anderson ¢ R.M. May, “Infectious Diseases of Humans : Dynamics and
Control”, Oxford University Press, Londres, 1991.

[2] : F. Barre - Sinoussi, J.C. Chermann, F. Rey et al. “Isolation of a T-lymphotropic
retrovirus from a patient at risk for acquired immune deficiency syndrome (AIDS)”,
Science, 220 (1983), 868-70.



BEVILACQUA, RAFIKOV, GUEDES &9

[3]: B. Carnahan, H.A. Luther ¢ J.O. Wilkes, “Applied Numerical Methods”, New York,
Wiley, 1969.

[4] : T.W. Chun, L. Carruth, D. Finzi, , X. Shen, J. A. DiGiuseppe, H. Taylor, M.
Hermankova, K. Chadwick, J. Margolick, T.C. Quinn, Y.H. Kuo, R. Brookmeyer, M. A.
Zeiger, P. Barditch-Crovo, e R. F. Siliciano, “Quantification of latent tissue reservoirs
and total body viral load in HIV-1 infection”, Nature, 387 (1997), pp. 183-188.

[5] : B. D. Davis, et al, “Microbiologia - Vol. IV — Virologia”, EDART, Sao Paulo,
1973.

[6] : R.C. Gallo, S. Z. Salahuddin, M. Popovic et al, “Frequent detection and isolation of
a cithopatic retroviruses (HTLV-III) from patients with AIDS and at risk of AIDS”,
Science, 224 (1984), pp. 497-500.

[71 : C.L.C. Guedes e J. S. Bevilacqua, “Simulacio Numérica de Modelos
Deterministicos da Dindmica do HIV”, Dissertagdo de Mestrado, IME, USP, Sao Paulo,
SP, 2001.

[8] : C.F. Gerald ¢ P. O. Wheatley, “Applied Numerical Analysis”, 4°. Ed., Addison-
Wesley Pub. Co., 1989.

[9] : P.P. Ho, A. U. Neumann, A. S. Perelson, W. Chen, J. M. Leonard e M. Markowitz,
“Rapid turnover of plasma virions and CD4 lymphocytes in HIV-1 infection”, Nature,
373 (1995), pp. 123-126.

[10] : P. J. Kanki, S. M. M'Boup, D. Ricard, ef al, “Human T-lymphotropic virus type-4
and the human immunodeficiency virus in West Africa”, Science, 236 (1987), pp. 827-
31.

[11] : J. D. Lambert, “Computational Methods in Ordinary Differential Equations”, John
Wiley & Sons, 1973.

[12] : R. Leonard, D. Zagury, 1. Desportes, J. Bernard, J. F. Zagury, ¢ R. Gallo,
“Cytopathic effect of human immunodeficiency virus in T4 cells is linked to the last
stage of virus infection”, Proc. Natl. Acad. Sci. , U.S.A., 85:3570-3574 (1988).

[13] : M. Melbye, R. Madhok, P. S. Sarin, ez a/ , “HTLV-III seropositivity in European
haemophiliacs exposed to factor VIII concentrate imported from the USA”, The Lancet,
ii, pp. 1444-6 (1984).

[14] : M. Nowak e R. May, “Virus Dynamics : Mathematical Principles of Immunology
and Virology”, Oxford University Press, Londres, 2000.

[15] : A. S. Perelson, “Modeling the interaction of the immune system with HIV”,
Mathematical and Statistical Approaches to AIDS Epidemiology. Lect. Notes in
Biomath., C. Castillo-Chavez (Ed.), 83 (1989), pp. 350-370. New York: Springer-
Verlag.



XXVI CNMAC — SAO JOSE DO RIO PRETO 90

[16] : A.S. Perelson, D. E. Kirschner, ¢ R. De Boer, “Dynamics of HIV infection of
CD4+ T cells”, Math. Biosci., 114: 81-125 (1993)

[17] : A. S. Perelson, e P. W. Nelson, “Mathematical analysis of HIV-1 dynamics in
vivo”, SIAM Review, Vol. 41 (1999), pp. 3-44.

[18] : W. H. Press, “Numerical Recipes in C : the Art of Scientific Computing”, New
York, Cambridge University Press, 1992.

[19] : D. Schenzle, “A model for AIDS pathogenesis”, Stat. Med., 13 (1994), pp.
2067-2079.

[20] : G. J. Tortora, B. R. Funke, C. L. Case, Skyline College 2001, 887 pp,
“Microbiology: An Introduction”, including Microbiology Place™ Website, Student
Tutorial CD-ROM, and Bacteria ID CD-ROM, 7/e , Cloth Bound w/CD-ROM format



BEVILACQUA, RAFIKOV, GUEDES

91

Indice remissivo

Adams-Moulton, 78, 80

Bellman, 47, 48, 51, 53, 54, 56

condigdes de compatibilidade, 13

controle bioldgico, 37, 38, 44, 45, 50

controle 6timo, 3, 30, 32, 33, 35, 38,
39,40, 42, 43, 45, 46, 47, 49, 50, 51,
52,53, 55,56

convergéncia, 77, 80

dinamica de populagoes, 29

equacdo diferencial parcial, 11, 12, 47,
53

equilibrio do ecossistema, 38

erro de discretizagdo, 78

estabilidade, 38, 46, 48, 49, 52, 53, 71,
74,717, 82, 83, 84, 85, 86

Euler, 78,79, 80, 81

Fourier, 17,22, 27

fun¢do de controle, 32, 33, 34, 43, 45,
46,47, 48, 50, 52, 53, 56

Hamilton, 33, 40, 47, 48, 51, 53, 54, 56

Jacobi, 47, 48, 51, 53, 54, 56

Lotka-Volterra, 31

Lyapunov, 48, 49, 51, 53, 56, 57

Malthus, 29, 30

Maxwell, 10, 13

Mayer, 33, 39

Neumann, 12, 13, 16, 58, 88

passo de integragdo, 80, 81, 87

Pasteur, 61

ponto de equilibrio, 43, 44, 45, 46, 47,
51, 52,56,65,71,72,74

Pontryagin, 33, 39, 57

potencial elétrico, 11, 15

problema inverso, 10, 19

Resposta imune celular, 63

Resposta imune humoral, 63

Runge-Kutta, 78, 80

Simpson, 78, 80

spline ctbico, 17, 22, 23

Verhulst, 29, 30

virus de RNA, 62



